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13. Die Laplace schen Differenzengleichuugen 
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1910 

G Walleubeig und A Guldberg, Theone dei lineaien Diiferenzengleickungen, 
Leipzig uad Berlin 1911 
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Zur Eiganzung des vorliegenclen Referates Bind die folgenden Beterate 
heianzuzielien 

I E, I) Seltwanoff , Diffeienzenrecknung 
IDS,/ Bausclunyer, Inteipolation 

I D 1, E Cziibei, Wahrschemliclikeitsieclmung, Nr G Die Differenzenrechnung 
als methodisch.es Verfahren der Wahiscliemhchkeitsieclinung 
II A 3, G Bntnel, Bestimmte Integiale, Nr 12 P-Fnnktion 
II A 11, S Bxnchetle , Funktionalopeidtionen und -gleichuugen 


I. Liueare Grleicliuugeu. 

1. Ein Satz von Pomcaie Lmeaie komogeue Diffeieuzenelei- 
chungen mit konstanten Koeffizienten, d li die sogenanuten rekur- 
renten Iieihen, sind yon Lagiange 1 ) eingekend beliandelt woulen 
Laplace 2 ) bat diucb seme Theone dei erzeugenden Eunldioneu und 
besonders duieh die naeh lbm benaimte Iutegialtiansfonuation wieh- 
tige Hillsmittel fui die Auflosung von Gleiclnmgen mit rationale!! 
Koeffizienten eibiaelit Im Refeiate I E (D Selnvanoff) wuide yon 

1) Lagiange , Sur Integration d\me equation diffeientielle a diffeiences 
finies, qui contient la theone des suites rdcuirentes, Misc Tauunensia 1 (1759; 
[1761], p 33 — 42, (Euvres 1 (Pans 1867), p 23 — 36, Recherckes sur les suites 
rdcurrentes, Nouv Mem Acad Beilin 6 (1775) [1776], p 1S3— 272, (Euvres 4 (Pans 
1869), p 161—251, Meinoires sui Texpiession du tenne general des series le- 
currentes lorsque liquation g&ieratrice a des lacmes £gales, Mem Acad Beilin 
1792/93 [1798], p 247—257, GEuvlgs 5 (Pans 1870), p 624 — 641 

2) Laplace , Reckerches sur 1’integi ation des equations diiFerenfcielles aujv 
diffeiences finies et sur leui usage dans la theone des hazards, Mem A< ad Sc 
Pans (Savants Grangers} 7 (1773) [1776], (Euvres 8 (Pans 1891), p 69—197, 
Memoire sui les suites rdcuiro-recunentes et sui leurs usages dans la throne 
des hataids, Mem Acad Sc Pans (Savants dtiaugers) 6 (1774), (Euvies 8 (Pans 
1891), p 5—24, Memoire sur les suites, Mem Acad Sc Parib 1779 (1782), (Eunes 
10 (Pans 1894), p 1— 89, Theone analytique des probability, Paris 1812, (Euvies 
7 (Pans 1886), p 7—180 
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den alteien Arbeiten ubei Differ enzengleichungen benchtet 8 ) Wn be- 
scbranken uns bier auf die funktionentheoretischen Untersuchungen 
der Losungen Die Aufmerksamkeit dei Analytiker wuide zunachst 
auf die Grleicliung f(x _(_ i) = x f(x) 

geleukt Diese Gleichung wird von dei Gamin at unktion befnedigt, 
mid eb hat sieh dabei heiausgestellt, claB bchon selir spezielle Diffe- 
r enzengleichungen wesentlich neue ti anszen dente Funktionen definieien 
Uber die Gammafunktion ist nn Refeiate XI A 3 (6r Byunel) benchtet 
Die wichtigsten Eigenschaften diesei Funktion smd schon von Enle*, 
Legend* e, Gau(i und Weie* sfuxfi heigeleitet woiden Aber es sollte 
noch lange dauem, bis die analytischen Eigenschaften der Losungen 
emei umfassendeien Klasse von Diffei enzengleichungen erfoischt wur- 
den Den AmtoB zu emer deraitigen Unteisuchung hat der folgende, 
von Pcnncme*) lieigeleitete Satz gegeben Wir betrachten eme lmeaie 
Gleiehung von dei Foim 

(1) /(» + 1) -\-p, _ 1 {n)f[n + l — 1) -f + iM«)/(» + 1) 

+ j»o(»)A») = °> 

wo die Veiandeiliche n eme ganze positive Zahl ist, nnd wo die 
Koeffizienten p t (n) Funktionen von n smd, die je einem bestimmten 
Gienzweite A t zustieben, wenn ti ms Dnendliche wachst Die chaiak- 
tenstisehe Glei chung 

k + A k _ 1 z k ~ l + + A^ss + A q = 0 

hat l Wurzeln a t , die lant Annahme die Ungleichheiten 

(2) |«il>k 2 l> >\ a k\ 

befnedigen Ponica*e zeigt nun, daB ^ emem bestimmten Gienz- 

wert zu&trebt, wenn n ms Unendliche zunimmt Dieser Grenzwert ist 
eme dei Wurzeln dei charaktenstischen Gleichung und ist lm allge- 
meinen gleich a t , jedoch ist fui gewisse paitikulaie Losungen der 
Grenzwert eme dei andeien Wurzeln 

3) Weitvolle Eiganzungenhaeizu finden aichin dem Lehrbuch von G Wallen- 
berg und A Guldberg, Theone dei hnearen Differenzengleichungen , Leipzig u 
Berlin 1911 Dieses Buch enthalt n a erne ausfuhrliclie Darstellung zaklieicher 
meist formaler Unteisuchungen ubei Differenzengleichimgen, die mcht mnerhalb 
des Rahmens dieses Referats fallen 

4) Pomcaie, Sur les equations lineaues aux diffeientielles ordmanes et aux 
differences fimes, Amer J Math 7 (1885), p 23 3 — 217, p 237 — 258 Der Beweia 
von Poincare ist von Picard prazisiert worden, vgl Picard, Traite d’ Analyse 3 
(Pans 1908), p 419—422 
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Pincherle 5 ) hat diese Paitikularmtegiale nahei imteisueht, unci 

zwai unter der Anuakme, daB die Koeffiz lenten p t (n) rationale Funk- 

tionen von. )i smd Insbesondere liat Piyichcile die Wichtigkeit des 

von lhin sogenannten ausgezeiekneten Integrals heivoigehoben und 

dessen Existenz bewiesen, es ist dies dasjenige bis auf emeu kon- 

stanten Faktor eindentig bestimmte Paitikularintegial, lui welches der 

Gienzwert , /\» -f 1) 

hm ■ ri < - 

ti->oo fin ) 


gleich dei absolut klemsten Wiuzel a } wird Oline die emsebiankende 
Annalime zu machen, daB die p t ( n ) ia bonale Funktionen von n smd, 
hat Penon 6 ) bewiesen, daB es immer l Paitikulaun teg rale /,(;*> gibt., 
derarfc, daB i im %±_ 1 ) == „ 


f, W 


0 = 1,: 


0 


Es ist hieibei vorausgesetzt, daB p 0 [n) =}= 0 Weiteigekend beweist 
Penon 7 8 ), daB, ohne die Annalnne (2) zu machen, es nniuei l Lo- 
sungen gibt, derart, daB 

limsupf/j f,{n)\ = | «, | , 

n ->oa 

soiem j) 0 (n) fm alle n von Nall verschieden ist >l r B Foul hat 
den Fall betiachtet, wo die Koeffizienten p^n) deiait gegeu die firenze 
A ftiebeu, daB p {n ) —A, = 0(z(n)), 


wo t (») eme derartige positive Funktion ist, daB die Reike t ( ti) 
konvergiert Wenn die Wuizeln a t der charaktenstischeu Gleicbung 
alle vonemandei und von Null veischieden smd, so beweist Foul*), 
gestutzt auf die Untersuchnngen von Dim ubei lmeare Diffei ential- 
gleiclumgen, folgendes Wenn a u a 2 , a h (h < l) diejemgen Wurzeln 
smd, deren Modul den klemsten Wert a hat, so existieit eme Losuno 


5) Pincherle , Sur la generation dea aystemes r&junents an moyen d’une 
equation Unfair© differentieile, Acta math lo (1893), p 841— 303, Delle tun/ioni 
lpeigeometnclie e di vane queBtiom ad esse attinenti, Giorn mat 32 (1894) 
p 209—291 

6) Perron , tlber emeu Satz des Herrn Poincare, J leme angew Math H6 
(1909), p 17—38 Fur fileichungen zweiter Urdmmg vgl Vav Vied, On the 
convergence of algebraic continued fractions whose coetficiontb have limiting 
values, Trans Amer math Soc 3 (1904), p 259 — 250, Pincherle, Studio sopra un 
teoLema del Poincare relativo alle equaziom ricorrenti, Reud Acead Bologna, 
Sessione delli 2G Marzo 1905 

0 Perron, tlber die Poincaresclie lineare Differenzengleichuug, T reme 
angew Math 13/ (1910 1, p 6 — 64, tfber Summengleiclmngen und Pomcaresohe 
Differenzengleichungen, Math Ann 84 (1921), p l— 15 

8) Ford, Sur les equations lmeaires aux differences fimes, Ann Mat 
ed appl (3) 13 (1907), p 263-328 
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dei Littutut/eugleiclmug, welclie tui gauze Weite von ??, die gioBei 
ak eme bestimmte Zalil smd, die Fmm hat 

/(//)==r 1 a 1 w + c 2 a * 1 -f- c h a j» l a ” e ( n \ 

wo Cjjfg, t h wiLlkuiliclie Konstanten suid, wnhiend 

f(«) = 0[js*(v)) 

i = n 

Yeischiedeno Kdle wo die ehaiakten&tisclie (rlei chung gleiche Win- 
/eln hat, odei wo sie mebreie uuendlicli gioBe odei ver^chwmdende 
Wui7eln hat, smd von Foid tJ ), Noihutd 10 ) nnd Pen on 11 ) unteisuclit 
t\ oiden Pm on beti.iclrtet die Difteienzenglcickung 

l - 1 

/ (« + *) + ^ iU») /■(« + ») = o , w”) =H < >1 

# = 0 


wo die /j t behebigt* leelle Zahlen said, imd die absolnten Weite dei 
sovveit sie nicht identisck \ersckwinden (m welcliem Fail 
fi t = — (*vj geset/t ivird), nut waclisendem n gegen endliche, von 
Null veisclnedene Gienzweite komeigieien Maikieit man m emeni 
lechtwinkligen X-l-Kooidmatensvstem die l ~j- 1 Pnnkte mit den Ko- 
oidinateu 0,0, /, ft k _, (> = 1,2, A) 


und imibpamit sie nut cmeiu nacli dei positiven Y-Seite konvexen 
Neivton-PittseinscMen Polygonzug, dessen Stiecken s x , s 2 , s fJ seien, 
dei ait, daB die Stiecke s / den Richtungskoeffizienten (jj und eme Pio- 
]ektion von dei (ganzzahhgenj Lange » x hat, so gibt es> h lmeai unab- 
hangige Integiale, die dei ait m a Klassen /erfallen, daB fui die Inte- 
giale dei X teu Klas^e und ihie lmeai en Veibmdungen stebs 



f\»0 i 
(n'jh 


uidlu‘1) und \on Null Muschieden ist, die Anznlil dei Interlude dei 


hi haul, a a O mid Studies on diveigent hones and Riun inability , Mulli- 
gan Scieiu e senes 2 (New Yoik 1016), p 73 — 74 

10) Noilutuh Sur la convergence des hactions uiniinud-, bans C U 147 
(3 908), p o85 — 5b7, Sui les equations aux difieiences hnies, lb 149 (1909), 
p 841 — b43 , Fractions continues et differences leupioqucs, Arta math H (1910 1 , 
p 1 — lOb 

11) i'timi; Ubei lmeai e Dihcienzen- und Ditfeientialgleichungcn , Math 
Ann 0b [1909), p 440 — 487, tlhei lmeaie Ditfeieu/engleichungen, Acta math 34 
(1910), p 1 04 — 137, Ubei das Yeikaltcn dei Integrale hneaiei i hileicn/englei- 
chungen lm Unendhcben, Jabresb deutscb Math-Vci 39 (3 910), p l k 29 — 137 An 
Pen on* Aibeiten bchln fit sub die Dissertation von P Kicu^n , tJbei das Yer- 
halteu dei Integrale bomogonei hnearer Diffeien/engluchungen ini Unendbcben, 
Hoiria-Le]p/u r 19 14, an 
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fQasse ist ) x Ifack Kieuset gehoit zur A ton Klasse erne cbarakte- 
3cke Gleichnng vom Giad und der obige lirnsup ist gleich 
absoluten Betiag emer Gleickungswuizel, so zerfallt jede dei 
assen nock m Unteiklasseu entspieekeiul den veischiedenen ab- 
,en Betiagen dei Wurzeln 

Betrackten wn weitei die Diffei enzengleickung zweitei Oidmmg 
f(n + 2) — (2 + p(n))f(n + 1) + (1 + qW)f(n) = 0, 
limpin') = 0 , lim q{n) = 0 


charakteristiscke Gleichung hat kier die Doppelwurzel 1 Im all- 
3inen existieit dei Gienzweit 


lim 

rt -yea 


A« + 1 ) 


t Aber wenn die Uugleichungen 

O O 


p(n) > 0, .p{ il ) ^ 

ill le kmieickend gioBen Weite von n eifullt siud 7 o hat Pen on 12 ) 
gewiesen, daB der Gienzwert (3) exi&tieifc und gleick 1 ist 
Wenii die k Koeffizienten p£n) der Differenzengleickung (1) tui 
e reelle positive Werte von n duiek Potenzieiken dei Form 


!»,(») 




Lptotisck dargestellt weiden, so gibt es L dei Difierenzengleiekung 
ell genugende, diveigente Reihen, welcke aknhck gebildet smd 
die emer lineai eu Differentialgleichung genugenden Thome seken 
nalreiken Unter dei Anoakme, daB die Wurzeln der ckaiakten- 
ken Gleickung vonemandei und von Null versckieden smd, hat 
a 13 ) duick eme Metkode sukzessivei Annakeiungen bewiesen, daB 
■ l Reiken ^ lmeai unabkangige Losungen fui groBe ganzzaklige 
/ive to im Smne von Pomca>e asjmptotisck darstellen Zu emem 
icken Resultat gelangt Ford 1L ) fin Gleickungen zweitei Oidnung 
l Benutzung ernes andeien Appioxunationsveifakiens hat 


12) Uber Iineare Difterenzengleichungen zweitei Ordnung, deren chaiakfce- 
che Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat, Sit/ungsb Akad Heidelberg 

A 17 

13) Horn, Zui Theorie der Linear en Difterenzengleichungen, Math Ann 5o 
), p 177 — 192, Uber das Verhalten dei Integiale hnearer Differenzen- und 
rentialgleickungen fur grofte Werte der Yeranderlichen, J reme angew Math 
1910), p 159—191 

14) Fo)d } On the integration of the homogeneous linear difference equation 
cond order, Trans Amei math Soc 10 (1909), p 319 — 336 

15) Th Erb , Ubei die asymptotische Darstellung der Integrate liueaLer 
en/engleichungen durch Potenzieihen, Dies Pirmasens 1913 
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hiei genannten Untersuchungen von Pen on und Hoi n foitgesetzt 
32 1 betiachtet die obige Tenon sche Gleicb.ung 7 die rationale 
Zahlen sind, wahrend die Koeffizienten i\(n) sicb dutch Reihen der 
iToim «* « 

^Lj - 
« = o n l 

•o-sjmptoti&cli daistellen las&en ; wobei v eme ganze positive Zahl ist 
GEtb leitet die entspiechenden asymptoti^chen Dait.tellangen der Lo- 
snngen untei dei Annabme ab ; dafi die Ki cw.se> schen charaktenstischen 
Grleicbungen meht gleiche Wurzeln baben, imd dafi nocli emer wet- 
ter en ahnlichen Bedmgung genugt ist 

Fm Systeme Imeaier Diffeienzengleichungen eihalt man natuilich 
^inen dem Tomcat tscken Satz entspiechenden. ahnlichen Satz Dei 
Fin&fuhiliche Beweis hieifiu ist von Van Vied 16 ) und Pen on 17 ) ge- 
t^eben 

Die hiei genannten Untei suchun gen haben wichtige Anwendun- 
gen is ) gef unden bei dei Bestimmung des Konveigenzgebiets von Reihen 
oclei Kettenbiuchen und beim Studmrn dei Integiale von lmearen 
33ifieientia]gleichungen Bei solchen Anwendungen handelt es sich 
autjschliefilich uni das asymptotische Yeihalten der Losungen dei Dtffe- 
Tenzengleichung fui giofie ganzzahhge Weite dei Yeran dei lichen. Eme 
eigcntliche Theone dei Diffeienzengleichungen entsteht abei eist ; wenn 
man dei Veiandei lichen ; um Aufschlufi uber die analytischen Eigen- 
schaften der Losungen zu ethalten, beliebige leelle odei komplexe 
~Weite gibt Diesbezugliche Untersuchungen smd nahezu gleichzeitig 
von Bithhoff , Cmnnchael, GaTbtun und Nutlnnd angefangen Dabei 

16) Van Meek, On the extension of a theorem of Poincare foi difference- 
equations, Tians Amer math Soc 13 (1912), p 342—352 

17) Penan , Uber Systeme \on lmearen Bifferenzengleickungen er^ter Ord 
nung, J reme angew Math 147 (1917), p 3b — 53 

18) Ygl zumBeispiel Penon , Uber lmeaie Diflerentialgleichungen mrl ratio 
nalen Koeffizienten, Acta math 34 (1910), p 139 — 163 Nortuncl, Fractions con 
tmues et diff&ences recipioques, Acta math 34 (1910), p 1 — 108 F R Neumann 
Der Pomcaiesche Satz uber Differenzengleichungen in seiner Anwendung auf eme 
Tntegralgleichnng, Math Ztschr 6 (1920), p 238 — 2bl A bramesco, Sur les seriet 
de polynomes a une variable complexe, J math pures appl (9) 1 (1922), p 77 — 84 
Ubei Anwendungen dor Differenzengleichungen auf Fiagen der Technik nnc 
Pkysik und Lesonders uber eme elementare Anwendung des Satzes von Poincat ■ 
siehe Bencht von 'Wallcnbeig, Anwendung ernes Satzes von Poincare aus dej 
Theone der lmearen Differenzengleichungen auf die Zahlemeihe des Fibonacci 
Sitzungsb Borhnei math Ges 14 (1915), p 12 — 40 Uber weitere techmsche An 
wendungen \gl P Funk, Die lmeai en Diffeienzengleichungen und ihie An 
wen dung m der Theone dei Baukonstruktionen, Berlin 1920 
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hat es sich herausgestellt, daB die Potenzieilien, deien man sich hei 
fxuiktionentheoietischen Unteisuchungen gewohnlich bedient, durchaus 
ungeeignet sind, um die Losungen daizustellen Denn die Pofcenz- 
leihenentwicklungen, die man bilden kann, sind m den Fallen di\er- 
oent, die uns am meisten intei ess leren mussen, nainhch wenn es sich 
um eme En twiddling in dei Nahe ernes smgulaien Punktes handelt 
Will man abei in dei Nahe emes legulaien Punktes entwickelu, so 
eihalt man Reihen, die m emem allzu beschiankten Beieich konvei- 
gieren AuBeidem eifoideit die Bestmimung dei Potenzieihen um- 
standliche und wemg ubeisehbaie Recknutigen Es gibt dagegen an- 
dere, bisher wemg beachtete Reihentypen, die fui die voiliegende 
Untersuchung besonders gut geeigaet smd, und die wn deshalb lnei 
bespiechen mussen Es sind dies die sogenannten Fakultaten- und 
Inteipolationsi eihen 

2. Fakultatenreihen Erne Ileihe von dei Foim 




00 


2 


<*s*' 

x(x -j- 1) 


(X + b) 


nennt man eino Fakultatemeihe Die Koeffizienten a g smd dabei von 
ju unabhangig angenommen Dei Kui/e halbei setzen wn x — <j -j- ir 
Der Konveigenzheieich dei Reihe (4) ist, wie es Jnisai 12 ), Nielsen- 0 ) 
und Landau 21 ) gezeigt liaben, eme Halbebene, die Jink^ von emer 
Senkiechten zui Abszissenachse, dei Konveigenzgeniden, begienzt 
wnd In andeien Worfcen es existieit eme leelle Zahl X derait, daB 
die Ileihe fui a > X konveigent und fur a < l diragent ist Die 
Zahl X heifit die Konvergenzabszisse dei Ileihe In lhiei Konveigenz- 
haibebene bi audit eme Fakultatemeihe nicht absolut zu konveigiei en 
Nielsen 22 ) hat bewiesen, daB das Gebiet dei absoluten Konveigenz 
ebenfalls eme Halbebene ist, welche links von emei Geiaden a — { u 
begienzt ist Die Ileihe konvergiert somit bedingt lm Bande l<0<u 
Die Zahl u behiecligt die Ungleichhe^t X < u < X + 1 

Dei eiste, dei sich nut Fakultatenreihen emgehendei bescliaftigt 


19; Jensen, Tidsshriffc for Math (4) 5 (1881), p 180, Anifgabe 451, Om 
Rackkeis Konvergens, lb (5) 2 (1884), p 69 — 72 

20; NieKen, Reckerckes &ur lea series de iaclorielles, \mi he Norm ^3) 19 
(19U2), p 409—453, Les senes de factonelles et les opuations fondamentaleh, 
Math Ami 59 (1904), p 355—370, Hamlbuck der Theone dei ft&mmahinhtion, 
Leipzig 1906, p 2*87 — 299 

21) Landau, tJbcr die Giundlagen der Theone dei Kakultatemeihen, 
Sit'iingsb Akad Muncken 30 (1906), p 151—218 

22) a a 0 Handbuch usv , ]i 238 



2. Fakultatenreihen 0g3 

hat, ist &chlomilch n ) , er hat besoncleis lhien Zusammenliang nut clem 
Integial von Laplace i 

0 

eikannt Diesen Zusammenhang liaben spa ter J J mchnle n ) und Niel- 
sen-') nahei unteisucht, abei erst Landau hat (a a 0 ) die Theone 
dei Fakultatemeihen auf erne sichere Griundla&e oesteilt 

Die Fakultatemeibe stellt erne analytische Funktion <£>(&) dm, 
die aich mi Inneien des Konveigcnzbeieichs legulai veiha.lt, die Punkte 
i = 0, — 1, — 2j ansgenommen, wenn solche Punkte ilia Inneren 
liegen Dei Punkt x — oo ist un allgemeinen ome wesenthck singu- 
Lu e SteLle dei Funktion <&(x) Setzen wn 

V — l 

- 2 ^ +«*"('. +*>+»■<*>- 
>=0 

so hat Nodwid JG ) gczeigt, daB | x ,l + l li n {x) | in dei Halbebene o > x 
klemer als eine Konstante bleibt, hier bedeutet x eine positive GioBc, 
groBei als die Konvergenzabszisse l Die Fakultatemeibe lafit dalier 
mit beliebigei Annaherung das Veihalten dei duicli sie daigestelltcn 
Funktion <I}(x) eikennen, wenn x mneihalb des Kon\ ergenzgebiets ms 
Unendliche geht, und sie erweist sich soniit als em seln nutzliclies 
Weikzeug, wenn man eine analytische Funktion m der Uragebung 
ernes singulaien Punktes unteisuchen will Sie liefeit erne Dai sie l- 
lung dei Funktion, die gultig bleibl, wenn man sich dem singulaien 
Punkte m dei Weise naheit, daB man in einem gewissen, von linn 
aussti ahlenden Wmkehaum veibleibt, dafiu ist nui dei smgulaie 
Punkt ms Unendliche zu veilegen In diesei lieziehung etweist sich 
also die Fakultatemeibe als der PolenzieiJie wesentlich ubeilegen 
Fui die Anwenclung dei Fakultatemeihen m dei Funktioueii- 
theone ist es von Bedeutung zu wissen, wie die Konveigenzabs/isse 
dei Peihe ?on den analytischeu Eigenscliaften dei entspi ei liendon 

26) Seldom itch , Dbei FakulUtemeihen, Bei lies Leipzig 11 (1859), math 
P JOS — 137, Uber die Entwickelung von Funk I loneit uunplexei Vauabb n m 
Fakultatemeihen, lb 15 (1SG3), p 5S-— 62 

2-1) Vmcherlc, Sui lcs fonctions deteimmaiilefc, Ann Fc Norm <3; 22 (1905;, 
P 9 — 88, Sullc sene di lattonali, Aiti R Accad Line Rend (5) llj (1902;, 
P Sulla lluppabilita di uua iunmne m sene di lattonali, lb (T>j 1 > 2 

11003), p 33b— 34 i 

25) Nielsen, Sul la lepiesentafcion asymptotique d’une serie de hictouelle:*, 
\nn Ec Norm (3) 21 (1904), p 419—458 

26) Not hind, Diss Kopeuhugen 1910, Sui les s<nes cle facultes, Acta math 
*7 (191 1), r> >27 — 387 
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Function abbangt Bei den Poteuzieiken gilt bekanntlicb, da8 dei 
Konveigenzkieis bis zum naebsten smgnlaien Punkt reiekt So em- 
facb liegt abei die Saebe bei den Fakultatenieiben mebt, das Kou- 

vergenzpiobiem diesei Reihen bat NoiluntV 7 ) nabei eiorteit Es sei 

<D(x) erne Funktion, welcbe sicli durch die Reibe (4) m emei ge- 
wissen Halbebene daistellen laBt Dann gibt es erne reelle Zabl a von 
dei Bescbaffenbeit, dafi Q(x) fur 6 > cc -j- s legulai und bescbiankt 
ist, abei mebt m dem Streifen a — £ < < a + s, wie klem aucb 
die positive GioBe £ sem mag Wn nehmen dei Emfachheit wegen 
au ; daB a positiv i^t Dann ist immei cc < k, und im cillgemeinen ist 
cc Heme? cds die Konve) gentabszisse k Bewegt sicb x m dei Halb- 
ebene 6 > a + * ngendwie ms Unendlicbe, so stieben dabei <J>(z) und 

alle Ableitungen diesei Funktion naeb - gleichmaBig je emem Gienz- 

wert zu Wie kann man jetzfc die analytiscbe Foitsetzung der Funk- 

tion m dem Stieifen cc <C 6 k eibalten^ Hierbei kommen zwei 

Tiansfoimationen m Fiage ; die beide m der Tbeone dei Diffeienzen- 
gleicbnngen erne wicbtige Rolle spielen 

Eistens laBt sieb die Funktion <!>(%) immei durcb erne Fakul- 
tateiueibe dei Form 

30 

/ a \ = "S' 1 - ^ gl 

( c + Pp b (® ~\~ q •+■ 'O 

i= 0 


daistellen, wo p eme beliebige Zabl ist Nebnien wir p positiv an, 
so ist die Konvergenzabszis&e k n dieser Reibe eme kontmuieilicbe 
Funktion von p, welebe monoton abmmmt, wenn p ms Unendlicbe 
wacbst Sie stiebt somit emem Ghenzwert zu Man bat immei 
« < ^oo < X Q <. I, und im alloememen ist k x groBei als cc Es sebemt 
somit, als ob wedei k nocb f i noeli mit emfachen analytiscben 
Eigenscbaften dei Funktion <E>(&) in Zusammenbang steRt 3S ) Die 
Reibe (5) gibt uns also die analytiscbe Foitsetzung dei Funktion in 
dem Stieifen k Q < 6 < k, aber diese Transformation, die ubugens mit 
dei Cfesa/oscken Summation smetbode aqui valent ist, erlaubt uns mebt 
m den Streifen cc < 6 < k^ einzudiingen 

Zweitens kann die Funktion ©(&) sicb lmmer durcb eme Fakul- 
tatenreibe dei Foim 


(6) 




■v 

X{ l -j- w) 


('C — [- i ft) ) 


27) 2\ r oi lunclj a a 0 und Sur les senes de facultes. Pans C It 158 (19l4i 
p 1252 — 1253, Sux les senea de facultes et les methodes de sommation do 
Cesaio et de M Boiel, lb , p 1325—1327 

28) Aus Untersucbungen von H Boh gelit heivor, daB die Saebe bei den 
JDmchl eta chen Reiken ganz andeis liegt 
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daistellen, wenn co positiv und groBei als 1 ist Noch mebi es gLbt 
eme positive Zahl S von dei Bescbaffenbeit, daB die Entwicklung (6) 
gilt, wenn co > &, mclit abei fur co < S Es sei A (go) die Konvergenz- 
abszisse dei Reibe ( 6 ), da ist, fur go > S, A(co) eme kontmmerliche 
Funktion von co, die monoton abnimmt, wenn co wacbst A (a) strebt 
somit einem Gienzweit r m, wenn go ms Unendlicbe wacbst Dieser 
Grenzweit ist gleich a Die Gienzkonvetgenzabszisse A(oo) = a ist 
■^omit eme Zabl, die zu den Smgulantaten dei dmcb die Reibe dai- 
gestellten Funktion <&(#) m emfacher Beziebung steht Es komrnt vor, 
dab l(to) = cc schon fui emen endhcben Weit co t von c o, dann ist 
diese Gleichung ebenfalls erfuilt fui o > co 1 

Betieffs des Yerhaltens dei Funktion $>[x) m dei Nalie dei Ge- 
inden a = cc bat man zwei Falle zu unteischeiden 

1 Auf dei Geiaden a — u liegt em smgulaiei Punkt, odei dei 
Stieifen a — £ < 6 < a entbalt unendlicb viele smgulaie Funkte, die 
sicb der Geraden a = a unbescbiankt nahem, wenn man auf lbi ms 
Unendlicbe wandeit 

2 Die Funktion &(x) ist fui d > a Q legulai, wo a 0 < a In 
dieseru Falle stiebt die Funktion <£> kemem Gienzweit zu, wenn x, 
mi Innern des Stieifens a 0 < a < cc verbleibend, ms Unendlicbe wachst, 
vielmebi genugt sie kernel Gleicbung dei Foim 

l®(* + ”)|— 0(| r | 4 ), (a 0 < c? < o.) 

wie groB aucb k augenommen wird 

Welcbe Funktionen lassen sicb dmcb Fakultatemeiben daistellen v 
Um diese Frage zu beantworten, bemeiken wn, daB die Funktion <&(jl ) 
sicb m der Halbebene a > cc + £ asymptotiscb duicb eme Potenz- 
leibe von der Foim « 

<7) 

n - 1 

daistellen lafit Diese Reibe ist unbedmgt und gleicbmaJBig summier- 
bar im Smne von JBoiel (duicb die Exponentialmetbode) Und umge- 
kebit wenn die Reibe (7) im Smne von JBo)el unbedmgt und gleich- 
maBig summieibai ist, so laBt sicb die entspieebende Funktion duicb 
eme konvergente Fakultatemeibe (6) darstellen, wenn die positive Zabl 
oi geeignet gewablt wild 29 ) In den meisten Fallen, wo man slcIi di- 

29) JV of hind, a a 0 Vgl dazu aucli noch Watson, The Tiansfoimation of 
an asymptotic Senes into a conveigont Series of mveise Factorials, Rend Circ 
mat Paleimo 34 (1912), p 41 — Sib wo ein aknlieher, aber wescntlich speziellcrer 
Satz bewiesen ist Ygl fernei i ' Nevanhnna , Zur Tbeone der asymptotiscbeu 
Poten/reihen, Dis^ Eelsmgiois 191S, wo die Uutei suckling von Watson weiter- 
gefubit ist 
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\ ei gentei Poten/ieihen bedient li.it, kann man deshalb mit konvei- 
genten Fakultatenreiben auskoiumcn °) 

3. interpolationsieihen Im dem Refeiat I D 3 (. Saaschmgei ) ist, 
schon die Stvlmgsche Interpolationsfoimel 

oo 

's> I'’(x) = F{0) -\-^x(x 2 — l 2 )( x ^ 2 s ! (a 2 — i a )(a, + o,x) 

J = U 

bespiocheu Die Koetfizienten a M und b s Bind tod r nimbhangig und 
mci den dm ch die Werte dei Funktion F(x) in den Punkten x = 0, 
4-1 -|-2, leiclit ausgedruekt Wenn diese Reike in dei Nnbe 
ngendemes Puukfces konvergieit, so konveigiert sie m 3 edem Kieise 
qleiclnnaBig und stellt sornit miinei eme gauze Fnnktion d.u S1 ) Urn 
erne genaue Abgienzung dei ganzen Funktionen, welch e sieb dmcb 
die Stuhugschz Reilie daisteilen lassen, zu eibalten, defimeien wn 
eme stetige Fnnktion i'(v) folgendennaBen 

= Losulogd/cosiy + ]/2 cosy)- + 2 bin v aic^in (y2 sin r) 
m dem Litervall 0 < y < ~ ; und i[r(v) = ar smu in dem Inteivali 
-J-<i < ^ i’ l 7 ) soil auBeidem eme gerade penodiscbe Funktion 
nut dei Penode % sun Die also definite te Funktion jst stetm 

o 

und positn iui t aUe Weite von v Sie ist monoton wachsend m 
tit in i nioi \ all 0<y<-^ ? monoton abnehmeml in deni Inteivali 
1 < v < tt, und sie genugt den Ungleicbungen 
7T >^(y) > 2Iog(l 4- ]/2) 

Wenn die Reiiie ( 8 ) konveigieit, so isfc die ganze Funktion F(r) von 
Mjldiei Besiliaftenbeit, daB dei Gieu/weit 

7 / \ 1 loev | 7< T (/ e ,v ) [ 

h [h) = inn sup 1 ^ 1 

1 -> 00 ^ 

existieit uml h{v)<ip(y) fui alle r Umgekelirt wenn h (e) < ip U')> 
labt sicli die ganze Funktion F(x) dmch die Stilling sc be Keilie (81 

301 Ubei Anwendungen der FaLuLUtomcihen in del Iheonc dei Diffc- 
1 1 n tialglc lchungen igl da-, Ref II K i (Uilb), p 4u2, und Horn, Integiatio, 
Iiucjrer Differentialgloichmigen duicli Laplaces, die Integrate und Fakultatcn- 

reihen, Tahrebhci deutsch Math -Ter 21 (1915), p 323 329 

31) A urlund, Nogle Bem.irknmget angaaende Iutei potation med aquidistantc 

Argument?!, Mitt Ges AViss Kopenbagen (math -phys ; 4, No 3 (1921), p 1 ]i, 

Sur la formule d’mtoipolation de Soiling, Pam, C R 174 (1922), p 013— 02l| 
'rnr lea formules d’interpolation de Staling et de Newton, Ann he Norm (3) 
I'm 2^1 p 343—403 mid 40 (1923) 
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ddistellen Nock genauer laBfc sich die Konveigenzbedmgung folgender- 
mafien foimulieien Eg sei F(x) = F(i e iv ) erne ganze Funktion, welciie 
den Ungleicliungen 

| p(x) — F(— x ) < & *<■) , | F(x) + F(— z)\ < » ft c'VW 


fui alle lnmeichend gioBen r genugfc Diese Funktion laBfc sich duick 
die Reihe (8) daistelien, wenn ft<0, ft < 1 Diese UngleLchungen 
genugen nui, um bedmgte Konveigenz zu sichem Wenn aber ft< — 1, 
ft < 0, wird die Stirhngsche Reihe absolut konveigieren 

Mit der Stulmgsckm Reihe nahe verwandt ist die Gaufistike Infcei- 
polationsieilie 


( ^ 




X =0 


i = 0 



Die g'anze Funktion F (x) laBfc sich durch diese Reihe darstellen, 
wenn ft and ft beide negativ sind 

Es kann sieh eieignen, daB fui alle Werte von v h(v) = tjj(v ) 
Be^ondeis intei essant ist aber der Fall, daB h (v) ===== (u) in emei 
endhchen Anzahl von Pankten im Intervall — % <v <%, wahrend 
h(v)<C fui alle andeien v Dann konvorgieit die Stnhngacke 
Reihe, wenn ft< V, ft < ], und die Gauj Ssche Reihe, wenn ft < 1, 

ft<J 

In der Difteienzen redlining spielt auBeidem noch Newtons Infcei 
polationsformel 

00 

(10) F(x) = ^a, (x - 1) (* — 2) (v — s) 

1 = 0 


erne wiehfcige Rollc Die Koeffizienten < t s beiuhen auf den Wei ten deL 
Fuuktion F[x) iur gan/zahlige positive x Der Konvergenzbereich 
dieser Reihe ist, wie Bendixson 33 ) als erster gezeigt, eme Halbebene, 
die links von der Konveigenzgeiaden 0=1 begrenzt wird Wenn die 
Konvergenzabszisse 1 gleich — oo ist, konveigiert die Reihe fur alle 
endlichen Werte von x Die Netvton sehe Reihe (10) stellt eme ana- 
lytische Funktion F(v) dai, die sich mi Inneien des Konveigenz- 
bereichs regular veihalt Wahrend die diei soeben bespiochenen Reihen- 
daistellungen nur auf cine Weise nioglicli smd, so gilt dies mckt mehi 
fut die Neivtom che Reihe Wenn eme Funktion durch die Reihe (10) 
dehnierfc ist, laBfc sie sich durch unendlich viele andeie Reihen von 
deiselben Form daistellen, und man kann dei Konveigen/abszisse emen 
beliebigen ganz/ahhgeu Wert geben, der groBei als eme bestimmte 

32) JBe>idf%sou , Sui une extension a 1’infiai de la formule d’interpolation 
de GauB, Acta math 9 (1887), p 15— 
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Zatl isfc Frobemus* 3 ) und Pmcheile “) haben die Nullentwicklungen 
von dei Foim (10) unteisucbt und gezeigt, daB jede Nullentwicklung 
sicb in dei Form + C ,^( A ) -f + c n i> H {%) 

scbreiben laBt, wo c v c 2 , , c. bebebige Fonstanten smd, wahrend 

^(a) er 1 ) ™ d ~ >] 

S = 0 

Wenn c von Null veiscbieden ist, so ist die Konveigenzabszisse diesei 
Reibe gleicb n Die Reibe konvergieit nocb in den Pnnkten a, = T, 2, ,n 
und ist fui x = 7 (* =1, 2 n) gleieh c r , wahrend sie im Innem 
der Eonvergenzhalbebene gleieh Null ist Wenn die Funktion F(x) 
fur a > cc legular ist, wollen wn nn folgenden voraussetzen, daB die 
Eoeffizienten der Reibe (10) so gewahli smd, daB dei Wert dei Reihe 
fur alle ganzzalhgen x } die groBei als a smd, nut dem Weit dei Fnuktion 
uberemshimmt 

Pmcheile ** ) bat den Zusammenhang zwiseben dei Neivtonsohen 
Reihe und den Integralen der Foim 

f 

eioiteit Yon dieser Integialdaistellung machen Nielsen 36 ) und Carlson 
&ebraucb Setzen vn 


cp (y) — cos v log (2 cos y) -[- o sin v , 
so bat Ca>lson zl ) bewiesen, daB die duicli die Reibe (10) defimeite 
Funktion F(x) folgendei Ungleicbung genugt 

(l_j_ *)* + V.+ *(») 


<p(o) 


\F[y + te ZP )\<e ,c t 

]/l-j-* COS V 

wo — Sier so ^ y g 10 ^ ei a ^ s die Konvergenzabszisse X 


sem, und £ (?) bedeutet eme Funktion, die gleichmaBig gegen Null 
konvergiert, wenn ) — > 00 


33) F) obemus, Tiber die Entwicklung analytischer Funktion en m Reihen, die 
nach gegebenen Fonkfcionen for fcsclireiten, J reme angew Math 73 (1871), p 1 — 30 

34) Pmcheile , Salle serie di fattonali, Atfci R Accad Line Rend (5) ll x 
(1902), p 139—144, p 417—426 

35) Pincherle, Sur lea fonctions ddterminantes, Ann Ec Norm (3) 22 (1005), 
p 1— 68 Ygl auch. Pmcheile, Sopra un problema d’interpolazione, Rend Circ 
mat Palermo 14 (1900), p 142—144 

36) Nichen, Sur quelques applications mtegrales d’une sene de coefficients 
bmomiaux, Rend cue mat Palermo 19 (1905), p 129—139, Handbuch der Theone 
der Gammafunktion, Leipzig 1906, p 124—127, p 225—234 

37) Carlson , Sui les series de coefficients bmomiaux, Nova Acta R Soc 
Scient Upsakensis (4) 4, Ni 3 (1915) Ygl aucli die Dissertation von Cailson > 
bur uue classe de senes de Taylor, Upsala 1914 
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Das Konvergenzpi oblem dei Nezvtonschen Reihe hat Cailson 5B ) 
und spater No)lund s<) ) bekandelt Es sei F(x) eme analytische Func- 
tion, die m der Halbebene 6 > y legulai ist and doit die Ungleiehung 

(11) \F(y + frf’)|< + 0 /> + f(r) 


eifullt, wo s(>) fui > v > — — gieickmaBig gegen Null konvei - 


oieit, wenu ? — > oo Diese Funktion lafit sich duich eme Reihe dei 
Foirn (10) daistellen, deien Konvei genzabszisse die gioBeie dei beiden 
Zcihlen y und /3 -f- i nicht ubeisteigt Setzen wn 


It (y) = lim sup 

r -> ou 


log | F(y -f J t lx ) | 



Werrn h(y) < cp(v), konveigieit die Reihe absolut fui a > y* Weun 
aber h (v) seme obeie Qienze c p(y ) m emei endlicheu Auzahl yon 

Puukten mi Innem des Intel vails > v > — * eneicht, wain end 

sonst h(v) < (p(v), so wild die Konvei genzabszisse die gioBeie dei 
beiden Zahlen y und /? nicht ubeisteigen 

Wenn man die Funktion F(%) uber die Konvei genzgeiade hiuaus 
analytisch foitsetzen will, so kommen dieselben beiden lmeaten Tians- 
foimationen wie bei den Fakultateni eihen in Fiage Die durch die 
Reihe (10) defimeite Funktion F(x) laBt sicli lmmei durch eme Reihe 
dei Foim 

(12) F(x) = (% + g - 1) (t + p - 2) 

3 =0 

darstellen, wo q eme positive Zahl ist Es sei die unteie Gienze dei 
Zahlen /3, fui welche die Ungleiehung (11) eifullt ist ^ — [i(y) ist 
eme Funktion von y 7 die memals wachst, vvenn y wacbst, und die 
auBeidem m jedem Intel vail, wo sie endlicli ist, auck stetig ist 
Wenn [i(y) = — oo, konveigieit die Reihe (12) fui a > y Wenn 
[t (y) > — oo , so gibt es eme Zahl y x deiart, daB Eui a > y x -f- £ die 
Funktion F(x) regulai ist und die Funktion k u (a) beschruukt ist, wah- 
lend diese Bedingungen nicht beide eifullt smd fui 6 > y l — £, wie 
klein auch die positive Zahl s gewalill wnd Die Gleichung 

ft GO + » — y = 9 


3S) Cculsoti, a a 0 Boclwmld bat die Resultate Caihon s iintei Benutzung 
ernes andeien Beweisverfalnens wiedeigefunden VgL Boclicinlel, Ubei die Ent- 
^ickluug emei Funktion m emei Bmomialkoeffmentenieihe, Nieuw Aichiefvoor 
Wiakunde 13 (1920), p 1S9— 20S 

39) Noilund Sur la foinmJe dhnteipolation de Newton, Pans C R 174 
1^1922), p 1108 — 1110, Sui les loimules d’mteipolation de Stirling et de Newton, 
Ann £c Noun (3) 39 (1922), p 343— 403 und 40 (1923) 
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untersucht Fur die Theone dei Diffeienzengleick ungen weiden l 
sonders die vom lefcztgenaniiteii Veifassei betiacliteten Eutwickluug 
von Bedeutung sem 

L Integration von Differenzengleiehungen duroli Fakultate 
reihen Wn nehmen jetzt an, daB die Eoefhzienten J\{x) in d 
Differenzengleiehung 

1 14 ) ji’-P.OO/’C' + ') = 0 

, = 0 

analytiscln- Funktioucn smd, uud wollen dann die Losungen als Fun 
tionen der komplexen Yaiiablen x uuteisucken Die Bestimmung d 
allgemeinen Losuug laBt sicli auf die Bestunmung ernes Fundament 
systems von Losungen f^x), fjx\ f L (x) leduzieien, die analytic 
Funktionen von x smd derart, dafi vwisclieu lhnen keine homoge 
hneare Relation 

sr 1 {ar)/ 1 (a) + a 2 (t)/ 2 0) + + *8 C )U( X ) = 0 

bestebt worm die it, (x) penodische Funktionen lint dei Penode 1 sn 
die niclit samtlick versclnvinden Die Detenninante d&s Fundament 
systems | /L(r) /aW 

' f\ (*+l)i /sp-M 1 /;( J +d) 

/[U + i — I) i £>( ar 'W i — P //(t~W' — d) 

kann fui kemen Weit a on % veischwindeu, dei mdifc ruit singulai 
Stellen der Differenzeugleickung kongment ist 5s ) Die allgememe ] 
sung hat dann die Foim 

? = k 

1 = 1 

55) Faber, Beitiag *ui Theone der ganzen Funktionen, Math Ann 70 (in 
}i 4S — 7S 

56 Olada, a a 0 p 64 — 79, p 9G— 09 

57) Carmichael On a geneial class ot senes ol the foim ^c fi g (dl -j- 
Tianc Amer math Soc 17 (1916), p 207 — 23 2 , Examples of a iemai.kable cl 
ot series, Bull Aniei math Soc 23 tliilT), p 407 — 425 On the asymptc 

Jiaiactei of functions defined by series of the foim ^c n g (t -f- »), Amer J 
'.‘I U917), p 3S5— 408, On the ^presentation ol functions in scries of the L 
40 (1918), p 113 — 126 

58} Casorafi II calcolo delle difference finite mterpietato ed acoresiiuto 
luou teoremi a sussidio pnncipalmente delle oidierne ricerche basate si 
^anahilita eomplessa, 4nn mat puia appl (2) 10 (1880), p 10 — 43, Ptntht 
Le operzioni distributive e le loro apphcazioni all’ analisi, Bologna 1901, p 
bis 228, Wallenbag) Theone dei lmearen Differenrengleichungen , Leipzig i 
Berlin 1911, x 1 32—50, Foilund, Sur l’existence de solutions d’une dquat 
hneaue aux differences limes, \nn tic Norm (3) 81 (1914), p 208—218 
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wo nc % (x) willkuiliclie Funktionen sin d, die die Penodizitatsbedingunc 
jr % (x) = n t {x + 1) tell ledi gen 
Setzen wir 

A / (t) = 7 - (a - + “j ~ f - U> , A"f( 0 = A (A- 1 /•(*)) , 


wobei 


A°/(-r) = /(&) , A 1 ^) = A/fo), 


so lafit sich die Gleichung (14) ltnmer m dei Form 

k 

(15) JEp t («) a A 1 /* fa;) = 0 

* = o _1 


scbieiben Wn nehmen zunudist an ; dafi die Koefbzienten Fui 
tionen smd, die m emei gewissen Halbebene sick diueli Fakultat 
leiben dei Foim 


(16) 


[ ®v + l 

x ('* + 1 ) 


(’ +0 


daisteileu iassen und dafi# / (&)=l 1S ^ Dami besitzt die Grleicln 
em Fundamentalsystem von Losungen dei Form"’ 9 ) 

(17) f \ (0 = (<Po (*) + 9>i («) log * + + go,, (a.) (log «)") , 

wo <p 0 (&); (#) konveigente Fakultatemeihen der Foim ( 

smd Diese Entwicklungen zeigen, dafi die Losungen f t (x) analytis* 
Funktionen von ^ sind, die 111 emer gewissen Halbebene tf > X 
gulai smd Wenn ^ m soldier Weise gegen Unendlieh wachst, dafi 
besfcandig mneikalb des Konvergenzgebietes bleibt, so konveigieren 
Faknltaienieilien gegen ilire konstanten Grliedei, und f t {r) verbait s 
a«ymptotiseh wie 

(18) 4(0 ~ r'>(L 0 + / 4 logx + -f /..(log an, 


wo /. 0 , Aj A rf Konstanten bezeichnen, die meht alle Null si 
Pezeichnet man die singularen Stellen dei Koeffizienten p x (x) i 
/) 1; (j 2 , /#j, , so isL eisiclitlich, dafi die Losungen m unserem F 

damentalsyfctem m jedem endliehen Gebiete legulai smd, aufiei 111 < 
I'unkten 0 — ], — 2, — 3, , die Pole siud, und 111 den Punk 

/s = 1, 2, 3, 

i + 1, A + 2, 

die Pole odei wesentlicli smgulaie Pnnkte sind In der Nahe die 
Punkte veihalten sick die Losungen wie erne xationale Funktion 


A 


r >9) Norlund , Sur leb equations au\ differences fimes, Pans C R 149 f 10 
p S41— 843 , XJbei lmeare Differcnzengleickungen, M&n Acad Roy Sc Danem 
(7) 6 (1911), p 312 — 31G, Sui Pintegiation des equations lmeaires aux differei 
limes pai des aene& de facultee, Rend Cue unit Palermo 35 (1913j, p 177— 
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Koeffizienten Wenn z B die Koeffizienten pX^) meiomorphe Funk- 
tionen von x sind, so sind die Losungen f x (%) ebenfalls emdeutige 
meromoiphe Funktionen 

Die hier gegehenen Satze lassen sich umkehien Jede lineai e 
homogene Difierenzengleichung der A-ten Ordnung ; die em Fundamental- 
system von Losungen dei Form (17) hat, laBt sich auf die Form (15) 
brmgen, wo die Koeffizienten p % {x) durch konveigente Fakultaten- 
reihenentwicklungen dargestellt werden konnen 

Wenn wn die speziellere Yoraussetzung macken, daB die Koeffi- 
zienten pX x ) m der Umgebung des unendlich fernen Punktes legulai 
smd, so kann man noeh em anderes Fundamentalsystem von Losungen 
der Form (17) bilden, wo aber jetzt <p 0 (i ), cpX%) Fakultafcen- 

leihen der Form ~ 

a _i_ V__ 3+J __ 

0 — 1) (a — s) 

smd, die in einei gewissen Halbebene 6 < X konveigieien Zwischen 
den beiden Fundamentalsystemen existieren lineare Gleichungen, deren 
Koeffizienten penodische Funktionen von x smd Diese Gleichungen 
/eigen, daB die Losungen f t (x) durch den Ausdiuck (18) fm % — c 
> Arg x > — % + s asymptotisch dargestellt werden, wo c erne be- 
liebig kleme positive Zahl ist 

Fur Systeme von Imeaien Ditferenzeugleichungeu hat S Stadler* 0 ) 
entsprechende Satze heigeleitet 

Hat erne Differenzengleichung der Foim (14) rationale Koeffi- 
zrnnten, so kann man vermittels der Laplaces chen Tiansfoimation 

( 19 ) f{x)=ft*-'v(t)(U 

die Losung der Difierenzengleichung auf die Losung einei DiffeientiaJ- 
gleichuug reduzieren Nehmen wir an, daB die Koeffizienten m der 
Difierenzengleichung (14) auf die Form 

*=p 

=2C l ,(x + »)(* + ' + !) (<• + ) -f- s — 1 1 


gebrackt smd, wo die (J h , von x unabhangige Konstantan s.ud, ami 
™ vorausgesetzt wird, daB C^ + 0 and C M + 0 Besh.nmfc man 
v(t) als Integiai der Difieientialgleichuno 1 

o o 


( 20 ) 


<?,(*) 


* = o 


d l v ( t ) 

~dV 


0, 


wo 


i= 0 


bom J 0) ^ J“ rf/e '’ Sur j les s ystemes d’equahon, aux different fame* l.noairw et 
nomogenes, These, Lund 1918 
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go belnedigt f(x) die Differenzengleichung, vorausgesetzt, daB dei Jn- 
tegrationsweg m passendei Weise geivahlt wurde Die bingularen Stellen 
fur die Diflerentialgleichung smd auBer 0 und oo die Wuizeln der 
cliaraMeristisclien Gleicliung Q p (t) = 0 Es seien diesc a n a 2 , a k , 
und stellen wir uns sie so geordnet vor, daB, wenn man a t — setzt, 

o < ?! < < < Si < 2* 

let Wenn a j eine ^-fache Wurzel dei chai akteristiBchen Gleichung 
ist, so nehinen wir vorlaulig an, daB es zugleich erne (n — w)-faclie 
Wuizel m ^ ( m = 1, 2 n — 1) ist Die smgulaien 

Stellen smd dann alle Stellen dei Bestimmtheit In der Umgebung 
von t — a i enstieren n linear nnabhangige Integiale von der Form 

> — t 

v , = (* — */’, (/ — «,) o«g (* — °))' . 

) = 0 

wo ^ ( [t — a ) eme in der Umgebung von l — <i regultuo Kunkfcion 
ist Mit a 5 als Zentrum zeichnen wir emeu Kreis nut ho klemem 
Radius, daB alle andein smgularen Stellen auBeihalb dieses KreiHOs 
liegen Es moge der Radiusvektor dea Punktes (bzw eme Ver 
langerung des Radmsvektors) den Kieis ira Punkte h j (bzw ( } ) sclmoi- 
den und l } eme Schleife bezeichnen, die von der Geiaden von Null 
bis b J , dem m positive! Umlaufnchtung duicblaufenen Jvrei.s und dei 
Geraden von b J bis Null zusammengesetzt ist, es moge ferner L f eine 
Schleife bezeichnen, die von der Geraden von oo bis m dei V er- 
langeiung des Radmsvektors, dem m negativer Umlaufnchtung diuch- 
laufenen Kteis und von dei Geraden von Ins oo gebildet wild Wn 
setzen jetzt 61 ) 

( 21 ) /,(.«■) —J i x ~ li b J (l) di , 

i 

j 

( 22 ) /»==/>- ^ (O'" 

i 

j 

und bezeichnen die Null punkte lur l\(x) nut a s , a nnd die 
Nullpunkte fur P x (x — /.) nut Vl , r „ 7p DannbiLden f’(x), [Ji) f,(x) 
em Fundamentalsystem von Losungen der Gleichung (14), und die 
Integrale (21) konveigieren, wenn x emeu grolieren reellen T( il hat als 

61) Norland, Sur la convergence des lractions continues, Fans C It 147 
(1908), p 586 087, Sur lets equations lmeaires aux differences limes, lb 166 

(19X2) , p 1485 148<, 156 (1913), p 51 — 63, Bidiag til de lineacre Differens- 

ligningers Tkeori, Diss Kopenbagen 1910, tJbor lineaic Diffcren/engleichungeii, 
Mem Acad Roy Sc Danemark (7) 6 (1911), p 309—126, Fractions continues 
et differences r&apioques, Acta math 34 (1910), p 1-108, Sur lea equations 
lindanes aux differences times a coeificients rationnels, lb -10 ( 191 6 ) p 191 *>ig 
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diejemge dei Zalilen a s9 deien leeller Teil am gioBten ist Ebenso 
bilden ]\ (x) } U($) /*(&) em Eundamentalsysfcem yon Losungen dei 

Diffeienzengleichung, und die Infcegiale (22) konvergieien, wenn x 
emen klemeien reellen Teil bat als diejemge dei Wurzeln y s) deien reeller 
Teil am klemsten ist Die Losungen f 3 (x) siud meromoiphe Fimktionen 
von mit Polen m den Punkten 


I s ° P \ 

V« — 0, i, 2, 3 > 


Die Losungen j } (x) soul meiomoipke Funktionen. mifc Polen m den 
Punkten 


y ' V 1 . 2,3 > 


Fur alle andem endlidien Weite von i smd me regulai kommt 
nun besoudeis daiauf an, diese Fimktionen in der Umgebung de^ un- 
endlicb fernen Punktes zu unteisuchen Fur die Losmig ] 3 {x) erhult 
man eme Entwicklung der Form 

i — / 

(23) f (x) — cij x j JStyi ( °) (J- 0 S ) 

J = 0 


wo die cp y ( 7 ) Fakultatenreiken dei Foim (b) smd, die 111 emei ge- 
wissen Halbebene a > X konveigieren Die Losung /) laBt sioh 
ebenfalls duick erne Entvvicklung dei Form (23) daistellen, wo abei 
jetzt die (p y (%) Fakultafcem eihen dei Foim 

y 

X {x — Co) (x 6 w) 


smd, die m emei gewissen Halbebene 6 < l konveigieren Diese Ent- 
widdungen zeigen, wie die Losungen sick bei Annaheiung an den 
Punkt x = 00 vom Innena dei Konveigenzhalbebene veihalten Be- 
sonders bat man 


(24) 


lim 

1 a, I -> 00 Cl* X 


Jj(&) 
"V 1 (logo 


n 


l 


gleichmafiio- fur ~ > A igx > — und 


(25) 


lim 

|a|-*=o a J 1 


t,{& 

- ^ -1 (log 1 ) 


n 




gleicbmaBig fui > Alga? > 7 ; wo l und l von Hull veisclnedene 

Eonstanten bezeicbnen, wahiend n eme gauze positive Zahl 1 st Die 
Wmkeliaume, mneibalb welcbei die asymptotiscben Werte der Lo- 
sungen sicb deiait unmittelbar bestimmen lassen, eiganzen sicb untei- 
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emandei Um die Losungen m dei ganzen Umgebung yon x — 00 zu 
untcisuchen, liegt es de&halb nahs, Relationen zwisehen den beiden 
Funclamentalsystemen /u suchen Diese Relationen haben erne sehr 
embiche Foim Dm sie zu bestmmien, kaun man in fj(x)' den Inte- 
^rationswe" l abandein, dock ohne ngendeuien smgulaien Punkt zu 
ubei sc In ei ten, bis 01 zuletzt aus einei Reihe von Sclileifen L l? L 2 L l 
und einem Kieis nut Null als Zentium besteht ? dessen Radius wu 
ubei jede Gienze hiuaus waclisen lassen Es moge n 3 erne M-lache 
Winze! dei chaiaktenstischeii Gleichung sem und 

a i = a ) i-i = = 

E^ sjriit dann iolgende Gleichung 

1 = k j = ; 1 

fj = fj +-2l 3T, ( O/i (0 ”b 7 

V = J 1 = 1 



m s ixzeichnet hiei die Multi plizitat dei Wuizel and die vou x 
unabhangigen Konstanten konnen besfcinimt weiden, we tin wir 
die Gmppe dei Diffeienti a! gleichung (20) als bokannt voiau^setzen 
Diese hneai en Relationen nut periodischen Koeffizienten bildeu omen 
Kernpunkl dei Theoiie Sie zeigen, wie sich |ede Losung / {a ) ver- 
halt, wenn x gegen oo laugs einei willkui lichen Lime waclist Die 
Umgebung des unendlich femen Pnnktes wird in erne Reihe von 
Wmkelraumen geteilt, von denen dei erne eme 0 Billing bat ; die > it 
ist, innerhalb jedes diesei Winkelianme gilt eme asymptotisdu* Glei- 
ihung dei Foim (24) ; aber die Losung / (a) wud inneihalb vei- 
sclnedenei Wmkehanme dutch veischiedene Entwic klungen asympto- 
tiseh daigesfellt 

Weim die obengenannten Voranssetz ungen ubei die Wur/eln 
n x , a 2 , a ^ dei chaiaktenstischen Gleichung nicht eifullt smd ; lassen 

sich die Losungen nicht mehi diuch Fakultatemeihen daistellen Statt 
dessen eihalt nirin Entvvicklungen dei Foim 

W = ( r (a) 

wo (j eme ganze Zahl und ^ eme lafcionale Zahl ist, vvaluend <p(x) 
eme Newtonsche Reihe dei Foim (13) bedeutet Diese Enfcwicklungen 
geben ebenfalls Aulschlusse uber das asymptotische Veihalten der 
Losungen ; wenn auch nicht nut so gioBei Aunaheiung wie die Fa- 
kultatemeihendaisteliuugen 
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5. Untersuchungen von Birkhoff. Wegen der giofien Einfach- 
heit der Matnxbezeiclinung betrachtet Birkhoff 6J ) anstatt einei ein- 
zelnen Gleichung em System von n lmearen Differenzengleichungen 
erster Ordnung 

(26) f t (* 4 1 ) - JSp„G0 tfOO 0 = 1,2 n) 

Hier smd die Koeffizienten p t3 {x) lationale Funktionen mit einem Pol 
flier Ordnung in x ===== oo Man hat somit 

l\ 3 \x) = c t] (|*| > R) 

AuBerdem wird noch vorausgesetzt, daB die Wuizeln p 2 q h dei 
chaiakteristischen Gleichung 

I c >, — I = 0 

[wo d tJ = 0, i 4= J nnd = 1) vonemander nnd von Null verschieden 
smd Wenn die n Systeme von Funktionen 

fa GO fn i'OO 


AnCO 

« linear unabhangige Losungen smd, so bildefc das System der Funk- 
tionen /jj (re) eme Matnxlosung F(x ) Das System der Funktionen (<c) 
bildet eine zweite Matrix P(r), nnd die ^ Gleichnngen, denen die 
Ldsungen genugen, konnen m eine emzige Matnxgleichung 
(27 j F{i + l) = F(x)F(x) 

zusammengefaBt weiden Diese Gleichung baim aurb folgendeimaBen 
geschrieben werden 

F(x — 1) = — l)F(x) 

Die allgerueinste Matnxlosung von (26) ist dann 
(28) H(x) = F(x)Il(x), 

wo Il(x) eine Matrix beliebigei periodischer Funktionen von dci 
Periode 1 ist, deien Determmante von Null verschieden ist Die 
Gleichung (27) besitzt zwei symbohsche Losungen 
F(cc) = P(x—l)P(x~2) , 

die in dem speziellen Falle gegen Greuzmatnzen konvergieren, wo die 
Koeffizienten von der Form 

C (S) c (3) 

ft, GO = K + “'v + % + 

62) Btrlhoff , General Theory of lineal difference Equations, Trans, Amei 
math Soc 12 (1911), p 243—281 
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smd Um die Jionvergenz irn allgcmeinen Falle zu sickern, vcrfahrt 
Birlchoff folgendermafien Die Gleictmng (27) wild you » 2 divoigcnfcen 
Reilien der Form 

e~ f ‘) x v r j (c, + -‘ + 1*+ ) 

formal befnedigt Die aus diesen Reihen gebiidete Matnx wird mil 
S(x) bezeichnet, diejenige Matnx, die daiaus heivorgeht, indem man 
alle Reihen bei dem k' eu Gliede abbricht, nut T(x) Birlchoff betraelitet 
min die Matnzenfolgen 

P(x — 1 )P(z — 2) P{x — m) T(z -- m) , 

P ~ 1 {x) P ~ 1 (v -f- 1) P~ 1 (x 4- m) T{x 4 - w 4~ H , 

und er beweist, da6 alle aus den X eisten Kolonnen und ligondw elchen 
l Zeilen der ersten dieser Matnzen (A = 1, 2, v), odei aus den 

a letzten Kolonnen und irgendwelchen l Zeilen dei zweiton Matrix 
gebildeten Determinanten gegen Gienzfunktioneu konveigioren, vvonn 
m uber ]ede Greuze hmaus v, aclisfc. Diese Gionzweite sind \on h un- 
abhangig. Bn Hi of/ eihalt somit zwei partikuhue Mati ixlosungeu J<\x) 
und Mix') , diese werden die erste und zweitc ilauptmafcrixlosuiig gc- 
naunt Die Elemente von F(x) sind rogul.u bis auf Pole in den 
Punkten a -f- 1, a a 3, wo « ein Pol eines der Elemente um 
P(oc) ist, und sie besitzen die asymptotische Foim der entsprecliemU n 
Elemente von S(x ) in emei gewissen llalbebeno Die Elemente von 
E(x) sind regular bis auf Pole in den Punkten y — 1, y — 2, y — 3, 
wo y ein Pol eines der Elemente von P~\x — 1) ist, und sie besiLzon 
ebenfalls die asymptotische Form der entsprechenden Elemente um 
S(z) in emei gewissen Halbebene Zwischen H( < ) und F(r) bestehf 
erne Relation von dei korm (28) Die Ilauptiuatnxlosungen smd duicli 
lhie asymptotiscben Werte emdeutig bestimmt. 

Birlhoff " 3 ) gibt zugleich emcn Beweis tur die Losbarkoit des Jin 
flnmiischen Problems fur lineare Differenzengleiekungen Dio Zahl der 
charaktenstiscben Konstanten m den beiden Ilauplmatrixlosungen ml 
genau gleicli der Zahl dei willkuilichen Konstanten in den als Polynomo 
angenommenen Koeffizienten p tJ (x) Es gibt unmet em System von 
der Form (27) mit vorgescluiehenen ehaiaktenstischen Konstanten 


61) Birlhoff, The generalized Eiemarm Problem for linear tilth rential Knua- 
hone and the allied Problems foi linear Difference and ,, -Difference liquations, 

ZL l t S ° 49 (1913) ’ P 521 - 5G8 lul<h 8»r le 

r U 1 ue f,Qf a \ emann da “ S a t,1UOne d6S <Sciuatl0DB differences fluid, Pans 

Bun r 0l “” “* 
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Im Anschlufi an Bulhoffs Unteisuchnngen beweist William* u ) 
die Existenz von zwei Hauptlosungen ernes Systems mckthomogener 
lineal er Diffeieiizengleichungen mit jationalen Xoeffizienten Er be- 
nutzt lnerbei die von Lagtange lien uki ende Methode dei Vauation 
dei Konstanten 6r ’) 

6 Andere Darstellungen der Losungen Mifctels dei Lciplacesaken 
Transformation (19) unteisnclit Gralbun 66 ) erne Diffeienzengleichung 
dei Foim (14) mit lationalen Koeffizienten Es sei a } erne Wuizel 
der ckaiakteristisehen Gleiclnmg, die eme smgulaie Stelle der Bestimmt- 
heifc dei Differentialgleichung (20) isfc Galbnin betiachtet eme ge- 
scklossene Lime L 3l welche m lhiem Inneren den Punkt a entkilt 
unci alle ubngen smgulaien Punkte von (20) aussctheBt, sowie eme 
geschlossene Lime L 0 , die auBei dem Nullpunkt kemen smgulaien 
Punkt von (20) enthalt, und bildefc em Fimdamentalsystem von Lo- 
sungen dei Diffeienzengleichung von folgendei Form 

tt*) ~J i x ~ 1 v ) (£)dt 1 i\ + + > p v p )dt, 

Inerin iat o 3 {t) eme Losung von (20), welche ct 7 alb singularen Punkt be- 
Mtzt, wahiend v 1} v p em Fundamentalsystem von Losungen bilden, 
und smd gewisse rationale Funktionen 5 on Em zweitea 

Fimdamentalsystem eilialt man, wenn die Kontui i 0 duich eme ge- 
schlossene Lime ersetzt wild, die alle smgulaien Stellen der Dif- 
terentialgleicbung mit Ansnahme des unencllicli femen Punktes ein- 
scblieiit Diese Losungen sincl mei omorpke Funktionen von x, deien 
Pole Galbrun bestimmt, fernei leatet er em bystem von diveigenten 
Reihen bei von der Foim 

«/*-*•('.+ i+t-+ ). 

welche Reiken die Losungen mneihalb gewissei Wmkelidiime asympto- 
tisch dar&teUen G7 ) Gcdhwi GS ) betiachtet noch besondeis den Fall, ^vo 

64) Williams, The Solutions of non-homogeneouB lmeai difference Equa- 
tions and their asymptotic Foim, Trans Ainei math Soc 14(1913), p 2u9— 2J0 

65) Vgl hierzu Wallenberg und Guldberg, Theone der Diffeienvengleickungen, 
p 87 — 93 

66) Galbnin , Sur la ^presentation des solutions d’une equation lmeaire 
aus differences finies pour les gr andes valeurs do la vanable, Pans C R 14b 
(1909), p 905—907 , lb 149 (,1909), p 1046—1047, lb 150 (1910), p 206—208, 
Acta math 36 (1913), p 1—68 

67) Vgl die m FuBnote 13) zitieiten Arbeiten von Hon i, worm dieselben 
asyinptotischen Darotellunoen fur positive Werte von x betrachcet werden 

68) Galbrun , Sui la lepiesentation asymptotique des solutions d’une equa- 
tion aus differences finies porn les grandes wdeuis de la variable, Pans C R 
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ti t eme zweifache Wuizel dei chaiakteristiscken (jrleicbung und zugleicb 
erne IJnbestimmtheitsstelle dei Diffei entialgleickung (20) ist Ei findet 
dann asymptotische Darstellungen dei Foim 69 ) 


Eme sclione Anwendung dei Laplace scben Transformation macht 
/An;/ 70 ), mdein er em System lmeaiei Diffei en/engleiehungen von der 
Form (26) aut em System lmeaiei Integialgleicliungen vom Voltcn aschen 
Typus mnickfulnt Es wad cLngenommen ; daB die Koeffizienten 



in dei Dmgebung you 
flloi cliung 


*,w -25 


o = co legukii siud, und daB die Wurzeln dei 


= ° 


• onemamlor und von Null veiscbicden smd Horn setzt nun 


~j wji)c- u dt 
0 

und bestimmt die Funktionen to t (t) als Losungen dei Volte}) a selien 
Integralgleicliun gen 

no n n t 

(cr t — ^ — t)Wj(T)dt, (t — 1,2, . n) 

j=-i o 


o 


«.,<*)■ 


■2# 


(V — 1} ’ 


Ei beweist hierduich, dab die Lotmngcn dei Diffei enzengleichinmeii 
bich duicb konveigente LaplaecsohQ Integrale und sonnt ebenfalls duicb 
Fakultatemeihen darsteilen lassen 

Gaymichael hatte fiuhei dasselbe System betiacbtot 71 ) und duicli 
eme Metliode dei sukzessiveu Annabel un gen em Fundamentalsystem 
von Losungen gefunden, desscn analvtische Eigenscbatteu er iintei - 


l r >l (JSllO), p 1114— Jllb !Sm ceitainos solutions evceptionnelles (Tune equation 
line ure aux dilleiences times, Bull boc math t lance 49 (1921), p 206 — -211 

69) Untei etwas andeicn Yoiaussetzungen gelangt spater Eib in dei in 
Futiiiote 16) zitiaten Albeit zu asymptotiscken Entwickelmigen, die nach mcht 
ganzzal hgen Potenzen von y foitsclneiten 

70) Horn, Zm Theone der linemen Differeuzengleickungen, Jahresb deutsch 
Math-Ver 24 (1915), p 210—225 

71) Carmichael, Lmeai difference Equations and their analytic Solution^ 
Tian^ 4mei math Soc 12 (1911), p 99 — 134 
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sucht In einer spateren Abhandlung 72 ) erlialt Carmichael Resultate, 
die nut den von Birkhoff gefundenen wesentlich aquivalent sind, die 
abei unter Benatzung ernes neuen Approximations verfahrens hergeleitet 
werden 

Watson betiachtet die Gleiehrmg (14) 1 m Falle l = 2 Er nimmt 
an, daB die Koeffizienten emdeutige Funktionen von x smd, und daB 
der aus iknen gebildete Ausdruck 




P i (x — l)I J 0 (x) 
P l (a, - l)P t lx) 


eine in der Uingebung von x = oo regulare Funktion let, die sich 
daher m eine konvergente Reihe dei Form 


«’W = ^+i + 5 + 


entwickeln laBt AuBerdem wird nocb angenommen, daB nichfc erne 
leelle GioBe > \ ist Watson untersucht 7S ) die beiden Kettenbiuehe 
1 v{% + 1) | v(x -f 2) [ 

1- “f— — 

1 v{a) |»(aj— 1) | (£b — 2) | 

i— rr~ ri- ” 

und erzielt dabei zwei Losungen dei Differenzengleiebung ; welebe ei 
«ils em Piodukt von nnendlich vielen Kettenbruchen darstellt Es ge- 
lmgt ihm mcht aufzuklaien, ob die Losungen immer vonemander linear 
unabhangig sind. 

Wenn die Koeffizienten P t (x) ln ^er DiffeienzengleicLung 

o = ° 

i = 0 

ganze Funktionen von endlicber Hohe und dabei P 0 (x) und P k {x) von 
Null verschieden smd, kann man die Existenz von \ linear unabkunoqgen 

' DO 


72) Carmichael, On the Solutions of lmeai homogeneous difieience Equatioiib 
Amer J Math 38 (1916), p 185—220 

73) Watson, The Solution of the homogeneous linear difference Equation of 
the second order, Proc Lond math Soc (2) 8 (1910), p 125 — 161, lb (2) 10 
(1912), p 211 — 248 Fur ganzzahlige Werte von x unteisucht Watson dieselben 
Differenzengleichungen in Quart J pure appl math 41 (1910), p 50—55 tJber 
die Darstellung der Losungen von Differenzengleichungen duicb. Kettenbruche 
vgl auch Pmchet le , Delle funziom ipergeoiiletriche e di vane questioni ad esse 
attmenti, Giorn mat 32 (1894), p 209—291, De Monlessns de Ballore, Sur les 
iiactions continues algebnques, Rend Circ math Palermo 19 (1905), p 185—257, 
Acta math 32 (1909), p 257 — 281 , Wallenberg, The ’ uer lmearen Diiferenzen- 
gleichungen, Leipzig 1911, p 218—222, und die m FuiL 10) zitierien Arbeiten 
von Norland 
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Lobungen beweisen 74 ), die ganze Funktionen von r smd Die Reike 
(29) f(x) (x)g(x + v ) 

j = -~ao 

genugt namlich dei Diffeieuzengleichung, wezm die diuch die 

Rekiu sionsformel * = a 

T — 0 

mifc den Anfangsbedmgungen 

■Po(*)-» o(0=l, 

!?,(&) = 0, “ 1 ; 2, , — i + 1) 

bestimmt werden Die wiilkuilicke Funktion #(#) lafit sieh auf un- 
endlick viele Arfcen so fesfclegen, daB die Roilie (29) mnerhalb jedes 
endlicben Gebietes gleichmaBig konveigieit; von diesen Festlegungen 
geben erne Anzahl von 7„ em System von linear unabhangigen ganzen 
Lo->ungen 

7. Em Satz von Holder uber die Gammafunktion Wahl end die 
meisten Funktionen, welche in dei Analysis emgebuigeit smd, die 
Eigenschaft haben, daB zwischen dei unabhangigen Yeranderlichen, dei 
Funktion und emer Anzahl lhrer Ableitungen eme algebraische Grlei- 
chung besteht, ist fui die Gammafunktion eme solche Gleiehnng mcht 
moglich Diesei von Holder™) entdeckte Satz Icann betrachtlich vei- 
allgememeit werden, und weist darauf hm, daB die Diffei enzengleichungen 
eme Klasse von transzendenten Funktionen defimeien, die von wesent- 
hch andeier Natui smd als die Integrale der Differentialgleichungen 
Die Gammafunktion genugt der Gleichung 


r(x + 1) = xl'(%) 

llokla betiachtet zunachst die loganthmische Ableitung dei Gamma- 


funk ti on 


W(x) = 


r» 


71) Noilund, Sur J’existeuce de solutions d’uric equation lineaire aux ditle- 
lancea times, Ann Ec Norm (o) 31 (1911) p 205 — 221 

75) Hoi da , Ober die Eigenschaft der Gammafunktion, keinei algebraiacbon 
Difieientialgleiclmug ?u gemigen, Matb Ann 28 (1887), p 1 — 13 Andere Be- 
weise von Holder Satz geben E H 3Iooic, Concerning Ti an seen den tally Trans- 
cendental Functions, Math Ann 1^1397), p 19 — 71 A Ostrowsli, Neuer Be- 
weis des Holda scheu Satzea, daC die Gammafunktion kemer algebraischon 
Differentialgleichungfi genugt, Math Ann 79 (1918), — 289 Vgl auch 

Sladigh , Ei/i Satz ubei Funktionen, die algebraische different lalgleichun gen be- 
fnedigen, und uber die Eigensckalt der Funktion £($), kernel solchen Gleiclmng 
7\i genugen Dias Helsim ,1902 Eme nahehegende Yeiallgememerung dea 
Satzea von Holder gihto-V Niehen, Handbucli der Theorio der Gammafunktion, 
Leipzig 1906, p 103—112 f j /\ i ^ 
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die eme Losung dei Diffeienzengleickung 

(30) + 1; - v(s) — { 

ist Vorausgesetzi, daB fin die Funktion *F\a) eme algebiaischd Ihi- 
feientialgleiekung existieite, denke man sick diese m die Form 

(31) G[x, W(x), , ^)(^ = 0 

gebi acht, wobei £? eme ganze Funktion von *F(a:), y*'(z), , 

bedeutet, deren Koefkzienten rationale Funktionen von j, sem rnubsen 
Aus diesei Gleickung iolgt nun 

(32) 0(fc + 1, *F(<! + 1), V'fr + 1), , + D) 

— G(x, 9\z\ ip(«)(z)) = 0 

Mit Hilfe der Grleickung (30) kann man die lmke Seite dei Uleicliung 
(32) auf die Form emei ganzen Funktion von r *P{x), W'(z) ? } *P M ( a ) 

bunaen, nut Koefkzienten. die lationale Funktionen von v smd Duick 
diese SchluBweise zeigt ffoldet, daB die Gleickung (31) mit Hilfe dei 
Gleickung (30) immei mekr reduziert warden kann, bis man sckheik 
lick eme Gleiclrung dei Foirn 

s ~ ri 

J2c,l P-W(JC) + i?('0 = o 

5 — 0 

fin Jet, wobei von den Konstanfcen c t mmdestens eme von Null vei- 
sckieden ist, wahrencl li{%) eme lationale Funktion bedeutet Dieses 
ist abei, wie leickfc zu eiseken ist, em Wideispiuck Es ist sonut 
eme Gleickung von dei betrackteten Foim mckt moglick Hieiaus 
scklieBt Soldei leickt, daB die Gamiaafunkfcion kemei algebiaiscben 
Differentialgleickung mit lationalen Koeffizienten genugen kann 

Baynes^) betracktei eme lineaie Diffeienzengleickung * eistei 
Oidnung 

^ 33 ) j{'i + 1 ) — p<i)f{x) =p 1 (x), 


wo p{x) und p ± [x ) emdeutige analytisclie Funktionen bind Ei beweist, 
daB die Losungen lm allgememen kernel algebiaiscken Diffeientiaiglei 
ebung mit emdeutigen Koeffizienten genugen Es gibt jedock veischiedene 
Ausnakmefalle, die von Beane* nakei eioiteit werden Setzt man 


Fn) = 


t<y±}) 

f(x) ; 


wo f\%) eme Losung dei Gleickung (33) ist so befnedigt F[x) eme 


76) Barnes, On Funct]cm& geueiated b^dpeai vainer ence Equations of first 
Uidci, Proc London math Soc (5^ ‘2 (1901 $80—292 
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Djifeienzengleichimg dei Fonn. 


F{x + 1) = 


+ /i, (i) 

Pa (v)F\x) -f-jJ, (a) 


LTntei dei Annahrae, da. B PiO) laticmalu Funkfcuuicn \mi / 

smcl, liaben Tietze"'' 1 ), tit) trfsbei g™) und ) sieli die Fiage ge- 

steLLt, ob eme Losung diesei GleLchung zugleicli emei algeln <uh< lien 
Diifeientialgleiehung genu gen kann, und sie baben ge/eigt, duB en u 
deraitige Losung mu m ziemlioh timalen Fallen voilmnden 


II. Nichtlineare Bifforon/oii^ieiclmngon. 

8. Untcrsucliungen von Picard Es mogen h\ 7 7A, , H m 

lationale Funktionen von m Vcianclejluheii aem, die so Sum h.i Jbm 
Sind, daB 

( 34 ) = HXfn /- , l J U-L- W. 

erne bnationale Ti an sfoimah on daistellt Pa aid belraelif et h( ') das 
System der Drdeienzengleicliungen 

(35) f x (x -f to) = A(^); - ; (* — 1, n/) 

unci bewei&t die Existen/ ernes Systems von emdeutuien nun oiiKUpiien 
Losungen f 2 {x) } , die zugJeith penodisehe iMmUumen 

rait der Penode to/ sind liieibei bedeuten to urn! to' positive Ron 
stanten Zunaclist betiachtet Picaui Gleiehungon dm Form ( '55 1 
deien lechte Seiten P i7 P 27 Jf m Poly no me smd IJ in el) eme 
Imeare Tiansfoimaiion kann man nu allgememen eneichen, daB dn^e 
Polynome die Gestalt 


P#A ~f“ ft(/n ft, 9 /„!»; U L 2 , 

animhinen, wo die u t Konsfcanten und die ( t > f Polynome be/eiclmen 

keme Gliedei cislei Oidnung entlialleu In oistei Ami, dun ung 

man setzen //in . , N 

/.(* + co) = i*J,(3L) (/ -- I, Ik 

Diesen Gleiehungon kami man duidi m doppelpei todisdie hunkii 


nt \ 

dm 

k ill 1 1 1 
til 1 
I'JJOII 


T7) TteLc , Uber Funktionalgleichungeu, ilcnn Lu ungm, kunei ilgi In u 
scheu Diffeientialoleicliung geuugcn kuuneti Monatsli Mali] lMiyti in (i‘iorn 
p 320— J64 

Sj Stnii'bei q dontnbutionb ,i I’etude deb lorn turns n,l>’<‘luu o-ti am emhuitt k 
M ’ u ^afci&fout l ceitames equations fonctioiielles algi bi iquea, \ikiv Air Ma(i*m.Ltik 
Aslionortu och Yysik .Stockholm) 6 ^1910), Nr 15 und Ki is 

79) Mason, Cbamctei ot the Solutions of eeitam Punctnuml \unuitum* 
Ainei J Math oG (l‘U4> ^ _ ^i_i40 

80) l J u ard Sui le tiauscend mtes uouudlea, (’ U H 7 

.lb&3,p 172—476, A d.i math ^ ISO/f 1 ] u m ire 
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zweitei Ait; /^(r) genugen, die alle dieselben Pole besitzen Die Mulbi- 
plikatoien fur die Penode ia' sollen gleicli 1 sem Sodann werden 
sukzessiv die Funktionen fW den Grleickungen 

f["K x + <d) = f l r T l) ( x d 

(t = 1,2, HI) 

gemaB bestimmt, wobei zugleich dafur gesorgfc wird, daB diese Funk- 
tionen penodiscb mit der Penode %co' smd, und daB sie dieselben Pole 
nn Bande 0 < 6 < co besitzen Pica) d zeigt nun, daB die f[ n) (x) gegen 
emeu Gienzwert / 4 (x) konvergieren, wenn n —> oo Diese Funktioneu 
f t {%) genugen den Gleicliungen (35), und sie smd meiomorph in dei 
Ifalbebene <?>0 nut unendlich Tielen Polen Der Fall, wo die recbten 
Seiten dei Gleichungen (34) lationale gebiocbene Funktionen smd, 
kann duicli eme Tiansfoimation auf denienigen zuruckgefuhrt werden, 
wo dieselben Polynome smd Wenn auBerdem no eh. die Transforma- 
tion (34) bnational ist, so folgt aus den Gleichungen (35), daB 

fi{ x ) — QAfifr + m \ & } fnM + °)) 7 ( 1 — 1? % m } 

wo die Q k rationale Funktionen bedeuten Hieraus kann man abei 
schheBen, daB die Losungen f z (x) in dei ganzen Ebene emdeutige 
meiomorphe Funktionen mit der Penode ud' smd Bei diesem Existenz- 
beweis wrnde vorausgesetzt, daB weder m nocb eme dei Zahlen von 
dei Foim , vnM 

ist, wo v eme ganze Zalil bedeutet In eiriei spafceren Abhandlung' 11 ) 
zeigt Picaid , wie man diese Emschiankungen beseitigen kann Die 
Polynome Q u Q 2) Q m werden durch unendliche Reihen, die keme 
Gliedei eistei Ordnung entbalten, eisetzt Daduieb fallt die Ungleiclnmg 
fm m weg, und dei Beweis wird yeremfacht Um die smgulaien Weite 
tier Maltiplikatoien ^ zu vermeiden, genugt os, die Funktionen f h (x) 
imt emer passend gewablten doppelpenodischen Funktion zweiter Ait 
zu multiplizieien Daduich geht das ursprungliche System von Dif- 
feienzengleichungen mit kon&tauten Koeffizienten m em andeies System 
ubei, dessen Koetfizienten Funktionen von x smd Aber die benutzte 
Methode dei sukzessiven Amiaberungen laBt sich diesen Glejchungen 
gegenubei ebenso gut anwenden 

Piccud benutzt aucb em anderes Approximations verfahien 82 ), indem 

81; Pica) (l f Sur une class© dc fonctions tianscendantes, Pans C JR, 123 
(1896), p 1035—1037, Acta math 23 (1900), p. 333— 337 

82) Picard , Sur uue classe de transcendantes geueralisant lea fonctions 1 1- 
hptiques efc les fonctions abeliennes, Pans C P 156 (1913), p 978 — 983, Ann 
Kc Norm (3) 10 (1913), p 247—253 
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die Losungen f t (x) nack Potenzen ernes Parameters X entwickelfc weiden 

f. (*)-Jw)(*), 

n = 0 

wo als Ausgangsfunktionen f[ 0) (x) doppelpenodiscke Funktionen zweitei 
Ait dienen Die so eikalfcenen Losungen liaben die Pole dei Funk- 
tionen ff ] (cr) als wesentlich smgulaie Punkte 

Mit dem von Pica? d untersuckten Problem nahe verwandt ist 
folgendes, welches E E Levi behandelt 8J ) Er steilt sick. die Auf- 
gabe alle m der ganzen Ebene meromoipken Funktionen zu findon, 
die der Differenzengleicliung 

f(x -f- 03 ) = R(f{%)) 

genugen und zugleick penodisch mit dei Penode co t smd Idiei bu- 
deutet R(z) eme rationale Funktion von g Mittels dei Substitution 

3 n i x 

U = 0 


wnd die Aufgabe auf die aquivalente zuruckgefdhit, alle Losungen 
dei Gleicliung f(pq) 

zu finden, die liochstens die Puukte x = 0 und x = oo als wescnt- 


2 % i to 

lich smgulaie Punkte kahen, wo q — e a} >■ Em aknhches und all- 
gememeies Pioblem hat Poincare' gelost* 1 ), jedoch unter gewissen Ein- 
schiankungen betreffend q Die von Levi gefunclenen Funktionen amd 
entweder linear gebrockene Funktionen von den Pomcmes cken 7 odei 
sie leduzieren sick auf elementare Transzendenten 


9. Verhalfcen der Losungen fur grofie Werte von % Dei in 
Nr 1 bespiockene Satz von Pomcaie kanu auf nickfclineaie Gleichungen 
eiweiteit weiden Lattes 85 ) unteisuckt eine DiJffeienzongleickung der 
Oidnung 

f(x + l)=g (f(x), f(x + 1), , f(x + h — 1)) , 


SS) E E Lem, Sopra una classe di trascendenti moromorfe, Ann mat 
puia ed appl (3) 14 (1907), p 93—113 

84) Pamoate , Sur une classe nonvelle de transcendanfces umfoimes, J math 
puies appl (4) 6 (1890), p 313—365 

85) Lattes , Sui la convergence des relations de recurrence, Pans C P 150 
(1910), p. 1106—1109, Sui les senes de Tayloi a coefficients rccurrents, lb 150 
(1910), p 1113—1416, Sur les suites recurientes non lmeaues ot sui les functions 

generatrices de ces suites, Ann Fac Sc Toulouse (3) 3 (1912), p 73 124 Vgl 

auch Sur les equations fonctionnelles qui defimssent une courbe ou une surface 
invariant^ par une transformation, Ann mat pura ed appl (3) 13 (l‘)00), p 1 137 

Sur les foimes re ' duites d es tiansformations ponctuelles dans le domains d'un 
point double, Bull Soc math France 39 (1911), p 309—345, 
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wo g(a, l} x 2J , x k ) erne m der Umgebung des Nullpunktes legulare 
Funktion ist ; die nn Nullpunkt den Weit Null hat Diese Gleiehung 
kann folgendeimaBen geschneben wei den 

i~k~l 

/{&■+- 7c) +J£A t f{x + i) = g^fix), f( o -j- 1), , f(x + l — 1)) , 

f = 0 

wo g 1 (x iJ x 2} > \) eme Funktion bedeutet, deien Entwickelung nach 

Potenzen yon x i} a 2) ,x k keine Gliedei erstei Ordnung enthalt Es- 
seien a l} a 2) , a L die Wurzeln dei Gleiehung 

z k -f- A lc _ 1 z l ~ 1 -f- + -f- = 0 


Untei der Annahme, daB 

1 > I «1 1 > I «2 I > 


und daB die Anfangsweite hmreichend Hem voigegeben smd, zeigt 
Lattes , daB der Gienzweit 


Inn 

A -> 00 


tlx) 


existiert Ei ist lin allgememen gleich a t und tin gewis^e parti- 
kulaie Losungen gleich emer dei andeien Wurzeln Mit Hilfe dieses 
Theoieins veiallgemeiheit Lattes emeu Satz von Fatou 86 ) ? mdem ei 
beweist, daB die Funktion von z 


2t(n)«' 

n — 0 


in dei ganzen Ebene meiomoiph ist und die samtlichen Stellen 


3 = 


( s x Sr —0 , —l,—2, ) 

zu Polen hat 87 ) 

Fui ganzzahhge Weite von ^ hat Ho) n H8 ) das System dei Dif- 
fei enzengleichungen 

(36) f£x + 1) - G&, A (a), f m W) 0 = 1, 2, , »0 


betiachtei, wo h eme ganze nicht negative Zahl ist, und G z eme Funk- 
tion von x, f 1? . , f m bedeutet, welche fui ^ = oo, f 2 = 0, , f m = 0 

veischwmdet und m dei Umgebuug diesei Stelle legulai ist 


f t , 


, o 


x 


+ «,t/x + 


~h a z mtm + 


86) Fatou , Sui une classe remaiquable cle senes de Taylor, Ann Ec Norm 
[6) 27 (1910), p 43—53 

87) Emen allgemeineren Satz gibfc Lattes spater m dei Abhandlung Sur le 
piolongement analytique de certauies senes de Taylor, Bull Soc math France 
42 (1914), p 96—112 

88) Horn, Zui Tkeorie der nielit lmeaien Differential- und Diiferenzen- 
gleichungen, J leine angew Math 141 (1912), p 182—216 
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Untei dei Voiaussetzung, daB die Deteimnmnti- 

I — 8 

die Elemental teilei s o - a lf , (> — «„, wml d.is System .ml’ 

die JFoim . . , , , , 

ar l f t (a, + 1) = a, f t (a) + 9 , (». /. MO, /» u)l 

gebracht, woim 

.<7; (&> fl J > /w) ~ /1 '« ( t) Ai* 

(A = 1, ^ = = A lft = 0, X + h + + A, ' 

Diese Diffei enzengleicbungen weiden auf ein System him Summin- 
gleicbungen 89 ) zui uckgefnbi t Wenn A = 0 und 

0<|«J< <|«„ I < 1 < I (l a-\ i I ^ ' ’ l ,l m i ) 

setzt i/o? n demgemaB 

/•« = c t o;- + a? J»r ■ - v,o> A" ; /v; 1 >. 

L o 

wo ; = 1, 2, ft, und 

f-) = - af Jc-V.O, A- A - A' 

wo » = /* -f- 1, 992- ist Wenn L posifciv ist, wild voi riusgo8ot/,f, 

claB a ly a m von Null yeiechiedeu Hind, und do* wmden diindi 
die Grleichungen « 

VC 

bestimmt Wenn n > oc, konvergieien die f\ n ) gegen cm System von 
Losungen f l clei Differenzengleicliungen Diese Lonungen h.iben tin 
groSe positive x eme asymptotische Daistellimg der Form 

m ~‘: + -s. + + 

Auf gauz andere Weise behandelt Horn spafcei emeu lieHonduen I nil 
dei Grleichungen (3b). 

( 37 ) f( v + i) = «/(■») + </(*, Inn, 

tto a eme von 1 verscbiedene Ivonstante und 

9^> y) =2’A« lit 1 = A .« = o i 4 - f- - 


89) Uber die Tkeone dei Summengleiolmnoeu vgl lloni, Volteu am lie* Inti - 
gralgleichungen und SnmmeEgleichungen, J reine ungaw Math 140 ( r tUH\ 
p 120 15S, p 159 174, Analytische Losungen \ on Summengleu liung< n, Aikn 

Math Phys (3)26(1918), p 132 145, JP ei ) ou } Zui 4. heonu dor Sumincngloichmigon, 
Math Ztsclir 8 (1920), p 159—170, tfbei Sumincnglcichungon mid PomcartWhe 
Difterenzecgleiehungen, Math Ann 84. ™ i -« 
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eme m der Umgebung yon ^ — oo, y — 0 regulaie Funktion ist Ei 
findet 90 ) eme analytische Losung der Foim 

00 

(38) f(x) ==J tv(t)e' x ‘dt, 

0 

wo w(t) emer Integralgleichung unendlich koher Oidnung genugt 
Setzt maa - t 

-j — r)dr, 

o 

t 

G fl wW(t) =f G ft (t — x) w^(x)dx, 

0 

wo die ganze tianszendente Funktion Q durch die Reihe 

<?„(<) 

; = i 

defimert isfc, so bat die Diiieienzengleicliuug (37) als Laplcicew lie 
Tiansfoimieite die Integralgleichung 

«M0 = G 0 (*) H-jf^o^KO +Jta- fl w w (t) 

H = 2 /t = 1 

Es sei a = e~ s Die Integialgleiehung besitzt eme Losung w(t), welche 
sich m die far |^|<|s| konvergente Potenzreihe 

n = l 

entwickeln laBt Das Laplctccsche Integial (38) konveigiert m emei 
gewissen Halbebene und stellt eme analytische Losung dei Differenzen- 
gleichung dar Die Gleichung wild foimal duich die im allgemeinen 
divei genie Reihe M 

71 — 1 

befnedigt Unter dei Annahme | a | > 1 findet Hon* 1 ) noch eme kon- 
veigente Entwiekelung dei Foim 

00 

f(x) (a) a-*x- “)" (p,X%) , 

71 = 0 

90) Horn, Laplacesche Integrate als Losungen von Funktionalgleichungen, 
J re me angew Math 146 (?9 1 6), p 95—115 

91) Horn, Uber eine nichtlmeaie Uifferenzengleichung, Jahresb deutsch 
Math -Vei 26 (1917), p 230—251 
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wo jr(&) eine penodische Funktion mit der Penode 1 ist, wakieud 
cp 0 (x) 7 konvergente Fakultatenreihen sind Dem bishei aus- 

geschlossenen Fallen =1 widmet Hoin zuletzt eine emgehende Untei- 
suchung 92 ), wobei das Verkalfcen emei Losung m der Nahe yon x = oo 
veimittels Fakultatenieiheneutwickelungen ckaiaktensieit wild 

Neueidmgs haben Julia 93 ) und Fatou u ) sebr scbone Aibeiten uber 
die Iteration lationalei Funktionen veroffentlicbt Setzt man 

(39) f{x + 1) = 

wo B erne lationale Funktion bedeutet, so bandelt es sick biei be- 
sonders um eine Unteisuchung del Menge dei Weite f(l), f(2), f(n ) . 

und um die Ableitung diesei Menge m lhier Abhangigkeit von dem 
Ausgangswerfc f( 0) Diese Untersuchungen gehoren abei eher zur 
Iteiationsrecknung, woiuber in dem Referate II A 11 ( Pinchole ) be- 
licbtet ist 

Die Tbeone dei mcbtlineaien Differenzengleichungen ist noch 
ziemlich zuruckgeblieben, sie kann abei duich Heranziebung der m 
dem nachsten Abscbnitt bespiochenen Unteisuckimgen wesentlich ge- 
fordert weiden 


III. Das Summationsproblem. 

10 . Einfache Summen Das wicbtigste und zugleicb schwiengste 
Problem in dei Differenzeniecbnung ist die Frage nach der Losung 
der Gleichung 

( 40) F(x 4- 1) — F{x) = tp(x), 

d i die Sumrne emei gegebenen Funktion qp(c) Die E^istenz einei 
Losung diesei Gleichung ist unmittelbai ersichtlicb, abei untei den 
unendlicb vielen Losungen gibt es eine ausgezeichnete, die Hauptlobimg, 
und das Problem bebteht darm, diese Hauptlosuug lieiauszafinden 
Dei eiste Ansatz zur Behandlung dieses Problems findet sieh in den 
zahlieiehen alteien Aibeiten ubei die Eiile>-Maclaarinse\i6 Suramen- 
ioimel 95 ), woiubei in dem Refeiate II A 12 ( JBmUimdi ) JSTi 105 be- 


92) Horn , Zui Tkeone dei mcktlineaien Differenzengleichungen, Math Ztschi 
1 (1918), p 80 — 114 

93) Julia } Memone sur 1’iteration de& fonctionB rationnelles, T math pures 
appl (7) 4 (1918), p 47 — 245 

94) Fatou } Sin les equations fonctionnelles , Bull Soc math France 47 
(1919), p 161 — 271 , 48 (1920), p 33—94 und p 208—314 

95) Hierbei bandelt es sich zun&chst nm um ganzzahlige Weite der Ver- 
anderlicken x 
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uchtet isfc Erne stienge und ei&ckopfende Behandlung dieser Summen- 
foimel hat neuei dings E Lindelof % ) gegeben 

Plana 91 ) und Abel ° 8 ) finden eme Losung der Gleichung (40) von 


dei Foim 


F(x) = J cpC ) do, — y <p (&) + » j 


cp (x + it) — cp (x — it) 

~~ \Zr e 2rCr~ 


dt , 


abei eist Cauchy 9 *) hat diese Foimel bewiesen Gutchcwd 100 ) nirnmt 
an, daB cp (x) eme beliebige ganze Funktion ist, und weist nach, daB 
es immei eme andere ganze Funktion gibt, die dei Gleichung (40) 
genugt Ei beiiachtet das Integial 




wo A unci B zwei Punkte dei rniagmaien Achse smd Dieses Integial 
stellt eme Losung mneihalb ernes gewissen Rechtecks dai, abei diese 
Losung hat unendlicli viele singulaie Stellen Um diese zu beseitigon, 
lalit ei A und JB bich auf clei imagmaien Achse ms Unendliche ent- 
feinen und fuhit gleichzeitig untei das Integialzeichen eme gewisse 
gauze Funktion E(z) em, um die Konveigenz des Integials zu sichem 
Ei findet sonnt eme gauze Losung, die sick mneihalb des Bandes 
0 < 6 < 1 clinch das Integial 

r <p(z)E(%)iu 
d 1 (a)=J (i — (x — 

— I oo 

diustellen lalit 6 huchaul bekandelt auch das System dei Gleickungen 
F(x +■ co) — F(x) = cp (^) , F + coj) — F[x) = (p t [x). 


<J0) Lindelof, Quelques applications d’une toimule Bommatone gtnerale, 
Acta Roc scient Femncae 31 (1902), Sul une foimule sommatone genorale, 
Acta math 27 (1903), p 305—111, Le calcul des residua et aes applications ala 
thuonc des fonctiona, Pans 1905 

97) Liana, Noto sur une nouvelle expression analytical© cles nombies 
bcmoullLOiih, propio a cxpumer en teirnes hms la foimule geneiale pour la 
aommation des suites, Mem Acad Turin 25 (1820), p 40-3 — 418 

98) Abel , Solution de quelcpies pioblemes a l’aide dmtegiales defames, 
Mnga/m lor Naturvidenskabetne 1 (1823), (EuvLea 1 (2 Aufl), Uniatiama 1881, 
p 20—27, Lhntcgrale fime J5?” cp\x) expinnee pai une integrale defame simple, 
Maga/nn Iol Natuividenskaberne 3 (1825), (Euviea 1 (2 Aufl), p 34 — 30 

09) Cauchy , Memojre sui lea develop pern ents des foncfcions. en senes periodique-*, 
Mtm Acad Sc Pans 6 (1827), p 003—612, (Ernies (1) 2 (Pans 1908), p 12—19 

100) Gmchcud , Sul la resolution de l’equation aux difteiences times 
Ann Pc Norm (3) 4 (1887), p 301—380 Dae Guichard- 
selio Integial lat wiedergelunden worden von Webe i, tJbcr Abels Summation end- 
lii her Diffeienzenreihen, Acta math 27 (1903), p 225 — 233 
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wo (pix) und g) 1 (x) ganze Funktionen sind, die der Gleichung 
cp (a, + ojJ — <P 0) = <pi (% + ®) — tPifx) 
genugen, und ei beweist die Existenz einei meiomorplien Losnng F{%) 
Auf andeie Weise vei faint Appell 101 ) W enn cp (&) em Polynom 

<p (x) = a 0 + + + a n %n 

ist, ]aBt sieh em Polynom angeben, welches dei Gleichung (40) ge- 
nugt Man findet 

F(x) = ^B^)+ +»5i^. + »(«), 

wo JB n {%) das Be> noitlhsche Polynom bedeutet Wenn abei cp{x ) emc 
ganze Funktion 

<p&) =2^“’ 

n — 0 

00 

list, so wild die Reihe ^ B rl ( x ) 

« = i 

im allgememen nicht kouveigieien Appell subtrakieit von dem Poly- 
no tn B n (x) die n eisten Gliedei semei tugonometiiscben Reihe Wenn 
die somit eibaltene Funktion nnt W n (x) bezeichnet wird, so zeigfc 
Appell , dab die Reihe 

n=i 

gleichmaBig konveigieit und eine ganze Losung dei Gleichung (^40) 
darstellt Dasselbe Beweisveifahien benutzt Hurwit# 102 ) Ei beweist 
auBeidem die Existenz emei meiomorphen Losuug dei Gleichung (40), 
wenn cp(x) erne m dei ganzen Ebene meiomoiphe Funktion ist, und 
hieiaus schliefit ei leicht, daB die Gleichung (33) iminei eme meio- 
moiphe Lobimg besitzt, wenn die Koeffiz lenten p 0 (x) und p x {x) meio- 
morplie Funktionen smd Einen andem Beweis ineifiu gibt spatei 
Baynes 103 J 

Watson 104 ) unteisucht den speziellen Fall, wo in dei Gleichung 

/(* + !) = i »(*)/(*) 

101) Appell, Sui lea fonctions penodiques de deux \auables, J math puiea 
appl (4) 7 (1891), p 157—176 

102; Hurwitz , Sur 1’integrale finie d’une lonction entiere, Acta math 20 
^1697), p 285—312, lb 22 (1899 1, p 179—180 

103; Barnes , The lineai Difteience Equation of the fiiat Ordei, Proc London 
math Soc (2) 2 (1904;, p 439—469 

104) Watson, A Note on the Solution of the linear Difference Equation of 
the lust Order, Quait J pure appl M 41 (1910), p 10 — 20 
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p (ft) m dei Nahe von x ■■ 
p(x) 


oo regulai ist 




and er findet leicht eme Losung von ctei Foim 


00 

f(x ) = e c * [J ( x) 


e x + n 

P(*+n)’ 


wo 3 ? (ft) die logarithmische Ableitung von F(ft) bedeutet Watson ei- 
oitert, wie sich diese Losung fur gioBe Weite von |ft| veihalt 

Den vorerwalinten Satz von Gmchatd beweist Ca> nnchael 105 ) m 
dei Weise, daB er fur die Funktion F(x) eme Potenzieihe ansetzt und 
diese m die Gleichung (40) substituieit Dann eigibt sicb fur die Be- 
stimmung der Koeffizienten dei Reibe em unendliches System linearer 
Gleicliuugen 5 welches derart gelost wild, daB die Potenzieihe m der 
ganzen Ebene konveigieit 

Appell hat (a a 0 ) den Satz Ginchauls auf Funktionen von 
zwei unabhaugigen Verandei lichen ausgedehnt Es seien zwei ganze 
Funktionen cp 1 (x, y ) und cp 2 (ft, y ) gegeben, welche die Gleichung 

<Pi 0, y + l) — < Pl (x, y) = cp 2 (x + 1, y) - < Pi (x, y) 
eifullen, so existiert eme dutte ganze Funktion F{x,y) } welche die 
beiden Gleichuugen 

Fix + 1, y) — F{x, y) = cp^x, y) , F(x, y-\- 1 ) — F(x, y ) = (p s (x, y) 
befnedigt 

Picaxl 80 ) betiachtet die Gleichung 

F (ft + co) — {iF(x) = (p(x), 

wo co eme positive Zahl ist Er nnnrnt an, daB 9 ? (x) eme m dei 
ganzen Ebene emdeutige penodische Funktion mit dei Penode 2%i 
1 st, die auf dei lmagmaren Achse regular ist, und er findet eme ein- 
deutige period lsche Losung, welche in dem Stieifen 0<tf<co legular 
1 st Im allgememen gibt es mu eine solche Losung, wenn abei p von 
dei Foim e nw 1 st, wo n eme ganze Zahl bedeutet, giht es unendlich 
viele Losungen Penodische Losungen haben ebenfalls Ai)pell m ) und 
Broden 107 ) untersucht 


105) Carmichael , On the Theory of lmeai difference Equations, Amer J 
Mat 35 (1913), p 163—171 

106) Appell, Sur une classe de fonctions analogues aux fonctions Eulenennes, 
Math Ann 19 (1882), d 84—112 

107) Broden, Einige Anwendungen diskontmuierlicher Integrale auf Fragen 
der DifFerenzem echnung, Acta Universitatis Lundensis (2) 8 (1912) Bemerkungen 
ubei sogenannte finite Integration, Arkiv foi Mat Astr och Fys (Stockholm) 7 
(1911) 
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ei Gleichung 

F(x + 1) - F(x) = q>(x) 

nan die Gleichung 

G\x+ 1 ) + G(x) = <p(x) 

ite stellen Zwisehen den Losungen diesei beiden Gleichungen 
m zahlieiche bemeikensweite Beziebungen Norland hat die 
mgen (40) nnd (41) sehi ausfuhrlich behandelt 108 ) Er hebt nn 
eren die Existenz yon zwei Hauptlosungen F(x) und G(x ) kei- 
e sich durch lhie analytischen Eigen s chat ten auszeiehnen Die 
osung F(x) bzw G(x) gewmnt man durch em bestimmtes 
itionsveifahien 

F(x) = $g>(x)Ax, G(x) = $<p(x)Vx 

n <p(x) zu F{x) bzw G(x) fuhit Diese Definition der Haupt- 
3n ist gewisseimassen analog nait dei Dehmtion dei Losung dei 
ntialgleichnng d F (x) 

dx 

i bestimmtes Integral Norland zeigt auch, dali die Haupt- 
en durch gewisse Gienzbeding ungen eindeutig bestimmt sind 
sei bemerkt, daB das Summations veifahren, welches yon *p(x) 
c) bzw G(c i) fuhrt, wiedei auf F{%) bzw G(x) angewendet 
kann, das heiBt die beiden Grenzwerte 

&F(x)Aa, t 

*en Wenn dagegen F(x) oder Cr(&) durch erne von der Haupt- 
verschiedene Losung eisetzt wild, so existiert dei entspiechende 
reit nicht mehr Diesei Umstand zeigt deutlich die besondeie 
ung dei Hauptlosungen, denn man kann eme beliebige Diffe- 
^lei chung duich die Methode dei sukzessiven Appioximationen 
iJenutzung des genannten Summationbvei fait reus auflosen Wenn 
oer dabei ligendeine von dei Ilauptlosung verschiedene Losung 
kerungsweit nimmt, so hoit das Appioximationsveifahien zu 
gieren auf 

8) Norland, Mdmone but lee polynomes de Bernoulli, Acta math 43 
p 121 — 19b, Memone sur le calcul aux differences times, lb 44 (1922 1 , 
ill, Acta Umveisitatis Lundensis (2) 14 (1918), Nr 15, Sur les equations 
erences finies, C R du Congree international des Mathematiciens, Tou- 
)20, p 98—119, Pans C R 169 (1919), p 372—375, 462—465, 770—773, 
6, Sur l’etat actuel de la thdorie des equations aux differences finies, 
math (2) 44 (1920), p 174 — 192, 200 — 220, Sur les equations aux diffe- 
Imeaires a coefficients constants, Nyt Tidssknft Mat (Kopenhagen) 23 B 
p 1—13 


(p(x) 
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Hdb liafc die mteressante Bemerkung gemaebt 105 ), claB man zu 
den Hauptlosungen aucb auf ganz andeie Weise gelangen kanu Ei 
leduzieifc die Gleicbung en (40) und (41) entwedei auf erne Diffeiential- 
gleichung unencllich bohei Oidnung odei auf eme Lutegialgleicbung, 
odei ei betiacbtet die Differ enzengleicliung ait, em System von unend- 
licli vielen lineal en Gleichungen Htlb stutzfc sich lneibei auf seme 
sclionen Unteisucbungen 110 ) ubei lmeaie Diffeientialgleicbungen un- 
encllicli hober Oidnung nut lationalen Koeffizienten sowie auf IJntei- 
suebungen von Sclnuet m ) und PmclmJe lu ) Htlb cbaraktensiert ebenso 
wie No)lwid die Losungen duicb Gienzbedmgungen Mittels abnhchei 
Metboden bebandelt Hilb lu ) als Beispiel emei ailgemeinen Tbeone 
die Gleicbung 

(ax + b) + 1 ) + ( cx + c 0f( x ) = 
in dei ct, b } c und d gegebene Konstanten smd 

Es gibt verschiedene Elassen von Funktionalgleicbimgen ; die nut 
dei Gleicbung (40) veiwandt smd Wn mussen abei leiclei daiauf 
veizicbten, auf diese einzugehen, urn die Grienzen dieses Referats inchfc 
zu ubeiscbieiten Nui sei eiwalmt, daB Sclune ) 114 ) dutch Bebandluuo- 
dei Difteiential-Difteienzengleicbung 

fix + 1 ) = tp(x)f(x) 

zu bemei kens wei ten Resultaten gelangt ist 

11. Mehrfaolie Summen Setzen wn 

~ * v F(&) = H- qj) + I 1 ut) 

CO 0) Ol 2 

A" F(x) = A ( A "-'Fix)) , V" F(i) = V ^V"~ 1 Fix)) , 

(J i 0, a f<) n 0> l w /i— 1 1 "ji Ui n f'i| 

und befciacbten wn die Diffeienzengleickungeii 

(42) A "F(%) = cp(x), V‘G{%) = (43) 

t-Ji m «>, t 

109) Hilb, Zui Theorie dei lmeareu Differenzeugleickungen, Math Ann b5 
(1922), p 89—98 

110; Hilbj Lmeaie DiflerentialglGickungen unendheb hoiiei Ordnung nut 
ganzen rataonalen Koeffizienten, Math Ann 82 (1920), p 1—39, lb 84 (1921), 

P 16—30, 43—52 Vgl aucli Penon, Math Ann 84 (1921), p 31—42 

111) Schuiei j Eme gemeinsame Methocle zui Beliandlung gewissei Funk 
tionalgleickungsprobleme, Bei Gea Leipzig 70 (1918), p 185—246 

112) Pinchetle , SulF inveraione degl’ mtegiali defimti, Mem Soc ital Sc 
(3) 15 (1907), p 3-43 

113) Hilbj Zui Tbeone dei Uneaten Difierenzengleickungen, Math Ztbchi 
14 U922), p 211—229 

114) Sclnue) , Integraldifferenzen- und Diftcientiaidiffeienzengleichungen, 

Pt iSRPhnft n Tnhlnnn qItihpIi n P 


mi ™ 
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wo cp (%) eine gegebene Funktion ist IJntei \eischiedenen, ziemlicli 
allgememen Annahmen uber cp(i) defimeit Norland 116 ) eme Hanpt- 
losung F(x\ C3 1? co 2 , a„) bzw G(x | co u a 2 , 03 n ) diesei Gleichun- 

gen, imd ei untei sucht die Eigenschaften diesei Losungen als Funk- 
tionen dei n -(- 1 Verandei lichen x 7 co i , co 2 , co n Besondeis gibfc ei 
an, wie die Losungen &ich asyniptotisch veikalten, wenn x in belie- 
bigei Weise gegen oo wauhst, odei wenn eme odei melneie dei 
Zahlen co x co ;i gegen Null konveigieien Die Hauptlosungen eizielt 
man duich Anwendung ernes geeigneten Summationsveifakiens auf 
srewisse mehifache Reihen Sie weiden indessen auch duich Gienz- 

o 

bedmgungen vollstandig chaiaktensieit Die Interpolationsieihen von 
Stuhng und Neivton leiten m gewissen Fallen zu konveigenten Reihen- 
darstellungen Die Funktionen F und G genugen vielen bemerkens- 
weiten Beziehungen, von denen nui die dm folgenden eiwahnt wei- 
den sollen 


Ff{x + S -^\co u co 2 , a >„) = m l'{\ | , co s , o.) , 

5 = 0 

wo m eme behebige ganze positive Zahl ist, 

in — i 

2^~~ G i X + ‘m I 031 ’ °*> ’ ®») = G ( x I « » 01 2 > ®») ; 

5 = 0 

wo m eme ungeiade positive Zahl ist, 

m n — l 1 m l — 1 


2 2 2 +, ‘ iF ( x + Si w' + 'm. !+ “-) 

3,1 = 0 s, = 0 s v = 0 

= ( *) 03 G (x | - l , C ° 2 j 

\ 2 / 1 - 71 V Vh m 2 

tliei bedeuten ni l9 m 2 , m A beliebige ganze geiade positive Zahlen 


IV. Spezielle Differeuzengleichuiigeii. 

12. Grleichungen, die sich durcli hypergeometrische Funktionen 
Oder Gammafunktionen auflosen lassen Bei semen Untei suchungen 
ubei die hypei geomefcnsche Reihe leitet Gau/i llG ) veischiedene Diffe- 


115 ) Noilund, Sui l’etat actuel de la theoiie des Equations aux differences 
finies, Bull Sc math 44 ( 1920 ), Sur ceitames equations aux difteiences finieb, 
Tians Amei math Soc 24 ( 1022 ), Reinaiques diveises sui le calcul aux diffe- 
rences Times, J math pures appl (0) 2 (untei der Pi esse) 


116) Gciufi, Disquiiitiones generates circa sciiem infimtam 1 -|- ^ 

1 y 

+ + > Nachi Ges Gotfc 1S13, Get, Weike 3 (Gottmgen 

l z -+• i; 

1876), p 125 — 162 
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lenzengleieliungen hei 5 deien diese Funktionen genugen, und er Lebt 
besondeis die Bedeutung diesei lelationes into functiones contiguas 
beivor Als em Spezialta.ll diesei Relationen ergibt sich die Diffe- 
leutialgleichnng zweitei Orclnung dei bjpergeometnscben Fuuktion 
Diese Diffeientialgleichurig kann nnt folgendei Diffeienzeugleicbung 

(44) (a, — a) (x — «,)AY(a) -f — ft) A f(x) + yf(x) = 0 

veiglicken weiclen, weil sie das einfachste Beispiel emei lineaien 
Difierenzengleickung abgibt, welcke sich mckt dui ch elemental e Funk- 
tionen losen laBt Dabei rechnen wn die Gammafunktion zu den ele- 
mental en Transzendenten AuBeidem sei noch bemeikt, dab die Diffe- 
lenzengleichnng (44) durcb emen Grenzubei gang in die Diffeientul- 
gleicbung fui die 6rGfii/3scke kypeigeometnsche Reike ubeigefubit 
wird Boole m ) bebandelt die Gleicbung (44) duicb symbolische Me- 
tboden und stellt cbe Losungen duicb Newtons cbe Intel polationsieiben 
dar, dock feklt del Konvergeuzbeweis dei Reiken Thomae 118 ) zeigt, 
daB die allgemeine Losung sick durck kypergeometnscke Reihen dai- 
stellen laBt In einei spateren Abkandlung defimeit Thomae 119 ), nack 
dem Voigange von Biemann, eine gewisse Funktion diuch lkie Gienz- 
bedingungen und Unstetigkeiten, und ei zeigt, daB diese Funktion dei 
Gleiekung (44) genugt AuBeidem stellt er erne gioBe Anzakl von 
kypergeom etri sck en Reiken auf, die Losungen dei Gleiekung sind 

In einei schonen Monogiapkie ubei die kypeigeometriscke Funk- 
tion zeigt Pmche>le m ) die Bedeutung diesei Funktion fui die lmeaien 

117) Boole, A Treatise on the Calculus of finite Differences, 1 And Cam- 
bridge 1860, 2 Aufl London 1872, p 260—263, Deutsche Ausgabe, Braunschweig 
1867, p 189—193 

118) Thomae, Die Becmsionsformel (B -f- Ah) <p(n) -f- (J9' — A'n)rp (it -f 1) 
( B " + A"n)tp{n -f- 2) = 0, Ztschi Math Phys 14 (1809), p 349—107, Integra- 
tion der Difleienzengleichung (»-)- * + i)(« -j- 1 -f l) A ! «p(a) -f- (a + bn) A ip(n) 

= Ztschr Math Phys 16(1871'), p 146—158, 428—439, vgl auch die 
in FuBn 127) zitierte Arbeit von Barnes 

119) Thomae , Ueber die Function, -welclie durch Reihen von dei 3 

, P P + 1 P p'+l p” p" + 1 , , 22 

‘ 1 2 ([' ^'Lpi q' dargestellt werden, J leine angew Math 

87 (18*9), p 26 73 Eine emfacheie und stienge Behandlung desselben Pio- 

blema gibt Noilund, Sur une classe de fonctions hypergeometuquea, Bull Acad Sc 
Copenhagen 1913, p 135 — 153 Uber die Bestimmung der Losungen lmearei 
Differenzengleichungen 1 m allgemeinen Fall durch lhie Unstetigkeiten vgl die 
in Nr 5 bespiochenen Aibeiten von Birlhoff 

120) Pmcherle, Delle funzioni ipergeometuclie e di vane questioni ad esse 
attinenti, Giorn mat 32 (1894), p 209 — 291, vgl auch Heymann } Studien uber 
die Tiansfoimation und Intesiation der Difterential- und Ditferenzengleichungen, 
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Diffei enzengleicliurigen zweitei Ordnung Mellin 121 ) behandelt folgeude 
Differenzenglei chung eistei Ordnung 

(45) f{x + 1) = p 0 (a:) f{x) + jh (*) , 

wo j> 0 (#) und p x {cu) lationale Funktionen bezeichnen, und er findet 
eme Losung der Form r* 

° j r- l v{t)at, 

wo v(t) em Integial der Different algleichung 

1 = 0 

ist Er betiachtet vor allem diejemgen Falle, wo die Gleicbung (45) 
sich dm ch Gammafunktionen und yerwandte Funktionen auflosen 
laBt Baines 122 ) hat veisclnedene spezieile Funktionen, welche emei 
Gleichung del Foim (45) genugen, ausfuhilich unteisucht, besonders 
gibt er eine bemeikenswerte Vciallgememerung der Gammafunktion an 

Leipzig 1S91, p 298 — 323, Zur Theone der Differenzengleichungen, J reineangew 
Math 109 (1892), p 112—117, Ubei Differential- und Differenzengleichungen, 
welche durch die hypergeometnsche Reihe von Gaufl mtegneit weiden konnen, 
Tb 122 (1900), p 164 — 171 

121) Mclhn, Zur Theone der Gammafunktion, Acta math 8(1886), p 37—80, 
Uber emen Zusammenhang zwischen gewissen lmearen Differential- und Diffe- 
renzengleichuDgen, lb 9 (1887), p 137—160, Zur Theone dei lmeaien Diffe- 
renzengleichungen erster Ordnung, lb 15 (1891), p 317 — 384, tJber den Zusam- 
menhang zwischen den lmearen Differential- und Differenzengleichungen, lb 25 
(1902), p 139 — 164, Uebei die fundamental Wichtigkeit des Satzes von Cauchy 
fur die Theonen der Gamma- und hypergeometrischen Functionen, Acta Soc 
Sc Fennicae 21 (1890), Nr 1 

122) Barnes , On the Theory of the Cr-Funktion, Quait J pure appl math 
31 (1900) p 264 — 314, The Theory of the double Gamma Function, Phil Tiana 
London 196 A (1901), p 265—387, Genesis of the double Gamma Function, Pioc 
London math Soc 31 (1900), p 358—381, On the Theory of the multiple Gamma 
Function, Trans Cambudge phil Soc 19 (1904), p 374 — 425 Dieselben oder 
ahnliche Funktionen bebandeln Appell, Sur une classe de fonctions analogues 
aux fonctions Eulenennes, Math Ann 19 (1882), p 84 — 102, Zimne , Die Funk- 
tion Gamma und die Funktion Omega von Heme (lussisch), Waiscliau 1884, 
Alexcevsky, TJeber eme Klasse von Funktionen, welche der Gammafunktion ahn- 
lich. smd, Ber Ges Leipzig 46 (1894), p 268 — 275, Bcaupmn, Sur les fonctiona 
d’ordre supeneur de Kinkehn, Mem counones et sav dtr Acad Belgique 59 
(1903), Hardy , On the expression of the Double Zeta-Function and Double 
Gamma-Function in terms of Elliptic Functions, Tiaus Cambridge phil Soc 20 
(1905), p 1 — 35, Kuylenstiei tia , Sur les solutions analytiques de deux equa- 
tions liu^aixes simultanees aux differences times du premier ordre, Aikiv foi 
Mat, Astr och Fys 11 (19 ib) und 13 (1918), Post, On the generabzed Gamma 
Functions, Ann of Math (2) 20 (1919) 
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IB. Die Iiaplacesclie Differenzengleiohung In mehieien Aibeiten 
tat Pzncheile 123 J auf die Bedeutung dei Laplaces chen Tiansfoimation 

fix) =J\- I v(t)dt 

fui die Auflosung yon Diffei enzengleichungen hmgewiesen Besonders 
betandelfc m ) ei die Laplace scte Diffei enzengleichung 

+ i (as + o ]fi« + o = 0 

i — o 

und zeigt, dafi die Losungen sict duich tjpeigeometnsche Funkfcionen 
mehieiei Yeiandeilichei ausdiucken lassen Spater unteisuchen Hey- 
mann m ) } Wety m ), Baynes 1 -"') und Wallenbe>g m ) dieselbe Gleichnng 
Man bestimmt«(Q als Integial dei Diffei entialgleictimg eister Oidnung 

t — 0 % = 0 

1 = 1 

Smd Oj, a n , a k die Wuizeln von J?b l t l = 0 , so eitalfc man ein 

i = o 

Fundamentalsystem von Losungen f(x ), die ganze Funktionen von x 
smd, mdem man entweder als Integiationsvreg Doppelumlaufe nm 
zwei dei Punkte a 19 a 2J a k wahlt odei Integiationswege benutzt, 
die in geeignetei Richtung von emem dei Punkte a t ausgeten und 
daselbst endigen 

Neben die Laplace scte Tiansfoimation stellt sict die folgende 
Ti ansfoimation 

(«) 

wodiuct man erne gegebene Differenzengleictung auf eme andeie 

123) Pinchcrlc, Sopia una trasformazioue delle equaziom diffeien/iali lmean 
alle difFeien7e, e viceveisa, Reale 1st Lornb tend (2) 19 (1886 ) , p 559—662, 
Della trasformazioue di Laplace e di alcune sue application], Mem 1st Bologna 
(4) 8 (1387), p 125—144, Sur la generation des systemes rdeuirents au moyen 
d’une dqualion lmeaire differentiellc, Acta math 16 il893), p 311 — 363 

124) Pmcherle , Sulle funziom ipeigeonietriche geneializzate, Atti R Arad 
Line Rend (4) 4 (1888), p G94— 700, 792—799 

125) Heymann , Studien uber die Tiansfoimation und Integration dei Difte 
renfcial- und Diffeienzengleichungen, Leipzig 1891, p 310 — 316 

126) Webb, On the solution of lineal diSeience equations by definite mte- 
gials, Messenger math (2) 34 (1905), p 40—45 

127) Baynes, On the homogeneous hneai difference Equation of the second 
Older with lineai Coefficients, Messenger math (2) 34 0.905), p 52—71 

128) Wallenberg und Guldbeig, Theone dei linearen Differenzengleichuiigen, 
Leipzig 1911, p 189—200 Ygl auch Norland , Acta math 40 (1915), p 242—247 
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Diffeienzengleichung zuriickfuhit Betiachten wn zum Beispiel eme 
Gleichung der Foim 129 ) 

(«) + + 0, 

i = 0 * = 0 

wo Q(c t) und P(x) Polynome sind 

Q(x) = (x — CC Q )(% — « t ) (% — «„), 

P(v) = (x — y t )(x — y t ) (r, — r J 

Das Integral (46) genugt diesei Gleichung, wenn man v als Losung 
Staotong ,( ) + 1) _^, w 

hebtimmt Man hat sornit 


,, ( ,, | _ r (x — c o)_ r (g_ — C l) 
H ' r\x- 7 l )r(x- Yt ) 


r(x — «„) 
•T(* — y„) 


%(X), 


wo 7t{x) eme penodiscke Funktion bedeutet n vei sehiedene Bestnn- 
mungen dieser Funktion geben em Fundamentalsystem von Losungen 
dei Gleichung (47) 


129) Norlund, JSur unf classe d’mtegrales deJSmcs, J math puies appl (6) 
& (1913), p 77 — 88 


(Abgeschloesen lm April 1922 ) 



II C 8. DIE NEUERE ENTWICKLUNG DER 
ANALYTISCHEN ZAHLENTHEORIE. 

Von 

H BOHR und H. CRAMER 

I-N KOPENHAGEN (DANFMAKK) IN STOCKHOLM (SCHWEDEN) 


Dieser Artikel, welcher clen 1900 abgeschlossenen BachmannachQn Artikel 
(I C 3) weiterfuhren soil, besteht aus zwei Teilen, von denen der ersfce, der von 
Bohr ansgearbeitet ist, msofern einen vorbereitenden Charaktei tragt, als er sich 
ausschliefllieh mit den fur die Behandlung der zahlentheoretischen Probleme 
notigen tunktionen- und reibentkeoretiscben Hilfsmitteln beschattigt, wahrend 
der zweite, welcher von Cramer lierruhrt, die befcreffenden Probleme selbst be- 
handelt 

Es wurde von den Verfassern zweckmafiig gefunden, dem Artikel, obwohl 
er sich nur m genngem Grade mit der alteren, in dem Bachmannachsn Artikel 
behandelten Literatur befaBt, jedoch eme m sich abgerundete Form zu geben, 
so daB er gewissermaBen als ein selbstandiges Ganzes hervortntt *) 


Inhaltsubersicht 

Erster Teil 

I Allgemeine TheoiJe der Dirlchletsclien Reilien 

1 Definition emer Dinchletachen Reihe 

2 Die drei Konvergenzabszissen 
3, Der Emdeutigkeitssatz 

4c, Die Koeffizientendarstellungstormel 

5. Beziehung zwischen der Reihe auf dei. Konveigenzgeraden and der Funktion 
bei Annaherung an die Komergenzgerade 
0. Das Konveigenzproblem 

7 Anwendung der Theone der diophantischen Approximafcionen 


*) Bei der Ausarbeitung ist uns die von dem Meistei des Gebietes , J Ha- 
damaid, in dei franzosischen Ausgabe der Encyldopadie gegebene Bearbeitung 
und Weitertuhrung des Bachmannscheri Aitikels von grofiei Bedeutung gevveson 
Dasselbe gilt \on dem klassischen Werk von E Landau, Handbuch der Lehre 
von der Veiteilung dei Pnmzahlen, Bd 1—2, Leipzig und Berlin 1909, welches 
wir lm folgenden einfach mit „Handbuch lt zitieren werden 
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8 Uber dio Darstellbarkeit emer Funktion dutch eme Du ichletsohe Reihe 
0. Der Mittelwertsatz 

10 Ubet die Nullstellen emer Dmch /eischen Reihe 

11. Zusammenhang verschiedener Du ichletschei Reihen 

12. Multiplikation Du ichlctachei Reihen 
IB Suininabilitat Dinchletschei Reihen 

11. Die Riemannsche Zetafunktion. 

11. Die Zetafunktion und thre Funktionalgleichung 

15 Die Biemann-HadctmardBche Pioduktentwicklung 

10. Die Biemami-v Mcingoldtsche Formel fur die Anzahl dei Nullstellen 

17 Uber die Weite von J(s) auf emer vertikalen Geraden <y == cr 0 O- A-) 

18 tlber die GioBenordnung dei Zetafunktion auf vertikalen Geraden 

19 Naheres ubet die Nullstellen lm kritischen Stieifen 
20. Folgeiungen aus der ifamannschen Veimutung 

21 Verallgeineinerte Zetafuuktionen 


Zweitei Teil 

22. Emleitung Bezeiclmungen 

III Die Verteilung dei Pri in z alilcn. 

23. Der Pnmzahlsat/ Altere Veimutungen und Beweisveisuche 

24. Die Beweise von Haclamard und de la Vallee Poussin 

25. Die Beweismethoden von Landau 

26. Andeie Beweise 

27. Die Restabschatzung 

28 Die Riemannsche Primzahlforwel 

29 Theoue der Z-Funlctionen 

BO Die Verteilung der Pmnzablen emer authmetischen Reihe 
31 Andeie Primzahlprobleme 

IV. TVcitere zuhlentlieorctisclic Funktioneu. 

32. Die Funktionen l(n) und <p(u) 

33. Zusammenhangssatze 

34. Teilerprobleme 

35. Elhpsoidpiobleme 

36 AUgememere Gitterpunktpiobleme. 

37. Veiteilung von Zablen, deren Prnnfaktoren vorgeschnebeneu Bedmgungen 
genugen 

38 Neueie Metkoden der additiven Zahlentheone 

39. Diophantische Approximationen 

T. Algebraische Zahlen und Formen. 

40. Quadiatisehe Foimen und Korpei 

41. Die Zetafunktionen von Dedelmd und Hecle 

42. Verteilung dei Ideale und der Pnmideale 
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Erster Teil 

In djesem Teil, dei, wie m den emleitenden Worten gesagt, emen 
rein analytischen Chaiakter tragt, d k von den zahlentheoietischen 
Anwendnngen pnnzipiell absieht, wird die Theone der Dinchletschen 
Reihen besprochen, welcke sich — obwohl ihie wesentliche Bedeutnng 
in lhrer Stellung als besondeis geeignetes Hilfsnnttel znr funktionen- 
theoretischen Behandlung von zahlentkeoretiscken Aufgaben zu eiseben 
ist, und sie linmei nocb ihie meisten Pi oblemsteilungen dei analyti- 
schen Zablentbeorie verdankt — dock lm Laufe dei letzten Jahi- 
zehnte zu emem selbstandigen Absehnitt der allgememen Reibenlebie 
eutwiekelt hat Das Refeiat ist in zwei Kapitel eingeteilt, von denen 
das eiste die Theone der allgememen Dinchletschen Reihen bebandelt, 
wahrend das zweite dei fui das Studium dei Pumzahlen fundamen- 
talen speziellen Dn ichlekcihen Reihe, welche die Riemanmche Zeta- 
funktion darstellt, gewidmet ist Bei der Abfassung ist mehr Gewicht 
auf eine bequeme Ubeisickt dei wicbtigeien Resultate als auf stienge 
Vollstandigkeifc gelegt 


I. AUgemeine Tlieorie der Dirichletsclien Reihen. 1 2 ) 

1. Definition einer Diricfiletsehen Reihe Untei erne) allgememen 
Dinchletschen Reihe wird erne unendlicbe Reihe dei Form 

CO 

(1) f(s) = ^a n e~ l *‘ 

« = 1 

verstanden, hierbei bedeutet s — ^ eme komplexe, unabhangige 

Variable, die Koeffizienten a n sind beliebige komplexe Zahlen, wah- 
rend die Exponentenfolge {A n } eme reelle monoton wachsende Zaklen- 
folge nut Z w -*oo bezeicbnet 3 ) Fui die folgende Daistellung wild es 
bequem sem, die (unwesentliche) Annahme 0 zu macken Fur 
= n ist (1) eme Potenzreike in dei Vanahlen e“ s In dem beson- 


1) Betieffa vieler Emzelheiten in der Theone sei dei Leser auf E Landau, 
Handbuch, und Q H Hardy-M Ricsz, The general theoiy of Dirichlet's series, 
Cambridge fciacts, Rr 18 ( 1915 ), vermesen 

2) W Schneej Gber lxregulare Potenzieihen und Dinchletsche Reihen, Dis- 
sertation, Beilin 1908 , und K Vaisaht, Yerallgemeinerung des Begnffes der Di- 
nchletschen Reihen, Acta Umversitatis Dorpatensis ( 1921 ), betrachten auch Reihen 

mit hoinplcxen Exponenten X n und untersuchen, unter welchen Bedmgungen solche 
Reihen sich „ahnkch u benehmen wie Reihen mit ieellen Exponenten 
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deis wichtigen Spezialfall k n = logw erhalten wu die gewdhnlichen 
Diiichletsclien Beihen w 

( 2 ) yja n e-''w=^% 

w = 1 n = 1 


Die spezielle Reihe (2), bei welcher a n = 1 ist fur alle «, also die Reihe 

( 3 ) 2V* == 1 + ^ + F + F + ; 


definieit die Btemannsche ZetafunMion, deren Theone in emem beson- 
deien I\ apitel bebandelt wild Als ein andeies wichtiges Beispiel emer 
gewobnlicben Lmddetschm Reihe (2) sei eme solche erwahnt 8 ), bei 
der die Koeffizienten a n sich periodisch wiedeiholen (etwa rmt der 
Pei lode l), und die Summe der Koeffizienten erstieckt uber eme Pe- 
riode gleich 0 ist, wo also 

° ; k 

(4) a n — a m fur m = n (mod /,], = 0 

n = 1 


Zu diesem Typus gehoit z B die Zetaieihe nnt abwechselndem Voi- 
zeichen 


( 5 ) 


2 » (— i ) 


/i+1 





welche duich formale Multiplikation der Zetareike (3) mit dem Faktor 
1 — 2 1- ' entsteht Andere wichtige Typen gewohnlicher Dmchlet- 
scher Reihen weiden m Nr 7 bespiochen 

2. Die drei Konvergenzabszissen Eme Dmchletsche Reihe (1), 
die in emem Punkte s 0 = <? 0 -)- it a absolut lonvetgtett, wild offenbar 
m jedem Punkte s = d + it mit a d 0 absolut konvergieren , denn 
es ist ja, s — s 0 — s' gesetzt, 

(6) ^a n e~ A »' —^a ri e~ A »‘<' e~ l >‘ s 

und \e~^ n1 ' ] ^ 1 tui (s') ^ 0 Jede Reihe (1) besitzt daher eine ab- 
solute Konvergenzabsmsse a A deiart, daB (1) fur a> a A absolut feonver- 
gieit, fur a < 6 A dagegen nickt-, hieibei smd ? den Werten -f- oo und 
— oo yon a A entspieehend, diejenigen Falle nut mbegriffen, wo die 
Reibe nirgends bzw uberall absolut konvergiert 

Tiefer liegt dei Satz von Jensen 4 * ), daB, wenn die Reihe (1) 1 m 
Punkte s 0 = <? 0 + it^ lonvergieft, sie dann auch in der ganzen Halb- 
ebene 6 > <7 0 konveigiert Diesen Hauptsatz der Theorie beweist Jensen 


3) Cr Lejeune Dinchlet, Recherches sur diverses applications de 1’ Analyse 
lnfinitesunale a la Tlieone des Nombies, Crelles J 19 (1839), p 324 — 369 = 
Weike, Bd 1, p 411 u f 

4) J L W V Jensen, Om Rsekkers Konvergene, Tidsskr for Math (6) 2 

(1884), n 61-72 
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you (6) aus, mdem ei mit Hilfe partiellei (J.6e?scher) Summation nach- 
weist, daB bei festem s' mit SR (s') > 0 die Zahlenfolge eine 

„konvergenzeihaltende“ ist m dem Smne, daB aus dei Konvergenz emei 
Reihe ^ b n die Konvergenz dei „multiplizieiten“ Reihe folgt 

Es gibt also auch eme Konveufenzabszisse o B (<^6 A ) deiait, daB (1) 
fur 6 > ti B konveigieit, fui 0 < 6 B diyeigieifc 

Cahen 5 6 ) ; dei zuerst die Dd ichletsohen Reihen emei systemati- 
schen Untersuchung unterwoifen hat, zeigt, daB ( 1 ) m jedem Gebiete 
o > 0b + | s\ <K gleichmafiig lonvetqieit und somit m dei Kon- 

veigenzhalbebene 6 > 0 B eme legulaie analytische FunLtion f(s) dai- 
stellt Im allgememen konveigieit aber eme Reihe ( 1 ) mcht gleicli- 
maBig m dei qanzen Halbebene + und Boh*) hat daher 

die glcichnafiige Konvei genzahszisse 0 G emgefuhit, welclie defimert wnd 
als die unteie Grienze aller Abszisseu <7 0 , fur die ( 1 ) m dei ganzen 
Halbebene a > a 0 gleickmaBig konvergieit Hieibei ist often bai 
— 00 ^ a B ^ <>g ^ <?a ^ + oo, und es konnen die diei Konvergenz- 
abszissen alle Weite tatsachlich haben, welche mit diesen Unglei- 
chungen veitiaglich sind 7 8 9 ) 

Die diei Konveigenzabszissen emei Reihe (1) konnen leiclit aus 
den Koeffizienten und Exponenten der Reihe bestimmt weiden Fm 
die Abszisse a B gilt nach Cahen*) dei Satz Falls > 0 lbt^J, wird 

5) E Cahen , Sui la fonction £(s) de Riemann et sur dea fonchons analogues, 
Ann Ec Noun (3) 11 (1894), p 75 — 164 

6) H Boh , a) Sui la conveigence des series de Dirichlet, Pans C R 151 
(1910), p 375—377, b) tlbei die gleickmaBige Konveigenz Dinckletscker Reiken, 
Crelles J 143 (1913), p 204 — 211, c) Nogle Beratorkmnoei om de Dirichlefcakp 
Rsekkeis ligehge Konveigens, Mat Tidsskr B 1921, p 51—55 

7) Jj Nede) , tJber die Lage dei Konveigen/abazissen einer Diricbletschen 
Reihe am BeschrauktbeitsabsziSBe lhier Summe, Arkiv for Mat, Asti ocb Fys 
re (1922), No 20 

8) E Cahen , a a 0 5; Em Teil des Sat/es tindet sich tickon bei J L 
W V Jensen, Sur une generalisation dune tkeoieme de Cauchy, Pans C R 106 
(1888), p 833-836 

9) Die Bedmgung <^>0 bedeutet keme wesentliche Einscbrankung dei 
Allgememheit, weil ja die Konveigenzab&zissc <? /M fails sie > ~ oo ist, unmet 
durch die emfacke Tiansformation s = s' — c urn eme Konstante c yeigrofieit 
weiden kann Auediucke fur 6 die ini Falle g b 0 odcr sogar Im jede Lags 
\on gelten, sind gegeben yon S Pmcheile , Alcune spigolatuie neL carnpo delle 
funziom determinanti, Atti d IV Congr intern d Mat 2 (Rom 1908), p 44—48, 
K Knopp, Uber die Abszisse der Gienzgeiaden emei Dmcbleiscben Reihe, 
Sifczungsber Berl Math Ges 10 (1910), p 1—7, W Schnee , Dbei die KoefH- 
zientendaistellungsformel m der Theone dei Diricbletscben Reiken, Gott Nachr 
1910, p l 42, T Kojima , a) On the convergence-abscissa of general Diuchlet’s 
opMfla Tflhnlrn T 6 0 91*0, rj 134 — 139, b) Note on the convergence-abscissa of 
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sie duich den Ausdruek 

(7) 6 b = lim sup (S n =jhO 

n->oc n \ i / 

gegeben, d b g b ist die unteie Gienze allei positiven Zahleij. a, fur 
welche die „summatoiische“ Funktion S n gleick 0 {e l n a ) 1 st. 10 ) 

Aus (7) eigibt sicb sofort, daB 1 m Fall© o A > 0 

(? j == lim sup (n = Jj'l a m |) 

Fur die gleichmaBige Konveigenzabszisee g q gilt scblieBlich, falls 
Gq > 0 1 st, die entspieckende Foimel 11 ) 

Go = lim sup , 

n -> 00 'hi 

n 

wo Z^, bei festem n, die obere Gienze von | ^E a in erlmit \ ^ llr — 00 < t < 00 
bezejchnet 1 

Fui Reiben (1), bei denen die Exponentenfolge {A ;i } hmreichend 
echnell ms Unendliche wachst (z B fui die Potenzieihen, wo X a = n 
1 st), gilt munei die Gleicbung Gj === g b (= Go), d h sie besitzen kemen 
bedmgten Konvei genzstreifen Die genaue notwendige und hmieichende 
Bedmgung, die erne Exponentenfolge eifullen muB, clamit jede zu lhr 
gehorige Di) ichletsche Reihe dei Bedmgung g a — g b genugt, 1 st 

(8) ]un » 0 

n -> 00 a /j 


Dirichlet’s senes, Tohoku J 9 (1916), p 28—37, M Fujiumra, a) On the con- 
\eigence-abscissa of geneial Dirichlet’s senes, Tohoku J b (1914), p 140—142, 
b) Uber Komeigenzabszisse der DmchletBcheu Reihe, Tohoku J 17 (1920), 
p 344—350, E Lmdh (bei Mittag-Leff lei) , Sui un nouveau th6oi£me dans la 
theone des series de Dmchlet, Paris C it lbO (1915), p 271 — 273, B Malnuot, 
Sui une foimule de M Fujiwara, Arkiv fdi Mat, Astr och Fys 14 (1919), No 4, 


P 1—10 


10) Soli die lteihe (1) noth in Punkten aitf der Konveigenzgeiaden 
<5=^0 0) konvergieien, 1 st es nach Jemtn, a a 0 8), notwendig (abei mcht 
hmreichend, vgl Nr 5), dafl die summatonscbe Funktion S n dei Bedmgung 
S„ = o(e X ’ « a B) genugt 

11) Fui geivoh?ihche Dtrichletsche Reihen (l /1 = logn) bei H Bohr , Dar- 
stellung dei gleicbmafhgen Kon\ergenzabsziflse einer Dmchlet Bchen Reihe 

00 


n* 


als Funktion der Koelfizienten der Reihe, Aich Math Plays (3) 21 (1913), 


n = 1 

p 326—330, lur behebige Dmchlet ache Reihen bei M Kumyeda , Umloim con- 
veigence-abscissa of general Dinchlet’s series, Tohoku J 9 (1916), p 7—27 In 
der letzten Arbeit Bind auch Formeln fur 6 G angegeben, die fur jede Lage von 
c Q gelten (Ygl Note 9) ) 
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Allcemem gilfc clei Satz 1J ), daB die maximale Breite M des bedtngten 

Konveigenzstmfens 6 3 £6£o A fui alle zu einei gegebenen Expo- 

nentenfolge gehorigen Reihen (1) durch den Ausdiuck 

1 r 1 log n 

M = Inn sup -J- 

o-e^eben wird Fur die gewohnlichen Dmchlets cheu Reilien (2) ist 
somit die maximale Breite M = 1 Diese Bieite 1 wire! z B bei 
jeder Reihe (2), die den Bedmgungen (4) genugt. eneicht, m dei 
Tat ist hiei 6a — 1, 6 s — 0 

3. Der Emdeutigkeitssatz. Aus dei emfachen Benia kung, daB die 
Funktion e~ k ‘ = e~ x ^ +lt) (X > 0) fui a -*• oo um so schneller gegen 0 
abnnnmt, je grofier der Exponent l ist, eigibt sich leicht falls eme 
DmcliletBche Reilie (1) rnit 6 B < oo die Bedingung oj < oo oder nui 
die Bedingung 6 a < oo 6c ) erfullt, dann ubenviegen fw 6 -> oo die An- 
fangsgheder der Reihe den Rest, d h es gilt, bei jedem festen N, fui 
o -> oo gleicfonafhg in t die Limesgleichung 

CO N 

l9) l?a n e-h‘ =^a„<rV + o(e-bv"), 

72 = 1 n = l 

hieiaus folgfc sofort, daB, wenn mcht samtliche Ivoefhzienten a n gleich 
0 smd ? die Summe f(s) bei hmreiehend gioBem K m der ganzen Halb- 
ebene 6 > K von 0 verschieden sem wird Fur Reihen ( 1 ) mit (5 G <oo 
gilt daher dei folgende Eindeutigleitssatz Sind zwei Dnichletsdw 
Reihen und g(s) =^b n e-^ l n s gleichgioB m alien 

Punkten einer Zablenfolge {s n = <3 n + it n \ nnt 6 n -> oo, dann smd 
die beiden Reihen ideutisch, dezm. in dei Dmckletschen Reihe J£c n e~ v *' t 
welche durch Subtraktion von f(s) und g(s) entsteht, miissen ja alle 
Koeffizienten c n gleich 0 sem 

Fur eine behebige Du ichletsche Reihe (1) mit < oo gilt die 
Limesgleichung (9) fur a -> oo lm allgememen mcht gleichmaBig in t, 
wenn t das gauze Intel rail — oo < t < oo duiclilauft Dagegen gilt 
(9), wie von Perron 16 ) bewiesen, gleichmaBig m t, wenn t duich eme 
Bedingung dei Foim jtf| < beschrankt wird, wo L eme behebige 
Konstante bedeutet In diesem allgememen Fall finden wir dahei den 
folgenden Emdeutigleits&atz Wenn zwei DmcJiletsche Reihen imt 


12) E Cohen , a a 0 5) Ygl auch Rcudy-Ricsz, a a 0 l), p 9 

13) 0 Pen on , Zur Theone der Dmchletschen Reihen, Cielles J 134 (1908), 

p 95—143 DaB die Limesgleichung (9) fui em festes t gilt, sfceht schon bei 
Dirichlet, Vorlesungen uber Zahlentheorie, herausgegeben von Dedefond, Braun- 
schweig 1S6B, p 410—414 Ygi auch eme (in Math Ztachi bald erscheinenelo) 
' ’ r 17 1 TT ^ i P Li f M lcbtYv 1 Rirr»r Konv^rrren 7 Oirichletscher Reilien 
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a £ < oo in den Punkten einer Zahlenfolge {$„} mit 6 n -> oo und 
<! e Aa gleichgioB sind, so sind die beiden Reihen identisch Hiei 
kann die Foiderung | t n \ < ef’*” nicht weggelassen werden, denn es exi- 
stieien tatsacklich Reihen (1), deien Koeffizienten mcht alle 0 smd, 
die jedoch eme Folge von Nullstellen {s„} mit 6 a -> oo besitzen 14 ) 

4. Die KoefflzientendarsteHungsformel Aus dem Emdeutigkeits- 
satze m Nr 3 folgt sofoit wenn eme m emei gewissen Halbebene 
a > (? 0 regnlaie analytische Funktion f(s ) dnrcb eme konveigente 
Dmcliletsche Reihe darstellbai ist ? dann mussen die Exponenten 
und die Koeffizienten a n diesei Reihe aus dei Funktion f(s) emdeutig 
bestimmt werden konnen Die tatsachliche Bestimmung dieser beiden 
Zalilenfolgen { l n } und }a n } wird dm eh den unten folgenden Satz 
gegeben, dessen foimale Heileitung 15 ) sich aus der bekannten, fur 
jedes positive c gultigen Foimel 

C + l -O 

1 C e ai -j fl fur <x^>0 

S C S l0fina<0 

C — t 03 

ergibt, wahiend seme stienge Begiundung zuerst von R adammd und 
Pe>ron 16 ) gegeben wuide Diesei Satz lautet Es set (1) eme beliebige 
Dmcliletsche Reihe mit dei Konvei genzabszisse 6 B < oo und c eme po- 
sitive Zalil > 6 b Dann gilt fm jedes x im Intervalle l N <.x< In+i 
die Formel N e +t<* 

d°) ^‘» = 2 hff®T d8 

< — * 00 

Es ist also das auf dei rechten Seite stekende Integral J[x) 
stieckenweise konstant (fui 0 < % < oo) und die Exponenten l n smd 
die Dnsteti gkeitsstellen von J(x), wain end die Koeffizienten a n sick 


14) H Bohr, Beweis der Existenz Dirichletscher Reihen, die Nullstellen mit 
behebig groBer Abszisse besitzen, Palermo Rend 31 (1911), p 235 -243 

15) Ygl L Kronecler, Notiz uber Potenzreihen, Monatsber Akad Berlin 
(1878), p 53—58, und E Cohen, a a 0 5) Em Spezialfall kommt schon bei 
B Riemctnn , Ueber die Anzahl der Pnmzahlen unter emer gegebenen Grease, 
Monatsber Akad Berlin 1859, p 671 — 680 = Werke, p 145 — 153, vor 

16) J Hadamard , Sur les senes de Dnichlet, Palermo Rend 25 (1908), 

p 326 — 330, beweist den Satz unter der Annahme, daB die Reihe eme absolute 
Konveigenzhalbebene besitzt (also oo) und 0 JPerion, a a 0 13) fur den 

allgememen Fall Ygl auch E Phiagmen, Uber die Berechnung der emzelnen 
Glieder der Riemannsehen Pnmzahlforme] , Oefvera af Kgl Yetensk Forh 48 
(Stockholm 1891), p 721—744 und H v Mangoldt, Auszug aus emer Arbeit unter 
dem Titel Zu Riemanns Abhandlung „tfber die Anzahl der Pnmzahlen unter 
emei gegebenen GrdBe“, Sitzungsber Akad Berlin 1894, p 883 — 896 
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als die Spiunge in den Punkten X n ergeben 17 ) In emei Unstetigkeits- 
stelle X n selbst ist das Integial J (x) wobl meht dnekt konveigent, es 

c + iT 

bat abei einen Hauptweit, defimeit dmcb Inn - — / ,und diesei Haupt- 

2-+ oQ* ni *J L 

c — iT 

wert ist gleicb dem Mittelwert \{J{X n + 0) + J& n — 0)) 

Das Integral m (10) konveigiert un allgememen nur bedmgt Bei r 
yersckiedenen Untei sucbungeti ist es desbalb bequem, statt (10) die 
Form el N 

(H) YxJ V dS = -^ a n( V — K) 

C — /CO 

zu benutzen, wo das Integral (wenigstens nn Falle <5 G < oo ; ygl Ni 6) 
absolut konveigiert Die Formeln (10) und (111 smd ubngens Spezial- 
falle der allgememen Foimel 13 ) 

c+too N 

( 12 ) si ijf {s ^ ds = - ky-\ 

C — l CO 

wo a ^ 1 ist 

5. Beziehung zwischen der Reihe auf der Konvergenzgeraden 
und der Funktion bei Annaherung an die Konvergenzgerade In 
den Punkten der Konvergenzgeiaden <? == a B emer Duichletstiken. Reihe 

(I) kann das Yeibalten dei Reike sebr veischiedenaibig sein Wie 
lm Spezialfall emei Pofcenzreihe (X n = n) besteben abei aucb bei den 
allgememen Diuchlet * chen Reiben wicktige Zusammenbange zwiseben 
dem Verbal ten dei liahe in einem Punkte dei Konveigenzgeiaden und 
dem Verhalten der dargestellten Function fys), wenn die Vanable s 
sicb diesem Punkte nabeit Da dies Pioblem lm Spezialfall X n = n 
nn Aitikel II C 4 ausfuhilieb bespiocben ist 7 sollen bier nur emige 
Hauptresultate erwabnt weiden Zueist nennen wir den Satz (Ana- 
logon zum Abel-Stolzschen Satze ubei Potenzieihen) wenn die Reihe 
(1) m emein Punkte s 0 dei Konveigenzgeiaden <5 — 6 B lonvetgtett 
mit dei Summe A , dann existieit der G)enzwe)t lim f[s) und isi = A, 
wenn s sicb von recbts langs emei borizontalen Greraden odei sogai 

17) Erne andere, von Hadamard henubiende Methode, um die Koeffizienten 
a n emer DmcfcZ^schen Reihe aus dei duich die Reihe daigebtellten Funhtion 
zu bestimmen, wird in Ni 9 besprochen, dieee letzte Methode — und mcht die 
oben angegebene — ist ubngens als die ununttelbaie YeraLlgemeinerung der 
Catich j/schen Methode zur Bestimmung dei Koeffizienten emer Potenzieihe an- 
zubehen 

18) J Hadamcud , Sui la distribution des zeios de la function £(s) et see 
consequences aritkmetiques, Bull Soc math France 24 (1896), p 199 — 220 Wegen 
der strengen Begrundung lm Falle (^ = 00 vgl O Peiron, a a O 13) 
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in emem dei Halbebene a > a B ganz angehoienden Wmkeliaiira dem 
Punkte s Q nalieit 19 ) Diesei Satz laBt sick natmlick nicht okne wei- 
teies unikehien, d k aus dei Existenz des Gienzweites folgt mcht die 
Konveigenz dei Reike lm Pankte s Q Bedmgungen ; anter welchen 
die Umkekrung eilaubt ist, wuulen von Landau , Schnee, Littlewood 
und Hat dy-Liilleivood gegeben 20 ) Hiei sei nui dei tiefliegende Satz 
von Littlewood eiwakut, wonacb die Bedmgung 

a n e~ *>*>** = 0 (~ (fui n -> oo) 

fiu die bespiochene Umkebiung genugt 

Von etwas andeiei Art — well Regulatitat ini Punkte s 0 statt 
Grenzwert fur s *> s 0 vorausgesetzt wild — ist eni fur versckiedene 
Anweudimgen sehr wichtiger Satz von M liiesz* 1 ), dei als die Ver- 
alloememciung ernes Jhfowscken Satzes uber Potenzreilien ( l a = ri) 
anzuseben ist, und dei besagt, daB, falls erne Duicldefa cbe Reihe (1) 
nut 6 b > 0 die Bedmgung 

(13) S H = flj + a n = o[e l n n B) 

eifullt, sie m jedem Pankte dei Konveigenzgeraden a — <s R , in wel- 
cbern die Funklion f(s) tegidai ist, honveigiot, und zwai gleichmuBig 
m jedem Regulai i tat smtei vail Die Bedeutung dieses Satzes zeigt sich 

19) Fin Amiaheiung ltlngs emer bonzontalen Geraden siehe Dmchlct-Dedr- 
hnd, a a 0 13), p 410 — 414, tin Annaherung nn WmKelraum E Cohen , a a. O 6) 

20) E Landau, a) Ubei die Konvergenz emiger Ivlassen von unendliclien 

lteiben am Itande deb lConveigenzgebietes , Monaisb Matb Pbys 18 (1907), 

p 8 — 28, b) Uber emen Salz des Ileiin Littlewood, Paleimo Rend 35 (191d), 

p 2G5— 276, W Schnee, Uber Dmcbletscbe Reihen, Paleimo Rend 27 (1909), 

p 87— lib, J Littlewood , The converse of Abel’s theorem on power benes, Proo 
London matb Soc (2)9 (1910), p 434—448, G II Hardy u J Littlewood , Taubenan 
theorems concerning powei senes and Dinchlet’s Benes whose coefficients ate 
positive, Proc London matb Soc (2) 13 (19H), p 174—191 

21) M Lies*., a) Sul les sdnes de Dmcblet efc les senes entieres, Pans 
C R 149 (1909), 309—312, b) Em Konvergenzsatz fiu Dmcbletscbe Keitren, 
Acta Matb 40 (1916), p 349 — 361 Em Beweis des Spezialialh l, ( = log« winde 
sebon iruher (nacb emer Mitteiluug von lUesz) von E Landau , Ubei dre Bedeu- 
tuug emrger nenei Gienzwortsatze der Herien ITaidy nnd A^ei, Piac Mat Fiz 21 
(1910), p 97 — 177, veioftentlicht Vgl auch D Kojima , On the double Dirickiet 
series, Repoits Tobolm Umveisity 9 (1920), p 351 — 400 

Riesz bat bedeutende Verallgeinemerungen semes Satzes in Aussichti ge- 
stellt Vgl erne demnaebst in den Acta Umv bung Francesco-Jos eischemende 
Arbeit Erne besonders wichtige dieser Verallgememerimgen — welcbe den Fall 
Summabilitat statt Konvergenz bebandelt, vgl Nr 13 — ist in der zahlentkeo- 
retiscben Albeit von H Cramei, tfber daB Teilerproblem von Piltz, Ark f. Mat , 
Astr ocb Fys 16 (1922), No 21, nacb emer Mitteilung von JRiesz veroffentlicht 
Vgl auch A Walfisz, Ubei die Bummatoriscben Funktionen emiger Dnicklet- 
scbei Reiben, Disb Gbttmgen 1922, p 1 — 56 
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schon darm, daB die Bedmgung (13), wie fiuher 10 ) eiwahnt, notuendig 
ist, damit die Gerade 6 = d B ubeihaupt eme Konveigenzstelle der 
Reihe enthalte 

An die ei etgenannteu Satze schlieBt sicli erne Reilie you wei- 
teren Satzen an, wo an Stelle dei Konvergenz der Reilie lm Punkte 
s 0 und dei Existenz des Gienzweites dei Funktion bei Annaheiung 
an diesen Punkt, bestimmte Ait yon (^eigentlicher) Dxveygenz der Reihe 
lm Punkte s 0 und entsprechende bestimmte Ait von Unendhchive) den 
dei Funktion bei Annaherung an den Punkt tntt Solche Satze, die 
dnich Vergleich mit speziellen emfachen Typen Dirichletscher Reiben 
abgeleitet weiden, yeidankt man besonders Knopp 22 ) und Schnee 2a ) 
Als ein emfaches Beispiel fur eme gewohnliche Dmchletsche Reihe 
(2) sei der folgende Satz genannt (wo es sich urn den Punkt s 0 = 0 

a i + + 


handelt) Aus 
folgt 


Iim 

7l->Oo 


lo»“ n 


= A 


(«> 0 ) 


lim s a f(s) = Ar(a + 1), 


wo 5 durch positive Weite gegen 0 stiebt Mit dei viel schwien- 
geien Frage nach der TJmleluung solcher Satze haben sich 1 Jcudy und 
L'ittlewood 2l ) beschaftigt So haben sie z B die TJmkehrung des eben 
erwahnten Satzes m dem Falle bewiesen, wo die Koeffizienten a n 
samtlich posttw smd Der weitestgehende yon Hciuty und LMeivood 
bewiesene Satz, welchei den allgememen Typus Dmchletsohei Reihen 
(1) betufft (wo jedoch X n X n + 1 -> 1 voiausgesetzt wild) besagt“ 4b ), daB, 
wenn eme Reihe (1) mit dei Konvergenzabszisse a B = 0 die Limes- 
gleichung lim *“ / (s) = A (a I> 0) 


eifullt, und lhie Koeffizienten a n leell smd und dei „emseitigen“ Be- 
dmgung a n > — Kl a n - X (l n — X n _ 1 ) genugen 25 ), die Gleichung gilt 


lim 

n~>co 


+ « 2 + 




c ljk _ A 

r(a -p 1) 


22) K Knopp, a) Grenzwerte you Reihen bei dei Annaherung an die Kon- 
veigenzgrenze, Diss Berlin 1907, b) Divergenzcharakteie gewisser Dinchletscher 
Reihen, Acta Math 34 (1911), p 165 — 204, c) Grenzwerte yon Dinchletschen 
Reihen bei der Annaherung an die Konvergenzgrenze, Crelles J 138 (1910), 
p 109—132 

23) W Schnee , a) a a O 2), b) a a O 20) In dei letzten Aibeifc gibt 
Schnee eimge intei essante spezielle Typen Z)mc7de£scher Reihen an, die als 
„Yergleichsreihen a besondeis geeignet smd 

24) Ygl msbe&ondeie G H Hardy u J Littlewood, a) a a O 20), b) Some 
theorems concerning Dmchlet’s senes, Mess of math 43 (1914), p 134 — 147 

25) Hieiaus folgt sofort als Coiollar, daJB der Satz, im Falle komplexer 
Koeffizienten, gultig ist, falls die obeu angegebene „emseihge“ Bedmgung durch 
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Mit den obigen Fragestellungen. eng veiwandt ist das Pioblem 
nach dei Beziehung des Verkaltens der Funktion bei Annaherung an 
emeu Pnnkt s 0 auf dei Konvergenzgeraden 6 = a B und dei Ait dei 
Divergent der Reihe in emem Punkte s lf welckei links von dieser 
Geraden in dexselben Hoke wie s 0 gelegen ist, dei emfachen Foimu- 
lieiung halbei seien beide Punkte auf der leellen Aclise angenommen, 
und zwai s, = 0 (also s 0 = > 0), so daB die Paitialsumruen nn 

Punkte s t die Weite der summatonschen Funktion S n = ci x 4" a n 
eigeben Hiei ist vor allem em Satz von Dmclilet S6 ) ubei gewohn- 
liche Di) ichletsohe Reihen (mit 6 S = 1) zu erwahnen, det besagt, daB aus 

— -> A (fur n -> oo) 

folgt /(s)(s — 1) -> A (fui zu 1 abnehm s) 

Auch diesei Satz laBt sick mckt oline weiteies umkehien 27 ), und zwar 
mckt emmal 7 wenn den Koeffizienten dei Reike Bedmgungen der Art 
aufeilegt werden (z B daB sie alle positiv sein aollen), welche beim 
voikeigekenden Pioblem fur die Gultigkeit des Umkehrsatzes genugten, 
es lafit sick ini allgemeinen nui behaupten 28 ), daB aus f(s) (s — 1)->^L 

lim sup —^A und limmf — A 

71 — >■ OO ^ /t->00 

Bei den obigen Satzen, wo aus dem Yeikalten der Funktion auf 
das Yeikalten dei Reike geschlossen wuide, bezog sick die Annakme 
uker die Funktion stets auf ihi Yerkalten m der Nake eines eimigen 
Punktes auf dei Konveigenzgeraden Yon Landau™) ruhit dei folgende 

die „allseit]ge lt Bedmgung a n = — l tl - x )) eisetzt wird Im speziellen 

Falle a = 0 reduziert sick dieser letzte Satz auf den oben erwaknten LUtlewood- 
scken Satz (uber Konveigenz) 

26) G Lejeune Dinchlct, Sur un tkeoreme relatif aux series, J de mafck ( 2, 1 
(1856), p 80 — 81 = Werkc, Bd 2, p 195—200 Veiallgememerungen solcber Satzo 
finden sick z B bei A Pringsheim, Zur Tkeone der Dirickletscken Reiken, Math 
Ann 37 (1890), p 38—60, A Beigcr, Recherckes sur lea valeurs moyenne^ dans 
la tkdone des nombies Nova Acta Upsala (3) 14 (1891), Nr 2, J Eianel, Sui 
la tkeone des senes, Matk Ann 52 (1899), p 529 — 540 

27) "Ware dies der Fall, so „wuide das ganze Gebaude dei Piunzahi- 
tkeone mit giofier Gesckwmdigkeit erncbtet werden konnen“ {Landau, Hand- 
buch, Bd 1, p 114) 

28) O Holder, Gienzwerte von Reihen an dei Convergenzgrenze, Matk Ann 
20 (1882), p 535—549 Vgl auck E Landau, Uber die zu emem algebiaiscken 
Zaklkorper gehonge Zctafunktion und die Ausdehnung dei Tschebyschefscken 
Pnmzaklentkeone auf das Problem der Vertkeilung dei Primideale, Crelles J 125 
(1903), p 64—188 

29) j E Landau, Beitiage zur analytischen Zablentkeone, Palermo Rend 26 
(1908), p 169—302 Erne Versckarfun^ semes Satzes erab Landau a a O 21) 
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tiefliegende Satz bei , m welchem Yoiaussetzungen ubei die Funktion 
bei Annaheiung an alle Punkte der Konvergenzgeiaden geniacht wei- 
den und daraus em sebi genaues Resultat ubei das Yerkalten der 
Reibe (namlicb Umkebrung des obigen Dinchletschen Satzes) heige- 
leitet wnd Es sei eine gewobnlicbe Dd tchletscke Reibe (2) mit posi- 
tiven Koeffizienten (und (5 B — 1) in alien Punkten dei Konvergenz- 
geiaden <5=1 legulai mit Ausnabme des Punktes s = 1, wo sie 
emen Pol eistei Oidnung mit dem Residuum A besitzt, femei sei 
fui 1 (und |tf|->oo) die Relation f(s) = 0(| 1 1 ; ) bei passendei 
Wahl emei Konstanten L eifullt Daun ist 

lull <h ±_h± a » = A 

,^00 » 

j Landau 30 ) hat spatei diesen Satz auf beliebige Diwchlets cbe Reiben 
(1) ubertragen Eme Yeiallgememeiung dieses Landausdiien Satzes 
und andere abnbcbe Satze baben auf andeiem Weg eJSatdy und Little- 
tvood Z)> ) gefunden 

6. Das Konvergenzproblem. In Nr 2 wuide besproeben, wie die 
diei Konvergenzabszissen <5 A} a B , <5 g von den Koeffizienten und Ex- 
ponenten dei Reibe aus bestimmt weiden konnen W 11 wenden uns 
nun zu emem viel scbwiengeren Pioblem, dem sogenannten Konvei- 
genzptdblem der DincJdetsch&n Reiben, namlicb zui Fiage, ob und m 
welcbei Weise die Lage diesei Abszissen (und vor allem dei Konvei- 
genzabs7isse <5 B ) mit emfacben analytibdhen Eigenscbaften dei duick 
dLe Reibe daigestellten Funktion f(s) zusammenbangt Im speziellen 
Fall l n = n (Potenzreibe 111 e ~ s ) 1 st diese Fiage ja einfacb dabm zu 
beantworten, daB die Reibe genau so weit konveigieit, wie die Funk- 
tion f(s) tegulct) bleibt, m dei Tat, es liegt ja biei immei em sm- 
gulaiei Punkt auf dei Konvergenzgeiaden o’ = 6 B (= <5 a — <5g) Es 
gilt abei mcbt nur in dem ganz speziellen Fall l n = n, sondem fui 
alle solcbe Diuchletsche Reiben (1), deien Exponentenfolge die Be- 
dmgung 

(14) Inn ^ = 0 

/i-> 00 *“n 

erfullt (wo also, nacb Ni 2, <5 B = <5 A 1 st), daB das Konveigenzpioblem 
in emfachstei Weise zu losen 1 st, die Funktion f(s) biaucbt wobl bier 
mold auf (odei m unendlicbei Nabe links von) dei Konvergenzgeiaden 

30) E Landau } Handbucli, p 874 

31) G H Eaidy u J Littlewood, a) New proofs of the pnme-numbei tkeoiein 
and similar theorems, Qnaifc J 46 (1915), p 215—219, b) Contributions to the 
theory of the Riemann Zetafunction and the theory of the distributions of prunes, 
Art Math 41 (19181, p 119—196 
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6 — 6 b Singulantaten zu besitzen, es gilt abei clei fast ebenso em- 
fache Satz ; daB die Reibe genau so weit konveigieifc, wie die Fuiik- 
tion f(s) regular and beschanlt bleibt, d b es ist a B (= g a ) == cf bf 
wo d b (wie ubeiall lm folgenden) die uuteie Gienie alia Zdhlen 
bezeichnet , fu> tvelche f(s) in dei EaTbebene 6 > t? 0 regular ist mid emer 
Ungleichung |/'(5)| <K — K(d 0 ) genagt 32 ) Fui Reihen. (1), deren Ex- 
ponentenfolge „seln“ schnell ms XJnendliche wachst, gilt ubugens, 
daB die Funktion f{s) uberbaupt niclit ubei die Konyeigenzgeiade 
hmaus foifcgesetzt weiden kann, es laBt sich namlick, wie zueist 
Wennbeyg 33 ) mid spatei allgememer Cailson und Lctndau u ) und 
Szdsz^) gezeigt liaben, dei Hadama* d-Fctby sche Luckensatz fur Po- 
tenzieihen auf beliebige DmchletsohQ Reihen ubeitiageu Dei Satz 
lautet hier, daB for jede zu emei Exponentenfolge nut X n * n -> oo 
und lim mf (X H M — AJ > 0 gebonge Reike (1) die Konyeigenzgeiade 
6 = a B (= d A ) eme ivesenthch singula* e Lmie ist* 1 ) 

In andeiei Ricbtung — well Yoiaussetzungen ubei die Koeffi- 
zienten und mcht dbei die Exponenten gemackt weiden — liegt em 

32) Dieser Satz turtle zuerst von II Bohr , a a 0 6b) bewiesen Emen 
auberBt eintachen Beweis gab JE Landau , Dber clie gleiclimafiige Konveigenz 
Dirichletscker Reihen, Math Ztsohr 11 (1921), p 317 — 31S Der Safcz mnfafit 
ofTenbai den fur die Potenzieihen (1 ;| = n) gultigen Satz als Spezialfall, denn lm 
Falle X Jt — n ist ja f(s) licriodistli mit dei Penode 2 7ri, nnd f(s) wird dahcr von 
selbst in jeder ITalbebene <7><r 0 bescbidukt sein, wenn sie doit regular ist 

Zui Definition dei Abszisse 6 {) vgl auch die Arbeit von H Boh , Em Satz 
uber Diricbletsche Reihen, Munch Sitzungsber 1913, p 557 — 562, worm bewiesen 
wird, daB, i alls die diuch cine beliebige Dn ichletsche Reihe (mit a { <[ oo') de6- 
merte Punktion /pd nui in ngendemei Viatclebenc g^>g 0 , t^>t 0 regular und 
beschxankt ist, eie von selbst in der ganzen Ilalbcbene tr c? 0 legular und be- 
schrunkt bleiben wird 

33) S Wcmibery, Zui Theone der Diricbletschen Reihen, Dies Upsala 1920 

34) F Carlson u E Landau , Neuer Beweis und Verallgemeineiungen des 
Pabryschen Luclcensatzes, Gott Nachi 1921, p 181 — 188 Vgl kierzu auch 
L Nedei , Tiber emeu Luckensatz fm Dmchletsche Reihen, Math Ann 85 (1922), 
p 111—114 

35) 0 Szasz, Cfber Singulantaten \on Potenzieiheu und Dmchletschen 
Reihen am Rande des Konvergen/bereiekes, Math Ann 85 (1922), p 99 — 110 

*» In emer sooben erschieneneu intei essanten Abkandlung von A Obtioiosli, 
Ubei vollstindige Gebiete gleicbmaBiger Konveigenz von Folgen analytiscber 
Funktionen, Hambuiger Seminar 1 (1922), p 327 — 350, die sick allgemein mit 
den Abscknittsfolgen einei Diuchletschen Reihe beschaftigt, wjrd u a auch ein 
Luchensatz bewiesen, wo die Exponentenfolge { X n } nur ,,ab und zu“ grofie 
Lucken aufweist, es wird ge/eigt, daB die den Lucken entspiechende Abschnitts- 
folge so weit konveigieit, wie es von vornkeiem uberbaupt gehofft werden konnte, 
d h so weit, wie die Funktion sich regular veiheilt Vgl hierzu auch H Boh), 
a a 0 u ) 
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wichtigei Satz von Landau 36 ) ? der ebenfalls die Verallgememerung 
ernes bekannten (Fwawfoschen) Satzes uber Potenzreihen daistellt und 
dei besagt, daB, wenn alle Koeffizienten a n positw sind, dei Punkfc 
wonn die Konveigenzgeiade diuch die leelle Achse gescbnitten wild, 
imrner ein singula* e) Punkt der Funktion ist 

Fui solche Dm ichletsdhe Reiben (1), fui welcbe die Exponenten- 
folge [ X n } die Bedingung (14) nicht erfullt, z B fui die gewohnhchen 
Dirichletschen Reiben (2), stellt sicb das Konveigenzpioblem (wenn 
keme besondeien Bedmgungen ubei die Koeffizienten gemacbt wer- 
den) viel schwienger, und es schemt hiei uberbaupt zweifelbaft, ob 
es moglicb ist, die Lage dei Konvergenzgeraden <y = a B duicb „em- 
facbe“ analytiscbe Eigenschaften dei dargestellten Funktion genau zu 
cbaiaktensieren 37 ) Bevor wir uber die Yorliegenden Resultate be- 
ucbten konnen, inussen emige cbaiaktenstiscbe Eigenscbaften eioiteit 
werden, die emei jeden von emei Diuchlet scben Reibe (1) dargestellten 
Funktion zukommen, und die das Verhalten diesei Funktion f(s) fui 
ms Unendlicbe wacbsende Werte der Oidmate t betreffen Zueist 
nennen wir den Satz, daB jede solcbe Funktion f(s ) m der Halbebene 
tf > 6 b + £ die Limesgleicbung 

(15) f(s) = f(p 4- it) — o(|tf|) (fur \t\-* oo) 

erfullt, sogar gleicbmaBig in tf 88 ) Es bezeicbne nunmehi biei (und 
ubeiall nn folgenden) 6 t {< 6 B ) die untere Grenze alter Abszissen er 0 , 

36) E Landau, Uber einen Satz von Tschebyschef, Math Ann 61 (1905), 
p 527 — 550 Verallgememerungen des Landauscheu Satzes sind gegeben von 
M Felete, a) Sui les senes de Dinchlet, Pans C E 150 (1910), p 1033—1036, 
b) Sur une theoreme de M Landau, Pans C K 151 (1910), p 497 — 500 

Fui die von Landau betiachteten Reiben mit a rt >0 ist offenbar a A = o B1 
es sei beilaufig bemerkt, daB das bloBe Bestehen dieser Gleichung g a — g b nicht 
genugt urn zu sckliefien, daB die Konvergenzgerade einen smgulaien Punkt ent- 
halt H Bohr, Pber die Summabilitat Dirichletscher Reihen, Gott Nachr 1909, 
p 247—262 

37) So kennt man z B kemen alJgememen Satz ubei gewohnliche Diriclilet- 
sche Reiben (2), der uns aus einfachen analytischen Eigenschaften der durch die 
Zetareihe mit abwechselndem Yorzeicben (5) defimerten ganzen transzendenten 
Funktion £(s)(l — 2 1_s ) daiubei Aufschlufi gibt, daB diese Reike eben die Kon- 
veigenzabszisse <5^=0 besitzt Anders verhalt es sicb, wie aus den spateren 
Ausfuhrungen heivoigehen wird, nut der gleichmaBigen Konvergenzabsziase 
<~> G = 1 und der absoluten Konvergenzabszisse g a = 1 dieser Reibe 

38) E Landau , Handbuch, Bd 2, p 824 Der Satz findet sich schon, wie 
von Landau angegeben, implizite bei 0 Perron , a a 0 13) Wie von H Bohr, 
Bidrag tilde Dmcklet’ske Rcekkeis Tkeori, Habilitationsschnft, Kopenhagen 1910, 
p 32 bevuesen, laBt sicb die Gleichung /(s)s=o(|i|) durch keine Gleichung der 
Form /\s) = o(!f | a ) mit a < 1 ersetzen 
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fio welche f(s) in de> Halbebene G > g q tegula > unci von endhchet 
Gtofienordnitng in bezug auf t ist, d h gleicli 0(|£[ A ) bei passender 
Wahl von it — Mg 0 ) Fui jedes feste 6 > G e defimeren wn alsdann 
die 77 GioBenordnung“ g = 1 i(g) von f(s) auf dei vertikaleu Geiaden. 
mit der Abszisse a als die unteie Greuze allei Zablen a, fur die 
f(a + = 0 (| £|“) 1 st Die somit fui 6 > o e defhnerte Funltton g(<s) 

1 st nacb (15) gewiB <[ 1 fui G > g b , und sie ist fernei, wie leicbt zu 
seben 89 ), unmei ^ 0 fui G> 6b Die genaue Bestuumuug der zu einei 
gegebenen Dmchletschen Reike gebongen ^-Funktion ist ini alJge- 
memeii ein sekr sebwienges Pioblem Doch laBt sick mit Hilfe dei 
bekannten allgememeu Satze von Phagmcn und Lmdelof (Aitikel 
II C 4, Ni 10) uber das Veibalten analytiseliei Funktionen m dei 
Nahe einei wesentlick smgularen Stelle (hiei des Punktes s = 00 ) 
leicbt zeigen 7 da/i g(G) im ganzen Definitionsintn vail 6 > a e eme stetige 
lonvexe Function 1st, die ubei all ^ 0 1st, und die mit abnehmendem g 
niemals abnimmt Wenn mcht nui Gb<oo, sondem auoli g g < 00 
1 st (was ja z B fui jede gewohnliclie Dm icMdsche Reihe mit g d < 00 
dei Fall ist) 7 wild ubngens g(G) gleich 0 sein fur aile bmreichend 
groBen G, namlick mmdestens fui G > Go 10 ) 

Kebien wir jetzt zum Konveigeuzpioblem zuiuck Landau 41 ) 
wai dei eiste 7 dei mit Eifolg die Fiage angegnffen bat 7 lnwiefern 
man aus dei Kenntms der GioBenordnung dei duicb eme Dinclilet - 
sche Reilie dargestellten Funktion (d h aus lbiei /x-Funktion) Scblusse 
uber die Lage der Konveigenzgeiaden G — Gb ziehen kann Das Pro- 
blem wuide sjiater yon Schnee 42 ) m emei bedeutsamen Albeit und 
von Landau 4S ) selbst weitei verfolgt Die Uiiteisucbungen umfa&sen 

39) K Ananda- Ran , Note on a property of Dinchlet’s senes, London 
math Soc (2) 19 (1920), p lid— 116, T JctUbSon , Uber die Grofienordnung Di- 
ncliletscher Reihen, Aikiv f Mat, Astr och Fys 15 (1920), No 6 

40) Die angefuhrten Resultate ubei die g Funktion fmden sick im wesent- 
lichen implizite beL E Lmdelof , Quelques remaiques biir la cioissanee de la 
fonction f(s), Bull de Soc math (2) 32 (1908), p 341 — 356 Vgl auch H Bohr, 
a a 0 38), p 28 — 36, G H Hardy -M Riesz , a a 0 1), p 16 — 18, und die 
a a 0 39) erwaknten Abkandlungen 

Eine sich auf das Verhalten der obeien Grenze L(c) der Funktion |/'($)| 
im Infcervall o > g q beziehende Ergauzung des Lmdelof schen Satzes ubei die 
Konvexitbt dei ^-Funktion 1 st von G Hoetsch, Uber die obere Grenze des abso- 
luten Betrages emer analytiacben Funktion auf Geradeu, Math Ztscbr 8 (1920), 
p 237 — 240, gegebeu 

41) E Landau, a a 0 29) 

42) W Schnee, Zum Konvergenzpioblem dei Dincbletscben Reihen, Math 
Ann 66 (1909), p 337-349 

43) E Landau, a) ftber das Konvergenzproblem der Dirichletschen Reiben, 
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mcht den allgememsten Typus Dinchletschei Reihen, sondem es wild 
dei Exponentenfolge {A w } die (fui = log n eifullte) Bedingung 

(16) 5 — !— (k> 0) 

aufeilegt, welcke offenbai daianf hmauslauft, da6 die Exponenten 
nngends allzu diclit aufemander folgen durfen 44 ) Indem wn uns dei 
Emfaclikeit halber anf die gewobnlichen JDn icldetschen Reiben (2) be- 
sclnanken, besagt das allgememste Resultat von Landau und Schnee 
Es sei die Reihe (2) in emei gewissen Halbebene 6 > 6 0 mcht nur 
absolut konvergent, sondem „so deutlich“ absolnt konveigent, daB 
ct n n~ a ° gleieh 0(n -1 + e ) bei jedem £>0 ist, es sei femer die duich 
die Reihe dargestellte Funktion f(s) fui 6 > tf 0 — a (a > 0) legulai 
und gleicli 0(|£|*) Dann konveigieit die Reihe jedenfalls fur 

Hienn ist speziell das Resultat (von Schnee 42 )) enthalten, daB, falls 
f(s) fur 6 > a 1 (= 6 0 — a) legulai und, bei jedem 8 > 0, gleieh 
0(| ist, 6 b <L 6 x ist, d h erne Dn ichletsohe Reihe (2) ist mmde- 
stens so weit nach links konveigent, wie die zugehonge ^,-Funktion 
gleieh 0 ist Die genannten Satze geben, mit Hilfe der ^-Funktion, 
himeichende Bedmgungen fur die Konveigenz der Reihe in emer ge- 
wissen Halbebene, abei kerne Bedmgungen, die zugleich notwendig 
und lnnieichend smd Solche Bedmgungen gibt es abei uberhaupt 
mcht, d h es ist mcht nioghch, von der bloBen Eenntnis dei /x-Funk- 
tion zu emer genauen Bestimmung dei Konveigenzdbszisse a B zn ge- 
langen, m der Tat 45 ), es existieren Dmchlets che Reiben, sogai vom 
Typus (2), die dieselbe /x-Funktion, abei verschiedene Konveigenz- 
abszissen 6 B besitzen 

Palermo Rend 28 (1909), p 118—151, b^ Neuei Beweis ernes Hauptsat/es aus 
dei Theone der Dincbletsclien Reihen, Leipziger Ber 69 < 1917), p 836—348 

44) Die Bedmgnng (16) ist ubngens mcht die von Landau und Schnee be- 
uutzte, sie wurde erbt spater von E Bohr , Emige Bemerkungen uber das Kon- 
vergenzproblem Dirichletscher Reihen, Palermo Rend 37 (1914), p 1 — 16, einge- 
fubrt, der zeigte, daB SLe die fui die betieffenden Untersuchungen „genau nch- 
tige u Bedingung 1 st, d b die fur die Gultigkeit der Landau-Sch'neesQhen Sat/e 
notwendige und hinreicbende 

Zur Onentierung sei bemerkt, daB erne Exponentenfolge { X H } , die der Be- 
d mg ung (16) genugt, auch der Bedingung limsuplogn X rt <oo genugt (aber 
niebt umgekebtt), so daB (nach Nr 2) jede Reihe (1), die (16) eifullt, gewiB ein 
absolutes Konvergenzgebiet besitzt, falls sie ubeihaupt ein Konvergenzgebiet 
besitzt 

45) E Boh), a a 0 38), p U 
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Ganz anders verhalt es sich mit dem Pioblem dei Bestimmung 
der gleich 7 na[iigen Konveigenzabszisse 0 G Hier gilt nack_ZM? d6 ) der 
einfache Satz, daB ]ede DincliJetsdie Reihe ( 1 ), deien Exponentenfolge 
die Bedmgung ( 16 ) eifullt 47 ), also apeziell jede gewolmliehe Dinclilet- 
sche Reihe ( 2 ), so weit nach links gleichmaBig konveigieit, wie yon 
Yomheiem ubeikaupt gehofft weiden konnte, d h es 1st Go- — 61, wo 
6 b die oben definierte ,,Regulanfcats- uud Bescliianktsheitsabszisse“ 
bedeutet 

Es erubngt die Frage nach dem Zusammenhang dei Lage dei 
absolute n Konvergenzgeiaden 0 — 0 A mit den analytischen Eigen- 
schaften dei daigestellten Funktion zu eroifcem Diese Frage kann 
aoch so gestellt weiden, daB es sick um die Bestimmung dei Bieite 
des Stieifens 0 b <1 0 <1 0 A handelt, m welchem die Funktion f(s) ubei 
die absolute Konvergenzkalbebene hinaus regulai und besckiankt bleibt, 
und dann naturlich yoi allem um den maximalen Weit dieser Bieite 
bei gegebenei Exponentenfolge {A n j Diese letzteie Fiage, zu deien 
Behandlung Hilfsmittel ganz andeiei Ait herangezogen weiden mussen 
als diejenigen ; woiauf die oben refenerten Unteisucliungen beiuhen, 
wild am Ende dei nachsten Nummei bespiochen Dabei weiden wn 
uns wesentlich auf die gewohnlichen Dwichletschen Reihen ( 2 ) be- 
schianken, bei diesen Reihen 1st, nach dem obigen, a b = a G} und dei 
bespiochene Stieifen 6 h 0 5 ^ 0 A kann dahei auch als derjemge Streifen 
chaiaktensieit werden, in welchem die Reihe gleichmaBig konveigieit 
ohne absolut zu konveigieren 

7 . Anwendung der Theone der diophantischen Approxima- 
tionen Die Rollo, welche die diophantischen Appioximationen beim 
Studium dei Duichlel sclien Reihen spielen, tntt am deutlichsten heivoi 
bei der Aufgabe, die Menge der Weite zu bestimmen, welche eme ge- 
wohnliche Dnirhletb che Reihe ( 2 ) anmmmt, wenn die Variable s eme 
feste veitikale Geiade 0 = ti 0 duiclilauft Hierbei umkreist otfenbai 
jedes einzdnc Glied, d h sem JBildpunkt 111 emei komplexen Ebene, 
emen festen Kreis , in der Tat, es 1st, a n = Q n e l(l '» gesetzt, 

a ii ( I { (p,t - t Iok a ) 

n« 0 7 


16) H Loin, a a 0 ba) und b) 

47) Bei diesem Pioblem — 1m Gegensafcz zu dem obigen -- 1st die Be- 
diugung (16) ubrigens nicftt die ,,genau ncktige 41 , d li die fur die Gulfcigkeii; 
des Satzes notwcndige und hiuieicheude Eme wesenthcbe Erweiteiung dei Be- 
dmgung (16) ist von E Landau, a a 0 32) gegeben Vgl bierzu auch L Nede ), 
a) a a 0 7), b] Zum Kouvergenzproblem der Diiichletachen Reihen beschrankter 
Funkhouen, Math Ztschr 14 (1922), p 149—158 
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wo dei Modul r n = Q n n~ a ° mclit you t abhangt Wie ummttelbai zu 
sehen, bewegen sicb abei die Glieder mcht in dei Weise „quasi unab- 
hangig“ vonemandei jedes auf semem Kreise, daB man bei passender 
Wahl der Vanablen t eneichen kann, daB eme beliebig vorgegebene 
Anzahl N diesei Glieder beliebig nahe an N beliebig gegebene Punkte 
dei entsprechenden N Kieispenpherien fallen, es ist ja dies z B fur 

die diei Glieder Sr, %, Sr gewiB mebt dei Fall, denn aus dei Glei- 

chung ~ = sofort ; daB, wenn die Bildpunkte dei beiden 

eisten Gliedei „sehr“ nahe an zwei festen Punkten P 2 und P 3 auf 
lhren respektiven Kreisen liegen, der Bildpunkt des dutten Gliedes 
von selbst sehi nahe an emen festen, Yon P 2 und P s ^bhangigen, 
Punkt P 6 auf semer Kreispenphene fallen wnd Betrachten wn aber 

mcht die GioBen A , wo n die samtlichen Zahlen 1,2,3 duich- 

lauft, sondern nui die GioBen A, wo p n die Pnmzalilen 2,3,5 

Pn 

durchlauft, so stellfc die Sache sich ganz andeis Hiei konnen wn 
namlich, bei passendei Wahl von t , eneicheu, daB die Bildpunkte der 

N GioBen ~ 1- mi t beliebig voigegebener Genauigkeit m N 

beliebig gegebene Punkte lhrer N Kieispenpherien fallen, die Ampli- 
tuden dieser GroBen smd namlich durch — t \ og 2, — t log 3, 

— tlogp# gegeben, und well die Primzahlloganthmen — wegen dei 
emdeutigen Zerlegbarkeit emer ganzen Zahl m Pnmfaktoien — lm 
lationalen Eoiper linear unahhangig smd, konnen die genannten N Am- 
plituden nach emem beiuhmten K7 m onecle> schen Satz uber diophan- 
tische Approximationen beliebig nahe (modulo 2 tt) an N beliebig ge- 
gebene GroBen gebiacht werden Von diesei Bemerkung ausgehend 
hat Boh* 8 ) die Bedeutung dei diophantiscken Appi oximationen fui 
verschiedene Probleme in dei Theone dei Di? ichletschen Reihen ge- 
zeigt, es sollen lm folgenden die wesentlichsten Resultate diesei Unter- 
suchung kurz angegeben weiden 

Es bezeichne p v * p'* die Zerle&ung der ganzen Zahl n in 

x 7 i 1 *■ n, cd cj o 

Pumfaktoren, und es sei m dei beliebig gegeben en gewohnlichen 
DiM,chletB<ihen Reihe 


^ / l V'i / l y = 

~ jZj a « [p* n J \ P 0 



48) Vgl msb H Bohr , Uber die Bedeutung dei Potenzieiken unendlich 
Meier Vanabeln in der Tkeoiie der Dinchletsclien Keihen Gott Nacln 

1918, p 441—488 
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~V = x u -4- = ~r = % in gesetzt, wodmch die Reihe die 

Foim annimmt 

00 

P(x<*x ^ rr 1 ' 

v 1 * - ■ W 7Z X W 2 «, 

7i — 1 

= 6 + 2 ca + 2 c “- i j^+ 

wo c = a l9 c u = a p , > 1 st Hiei 9in( ^ vorlaufig die 

GioBen x m alle Funktionen dei einen Vanablen s Nun denken wn 
uns abei — well ja oben gesehen wuide, daB die x nl = p~* sich m 
gewissei Beziebung „frist“ so benehmen, als waren sie unabhangig von- 
emander — das Band zwischen den x m ganz aufgelobfc, d b wir fassen 
die x m als voneinander unabhangiqe Vanablen auf Die obige Reihe 
P(x i} % 2 , x m ) wild dann offenbai eme Potenm e die m den unend- 
lich vielen Vanabeln , von der wn sagen weiden, daB sie dei 

gegebenen JDit'ichletschen Reilie (2) entspncht Betieffs dei am An- 
lang des Paiagiaphen gestellten Fiage nach clem Veih alien de> Reihe 
(2) auf emei virtikcden Geiaden 6 — eigibt sich dann dei Satz 
Es sei tf 0 > 6 a (odei nui 6 Q > 6(f), und es bezeicbne U(6 0 ) bzw W (<7 0 ) 
die Menge dei Wei te, welcbe die Reihe f(s) auf bzw m unendlichei 
Nahe 49 ) dei Geraden 6 = 6 Q annimmt Feinei bezeichne M = M(& 0 ) 
die Menge dei Werte, welche die dei Dirtchleischen Reihe entspre- 
ehende Potenzieihe P(x ly x 2 ) anmmmt, wenn die Vanabeln x l} x 2 

unabhangig vonemande) die Kreise | x m | = Jp m ~ a ° (m =1,2 ) durch- 

laufen Dann gilt, 1 daB die Menge U in dei Menge M uberall 
clicht liegt, und 2 daB die Menge W nnt dei Menge M identisch 1 st 
Die Wirkungsweise dieses Satzes wnd duich seme spatei zu eiwak- 
nende Anwendung auf die Zetareihe deutlich heivoigehen 

Ubei die (m Ni (> erwahnte) Fiage nach dei ole? an Gienze T dei 
Differenz 6 A — 6 h fur alle Dmcliletschen Beihen (2), findet man femei 
mit Hilfe dei Theone dei chophantischen Appioximationen den Satz 

Es 1 st T i_ 

1 ~ S’ 

wo S die obeie Gienze aliei positiven Zahlen a mit der Eigenschaft 
bezeichnet, daB jede m emem Gebiete | x m | <1 G m (m = 1,2 ) be- 

bclnanlde* 0 ) Potenzieihe P(x ly x 2 ) 1 m Gebiet | x m | ^ £ m G m (m— 1, 2 ) 

40) Dies letzte so 7 U \erstehen, daB eme Zabl to dann und nnr dann zui 
Menge W{6 Q ) gebort, falls die Gleicbung /*(;>) = w mjedemStreifen g 0 — £<<tO 0 + g 
erne Losung besifczt 

50) Eme Potenzreibe ) m unendlicbvielen Vanabeln beuBt — nach 

B Hilbctt, Wesen unci Ziele emer Analysis der unendlicbvielen unabhanffi^en 
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hiinmi/inl, worm nur Us “ konvergiert (und 0 < s m < lj Es 
tut him dumb die Bostmimung dei „Maxim t ilbreite rt T auf die Bestira- 
iiiimg dm (m der Throne dei Potenzreihen wesentlichen) Konstanteu 
s /»» th’Kgefiihrt Ubei diose Konstante S findet man sofort, daB sxe 
- isl. \vuram» tolgt, duB ist 51 ) Die besondeis wichtige Piage, 

oh m* lit T - 0 ist (d b ob nicht immer G a = e b ist), wurde von 
hi phi ,,a ) golnst, der durcli Untereuchungen ubei quadiatiscbe Eoi- 
iin'it imt mimidliclivielen Vanabeln zeigte, daB S 4, also T^>\ ist 
l),w 1’riddmu, S (und damit T) genau zu bestnnmen, ist nocb un- 
!»' In it 

Kin bi'inerkmiB wertes lieaultat eigibt sich, tvenn man den bespio- 
. ln«m n Ztmiuumenbang zwisehen Dnichlelschen Reihen und Potenz- 
imlimi mil numidluiliviolen Yanabeln mcbt auf die allgemeinen Dm- 
thUt‘M limi Rmhon vom Typus (2), sondern auf zwei spezielle Klassen 
mdi hm Kmlimi auwmidet, namlicb auf diejemgen Reiben (2), die for- 
mal mne Zerlcgung in Addenden bzw in Faktoren derait zulassen, 
.1 (B it.uiuri'h tin anzdnm Pnmgalilen septum t we) den, d h deren 
K.odfizimiti u ontwodei die Bedingung a n = 0 ftti aRe n, die mmde- 
d- m /wm vmtwluodeiu* Pnmzalilen enthalten, oder die Bedingung 
n r <t, it t)l fib toiler! rem de m und l eifullen Fui diese beiden Typen 
liuuhhh ilicr Keibori die tibngens fast alle m dei analytiscben 
7 ddmithi’mie vmkommeuden Reiben (2) umfassen — gilt immei die 
( il, u hung o, o,„ d b erne jede Dmchletsche Reilie einer dmsei 
t M „.,j mt uni (iegmiHttt'/ /.u omei beliebigen Reibe (2)) genau so tveit 


\ tuabuln. l’ttb mm Rond 27(190')), p 59-74 - beschmnlt in eiuem Gebiete 
/r IU , o ) woim 1 bei jedow festen m doi »« l * „Abscbnitt 
‘ f ,m’ Dot ni'li! la, !<(?,, | 1 < G„, aWut konvergiert und 

.. . n ‘„ Ivonntanlo K dei ait oxisticrt, daB bei jedoin m und , 1 < , . 

, (, j die I’uglmchuiig | < O K ^ bentelit 

.1 11 Huh,, .1 a It 1H) Dies ape/ idle Resultat T< \ ist, wie G E Hardy, 

11 . . atimi id Muds method ot summation to Dniehlet’s series, Duait J of 

,i «- lull 170 192 go/ugl bat, kern tiethcgendes, d b ea la fit sick 

«/,«.. ** ^ r" 1 ?* 

s ,U!i. l-K hi hiiileitim Vgl auoli cine interexbante Note von F Carl* on, > u 
lit i > _ , . i » 1 7t> /i ot>i \ i) 838 — 810 , und die obea erscliie 

1,11 ” r ‘7 'I’u.n "h'ihandwt, Obi i das absolute Konvergeuzproblem der Dinchlet- 
\ f ’ , lm (Jutting, n l‘)aa, in dicin', ein dcm Sthnce-Landam dhan 
' I* ;; 1T !u Koimirgi'n/probli'ni (vgl Ni 0) entsprocbendd Satz uber das 

‘ ” l .V. T7 !'.! ’’t rteri^ricliletacherr lieihen auftre tends Aub 

. „ , ,i, / [ dm I’otou/roiben von unendbchmelon Yeranderbcben, G6tt 

to fi i p 117 4 1 - 
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dbsolut Convergent, me die daygestellte Function )egula) und beschanlt 
bleibt 53 ) 

Die oben eiwahnten Untersuchungen konnen von clen gewobn- 
lichen Di) icliletBchen Reihen (2) auf den allgememen Typus (1) erwei- 
teit werden 54 ) Erne ahnliche Rolle, wie die von den Primzahlloga- 
rithmen gebildete Zahlenfolge fur die spezielle Exponentenfolge 
{ X n = log n } , spielt mi Falle emei behebigen Exponentenfolge [X n ] 
eme sogenannte Basis diesei Polge {l n ), d h eme (aus endlich oder 
abzahlbaivielen Zahlen bestehende) Folge von linem unablmngigen 
Zahlen /? 2 , nut dei Eigenschaft, d <\& jedei dei Exponenten K n 
als lineare Funktion endlichvielei /3 nut rationalen Koeffizienten dar- 
stellbar ist Em besondeis emfacker Fall liegt vor, wenn die Expo- 
nenten selbst linear unabhangig smd (also selbst eme Basis bilden) 
Hiei gilt ganz aUgemem dei Satz ? daB cu— 6 b 1 st 55 ) Dies 1 st die 
Veiallgemeineiung ernes obigen Satzes ubei gewohnliche Duichletsche 
Reihen (2), nach welehem die Gleichung o A —6 b immei gilt, wenn 
a n = 0 1 st fm zusaniniengesetztes n 

8. Ubei die Darstellbarkeit emer Funktion duroh eme Dirielilet- 
sche Reihe Beim Konveigenzproblem m Ni 6 (und Nr 7) waien 
wn von emei Funktion f(s) ausgegangen, von der ioy ausgesetzt wurde, 
daR sie m emei gewissen Halbebene durch eme Du icMetsche Reihe 
daigestellt wai ; und es handelte sich daiuin, die Lage dei Kouveigenz- 
abszissen dieser Reihe aus den analytischen Eigenschaften dei Funk- 
tion zu bestnnmen Mit dieser Frage verwandt, abei davon wesentlieh 
zu tiennen, ivfc die Fiage, welche Bedmgungen eme m emer gewissen 
Halbebene 6 > 6 0 behebig gegebene analytische Funktion eifullen muB, 
daunt sie ubeihaupt 111 eme (doit konvergente) <>Jz7^sche Reihe 
entwickelt weiden kann Es liegt hieibei nahe ; von dem Satze uber 

53) Dei „Giund“, wcskalb die Zetaieihe mit ab-wochselndem Voizeichen (die 
ia dei Bedmgung a 1H a x = a ml genugt) die abbolute Konvergenzabszisse c A = 1 be- 
eitzfc, ist also, daB die durcb die Reihe daigestellte (gauze transzendente) Funk- 
tion J(s)(l — 2 1 "') mcbt ubei die Gerade 6=1 kinaus beschiankt bleibt 

54) H Boh), Zur Theorie der allgememen Dnichletscben Reihen, Math 
Ann 79 (1919), p 136—156 

55) H Boh), Losung des absoluten Konveigenzprobleme emei allgememen 
Klasse Dinchlelschei Reihen, Acta Math 36 (1913), p 197 — 240 Bei cliesem Ratze 
uber die Bestmmmng dei absoluten KonveigenzabszisRe c A 1 st bemeikenswert, daB 
— 1 m Gegcnsatze zu den Satzen m Ni 0 uber die Konvergenzabszisse 6 B uud die 
gleickinaBige Konvergenzabszisse g q — ubeihaupt keme Bedmgung ubei die „un- 
gefahie“ Lage dei l n (z B daB sie mcbt aJlzu dicht aufemander folgen durfen) 
notig ist, sondern mu die angegebene anthmctische Bedmgung der lmearen TJn- 
abbangigkeit, welche ]a die „genaue“ Lage dei l n betnfft 
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die Koeffizientendarstellung m Nr 4 auszugeken, belcher die Koeffi- 
zienten uud Exponenten dei Reihe yon der Funktion aus bestimmt, 
nnd zu unteisucken, ob mckt etwa die Konreigenz und streckenweise 

c -|- * » 

Konstanz des doit yorkommenden Integrals J(x) = I ——els fur 

*■* s 

C — 700 

die Entwickelbaikeit emer Funktion f(s ) m erne Dinchletsohe Reihe 
genugt Es zeigt sick nun, daB eme solcke unmittelbaie Umkehrung 
des Satzes m Ni 4 nicht gilt 56 ), daB sie aber unter gewissen emschian- 
Icenden Bedmgungen gelingfc 57 ) Die kieidurck gewonnenen Resultate 
smd jedock yon einem etwas komplizierten Chaiakter, und es zeigen 
ubeihaupt viele Eigenschaften dei Dmchletschen Reiken, daB dieser 
Reikentypus zur Darstellung yon Funktionen allgememen Charakteis 
mckt geeignet ist In diesem Zusammenkange ist yor allem eme 
schone Albeit yon Ostrowsla 58 ) zu erwaknen, worm zunacbst der Satz 
bewiesen wird, daB eme duicb eme Dir ichlete eke Reike (1) daigestellte 
Funktion f(s ) nui m dem seki speziellen Fall emer algebratscfien 
,fiifferenzendiffeientialgleichxing u genugen kann, m welckem die Expo- 
nentenfolge { l n ) eine endhche lmeare Basis besitzt Bfl ) Bei den wei- 
teien Unteisuckungen yon Ost) oivsla erweist es sick als bequem, die 
Transformation e~ s = % auszufukren, also statt emei Du ichletschen 
Reike (1) die entspieckende „irregulare“ Potenzieike 

oo 

F ( x ) = 

n = 1 

zu betiackten, die offenbai lm Punkte % — 0 (welckei u = -f* oo ent- 

5b) Vgl 0 Perron , a a 0 13) und E Landau , Handbuck, p 833 

57) Vgl J Hadamard , a) Sur les senes de Dinchlet, Palermo Rend 25 (190S\ 
p 326 — 330, b) Rectification a la note „Sur le9 series de Dmcklet u , Palermo Rend 
25 (1908), p 395— 396 und insbesondere die Abkandlungen von W Schnee, a a 0 9) 
und M Fujuiara , Uber Abelsche erzeugende Funktion nnd Darstellbarkeits- 
bedingung von Funktionen m Dmckletscken Reihen, Tokoku J 17 (1920), p 363 
bis 383 In anderer Ricktung liegt eme Untersuchung von J Steffensen, Eme 
notwendige nnd hmreiekende Bedingung fur die Darstellbarkeit emer Funktion 
als Dirichletscke Reike, Nyt Tidskr f Mat 1917, p 9 — 11 

58) A Ostroivsfo, Ubei Dmchletsbhe Reiken und algebraiscke Differential- 
gleickungen, Math Ztsckr 8 (1920), p 211—298 

59) Fur den speziellen Fall der Zetaf 'unit ion war es sekon durch D Hil- 
bert, Sur les pioblem.ee future dee Mafckematiques, C R du 2 congr intern d 
math Pans 1902, p 58 — H4, bekannt, daB sie kemer algebraischen DifFerential- 
gleickung genugt Vgl auck V Stadigh, Em Satz uber Funktionen, die alge- 
braihcke Difterentialgleickungen befuedigen, nnd uber die Eigensckaft der Eunk- 
tion £(a) kemer solcken G-leichung zn genugen, Dissertation Helsingfors 1902 
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spricht) emen Vei zwei gun gspunkt unendlich hotel Oidnung besitzt 
Die Frage nach den Funktionen f(s), welclie m erne Duiclileb sclie 
Reihe entwickelt werden konnen ; tritt dann hiei in der Gestalt auf, 
welche Art von Singulantafcen lm Punkte x ===== 0 duich eme lrregulaie 
Potenzieihe bewaltigt werden konnen Ostroivshi zeigt nnn u a, daB 
nur in deni oben genannten speziellen Fall, wo die Exponentenfolge 
eme endliche lmeare Basis besitzt, die durcli eme solche lrrescu- 
lare Potenzreilie dargestellte Funktion F(x) emei an der Stelle x — 0 
analytisclien Differentialgleichung genugen kann Duich diesen Satz 
tntt deutlich zutage , wie „schwei“ die SmguLuitat ist, die eme 
Di) ichletsohe Reihe ini unendlichfemen Punkte besitzt 


9. Der Mittelwertsatz. Aus del Gleichung 

T 



l dt = 


JO fur leelles cc 
\ 1 fui a = 0 


=j= 0 


folgt sofort duich foi males Rechnen, daB, wenn 

f(s) = g(s) = ^ b n a ~ 5 

zwei beliebige (zur selben /l-Folge gehonge) Du ichlei sche Reihen 
sind, die Gleichung gilt 

r 

(17) lim -y f f (c h -f- it)g(<s„ — it)dk = ^a tl b n e- x »^ + n ^, 


wonn speziell, b n = a }l uud entsprechend, die Gleichung 

T 

Lm -- - f\ f(e l + it) | *dt a n 

- T 

enthalten ist Hadamatd b0 ), del zueist auf die Gleichung (17) hin- 
gewiesen hat, hat ihre Gultigkeit fur den Fall bewiesen, in dem die 
zwei Reihen auf den Geiaden a = 6 1 bzw 6 — absolut konvergieren, 
und Landau G1 ) und Schnee 63 ) haben spatei (untei einer gewissen ein- 
schiankenden Bedingung ubei die Dichte dei A-Folge) bewiesen, daB 
die Formel auch in anderen allgememen Fallen gultig bleibt Als ein 
fur die An wen duugen (z B auf die Zetafunktion) besonders wichtiges 


60) J Hadamatd, Th6orfeme sm les senes entieres, Acta Math 22 (1899), 
p 55 — 63 

61) E Landau , a) a a 0 29), b) Neuer Beweis des Schneeschen Mittel- 
weitsatzes ubei Dirichletsche Reihen, Tohoku J 20 (1922), p 125—130 

62) W Schnee , Uber Mittelwertsformeln m der Theone der Dirichletschen. 
Reihen, Wiener Sitzungsbei (II a) 118 (1909), p 1439—1522 
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Beispiel der Landau- Schnee scheii Resultate nennen wu den sogenanti- 
ten Schneeschen Mittehvey tsatz fur getvohnhche Diy ichletsche Reihen (2), 
dei besagt, daB die Gleicbung 

T 

r^-oo 

fur jedes besteht (abei im allgememen mclit fur 

6\ ^ “ 1 “ &b)) 

Aus dei Gleicbung (17) folgt femer (mdem g(s) gleich e~ 1 ** und 
o , 2 = — 6 1 gesetzt wird) die Koeffisnentendarstellungsfoy mel GS ) 

T 

lim f(*i + tt)e l ^ +lC >dt = a H , 

T ^°° _ T 

diese Formel gilt nach Landau 61 a ) bei jedem 6 > 6 B) und nach Schnee b2 ) 
konveigieit dei Ausdiuck auf der lmken Seite bOgai gleichmafiig m n 
(unter dei oben eiwabnten emsehrankenden Bedmguug ubei {A n }) 

10. Uber die Nullstellen einer Dirichletscben Reihe Scbon 
bei Bespiechung des Emdeutigkeitssatzes m Ni 3 wuide die Fiage 
nacb der Verteiiung dei Nullstellen emer Dinchletsohen Reihe beiuhit, 
mdem gezeigt wuide, daB gewisse Gebiete dei Konyeigenzbalbebene 
nullpunktsfrei sind Die eiste allgememe Unteisuckung des Pioblems, 
wie viel Nullstellen eme Du ichletsche Reihe in emei Halbebene a > o* 0 
(> 6 b ) besitzen kanu, mbit von Landau**) hei, dei nut Hilfe des be- 
kannten Jensenscken Satzes bewies, daB fui jede c/ewohuliche Dmchlct- 
scbe Reihe (2) die Anzabl n(a B - f- £, T) dei im Gebiete <5 > a B ~\- e, 
T<£<T+1 gelegeuen Nullstellen gleich 0(log T) und also die 
Anzabl N(a B + £ , T) von Nullstellen im Gebiete > Us + £ > 0 <.t<T 
gleicb 0{T log T) ist Fur behebige Dm ichletsche Reiben (1) bewies 
Landau 64a ) emeu entspiecbenden Satz, wo nui log T durch log 2 T ei- 
setzt ist; spatei bat Landau Uh ) gezeigt, daB m dei Foiinel n(a B + £, T) 
— O(log 2 T) der Bucbstabe 0 duicb o er&etzt werden kann, wahrend 
Wennbeyg 3S ) bewiesen hat, daB man m dei Landauschen Foimel 
N(?b + e, T) *= 0{T log 2 T) ganz allgemem, d b fui jede Dinchlet- 
scbe Reihe (1), log 2 T duicb logT eisetzen kann, so daB wn also fui 
N{<5 B -\- T) (aber mcbt fur n(6 B -f- e } T)) genau dieselbe Foimel be- 
kommen, wie fui die gewobnlicben Reiben (2) 

63) Ygl Note 17) 

64) a; E Landau, Uber die Nullstellen Dmcbletscbei Reiben, Berlinei 
Sitzungsbei 14 (1913), p 897—907, b) Uber die Nullstellen Dnicbletscher Reiben, 
Matb Ztscbi 10 (1921), p 128- 129 
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Tiefei — well auf clem Sclinee schen Mittelwei tsatze beruhend — 
liegt em Satz von Boh und Landau 65a ) ubei gewohnhche JDu ichletsche 
Reihen (2), welchei besagt, daB bei jedem <35 + \ die Relation 
N(a 1 , T) = 0(T) bestekt 6G ) Diesei Satz laBt sick mckt veibessern, 
wohl abei gilt 6511 ) fur gewisse speztelle, fui die zahlentkeoietiscken 
Anwendungen besondeis wicktige Reihen (2), daB der Ausdiuck O(T) 
durcli o(T) eisetzt weiden kann Im AnschluB an diese Unteisuckungen 
hat Carlson 67 ) einen allgememen Salz ubei die Anzahl der Nullstellen 
einer gewohnlichen Du ichletschen Reihe gefunden, you dem em (wegen 
Anwendung auf die Zetafunktion) besondeis wichtigei Spezialfall so 

lauiet In dei Reihe f(s ) — sei a x = j= 0, und es sei 6 B etwa 

gleich 0, es mogen fernei die Koeffizienten b J} dei (foimal entwickel- 
ten) Reihe 1 f(b) — die Bedmgung lim | b n j log n — 0 erful- 

len Dann ist bei ]edem £>0 die Anzahl N(l + Z 7 ) uicht nur 

gleich o(T), sonclein sogai gleich + wo d beliebig Idem ist 

Mit Hilfe von Satzen aus dem Bicatd- Landau schen Satzkreis 
lassen sich femei versckiedene mteiessante Resultate ubei den Weit- 
vonat emei Dinchtefsch.en Reihe (1) ableiten So eigibt sicli nach 
Lmddof GS ), daB ; falls u 6 < oo ist, und f(s ) fui 6 > <5 b — s legulai (also 
dann gewiB mcht besclnankt) bleibt, f(s ) in jedem Stieifen um die 
Geiade o' = & b samihchc We) to , Jwchstens mit ana emngen Ansnahne 
annirumt Dasselbe Rosultat gilt m jedem Stieifen um die Gerade 

65) H Boh) und E Landau, a.) Em Satz ubeL Dirichletsche Reihen mit 
Anwendung auf die f-Funktion und die A-Funktionen, Paleimo Rond 37 (1914), 
p 2G9 — 272, b) Sui les zeros de 3a fonction £(s) de Riomaun, Pans C R 158 
(1914), p 100— 110 

00) Diesclbe Relation JVitf* , T)=0(T) gilt nach T Vcnnhcrg 13; fur eme be- 
liebige Jhi ichlctBcke Reibe ft), wenn g 1 > o h angenommen wnd, nnd sie ist bier 
^wie Wennhag rnifc Hilfe diophantischer Approximationen beweisti die bestmog- 
licbe in dem Smne, daB, falls die Reihe m der Halbebene f- £ ubeibaupt 

eme Nulistellc besitzfc, die Anzahl + £, T;=j=o(D ist 

07) F Cailson, Uber die Nullstellen dei Dirichletsclien Reihen und dei Rie- 
mannschcn ^-Funktion, Arkiv fui Mat, Ast och lys 15 fl920i, No 20 Vgl auch 
E Landau, liber die Nullstellen dei Dmchletschen Reihen nnd der Rieruann- 
schen ^-Funktiou, Arkiv foi Mat , Ast och Fys 1G ^1921), No 7, dei mit Hilfe 
emer neuen Beweisraethode dcs Sch net schcn Mittelwertsatzes (vgl 61 h) emeu 
abgekurzten Beweis des Cai 7so>ischen Satzes gibt 

68) E Lmddof, Memoue sui cei tames m^gahtes dans In theone des fonc- 
tions monog&nes, et sui cliques propnetes nouvelles de cos ionctions dans le 
voismage d’un point smguher essentiel, Acta soc sc Fenn 35 (1908), No 7 Vgl 
auch H Bohr und E Landau, Uber das Verhalten von £(s) und £ x {s) in der 
Nahe dei Geraden <?=1, Gdtt Nachr 1910 p 303 — 330 
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6 = tf e , falls f(s) fur a > a e — £ regular 1 st 69 ) Femer wild, nach 
Wemibeig 33 ), jede Dirichletsche Reihe mifc = 00 , in jeder Halbebene 
6 > samtliclie Wei te, hochstens mit emei Ausnahme, annehmen 
SchlieBbch sei noch eiwahnt, daB jede Dinchletsche Reihe mit lined) 
unabhangige 1 Exponentenfolge (und also mit O b = 6 j ) , falls sie nicht 
m der ganzen Halbebene a > a b bescbrankt 1 st, in diesei Halbebene 
uberliaupt jeden Wert unendlich oft annimmt 55 ) 

11. Zusammenhang vers cine dener Dirichletscher Reihen. Es 


seien 




(18a) 

m 

1 

li 

[s = 6 -f- it) 

und 




(18 b) 

m 


{z = x + ly) 


zwei JDinchleisdie Reihen mit denselben Koeffizienten a n1 deien Expo - 
nenten dwell die Relation g n = e x » verbunden sind Wie von Cahen 5 ) 
gezeigt, besteht em mteressanter Zusammenhang zwischen den beiden 
Funktionen f(s ) und F{z), mdem jede von lhnen duich em bestimm- 
tes Integral dargestellt weiden kann, dessen Integiand in einfachei 
Weise von der anderen dei beiden Funktionen abhangt Formal ei- 
geben sich diese Darstellungen sehr leicht aus dei Integraldarstellung 
der JH-Funktion * 

r(s) — Je~' l x s ~ 1 dx (a > O') 

0 

und lhrer 1 m Mettinschen. Smne „reziproken“ Formel 70 ^ 

= 2^rJ r ( a ) e ~' cls loo , x > 0 ) 

C — Z 30 

In der Tat, es lassen sich diese beiden Formeln (nach einei emfachen 
Transformation) so schreiben 


00 C +/ x 



0 L — JOO 


69; Ein Beweis findet sick I'linplizite) bei H Boh), Uber die Summabilitats- 
grenzgerade der Dirichletseken Reihen, Wiener Sitzungsber «IIai 119 (1910\ 
p 1391 — 1397 

70j Diese Foimel, deren grofle Bedeutung sich in den Unteisuehungen von 
H Melhn gezeigt hat, 1 st (nach Mellin, Bemerkungen nn AnschluB an den Be- 
weis ernes Satzes von Hardy ubei die Zetafunction, Ann Acad sc Fenn (A) 11 
(1917), No 3j schon von 5 Pmchede, Salle tunzioni ipergeomefcriche generalizzate, 
Rend Ac Line 4 (1888), p 694 — 700 in efcwas anderer Foim angegeben Auch 
m neueren Arbeiten von Hardy und Littlewood ivgl z B a a 0 31; spielfe diese 
n Cahen- Melhnsche ForrneF erne wiektige Rolle 
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und hieraus folgen sofoit (durch Multiplikation nut a n imd Summa- 
tion) die gesucliten Integialdaistellungen 

00 

(19a) f(s) =^~^J'x'~ 1 F(x)dx 

0 

und 

r + zoo 

(19b) F(g) = A t fi r(s)s~’f(s)ds 

C — 100 

Bei Cahen waren die Konveigenzunteisuckungen nock mcht sfcieng 
duichgefubit Dies geschali eisfc duick Renon’ 11 ), dei den Satz be- 
wies* Wenn die Reihe (18a) fur o > <r 0 > 0 konveigiert (woraus leiclit 
folgt, da8 (18b) mmdestens fui tf>0 konveigiert), so gilt die Formel 
(19a) fui a > d 0 , und die Formel (19b) bei festem c > fur #>0 
Im Spezialfalle 2 /t =lo gn, [i n = n liaben wn es mit emer geivohn- 

hchen JDu ichletscheyi Reihe f($) = ^ ~ und emei emfaclien Rotenz- 
reihe F(js) — ^a n e~ n zu tun 72 ) 1st auBeidem nocb a n = 1 fui 
alle n 7 wild f(s) = £(s) und F(z ) = un< ^ wn ^talten aus dei 

obigen Foimel (19a) die von Riemcmn 7S ) benutzte wiclitige Integial- 
darstellung dei Zetafunktion 

00 

^-r\s)f £~\ dx ( ff>1 ) 74 ) 

0 

71) 0 Pen on, a a 0 13 1 Ygl anch Q H Hcudy, On a case of teim-by-term 
integration of an infinite series, Mess of Math 39 (1910), p 136 — 139 

72j Wie ans dei Integraldarstellung (19 a) ersichthch ist, hangt clas analy- 

tische Verlialten der JDmchletBchen Reihe /*( *; = mit dem Yerhalten der, 

fur r>0 konvei genten, Potenzieihe F<a) = ^ i a n e~ 71 -' bei Annuberung an den 
Punkt 2 = 0, d h mit dem Vezhalten der (fui | m | < 1 konvergenten; Potenz- 
reihe cp (u) — ^a n u n bei Annuherung an den Punkt %i — 1, eng zusammen Vgl 
hieruber G H Bet) dy, The application to Dinchlet’s senes of Boiel’s exponential 
method of summation, London math Soc (2) 8 (1909), p 277 — 29-1 und M Fekete, 
a a 0 3b) So besteht z B der Satz [A Huiwitz, liber die Anwendung ernes 
funktionentheoretischen Prmcipes auf gewisse bestimmte Integrale, Math Ann 
53 (1900), p 220—224], dafi, falls cp{u) im Punkte u == 1 regular ist, f(s) gewiB 
erne ganze Funktion ist Auch die spatei zu erwahnende Untersuchung von Haidy 
uber Abelsche Summabilitat Zhrichletschei Reihen (2) basiert auf der Yerbmdung 
zwischen f(s) und cp(ii) 

73) B Bicmann , Uber die Anzalil dei Pnmzahlen unter emer gegebenen 
Grrofie, Beilmei Monatsbei 1859, p 671 — b80 = Werke (2 Anfl ), p 145 — 163 

74) Erne von der Integialdaistellung (19 a) wesentlich verschiedene Integral- 
darstellung emer allgememen I)n ichletacken Reihe f(s) — e~ x n s i9t von 
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Bei dem oben besprochenen Zusammenhang zweier Dt) ichletsckei 
Reihen handelte es sicb um Reihen nnt denselben Koeffizienten, abei 
verscbiedeneu Exponenten Wie yon Cramet 75 ) gezeigt, besteht auch 
em gewissei Zusammenhang zwiseben zwei JDd ichlelschen Reihen 
f(s ) = y}a n e~ ? »* und g(s) = 'Sb ri er ? n* mit denselben Exponenten ? 
deren Koeffizienten a n und b n aber derart yonemandei abhangen, daft 
b n = a n (p{^ n ) tst, wo <p(&) eine game Uanszendente Funltion ion z ist, 
welche die Bedmgung | cp(z) | <e l bi fur alle hmreichend gioBen \z\ 
erfullt Cramer beweist namlich, daB, falls die Funktion f{s), welche 
duich die erste Reihe defmiert wird, m emem Grebiete 6r 1; das ubei 
die Konveigenzgerade 6 — g b dieser Reihe hmausreicht, legulai ist, 
die durch die zweite Reihe defimerte Funktion g(s) ebenfalls ubei die 
„entsprechende“ Grerade 6 — a B + fe analytisch fortsetzbar sem wn d, 
und zwar auf ein Gtebiet G 2} das vom Grebiete G t m emfach angeb- 
barer Weise abhaiigt 

12. Mnltiplikation Dmchletscher Reihen Wie leieht zu sehen, 
wird man durch ;7 gewohnliches“ Rechnen nut Du icliletsdiien Reihen 
wieder zu DmcJiletachen Reihen gefuhit, speziell entsteht duich Multi - 
phkation zweier behebigei Dmchletschei Reihen 

(20) f(s) und q (s)=^b n er u n* 

wiedeium erne jDmchleteciie Reihe ^c Jt e~ v * s : und zwai fuhrt die Multi- 
plikation zweier geivohnhche) Dn ichlei&cher Reihen ^ ^ und ^ ^ 
wieder zu emer gewohnhehen Dnwhlets chen Reihe deien Koef- 

fizienten c n durch die Foimel c n — Sa m b } bestimmt weiden, wobei 
m und l = n in alle Teller von n durchlaufen 76 ) 


J Steffensen, Em Satz Tiber Stieltjessche Integrals nut Anwendtmg auf Dm- 
cftZetscbe Reihen, Paleimo Rend 36(1913;, p 213—219, angegeben, die Steffensen - 
eclie Formel, die cbe absolute Konvergenz der Reihe fur c> 0 voraussetzt, lautet 


CO 

t / \ sin 7t s I 

t(s) — — J cl~ 23 > x)d c 

o 

wo B{x) die Partialb ntch eihe 


ro < er< 1,, 


2/^+ir (*,-*»> 

bezeichnet 1 71 

75) U Cramer , a Sur une clasae de series de Diuchlet, Disseitation Upsala 
(Stockholm 1917), b) Un theoreme sui lea senes de Diuchlet et son applica- 
tion, Arkiv f Mat, Astr och Fys 13 (1918), No 22 


76) Aus diesem Bildungsgesetz der Koeffizienten c n folgt z B , wie von 
H Mellin, Ein Satz uber Dinchletsche Reihen, Ann Ac sc Fenn (A) 11 (1917), 
No 1 hervorgehoben, daB die modulo 2 gebildeten „Partiaheihen“ der Produkt- 
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Sincl die gegebenen Reihen (20) m emein Punkte s 0 beide absolut 
honvagent, so wild offenbar auch die durcb Multiplikation entstandene 
Reilie im Punkte s Q absolut konvergieien (und zwai nut dei Sunirne 
f(s 0 ) g(s 0 j) Emem bekannten M&tensschen Satze ubei Potenzieiben 
entspreehend (und lhn veiallgememernd) gilt feinei nacli Stieltjes 11 ) 
der Satz, dab die Produktieihe konvergieifc in jedem Punkt s 0 (mit 
dei Sunime f(s 0 ) g(s Q )) f m welehem nm erne dei Faktoienreihen absolut 
konveigieit, wabrend die andeie nur bedmgfc konveigieit Dagegen 
biaucbt die Pioduktieihe m emem Punkte, worm beide Faktoienreihen 
bedmgt konveigieien, mcht zu konveigieien, und dieses kann mcht 
nm am Rande clei Konveigenzgebiete dei Reihen dei Fall sem, clenn, 
wie Landau 2 *) gezeigt hat, gibt es sogai zwei gewolinliche Dinchlet- 
sche Reihen (2), die beide m einei gewissen Halbebene o' > kon- 
vergieien, deren Pioduktieihe abei mcht m dei ganzen Halbebene 
a > (? 0 konveigieit Andeieiseits gibt es doch, nach Stieltjes und 
Landau 1 *), wichtige Satze, weiche die Konvergenz dei Pioduktieihe 
m Gebieten, in weichen die Faktoiemeihen beide nur bedmgt hon- 
veigioen, sichem Ale ein chaiaktenstisches Beispiel nenuen wn den 
Satz, dafi, tails die Faktoienreihen beide fui o' > a konveigieien und 
fui a > a + /3 absolut konveigieien, die Pioduktieihe mmdestens 

fui a > a + — konvergieifc Plieibei Jafit sick die Zahl a + f 

duich keme besseie (d h klemeie) eisetzen, denn wie Boh**) gezeigt 
hat, gibt es erne Di?ichletsche Reilie (2) nut tf A = l } a B = 0, deien 
Quadiatieihe die Konveigenzabszisse cs R = | besitzt 79 ) 


ieihe x C>1 111 emfaoher Weise duich die „ Paitidheiheu* 1 der gegebenen 

n 3 

Reihen und ausgedruckt werden kunuen 

J-J ii' n' 


77) T Stieltjes , Note sur la multiplication de deux senes, Nouv Ann de 
Math (1) 6 (18S7\ p 210—116 

78) T Stulljcs a a 0 77) und Siu une loi asymptotiquo dans la theorie 
des nombies, Pans (J R 101 (1886), p 368 — 370 gibt ohno Beweise die wesent- 
lxchsten diesei Sat/e an, doeh nui fui die gewohnlicben Dinchletach.cn Reihen (2) 
Verallgemeinerungen aut den Fall behebigei Dinchlcts chei Reihen (1) (sowie 
yeiallgememeiungen anderei Art) und Beweise dei Sat/e Bind von I*J Landau , 
fiber die Multiplikation Dmchletachei Roilieu, Paleimo Rend 24 (1907), p 81 — 160 
und Handbuck, p 766 — 762 gegeben 

79) Von etwas anderer Art als die obigon Satze ist ein Satz \on G H Hauly, 
On the multiplication of Dmchlet’s senes, London math Soc (2) 10 (1911), 
p 390 — 406, welcher besagl, dafi, falls die Faktoremeihen beide im Punkte s = 0 


konveigieien und ci lL == O 
ieihe im Punkte 0 konvergiert 


— i [) jt = O (P* auch die Produkfc- 

^ n ' \ fin ' 

Vgl biemi auch A Rosenblatt, Ubor emen Satz 
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Der bekannte Cescb osche Satz ubei Potenzreikeii (X }1 = n), der 
ja besagt, daB, -wenn J?a n x n und J£b n x' 1 m einem Punkte, etwa 
x= 1, nut den Summen A und JB konveigieien, die Pioduktieibe 
J£c n x n lm Pnnkte # = 1 gewiB summabel ( G \ 1) nut dei Summe 
A B ist (d h das antbmetische Mifctel lhrei Paitialsummen strebt 
gegen A JB) wurde von Phragmen , M Riesc und Boh 80 ) auf beliebige 
DincMdsch-Z Reihen (1) ubeitiagen, der Satz besagt bier, daB, falls 
^%er ln * und J£b n e~ Un * m emem Punkte, etwa s ^= 0, nut den 
Summen A unci B konyeigieren, die Produkti eihe ]E c n e ~' )lS im 
Punkte s = 0 m dem Smne summabel mit der Summe AB ist, daB, 

a 

C* =J^c n gesetzt, 

1 

l un Cl (»t — *ij_+ C,(» 8 — »»;+ +C u _ 1 c v„ — V„_ D = 

n ->-00 V n 

Im speziellen Falle geivohnhche > Dmchlet schei Reihen 

(k — ^ = *». = log») 

lautet also die Grleichung 

l im (I °g 2 ~ Io £ *) + + C n - 1 (log H — iog(n - D) = AJS 81 . 

7z->eo 10g>l ' 

Diese Mittelweitbildung (mit Gewichten) bildet den Ausgangspunkt 
fui die bekannte, von M JRiesz ausgearbeitete, allgemeine Summa- 
bihtatsmethode fur beliebige Dmchlet sche Reihen, uber die rnr im 
nachsten Paiagraphen nahei benchten werden Aus dem oben an- 
gegebenen Satze gebt speziell heryoi, daB, falls die Pioduktreibe 

des Herrn Hardy, Jahresber d Deutsch Math -Ver 28 (1914), p 80—84 (welcker 
zeigt, daB eine bei Hardy der Exponentenfolge auferlegte Bedmgung unnofcig 
ist) und E Landau , Uber emen Satz des Herrn Rosenblatt, Jalnesber d Deutsch 
Math -Ver 29 (1920), p 238 Ferner ist em Satz von Hardy und Littlewood, 
a a 0 24 b) zu eiwahnen, welcbei aus der Voraussetzung dei Konvergenz ge- 
Tvisser aus den beiden zu multiplizierenden Reiben gebildeten Hilfsreiben die 
Konvergenz der durcb Multiphkation entstandenen Reihe folgert 

SO) Der Beweis von E Phragmen wurde bneflicb E Landau mitgeteilt 
und findet sicb im Handbucb, p 762—765 Vgl aucb M Pies: , Sul la som 
mation des sdnes de Dmchlet Pans C R 149 (1909), p 18—21 und II Bohr , 
a a 0 36) 

81) Dagegen biaucht das emlacbe [und, JRiesz, a a 0 80), ^ogar aucb 
das beliebig ott wiederbolte] „aiithmetische“ Mittel ^ ~j- CU C n ) ntekt 
tur n + ao zu konvergieren [Es ist em allgememes Pnnzip, daB erne Sum- 
mabilitatsmethode duicb Mittelwertbildungen der Form 

, c , , , Pi + + ( l ,i 

um so kraftigei ist, je ,|langsamer“ /i^ -J- -f jn n -> <» ] Ubei das nabere Ver- 
baltms der ,,aritbmetischen w Mittelweitbildung zu dei ?> logarithmLscbon u Mitfcel- 
w rfl ii Idling \ orl 1^! 18, lSJ" 0 te 86 
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konvergent (und niclit nui summabel) ist, sie gewifi die „nchtige a 
Summe, d h die Summe A B hat Dieser letzte Satz wai schon. 
fiuhei von Landau™) m dem speziellen Falle, wo mmdestens eine 
der Faktoiemeihen eme absolute Konveigenzhalhebene besitzt, dureh 
funktionentbeoietische Ubeilegungen bewieseu 

Wn veilassen hieimit die Konyeigenztheorie dei Du ichletschen 
Reihen, urn uns der Suminabilitatstheone diesei Reihen zuzuwenden 
Hieibei werden wir sehen, da6 die Eiweiteiungen des Konveigenz- 
begnffes fur die Theone der Diuchlet schen Reihen eme noch groBeie 
Rolle spielt, al& es z B bei den Potenzreihen dei Fall ist In dei 
Tat, bei den DirzcMetsdhen Reihen konnen schon die allereinfachsten 
Summabilitatsmethoden m ganzen Gcbieten auBeihalb dei Konveigenz- 
halbebene verwendet weiden, wahiend solche Methoden bei den Potenz- 
reihen mu auf dem Bande des Konvergenzgebietes von Bedeutung sind 
13. Summabilitat Dirichletscher Reihen Dei in Ni 2 erwahnte 
Hauptsatz, daB das Konvergenzgebiet emei Du icldetschm Reihe (1) 
eme Halbebene 6 > ist, beiuhte auf dem Satze, daB die Zahlen- 
folge {e~*” 3 } bei festem s mit a > 0 eme „konvei genzerhaltende“ 
wai, es ist m deiselben Weise klai, daB auch das Gebiet, in welehem 
eme Dmchletscke Reihe (1) nach emei angegebenen Summabilitats- 
methode summabel ist, ebenfaUs eme Halbebene a > <? 0 sem wild, so- 
bald die betreflende Sunimabilitatsmethode die Eigenschaft besitzt, 
daB die Zahlcnfolge \e~ x * s ) fui 6 > 0 eme „summabilitatserhaltende“ 
l&t Dies ist nach Bolu 82 J, dei die Summabilitat DtnchletsAiei Reihen 
in Gebieten der komplexen Ebene zueiBt unteisucht hat 83 ), fin die 
gewohihchen Dz7tchletschen. Reihen (2) dei Fall, wenn die benutzte 
Summabilitaisraethode die emfacbe Cescuosche Methode (0, >) ist, wo 
7 eme beliebige positive ganze Zahl bedeutet (Aitikelll C 4, p 477 u f ) 
Es besitzt also jede Dnichleisthe Reihe (2) eme Folge yon Snmma- 
bilitatsabsMSSen a B — 6 (0 > ]> o ( b ^ tf (2) I> deiait, daB die 

Reihe fin a > summabel (C, 7 ) ist, fui a < o (, > dagegen nicht 
Bezeichnet SI = Inn 6^ die Simmabihtatsgi enmbszisse dei Reihe, so 

r ->oo 

eigibt sich femei, daB die „Summe“ der Reihe in dez ganzen Halb- 
ebene a > SI ei7ic regular e analytisdie Fanltion daistellt, so daB wn 

82) H Bohr, a) Sur la sene de Dirichlet, Pans C R 148 (1909), p 75—80, 
b) a a 0 36), c) Habihtationsschnft, a a 0 38), in dieser letzten Arbeit wurde 
eme zusamruenfassende Daisfcellung dei Theorie gegeben 

83) Fur Ihuchletsche Reihen als Funktionen emei ledlen Vanablen s war 
die Summabilitat schon fruhei von G H Hardy , Generalisation of a theorem m 
the tbeoiy of diveigent series, London math Soc (2) 6 (1908), p 255—264 
unteisucht 
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also durch die Cesaioscbe Summabilitat die analyfosclie Fortsetzung dei 
dmcb die Reilie m lliiei Konveigerizhalbebene 0 > 6b bestimmten 
Funktion ubei die ganze Summabilitatsbalbebene a > SI erhalten 
Fur die in Nr 1 eiwaknten speziellen Reiben (2), deren Koeffizienten 
den Bedingungen (4) genugen, finclet roan z B a ^ — — 7 Q = 0,1,2 », 

also SI — — oo, jede diesei Reihen ist also in dei ganzeu Ebene sum- 
mabel und defimeit somit (was ubngens auf andeiem Wege sclion be- 
kannt wai) erne ganze tianszendente Funktion Boh)*' 0 ) gab femer 
explizite Ausdiucke dei Summabilitatsabszissen als Funktionen 
der Koeffizienten und zeigte, daB diese Abszissen den beiden folgenden 
Ungleicbungen genugen 

*(') — ^+ 1 ) <; 1 , 0(0 — 0 (' + 1 > £ 0^-0 _ < fi) f 

d h die Breite jedes Summabilitatsstreifens ist hochstens 1 ; und diese 
Bieite kann nut waobsender Summabilitatsoidnung > menials zu 
nebmen, diese beiden Ungleicbungen smd ferner die fui die Ver- 
teilung dei Summabilitatsabszissen notwendigen und bimeiebenden, in 
dem Smne, daB es zu jedei monoton abnebmenden Zablenfolge {o^}, 
die diesen Ungleicbungen genugt, erne Dinchletscke Reibe (2) gibt, 
die eben diese Zablen 0(0 als Summabilitatsabszissen besitzt u ) 

M Biesz* 5 ), der etwas spatei als Boh, aber unabhangig von ihm, 

84) In der bekannten Arbeit von G H Heady u J Littlenood , Contributions 

to the arithmetic theory of series, London math Soc (2) 11 (1912), p 411 — 178 
Tviid u a die oben refeneite Untersuchuug uber die Yeiteilung dei Summa- 
bilitatsabszissen dadurch verfeineit, da/5 auch das Summabilitatsveihalten der 
Reihe m Punkten auf den Summabilitatsgeraden o = o (r) selbst betrachtet wird 
Zur Cbaraktensierung dei gewounenen Rediltate sei der Satz erwahnt, da/5 erne 
Reihe (2), falls sie in emem Punkte s— ^ summabel (0, ? + 1) und in emem 
Punkte s = c, summabel (C, ) — 1) ist, lm Mittelpunkte s = £ + <?->) summabel 

(0,?) ist, in diesem Satze ist die obige Ungleichung tf co — <J° + 1) o (r “D — 
speziell enthalten Femer weLden, unter gewiasen spezielleien Anuahmen uber 
die Grofienoidnung der Koeffizienten, genaueie Satze ubei die Lage dei Summa 
bilitatsgeiaden und das Yerhalten der Reihe auf diesen Geraden bewiesen 

85) M Riesz , a) Sur les series de Dmchlet, Pans C R 148 (1909 >, 
p 1658 — 1660, b) Sur la sommation des series de Dmchlet, Pans C R 149 
(1909), p 18—21 Eine zusammenfassende Darstellung der P/es^schen Unter 
suckungen findet sich m dem a a 0 1) zitierten Cambridge tract \ on G H Hardy 
und M JRiesz Ygl auch die Arbeiten von P Nalh , a) Sulle sene di Dmchlet, 
Palermo Rend 40 (1915), p 44 — 70, b) Aggmnta alia memona ,, Sulle sene di 
Dmchlet 41 , Palermo Rend 40 (1915), p lt>7 — 168, und M Kuntyeda, a) Note 
on Perron’s integral and summability abscissae of Dmchlet’s senes, Quart J 
47 (1916), p 193—210, b) On the abscissa of summability of general Dinchlet’s 
senes, Tolioku J 9 (1916), p 245—262, welclie 9ich nahe an die Piesgschen 
Arbeiten anschlieBen 
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die Cesaro Summabilitat clex Di> ichletstihen Reihen unteisueht bat, be- 
schiankt sicb mcht auf Summabilitat ganzzabligei Oiclnung unci — 
was wesentlichei ist — betraclitet sogleicb die allgememen Dmchlet- 
sclien Reihen Hies# muBte daher zunacbst das Cesdrosche Summa- 
bilitatsveifahien so veiallgemeinern, daB es auf diesen allgemeineren 
Reihen typus (1) angewendet weiden konnte, und er wuide bierbei auf 
eme neue bedeutsame Summabilitatsmethode gefuhit, die von lbm 
„ Summation nach typischcn JShttdn u genannt wtude Scbon bei dem 
Multiphkationssatz m Ni 12 liaben wir gesehen, claB es bei den ge- 
wohnhchen Dvt ichletsoheu Reihen (2) zweckmaBig sem kann, em Sum- 
inabilitatsveifahien zu benutzen, dessen erste Stufe darm bestebt, das 
„logautkmische“ Mittel 

Cj (log 2 — log 1) + + 1 (lo g H logo^— l)) 

logM 

sfcatt des anthnietischen Mittels 


£t d~ + + fit 

n 


zu bilden Inclem Hies# diesen Gredanken ausfuhrt unci verallgememeit, 
fubrt ex, emei gegebenen DincJiletseftim Reihe (1) (odei vielmehi emei 
gegebenen Exponentenfolge {A n }) entspi echend, zwei verschiedene 
Summationsmetboclen em, deien eme der loganthmiscben, die andeie 
dei aiithmetiscben Mittelweitbildung analog ist Es sei 

S'- = l «, = a J~ a = c n> 


und 


C;W=3„, m =2\ 

<! r l n < C t 

O) 

C^)^{ a -K) k C n ^lJC A r)^-r)^dr, 

/,j < (D 0 


C} l \w) =2 (w — l n f c n = A J C\(t) ( w — if l dt, 

hi < w 0 

wobei ^ erne beliebige positive (gauze odei mcht ganze) Zahl bedeutet 
Die Ausdzucke C^{w) 


heiBen dami nacb Riesz die typischen Mittelweite der 7c- Ordnung von 
dei eisten bzw zweiten Ait, welch e zu dei gegebenen Reihe (1) ge- 
boren Wenn mm 

a ?'M+c ^ °^ {w) 


bzw 


C 


fui ox -> oo bzw tv-+oQj wild die Reibe (1) summabel l>) bzw 
(l, l) mit der Sumnie C genannt Die „Kiaft“ dei Sumruabilxtats- 
metbode steigt mit wachsender Summabilitatsordnung h, d b wenn 
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eme Reihe summabel (A, 7.,) bzw (Z, A) ist, so ist sie a foition sum- 
mabel (A, If) bzw (l, If) far If > A 

Riesz zeigt nun fai eine beliebige Exponentenfolge { } , daB 
die Zalilenfolge {e“^ s } bei fesfcem s nut 6 > 0 eine summabilitats- 
erhaltende Faktorenfolge ist, sowohl fur die Summabilitatsmethode 
(A, A) als fui die Metbode (Z, A), woiaus folgt, dafl der Gultigkeits- 
bereick dei (emen odei anderen) Summabilitatsmethode eme Halb- 
ebene ist Ubei die Tragweite dei beiden Metkoden (A, A) und (7, If) 
gegenemander gilt der Satz in jedem Punkte $, wo die Reihe (1) 
summabel (Z, If) ist, ist sie gewiB auch summabel (A, A), so daB (A, A ) die 
„kraftigere“ Methode ist, die Methode (Z, A) ist abei „bemahe“ ebenso 
stark, d h wenn die Reihe (1) m emem Pankte s 0 = o'q -(- sum- 
mabel (A, A) ist, braucht sie wohl mcht lm Punkte s 0 selbst summabel 
(Z, l) zu sem, ist es aber m jedem Punkte s = 6 + it nut 6 > a 0 

Aus diesen Satzen folgt, daB zu jeder Du ichletsdien Reihe (1) 
eme SimmabilitateabszissmftmUion <5^ (0 < A < oo) dei art existieit, 
daB die Reihe bei jedem A>0 fur o > summabel (A, 1) und (1, If) 
ist, wahrend sie fui 6 < wedei summabel (A, A) noch (Z, 7c) ist 86 ) 

Fui die gewohnliclien Dmcldetscbm Reihen (2) (A n = log n) ist 
die jRz^sche Summabilitat (Z, A) mil dei Cesaio schen Summabilitat 
(0, A) mhaltsmaBig identisch 87 ), und es sind somit, fui diese Reihen (2), 
und ganzzahlige A, die hier definieite Summabilitatsabszissen nut 
den fiuher bespiochenen identisch Die doit angegebenen Uuglei- 
chungen ubei die Verteilung der Summabilitatsabszissen weiden, so- 
gar fur den Fall emer lehebigen Dmchletschen Reihe (1), von Riesz 
dahm vei allgem emert, daB die Summabilitatsabszissenfunktion a W eme 
konvexe Funktion von A 1 st 88 ) Femei veiallgemeinert Riesz die ex- 
pliziten Ausdiucke fur die Summabilitatsabszissen als Funktionen 
der Koeffizienten und Exponenten auf beliebige Du ichletsche Reihen (1) 
und beliebiges mcht ganzzahliges A 

86) In Punkten auf der Summabilitatsgeiaden = selbst kann es vor- 
kommen (vgl eme Bemerkung oben), dafi die Reihe summabel (A, A) abei mcht 

(1,1) 1 st So 1 st nach Riesz, a a 0 85a) und 85b) die Zetareihe fur 

welche a a) — 1 fui alle A 1 st , bei keinem A summabel (Z, A) m ngendeiuem 
Pankte der Geraden 6=1, wahrend sie m jedem Punkte s=4=l dieser Geraden 
summabel (A, 1) 1 st (Vgl Note 81) 

87) Af Riesz, Une methode de sommation equiyalente a la methode des moyennes 
arithmdtiques, Pans C R 152 (1911), p 1651—1654 Die \on Rust angegebene 
Formulierung der Cesaroachen Summationsmetbode hat sich bei verschiedenen An- 
wendungen als wesentlich bequemer als die ursprungliche Formulierung gezeigt 

88) Der Beweia dieses Satzes wird demnachst in den Acta Umv hung 
Francesco-Jos erscheinen 
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Ubei den Zusammenhang dei Summabilitatsei gens chaf ten emer 
Reihe (1) mit den analytischen Eigenschaften dei durch die Reihe 
dargestellfcen Funktion f(s) gilt zunachst der folgende leicht beweis- 
bare Satz Fio a > o (A) + s ist f(s) = 0 (|£| i + 1 ) Die Fiage nacb 
der Umkeluung dieses Satzes ist (wie mi Falle L = 0, d h Kon- 
vergenz) viel sckwieuger, es zeigt sick, dafi eme unnuttelbare Urn- 
kehiung mcht gilt, dagegen eme solche, m welchei der Exponent 
l -f- 1 dutch l ei setzt wud, d li wenn die durch eme Dd ichletsdie 
Reihe defimeite Funktion f(s) fur 6 > a 0 legular und gleieh 0 (] ^ | A ) 
ist, so wild die Summabilitatsabszisse gewiB $ Q sein Es geben 
diese Rieszschen Satze emerseits notwendige und andereiseits hm- 
^eichende Bedingungen fui die Sunmiabilitat l iQT Ordnung, abei (ganz 
wie nn Falle h = 0) keme Bedingungen, die zugleich notwendig und 
hmieichend sind Betrachten wn aber den 6 henzwett St dei ah- 
nehmenden Funktion 0^ (fui % -* oo), so konnen wir aus den obigen 
Satzen den folgenden Hauptsatz uber die f unktionentheoi etische Be- 
stimmnng diesei Summabihtatsg) enzabszisse St ableiten Es ist die 
Reihe genau so weit summabel (von ngendeiner Oidnung) wie die 
dargestellte Funktion f(s) legulai und von endlichei Oidnung in bezug 
auf t ist, d h es isl St gleieh de> ft tike) emgefiihrten Abszisse 6, Die&ei 
Satz wuide, fui die gewohnlichen Dmchlct scken Reihen (2), zuerst 
von J Boh) 3fa ) explizite aufgestellt, dei lhn aus emigen, den Riesz sehen 
ahnlichen, aber mcht so weitreichenden Satzen heileitete 89 ) 

Bei emei naheien Unteisuchung zeigt es sich, daJJ die Emfukiung 
dei Cesdro-Riesz schen Summabilitat fui fast alle Piobleme in dei 
Theone dei Ed ichletschen Reihen von wesenthckei Bedeutung ist, 
well dadmch ftuheie Re&ultate aus dei Konveigenztheone sich in 
wichtiger Weise verallgemeinern lassen Wegen der allgememen Duick- 
fuhrung solchei Unteisuchungen und der dabei eihaltenen Resultate 
sei dei Lesei auf das IRodg-Rtesz^ahe Buch verwiesen Hier soli 
nm noch ein besondeis intei essantes Resultat uber die Multiplication 
Birtclilctbchei Reihen eiwahnt weiden, welches den klassischen Satz 
von Cesato ubei Multiplikation von Potenzieihen (>l 7i = w) auf den 
allgemeinsten Typus Dinihletecher Reihen (1) veiallgememert, und 
so lautet 90 ) Worn JE a n e~ la * nn PunlUe s = s Q summabel (2, a) nut 

89) Ygl anch eme Arbeit von ]J r Sthnee , Uber den Zusammenhang zwisehen 
den Summabilitatseigenschaften Diricbletscher Reihen und lhrem funktionen- 
theoretischen Charaktei Acta Math 35 (1912), p 357 — 398, worm der Landau - 
Scluieeache Satz uber das Konvergenzpioblem (vgl Nr 0) von Konvergenz auf 
Summabilitat verallgemeinert wird 

90) Hardy- liiesz, a a 0 1), p 64 
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de ) Summe A und mi selben Punlte s Q simmabel (g, (S) 

mit de) Summe JB ist, so ist die Ptodaktreihe 2% c n e ~' ,lS wl Punlte s 0 
summabel ( y , a + j3 -j- 1) mit de) Summe AB Im speziellen Fall 
a = p ===== 0 erhalten wir den m Ni 12 eiwahnten Satz uber die Multi- 
plikation zweiei Tconve) gentet Dinchletsdiei Reihen 

AuBei den Cesdi o-Riesz sclien Methoden wuiden auch andere Sum- 
mationsmethoden auf die J)i7 zc/iZeifschen Reihen angewendet So hat 
Ea)dy n ) die Wirkung der Boiel schen Summation auf die gewohn- 
lichen Dinchletscken Reihen (2) gepruft Auch bei dieser Summations- 

methode ist die Zahlenfolge j-^-J (tf > 0) eme summabilitatserhaltende 

Faktoienfolge, und das Summabilitatsgebiet also eme HaTbebene 6 > 0^ 
Diese Halbebene a > kann aber niemals ubei die Ccson o-Biesz sehe 
Summabilitatshalbebue 6 > £1 hmausieichen und biaucht nicht lmmer 
so weit zu leichen Anders veihalt es sich mit emei andeien von 
Hardy 9S ) untei suchten Summabihtatsmethode, der sogenannten Abehahen 
Methode, nach welcher eme Reihe J£ct n summabel mit dei Summe A 
heiBt, wenn die Potenzieihe fix) =^a n x n fui 0 < x < 1 konvergieit 
und die Bedingung f(x) -> A fui x -> 1 erfuUt Hardy beweist, daB 
auch hier das Summabilitatsgebiet emer gewohnlichen JDn icliletschen 
Reihe (2) eme HaTbebene a > ist, und daB <M) emfach die untei e 
Gienze allei Abszissen a 0 ist, fui welch e die durch die Reihe dai- 
gestellte Funktion f(s) m dei Halbebene 6 > a 0 regular und gleich 
0(6*1*!) mit Tc<~ ist 93 ) 

SchlieBlich ist noch eme schone Arbeit von M Hies # u ) zu er- 
wahnen, m welchei es lhm gelungen ist, die bekannten Mittag-Left - 
Zerschen Resultate ubei die analytische Daistellung dei duich eme 

91) G JB Hardy , a a 0 72) Vgl &\xehFehete, a a 0 72) und G H Hardy - 
J Littleivoodj The relations between Borel’s and Cesaro’s method of summation, 
Proc London math Soc (2) 11 (1913), p 1 — 16 

92) G H Hardy , a) Sur la sommation des series de Diriehlet, Pans C R 
162 (1916), p 463 — 465, b) a a 0 51) 

93) Einfache Beispiele Du ichlefaoher Reihen, bei welchen eist die Abchch-Q 

Summabilitat — also nicht die CesaioBche — lmstande ist, die duich die Reihe 
dargestellfce Funktion uber die Konvergenzhalbebene hmaus analytisch 

fortzusetzen ^weil die Funktion lui <*<Jg b starker als |£| ; , abei nicht so staik 

~\t\ ) 

wie wachsfc/ , wurden von G R Raidy, a) a a 0 92) und b) Example to 

lllustiafce a point m the theoiy of Dinchlet’s senes, Tdhoku J 8 (1915), p 59—66, 
angegeben 

94) M JRiesz , Sui la representation analytique des fonctions definies pai 
des series de Diriehlet, Acta Math 35 (1912), p 253—270 



14. Die Zetafunktion und lhre Funktionalgleichung 


759 


Potenzieihe (Z n = n) defimeiten Funktion in lhrem Hauptstern auf 
den allgememen Reihentypus (1) zu ubertragen Riesz beweist u a 
den folgenden Satz Es habe die Dmclilets che Reihe (1) ein Kon- 
vergenzgebiet, und es sei H der Hauptstern der dureh die Reihe 
defimeiten Funktion f($), db das Gebiet ; welches aus del s Ebene 
entsteht, wenn alle nut der negativen reellen Acbse paiallelen Halb- 
geraden, die von den smgularen Punkten von f(s) ausgehen, entfernt 
weiden Dann gilt im ganzen Hauptstern die Darstellung f (s ) = lim<p a (s), 
wo <p a (s) die (gauze tr anszendente) FunLhon a ~ >0 


"2 r(al n + 1 ) a * e 1,L * 


bezeirimet Auch die von Mittag-Leffler benutzten hitegraldarstellungen 
zui analytischen Foitsetzung emei duich eme gegebene Potenzreihe 
(/l n = n) defimeiten Funktion wurden von Hies* auf die Dvicldet scben 
I lei hen ubeitragen 


II. Die Riemannsclie Zetafunktion. 

U. Die Zetafunktion und lhre Funktionalgleichung Die Zeta- 
iunlvtion wild (vgl Ni 1) duicb die Dir ichletsche Reihe 

m, S(s) _2'i-i + i+i + 

definieit Obvvohl schon Euler diese Funktion betrachtet und ihre 
zahlentheoietische Bedeutnng erkannt hat, wild sie doch gewohnlich 
als die „Riernannsche ci Zetafunktion bezeichnet, well Riemann sie zu- 
eist in seinei beiuhmten Abhandlung ubei die Anzahl der Pnm- 
zahJen y5 ), welche auch fin die Entwicklung dei neueien Funktionen- 
tbeoue von fundamentaler Bedeutung gewesen ist, einem tiefeigehen- 
den Stadium untei woifen hat Uber die Bedeutung dei Zetafunktion 
fui das Pnmzahlpioblem sei m diesem Kapitel, das sich ausschlieBlich 
mit den lem funktionentheoietischen ELgenschaften von £(s) beschatti- 
gen bo II, nur bemeikt, daB sie in der Eider schen Identitat 

wo p m die Punizahlen durchlauft, wurzelt, diese Euler sche Produkt- 
darstellung spielt ubngens auch (vgl z B Nr 17) bei manchen funk- 
tionentheoietischen Untersuchungen von £($) eme bedeutsame Rolle 
Die die Zetafunktion defimerende Reihe (21) konvergiert nur m 
dei Halbebene a > 1, und auch das Produkt (22) ist fui 6 < 1 diver- 
gent und gibt somit kemen AufschluB uber die Moglichkeit analyti- 

96) B Riemann , fiber die Anzahl der Pmnzahlen unter emei gegebenen 
Giufic, Monatsber Akad Berlin 1859, p 671— 680 = Werke (2 Anfn » 1^— 15^ 
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seller Fortsetzung uber die Gerade 6 = 1 hinaus Andeis veihalt es 
sicli mit der in Nr 11 eiwahnten Integraldaistellung 



m dei Tat, es laflt sicb dieses zunaclist ebenfalls nur fui <J>1 biaucli- 
baie Integral als ern komplexes Kurvenmtegral 


1 A A-*r* 

-***___ e 71 * 1 J e r —l J e r — 1 


sebreiben, wo der Integrationsweg W eme Schleife ist, die vom Pankte 
x = -f- oo ausgelit und nacli einem emmabgen Umkreisen des Punk- 
tes x — 0 zum Punkte x = -|- oo ziuuckkebit Aus diesei Integial- 
daistellung, die offensicbtlicli fur jedes s konvergiert, schloB Riemann 7 
daB die Funktion £(s)r(s) smjr 5 eme ganze Tianszendente ist, und 
lneraus weitei, da / 3 £(s) m der ganzen Ebene als eme eindeutige Func- 
tion existieit , die ubcrall legulai ist mit Ausnahme des emzigen Punk- 
tes s = 1, wo s\e emen Pol eistey Oydnung (gmt dem Residuum 1) 
lesitzt 


Aus der Daistellung (23) leitete Riemann des weiteren durcb 
eme Deformation des Integration sweges und Anwendung des Cauchy - 
schen Satzes eme fundamentale Eigenscliaft der Zetafunbtion ab, nam- 
licli daB sie dei Funldionalqleichung 


(24) £(1 — s) = ^ COS y r(s)£(s) 

genugt 96 ), odei andeis ausgediuckt, daB die Funktion 




ungeandeifc bleibt, wenn die Vanable s durcb 1 — s eisetzt wird Fui 
die Funktionalgleicbuug m diesei letzten Form y(s) = ^(1 — s) und 
gleichzeitig aucb fui die Existenz you f(s) m dei ganzen Ebene 97 ) 


96) Nack JE Landau, Euler und die Funktionalgleichung der Riemannschen 
Zetafunktion, Bibl Matli (3) 7 (1906—7), p 69—79 wai diese Funktionalgleichung 
sekon j Eider bekaimt 

97) AuBer den beideu, yon Biemann selbst keiruhrenden, Bewei^en dee 

Satzes, daB £(s) von der Definitional] albebene (>>1 aus in die ganze Ebene 
fortgesetzt werden kann, gibt es eino Menge andeiei Beweise dieses Satzes So 
bat z B J L W V Jensen, Interned math 1 (1896), p 346—347 veisckiedene 
Integraldarstellungen fur £(s) angegeben, aus welchen die Existenz von £(<?) m 
der ganzen Ebene unmittelbar eisichtlicb ist, vgl hierzu aucb JE Lindelof, Le 
calcul des residua et ses applications a la tbeone des fonctions (Collection Boiel), 
Pfiris 1905, p 1 141 Em andeier Beweis von Jensen f Sur la fonction £(s) de 
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bat Riemann 95 ) auch emeu anderen Beweis gegeben, welcher sieli bei 
cler Anwendung auf mit der Zetafunktion verwandte Funktionen als 
sehi veiallgememerungsfaliig eiwiesen hat Riemann gekt hierbei vom 
Integral M 

8 r* 8 

2 - j 

0 

aus und eihalt durch Summation die Foimel 

00 

(25) g(s)r^-|-^ar - =J * % 2 a{x)dx, (ff>l) 

0 

wo mix) die Reihe 

00 

co (x) = 'Se~ a ’ 1/tx 

71 = 1 

bezeicbnet Nun ist abei, nach einer bekannten Form el aus dei 
Theone dei elliptisehen Thetafunktionen, 

+*«£)), (*>o) 

woiaus sick diuck Emsetzen m (25) und eine leickfce Recknung die 
Foimel ^ oo i 

(26) £(s)r(j)7C 2 — 1 7) = J ^ 2 1 + X 2 l )<a(x]dx 

1 

Riemann, Pans C R lOi (1 887), p 1156 — 1159 beiukt auf emer Relation zwi- 
schen den unendlich vielen Gliedein dei Folge £(s), g(s + 1), £( s + 2 ), t ahn- 
hclie Relationen, welche uberdies die Eigenschaft besitzen, in sich als Dehmtions- 
gleickungen der Zetafunktion gelten zu konnen, wurden spater von J Had amen d, 
Siu une propnete fonctionelle de la fonction f(s) de Riemann, Bull Soc math 
France 37 (1909\ p 59 — 60, angegeben Ch de la Vallce Poussin, Demonstration 
simplifiee du theoreme de Dmchlet sur la progiession arithmetique, Mem Acad 
Belgique 53 (1895—95), No 6, p 1—32, beweist den Satz duieh Veigleicb dei 

oo 

Reihe "S- 1 — = f(s) mit dem entspiechenclen Integral / — = — --- , in clem er 
w 1 Jus — 1 

l 

(durcli partielle Integrationen) nachweist, cUfi die Diffeienz £(sj — erne gauze 

Tianszendente ist, die Idee dieser Beweismetkode ist von H Cramer, Sur une clasbe 
de series de Dincblet, Diss Upsala (Stockholm 1917), p 1—51, zui Untersuchung 
beliebiger Du ichletscker Reihen verallgememert Setzt man die Tbeorie der Cesaro - 
schen Summabilitat JDinchletsckei Reihen (vgl Nr 13) als bekannt voraus, dnifte 
der emfachste Beweis fur die Existenz von f(s) in clei ganzen Ebene wohl der- 
jemge sem, daB man die Funktion £(s)( 1 — 2 1 "*) betrachtet, welche durch die m 

IT "I { .. _ \/Z + 1 

dei ganzen Ebene aummable Reihe > - — -' f dargestellt mid nnd somit Bich 

aofort als eine ganze Transzendente erweiat 
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eigibt, welche sofort eikennen lafit, dafi die auf der lmken Seite 
stehende Funktion erne ganze Tianszendente ist, die ungeandeit bleibt, 
wenn s duich 1 — s eisetzt wild 98 ) 

Die Funktionalgleicbung (24) veibmdet die Werte dei Zetafunk- 
tion m zwei Punkten s und 1 — s, welche in bezng auf den Punkt y 
symmetnsch gelegen sind Hieiaus folgt ; dafi man das Studnmi der 
Zetafunktion wesentlich auf die Halbebene a ~ beschianken kann 
(ubngens sogai auf die Vieitelebene 0 4, t^> 0 ; da £(s) m konju- 

gierten Punkten konjugieite Werte annimmt), denn die Funktional- 
gleichung eilaubt ja das Veihalten yon £(s) m dei Halbebene o' < | 
aus dem Yerhalten dei Funktion fur 6 > ~ abzulesen So konnen wir 
z B aus der aus dei Ealetscken Identitat (22) unmittelbai folgenden 
Tatsache, dafi £(s) m dey Halbebene <? > 1 ubei all von 0 voschieden 
ist, mittels dei Funktionalgleicbung (24) sofort die Nullstellen yon 
f(s) in der Halbebene o<0 bestimmen, m dei Tat, es folgt ja aus 
(24), dafi diese Nullstellen nut den Nullstellen der Funktion 

1 jcos^r(a)) fur o<0 ubeieinstimmen, d h dafi g(s) in dey be - 

spy ochenen Halbebene a < 0 Nullstellen ( einfachc ) m den Punltcn 
s = — 2, — 4, — 6, und nui in diesen Punkten besitzt Es wei- 
den diese Nullstellen gewoknlick als die „tnvialen“ Nullstellen von 
£(s) bezeicknet, lm Gegensatze zu den (in Ni 15 zu ei wahnenden) 
„mckttrivialen“ Nullstellen lm Streifen 0 <! a ^ 1 Diese letzten Null- 
stellen liegen ubngens alle ini Lme>n des Streifens 0<o'<l, denn 
wie de la Vdllee Poussin") und Hadamai d m ) unabhangig von em- 

98) JEL Hcnnbiu gei , a) l)ber dieRiemannscke Funktionalgleicbung der £-Funk- 
tion, Math Ztsckr 10 (1921), p 240—254, 11 (1922), p 224—245, 13 (1922), 
p 283—311, b) Uber emige Beziehungen, die nnt der Funktionalgleicbung der 
Riemannschen £-Funktion aquivalent sind, Math Ann 85 (1922), p 129 — 140, be- 
weist, daB £($) bis auf emeu konstanten Fakfcor eindeutiq bestimmt ist durck 
die folgenden Eigenschaften sie ist eme meiomorphe Funktion mit nui endlicli 
vielen Polen, die 1 der Funktionalgleicbung (24) genugt, 2 lur |s|->oo gleich 
0(e^ ) und 3 fur a>l dutch eme absolut konvergente DuicJiletsche Reihe 

darstellbar ist lm Laufe des Beweises dieses Satzes [durch welchen eme 

Fiagestellung von J J Hadamcird, a a 0 60) behandelt wild] gibt Hctmbwget 
einen neuen Beweis der RiemamiBchen Funktionalgleicbung Vgl auch C Siegel , 
Bemerkuug zu emem Satz von Hamburger uber die Fuuktionalgleichung der 
Riemannschen Zetafunktion, Math Ann 86 (1922), p 276—279 

99) Ch de la Vallee Poussin, Recherches analytiques sur la tbdone des 
nomhies piemiers, Ann soc sc Bruxelles 20 2 (1896), p 183—256 und p 281—397 

100) J Hadamard, Sni la distnbution des zeros de la fonction £(s) et ses 
consequences anthmdtiques, Bull Soc math France 24 (1896), p 199—220 
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ander durch smmeiche Ubeilegungen bewiesen haben, isfc die Geiade 
o = 1 ( und dahei auch die Geiade 6 — 0 ) nidlpunUsfrei In diesem 
Zusammenhange sei nocli eiwahnt, daB Me) tens 101 ) schon fiubei 
durch. eme intei essante Abschatzung bewiesen hatte ; daB das Etdei- 
sche Produkt (22) m jedern Punkte s =4= 1 auf dei Greiaden 6 —\, 
in welchem £(s) =j= 0 1 st (also nach dein obigen Satze m den samt- 
lichen Punkten s =j= 1) nock konveigieit, mit Hilfe des m Nr 5 be- 
spiockenen ATestfSchen Konveigenzsatzes (auf log £($) veiwendet) laBt 
sick dieses Resultat 102 ), odei was damit gleichbedeutend ist ; die Kon- 

veigenz dei Reilie ^ iTrr ftu a ^- e ^ 0; ummttelbai ohne jede spe- 

zielle Abschatzung aus dem Nichtveischwinden von £(s) auf dei Gre- 
iaden 6—1 ableiten 

15. Die Riemann-Hadamardsehe Produktentwicklung Betiaeli- 
ten wn nnt LLemaun die Funktion 103 ) 

welohe eme ganze Transzendente ist, deren Nullstellen mit den mcht- 
tnvjalen Nullstellen von £(s) ubeiemstimmen (indent die trmalen 
Nullstellen weggeschaflt smd) ; und die dei Grleichung §(s) == £(1 — b) 
genugt Die duich diese Punktionalgleichung ausgediuckte Eigenschaft 
kann auch dadurch zum Ausdruck gebiaclit weiden, daB die Funktion 
8 ( 2 ), welche aus £(s) duich die Transformation s = \ -f- entsteht, 
eme qeuidc Funktion von 2 1 st, d h eme Funktion von 2 2 , che wir 
mit g(# 2 ) bezeichnen weiden, wo also g{x) eine ganze Funktion von 
x 1 st Jedera Nulls tellenpaai + ^ von #(*)> d h jedem Nullstellen- 
paar q und 1 — ^ von £(s) entspncht also nui eme emzige Nullstelle 
p = A 2 von g(x) Ubei diese Funktion g(x ) behauptete Hiemann^), 
daB sie unendlich viele Nullstellen g n bat — also daB die Zetafunk- 
tion unendlich viele mchttimale Nullstellen besitzt — und femei, 
daB sie duich das Piodukt 

(27) gix ) = (l — ~) 

rf = l 


101) F Me) tent, tfber die Konvergenz einer aus Prnnzahlpoteiizen gebilde- 
ten unendlichen Reibe, Gott Nacbr 1887, p 265 — 269 

102) Vgl E Landau, a a 0 21) 

10‘-f) Die folgenden Bezeicbnungen dei Funktionen smd die von E Landau 
benutzten (und ]etzt ublichen), welclie von den Eiemannschen etwas abweicben. 
Die von Riemann nut £ bezeicknete Funktion 1 st die unten erwahnte Funfe- 
tion S' 
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daigestellt werden kann Die Riolitigkeit dieser Bebauptung wuide 
bekanntlicb zueisfc von Hachmat d 10i ) durcb seine grundlegenden Unter- 
suchungen ubei ganze transzendente Funktionen endlicben C4escblecbtes 
bewiesen Es ist namlicb ; wie leicht zu zeigen, 

g{x)=o{e^ 2 ) 0 > 0 ) 

und nach emem allgememen Satz der Hadamardsdken Theone folgt 
aus dieser Abschatzung soforfc die Richtigkeit der obigen Behaup- 
tung 105 ) Wie oben erwahnt, entspreeben jeder Nullstelle k a n von g(x) 
zwei Nullstellen von £(s) ? namlicb \±iYl Ji n j welcbe symmetnsch m 
bezug auf den Pankt | liegen Wild die Produktentwicklung (27) 
von g(x ) zu emer Pioduktentwicklung dei Funktion £($) selbst umge- 
sekneben, bo findet man — mdem der Bequemliebkeit balber Konvei- 
genzfaktoien bmzugefugt werden, die das Produkt von der Reihen- 
folge der Faktoren (d b von dem paarweisen Zusammennebmen zweier 
,,entsprechender“ Nullstellen q und 1 — q) unabbangig maeben — die 
grundlegende Foimel 

(o 8 ) (, - 1) «.) - (i - ih> 

wo q die samtlicben mchttrivialen Nullstellen durcblauft, und b eme 
Konst ante (b — log 2 it — 1 — \C, wo G die _EWe>scbe Konstante ist) 
bezeicbnet In der Pnmzablentheorie kommt diese Foimel (28) mei- 
stens in der Form 


1 . 11(1 
s r \2 


(i+')+2(ih+ 1 ) 


zui Anwendung. 

Es sei sebon biei erwabnt, daB B lemann 96 ) des weiteien die 
Veimutung ausgespiochen bat ■— aber mit ausdiucklicbei Heivor- 
hebung, daB ei diese Vermutung mebt beweisen konnte — daB die 
Nullstellen von g(x) alle leell smd, d b daft die mchttnvialen Null- 
stellen von £(s) alle auf de> Geiaden 6 = \ liegen Ob diese berubmte 
} yRieniannsche Vermutung" ncbtig ist oder niebt, ist bekanntlich noeb 
heute unentschieden, und man weiB aucb mebt, duich welcbe Ar- 


104) J Hadamard, ^tude sui les piopxietds des fonctions entieres et en 
paTticuliei d’une fonction conaideree par Riemann, J de math. (4) 9 (1893), 
p 171—215 

105) In dem msprunghchen Hadamcmhchen J3eweise wird ubngens mckt 
die GioBenoidnung der Funktion g(r) selbst, sondern — was nach Hadamai d 
auf genau dasselbe hinauskommt — die Grofienordnung dei Koeffizienten a n der 
Potenzieihe g (x) = £a n % n abgescbatzt. 
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gumente (abgeaehen von der symmetnschm Lage de) Nullstellen m 
bezug ctuf die Gerade a = ■§-) Biemann auf diese Veimutung gefuhrt 
woiden ist 

16. Die Riemann-v. Mangoldtsche Formel fur die Anzahl der 
INullstellen Uber die nalieie Yeiteilnng der Oidmaten dei mcht- 
tnvialen Nullstellen von £(s) hat Biemann 95 ) ohne Beweis eine For- 
mel angegeben, die viel prazisei ist als diejemgen Resultate, welche 
man ans der Ha damar dschen Theone dnebt entnehmen kann, namlich 
die Foimel 

(30) N(T) = ±T log T - l±gpZ T + 0{ log T), 

wo N(T) die Anzahl dei Nullstellen von £(s) lm Rechteck 0 < 6 < 1, 
0<t£T bezeichnet Es gelang eist v Mangoldt 105 ), diese Formel 
stieng zu beweisen Betieffs des Beweises sei nui erwahnt, daB man 

von dem Ausdiuek N(T) = ausgehend, wo das Integral 

langs des Randes eines Rechteckes mit den Eckpunkten 2, 2 -| - iT, 
— 1 + iT , — 1 eistieekt ist, duich emfache Rechnungen (unter Be- 
nutzung dei Funktionalgleiehung dei Zetafunktion und bekanntei 
Eigen schaften der Gammafunktion) leicht findet, daB 

(31) JV(T) = ^3’logT-i± 1 1 f^2’+i?(^ 

-1+t T 

ist, wo das Restglied B(T) = 0(1) + ^ s > un ^ ^ le g ailze > 

2 + iT 

eist von v Manqoldt ubeiwundene Scbwiengkeit dann liegt, dies letzte 
Integial, welches den ;; kntischen“ Streifen 0 < 6 < 1 duichsetzt, ab- 
7 usckatzen Dei v Mangoldtsche Beweis der Ungleickung B(T) — 
0(log T), wie auch ein spatei veiemfachtei von Landau 101 ), stutzt 
sich wesenthck auf die Hadamardschen Resultate, d h auf die Pro- 
duktentwicklung von £(s) Voi emigen Jahren wmde em sehi ele- 
gantei Beweis diesei Ungleichung von Bacldund i0S ) gefunden, dei 

106) H v Mangoldt, Zur YeiteiLung der Nullstellen der The maims clien 
Funktion £(£), Math Ann 60 (1906), p 1—19 Schon fmher hatte v Mangoldt 
[zu Biemanns Abhandlung „Ubei die Anzahl dei Primzahlen unter einei gegebenen 
GroBe 11 , Crelles J 114 (1895), p 255—305] die Foimel (30) nut emem Restgliede 
0(log*T) (statt 0(\og T)) bewiesen 

107) E Landau , Uber die Yeiteilung dei Nullstellen der Riemannschen 
Zetafunktion und einer Klasse verwandter Fimktionen, Math Ann 66 (1909), 
p 419 — 445 

108) i? Baddund, a) Sur les zeros de la fouction £{s) de Rieinann, Pans 
C R 158 (1914), p 1979—1981, b) Uber die Nullstellen der Riemannschen Zeta- 
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nicht die Pioduktentwiddxmg (28), sondem nur erne ganz globe Ab- 
scbatzung von £(s) benutzt 

Ob die Abschatzung R{T) = 0(log T) verbessert werden kann, 
weiB man nicht (ygl jedocb Ni 20 ; wo nber Folgeinngen dei „Rie- 
wamascben Vermutung L benchtet wird), dagegen weiB man nach 

T 


Ci amei 109 )> 


dafi der Mittekveit 



beschrankt ist, sogar daB 


o 

er fui T — > oo emem bestimmten Gienzweit, namlicb dem Werle 
zustrebt 110 ) Yeifemeite Resultate diesei Ait sind neulieh von Little- 
wood 1U ) angegeben 

17. Uber die Werte von £(s) auf emer vertikalen Geraden 
a = tf 0 (> j) Betiachten wn zuuacbst die Halbebene 6 > 1, da £(s) 
bier 4= 0 ist, ist es em natuilicheies (und allgememeies) Pioblem, nacb 
den Weiten yon log £(s), statt nacb den Werten von £($j seJbst zu 
fragen, wo log f(s) z B denjemgen (fui 6 > 1 legularen) Zweig des 
Logantbmus dei Zetafunktion bezeicbnet, dei fui reelles s>l leell 
ist Diesei Zweig ist, nacb der Euley scben Identitat (22) durch 


(32) log g(s) = — Jb°g (1 — p~ 3 ) (<* > 1) 

m = l 


gegeben, also (wenn log (1 — p~ s ) m eme Potenzreibe entwickelt 
wild) dmcb eme DmcMetsdie Eeibe, in welcbei die einzelnen Prim- 
zablen sepaiieit smd Dmcb diesen Umstand wird es mogbch, das 
m Ni 7 angegebene Verfabren, welcbes auf dei Tbeone diopbantiscbei 
Appioximationen beruht, m emfacber Weise dmcbzufubien, mdem die 
dort mit M(g 0 ) bezeichnete Wertmenge explizite bestimmt werden 


funktion, Dissertation Helsingfors 1916, p 1 — 24, c) (Jber die Nullstellen der 
Riemannschen Zetafunktion, Acta Math 41 (1918), p 345—375 

109) H Cramer , Stndien uber die Nullstellen der Riemannschen Zetafunk- 
tion, Math Ztschi 4 (1919), p 104—130 

110) DaB dei Grenzwert geiade den Wert -I hat, hangt damit zu^ammen, 

dafi JR(T) auf die Form B(T) = 4-+ 0 + 1 A arg £{s\ gehiacht weiden 

O \1 ) It 

kann (BacUund, a a 0 108 c), wo die Konstante von der Gammafunktion und 
den anderen in der Funktionalgleichung emgehenden elemental en Funktionen her- 
ruhrfc, wabrend A g£(s) den Zuwachs von arg£(s) angibt, wenn s den gebioche- 
nen Linienzug 2, 2 ~ -iT durchlauft 

111) J JS Littleiroodj Researches m the theory of the Riemann ^-function, 
Pioc London math Soc 20 (1922), (Records et cet p XXII— XXVIH) In dieser 
kurzen Mitteilung wird, ohne Beweise, eme Reihe sehr tiefgehender Satze uber 
£(s) angegeben 
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kann Es eigibt sich, daB diese Meiige M(o 0 ) em endliches Gebiet 
(m dei komplexen Ebene) ist, das je nacli der Lage dei Abszisse 
tf 0 (> 1) von einei odei von zwei konvexen Kuiven begrenzt wild 
Bei festem a 0 lauft nun (nacli Nr 7) die von log £ (tf 0 + 

( — oo < / < oo) bescbnebene ivurve lm Gebiete M(g q ) ubeiall dicht 
lierum, und es ist die Menge dei Werte, welclie log g(s) m unend- 
lichei Nabe der Geiaden 6 ~ 6^ annimmt 7 nnt M(tif) ldentiscb Fui 
6 q nabe an 1 ist M(<? 0 ) em einfach zusannnenkangendes Gebiet (d h. nui 
von emer Ivuive begienzt), das sich fui d 0 — > 1 nacli und nacli uber 
die ganze Ebene ausbieitet 112 ), bieimit ist speziell gefunden, daB 
log £(s) in dei Halbebene 6 > 1 jeden Weit unencllich oft annum mt, 
also a foition, daft £(s) m dey Halbebene 6 > 1 (ubiigens sogar m 
jedem Streifen 1 < 6 < 1 -j- 8) samthche Weyfe an fie) 0 unendhch oft 
anmmmt in ) 

Wesentheh schwienger ist die Bestimmung der Weite von £(&) 
aut einei veitikalen Geiaden 6 = tf 0 , welcbe lin Stieifen ^ < o' <. 1 
liegt, well das Eide) sche Piodukfc, das ja die Quelle dei obigen Untei- 
suchung wai, fui a < 1 divergieit (und fui o' = 1, ^ =f= 0 nui bedingt 
konveigieit) Die auf dei Theoue der diopliantisclien Appioxnnationen 
beiubeude Unteisucbungsmetbode laBt sicb abei, obwohl in einei 
wesentheh modifizieiten Foim, aucb hiei veiwenden 114 ), und es eigibt 
sick, daB £(s) auf jedei festen Geiaden 0 = 6 0 im Streifen \ < 6 <T 1 


112) H Bolu, Sui la fonction g(sj clans le demi-plan <t)> 1, Pans 0 R 154 
(1912), p 1078—1081 Die genaue Ausfubrung dei betieffenden geometriscken 
tfbeilegungen llndet sicb in der Abhandlung Orn Addition af uendelig mange 
konvekse Kurve, Oveis Vidensk Selsk Kbbenhavn 1013, p 32b — 366 Die ent- 
spieehende Unteisuchung der (bei den zahlentbeoretiscben Anwendungen wich- 

t' U 

tigen ) Fnnktion y(s) findet such bei JS Boh), Uber die Funktion y (s), Crelles 
s ® 

J 111 (1012), p 217 — 234, die U utei suckling gestaltet sich luer wesentlicb em- 
facbei, -\\eil die (konvexen) Begienzungskuiven dei Gebiete M (<? 0 ) emfach Kreise 
werden 


113) (Jber emen I3eweis dieses letzteren (spezielleren) Resultates siehe 
H Boh) , Uber das Verkalten von £(s) in der Halbebene tf>l, Gott Nachi 
1911, p 409 — 428 Scbon fruhei batten H Bohr nnd E Lanclau , Ubei das Vei- 
balten von £(s) und ^(s) in dei Nabe der Geiaden a = 1, Gott Nachr 1910, 
p 30o — 330 mit Hille allgememer funktion entbcoretiscbei Metboden den wemgei 
auasagenden Satz bewiesen, dafi £(s) m jedem Stieifen 1 — ^ <C ^ <C 1 "f” <5 a Ue 
Werte, hoebstens mit emer emzigen Ausnabme, aninmrat 

114) Hieibei spielt erne von H Wei/l (Ubei die Gleicbverteilung von Zab- 
len mod Ems, Math Ann 77 (1916), p 313—352) heiruhiende Yerscbaifung des 
in Ni 7 eiwahnten KronecleiBcken Satzes ubei diopb antis cbe Approximation en 


eme wesentlicbe Rolle 
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Werte anmmmt, die m dei ganzen Ehene liberal l dicht liegen 115 ), und 
femer, daB die Menge der Weite von £(s) m unendlicher Nahe emer 
solchen Geiaden gewiB samthche Weite, hochstens nut Ausnahme des 
emen Wertes 0 , enthalt 116 ) Bei dei besonders wicktigen Fiage, ob auch 
der „kritiscbe“ Weit 0 angenommen wird oder mcht — also ob die 
„Riemanns6he Veimutung“ falsch oder nchtig ist — veisagt abei die 
Methode, und sie veunag mu (well sie lm Giunde erne Wahisckein- 
hcbkeitsmetbode ist) zu zeigen, daB, falls 0 m emem Stieifen 
<? 0 — S < o' < d uberhaupt angenommen wird, 0 jedenfalls „un- 
endlicli seltenei ff angenommen wild als jedei andere Wert a, d h 
wenn JSF 0 (T) und N a (T) die Anzahl von O-Stellen bzw a-Stellen lm 
Recbteck <? 0 — d < 6 < d 0 d, 0 < £ < T bezeiclmen, so gilt fur 
r -* oo die Gleicbung lim N 0 (T) N a (T ) = 0 U6 ) 

18. Uber die GroBenordnung der Zetafunktion auf vertikalen 
Geraden Man findet seln leicbt, daB £(s) m jeder Halbebene <? > 
von endliclier GroBenordnung m bezug anf t ist, und es laBt sich da- 
bei im ganzen Intel valle — oo < a < oo erne endlicbe Qi ojieno) dnungs- 
funUion g(<j) defimeien (vgl Nr 6) als die untere Grenze allei Zah- 
len a, fur welclie g(o + it) bei festem 6 gleieb 0(|£|“) ist Die 
Funktionalgleicbung (24) liefert die Relation = ju,(l — <>) + \ 
und es genugt somit g(a) fui 6 \ zu unteisucben Fur o' > 1 ist 

li(o) = 0 (es ist sogai [£(s)| und — beschrankt auf jedei veitika- 

len Geraden 6 = o 0 > 1) Die Scbwiengkeit besteht darin, g, (a) fui 
i ^ d 1 zu bestimmen Nacbdem zueist Mellm und spatei Landau 
gewisse Abscbatzungen dei jx-Funktion gewonnen batten 117 ), gelang es 


115) H Boh und R Courant , Neue Anwendungen der Theone der dio- 
phantibchen Approximation en auf die Riemannscbe Zetafunktion, Crelles J 141 
(1914), p 249 - 274 

116) H Bohr , a) Sur la lonction £(s) de Riemann, Paris C R 158 (1914), 

p 1986 1988, b) Zur Tlieone der Riemannschen Zetafunktion un kritischen 

Streifen, Acta Math 40 (1915), p 67—100 

Schon fiuhei batten H Bolir und E Landctu, Beitrage zur Theone der 
Riemannschen Zetafunktion, Math Ann 74 (1913\ p 3—30 durch tfberlegnngen 
ganz anderer Art gezeigt, dafi untei Annahme dei Richtigkeit dei 1 ,Riemann- 
schen Vermufcung 11 die Wertmenge von £(s) itn Stieifen <j 0 — < a < g 0 -f- S 
li <^0 1) a be Weite auBer 0 enthalt 

117) H Mellm, Eme Pormel fur den Logarithms transcendenter Funktio- 

nen von endhchem Geschleclite, Acta Soc Sc Fenn 29 (1900), No 4, p 1—50, 
bewies, daB g (<>) g 1 — a fui und E Landau , Sur quelques megalites 

dans la theone de la fonction ?(s) cle Riemann, Bull Soc math France 33 (1905), 
p 229—241 verscharfte dieses Reeultat zu /i(tf)g|(l - a) fur A ^ ^ * 
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Lmdelof 118 ) durcb allgememe funktionentbeoietische Beti achtungen 211 
beweisen (ygl Nr 6), daft p(p) eme stehge lonvexe FunMion von a ist , 
woiaus sofoit folgt, wegen g(a) = 0 fur a > 1 und p,(<y) = -J- — a 
fin a < 0), daB die g-Krnve fur 0 <[ 6 <* 1 un Dieieck mit den End- 
punkten (0, 4) {l, 0) (1, 0) verlauft, also speziell, daB 4 u(<?) ^ 4(1 — tf) 
fui 4 ^ ^ 1 Granz neuei dings ist es Hmdy und Littlewood n9 ) ge- 

lungen, ubei das Lmdelof sche Resultat hmauszukommen, und zwai 
u a zu beweisen, daB die ^-Kurye ini Punkte = 1 die Abszissen- 
achse berubrt Dei genaue Yeilauf dei /z-Funktion fui 0 < <5 < 1 ist 
nock beute unbekannt (ygl jedoeb Ni 20) 

Em besondeies Inteiesse bietet die Unteisucliung dei GioBen- 

veihaltmsse von £($) (und auf de) Geiaden (S = 1, die den kn- 

tischen Stieifen von der „trmalen“ Halbebene o > 1 tiennt, und wo 
£(s) (nach Ni 17) , ; zum eisten Mal“ Weite annnnmt, die m dei 
ganzen Ebene uberall dicbt liegen Uber das Resultat k u(l) = 0, d b 
£(1 + it) = 0(t £ ) liinaus, bewies Melhn 120 ) das viel scbaifeie Resultat 
£(1 -f- it) ===== O(logif), und mit Hilfe tiefgebendei Unteisucbungen ubei 
diopbantiscbe Approximationen baben. spater Hat dy-Littlewood 121 ) und 
Weyl 122 ) die Mellimcke Abschatzung zu f(l -(~ it) — < 9 (logaf) und 
Weyl sogai zu 

(S3) £a + ‘0-o(i^) 

yeiscbaifen konnen Andeieiseits haben Bohr und Landau 128 ) eben- 
falls mit Hilfe diopbantischei Appi oxini ationen bewiesen, daB 
(34) £(1 + it) o(loglogt) 

ist Die Frage nacb dei „wabien“ GioBenoidnung von £(1 + it) ist 
abei bieimit nocb lange mcbt gelost (ygl jedocb Nr 20), denn es 
bestebt ]a nocb eme betiaobtliche Lucke zwiscben (33) und (34) Die 
entspieehende Fiage ubei 1 £(1 + it) ist nocb wemgei aufgeklait 
Nacbdem es zueist Me) tens 12 *), duicb eme neue Beweisanoidnung des 

118) JE Lmdelof, Quelques lemarques sui la croissance de la fonction £(a), 
Bull Sc math (2) 321 (1908), p 341-356 

119) Vgl J Littlewood, a a O 111) 

120) E Melhn , a a O 117) 

121) G H Hardy und J Littlewood , Some problems ol diophantme ap- 
pi oxnnation, Inteinat Congi of math Cambudge 1 (1912), p 223 — 229 

122) R Weyl, Zur Abschatzung von £(l-J-if), Math Ztschr 10(1921), 

p 88—100 

123) H Bohr und E Landau, a a O 113) 

124) F Meriens, Obei eine Eigenechaft dei Kiemannschen f-Funktion, 
Sitzungsber Acad Wien 107, II a (1898), p 1429 — 1434 
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Hadama)d-de la Vallee Powsswscken Satzes 5(1 + *f) 4 s 0, gelungen 
wai ? eme obeie Greuze <p(t) fur . -t - 1 - explizite anzugeben fancl 

Landau 125 ) die fur seine zaklentkeoretiscken Zwecke wiebtige Ab- 
sekatzung 1 5(1 + it) — 0{(log?) c } 7 die von Landau selbst 29 ) auf 
0{logt loglogtf), dann von Gionwall 12G ) auf 1 5(1 + it) = O(log^) 
nnd neuerdmgs von Littletvood 111 ) auf 

1 5(1 + *0 = 0 (logfogt) 

veiscbaift wurde, andereiseits weiB man aber mir 7 nacb Boh, daB 

l 5(1 + it) =)= O(i) 

ist, also daB 5 ( s ) au f der Geraden 6 = 1 behebig kleme Weite an- 
nimint 327 )), obne daB man bis jetzt lmslande gewesen ist, ngendeme 
mit t ms Unendliche wachsende Funktion 2 jj(t) explizite anzugeben, 
fur die 1 • 5(1 + it) 4= Ofytfj) ist 

Obwokl 5(5) auf kernel Geiaden a = tf 0 1 besckiankt bleibt, 
1 st sie dock bei jedem <7 0 im Intel valle | < a < 1 wi Mittel be- 
schrankt, ja es 1 st sogar lkr Quadiat im Mittel beschrankt, denn aus 
dem Sclineesohen. Mittelwertsatze (Nr 9) ergibt sick leiekt 128 ), daB 

T 

^Jrjw + i w dt ^ (*<•< !) 

-T 

Hieraus folgt nut Hilfe dei Funktionalgleickung, daB fur <? < y der 
t 

Mittelwert hf\ , it)\ 2 dt sick asymptotisch wie 

— T 

1(2 T X-i a 


veihalt Yiel sckwienger 1 st das Problem des Verkaltens von 

T 


y. r f , \i^ + it)\hlt fur 


dieses wurde von Haydif und Little - 


125) JE Landau, Neuer Beweis de^ Pnmzaklsatzes und Beweis des Prim- 
idealsatzes, Math Ann 5G (1903), p 615—670 

126) T Griontiall Sur la fonction £(s) de Eiemann au voisinage de < 7 = 1 , 
Palermo Rend 35 (1913), p 95 — 102 

127) Em dnektei Beweis dieses Satzes (der ja ala Spezialfall m dem in 
Nr 17 eiwahnten Resultate ubei £(1 -f-ti) entkalten 1 st) findet sich bei H Bohr , 
Sur 1’ existence de valeurs arbifciairement petites de la fonction 5 (s) = £ (<y + it) 
de Riemann pour < 7 > 1 , Oversigt Videusk Selsk Kobenkavn 1911, p 201—208 
Vgl auck 11 Boh, Note sur la fonction Zdta de Riemann £(s) = g(<y -f it) sur 
la droite <7 = 1 , Oveisigt Yidensk Selsk K 6 benhavn 1913, p 3 — 11 

128) Yg] z B JS Landau, Handbuch, a a O 1 ), § 228 
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ivood gelost 311 ’), und zwar mit dem Ergebnis 

T 

log t 

~~T 


Neueidmgs liaben Hmdy und Litileivood 129 ) bewiesen, daB aucb 

T 

Trf + it)\^dt bei festein a un Intervalle \ < 6 < 1 beschrankt 

— T 

bleibfc und sogai fur T -> oo einem hesfcirumteu Grenzweite zustiebt 
Der Beweis basieit auf der von tlcudy und Littleivood 129 ) entdeckten 
sogenannten „ approximative n Fimltionalgleichung ll 9 welche besagt, daB 
fui 1 6 1 < k, x > Kj y > K und 2%xy = |£| 

i(?) + R> 

n < 7 n < y 


wo % = 2(2jc) s ~ 1 sin 7r ~P(l — s ) und E — 0(%~ <T ) -f- 0(y (7 ~ 1 \t 1 2 

Diese Foimel, welche bei Abschatzungen dei Zetafunktion un kriti- 
schen Stieifen 0 < <r < 1 von clei groBten Bedeutung ist, 1 st 12£) ) erne Ait 

,,KompiomiB zwischen dei fm <? > 1 gultigen Formel £(s) -2$ 

und dei fm o' < 0 gultigen Foimel £( 5 ) = % “ 


Die oben eiwakuten Mittel wei tsfoi mein und andere ahnliche, die 
sick duicli Anwendung des Schiee scken Mxttelwertsatzes auf nnt der 
Zetareihe beschlechtete DiticMetsche Keiken abgeleitet weiden, spielen 
bei neueien Unteisuchungen uber die Zetafunktion erne mnnei wick- 
tigere Roll© 

19. Naheres uber die Nullstellen 1 m kntischen Streifen Aus 
deni Satze (Ni 14), daB kerne Nullstelle yon £(s) auf dei Geraden 
a = 1 gelegen 1 st, folgt sofoit, daB fur erne nut t •* 00 „himeickend“ 
schnell zu 0 abnehmende Funktion cp(t) der asymptotisch unendlick 
schmale Stieifen 1 a > 1 — op(t) ebenfalls nullpunktsfiei 1 st Mit 
Hilfe dei Hadama) tfscken Pioduktentwicklung von £(&) gelang es de 
la VaUee Poussin 130 ), uud spatei durcli elementareie Mittel Landau 125 ), 
erne solche Funktion cp(t) explizite anzugeben, das de la Vallce Poussm- 


129) G JEL Iiaidy und J Littlewood , The appioximate functional equa- 
tion m the theory of the zeta-function, with applications to the chvi 80 L- problems 
of Dirichlet and Piltz, Pioc Lonclou math Soc 21 (1922), p 39—74 

130) Ch de la Vallee Poussin , Sur la fonction £(s) de ftiemann et le nombre 
des nombiea premiers mt£neurs a une lmute donnee, Mem Acad Belgique 59, 
No 1 (1899—1900), p 1 — 74 
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K 

sche Resultat, welches das genauere war, besagt, daB j— t (bei pas- 
sender Wahl yon Jc > 0) erne zulassige Funktion y(t) ist Ganz neuer- 
dmgs hat Littleaood 111 ) dieses dahm verschaift, daB 

angenommen werden daif Ob es abei erne Konstante (7 0 < 1 gibt 
mit der Eigenschaft, daB £(s)=j=0 fui 0 > 0 O , ist nninei noch lin- 
en tsclneden 

Wie m Ni 16 eiwahnt, ist die Anzahl N(T) von Nullstellen nn 
Rechteck 0<ff<l ? 0</<Tfur2 7 ->oo asymptotisch gleich l TlogT 
tJber die Verteilung diesei Nullstellen haben Boh nnd Landau 65a ) 
bewiesen, daB ihe Mehzalil m nachstey Nahe dey Geiaden a = ~ ge- 
legeyi ist } d h bei jedem festen d>0 ist die Anzahl N X (T) yon Null- 
stellen, welche mneihalb des obigen Rechtecks, abei auBeihalb des 
dunnen Stieifens — d<( 5 '<~ + d liegen, gleich o (TlogT), dies 
folgt aus emem allgememen, m Ni 10 eiwahnten Satz uber Dinchlet- 
sche Reihen (anf die Zetareihe mit abwechselndem Vorzeichen ange- 
wendet), nach welchem die bespiochene Anzahl E X {T) sogai gleich 
0{T) ist Duich erne weitergehende Untersuchung wurde dieses Re- 
sultat zuerst 65V ) zui Gleichnng N^T) = o{T) und spatei yon CatV 
$<m 131 ) xnit Hilfe semes m Nr 10 eiwahnten Satzes ubei Dwichlet sche 
Reihen zu N^T) = (e > 0) 

yeischarft Femer gelang es Littleuood 111 ) eme mit t -* co zu 0 ab- 
nehmende Funktion cp(t) explizite anzugeben mit der Eigen sc haft, daB 
das Hauptiesulfcat N X (T) = o(TlogT) nocli gultig bleibt, wenn N x (T) 
die Anzahl dei Nullstellen ini Gebiete 0 > \ + (p(t), 0 < t < T angibt 

Em sehi bedeutsamei Fortschntt m den Unteisuchungen ubei 
die Nullstellen yon £(s) wuide yon G E Eaydy n 2 ) gemacht, dem es 
zuerst zu beweisen gelang, daB anf dey Geyaden 0=\ tafsachhch 
unendhch viele Nidlstellen hegen DaB es ubeihaupt auf diesei „knti- 
schen“ Geiaden Nullstellen gibt, war schon fruhei duich numeiische 
Untersuchungen festgestellt 13S ) Dei uispiungliche Haidysche Beweis 

131) F Carlson, a a 0 07) Vgl auch eme frukere Arbeit von & Weun- 

l)e)g, a a 0 33), woim die wemger genaue Relation N X (T) = 0 {t (log T)i-d) be- 
wiesen wird 

132) G H Hardy, Sui les zdros de la lonction £(s) de Riemann, Pans C R 
158 (1914), p 1012—1014 

133) Vgl J Gy am, a) Note sur le calcul de la fonction £(s) de Riemami, 
Oveisigt Vidensk Selsk K6benhavn 1895, p 303 — 308, b) Note sui lea zeros de 
la fonction £( 5 ) de Riemann, Acta Math 27 (1903), p 289—304, Ch de laVallee 
Poussin, a a 0 130), E Lindelof, a) Qnelques applications d’une foimule som 
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dieses Satzes nahm semen Ausgangspunkt in dei folgenclen von Mel- 
hn iu ) heiiuhienden Integraldaistellung emer Thetareihe durch die 
Zetafunktion , 

i+ioc 

> 1=00 - _ s 

2^ = 1 +Yy + 2 TtJ f (tK («(y) > 0) 

/i= -°° J-ioa 

welehe zu den m Ni 11 eiwahnten Tjpen von Integi aldaistellun gen 
emei D n ichlets chen Eeihe dnicli erne andere Diwchletsche Reihe ge- 
hort Wnd unter dem Integi alzeichen statt g(s) die m Nr 14 er- 

3 

wahnte Funktion rj (s) — n 2 £(s) eingefuhi t, und ^(4 + zt) = p(t) 

gesetzt, so gelifc die Mellmsclie Foimel, wean y < a < *pj 

gewahlt wird ; m die Forinel 

X at " = * 

(35) J (e« l + er^Qiftdt = — 4^cosy + 2*:e 2 

0 n = — oo 

ubei, wobei noch benutzt ist, daB (wegen dei Funktionalgleichung 
rj(s) — 7}( 1 — 9)) die Funktion q(£) eme geiade ist Es handelt sicli 
daium zu beweisen, daB q(£) unendlich viele teeUc Nullstellen besitzt, 
also daB dei Integi and in (35) in unendlich vielen Punkten des Inte- 
gi ationsmteivalles 0 < t < oo verschwmdet Der Beweis beiuht nun 
darauf, daB die Funktion yi(s) (wie z B aus der Hiemann schen Integraldar- 
stellung (26) ei sicli tlich) auf der betiachteten Geiaden s — £ + it leell 
ist, d h daB q(() fui leelles t reel] ist, und daB dahei, wenn g(t) nui 
endhch viele Nullstellen auf der leellen Achse besaBe, fui alle t von 
emei gewissen Stelle t Q an duicliweg die Gleichung Q(t) = \ q(£)\ odei 
duichweg die Gleichung q(1) = — \g(t) | stattfande Die uispiung- 

matoire g&nerale, Acta soc sc Fenn 31, No 3 (1903), p 1 — 4G, b) Sur une fonnule 
sommatoire g^nerale, Acta Math 27 (1903), p 305 — 311, JR Badland , Eimge 
numerische Rechnungen, die Nullpunkte der Riemann’&chen £-Funktion betreffend, 
Of\ersigt Fmska Yetensk Soc (A) 54 (1911 — 12), No 3, p 1 — 7 und a a 0 
108 a), b) Das weitestgehende Resultat mhrfc yon Baclland her, welcker m der 
letztzitierten Albeit beweist, 1 dafi auf dei Strecke <r = 0*0 <^200 genau 

79 Nullstellen von £(s) liegen, und 2 dafi es aufiei diesen 79 Nullstellen kerne 
emzige Nullstelle vou £(s) 1 m Rechtecke 0 cr < 1, 0<^< 200 gibt Dies Re- 
sultat gehort zu den kraltigsfcen Aigumenten fur den Glauben an die Richtigkeit 
der „Biemanmchen Yermutung u 

134) H Mcllin, Uber eine Yeiallgememeiung der Riemannschen Funktion 
£(&), Acta soc sc Fenn 24, No 10(1899), p 1—50 Em anderes Integral der Funk- 
tion £(-| -|~ it), welches (nach Haidy) ebenfalls zum Beweis des Hardyachen 
Satzes verwendbar 1 st, 1 st von S Bamanujan, New expressions foi Riemann^ 
iunctions |(s) and g(f), Quart J 183 (1915), p 253—261, angegeben 
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liclie Fasbung des LTaydyschen Beweises, daB diese Annabme mit dei 
Grleicbung (35) m Widerspiucb stekt, wuide bald von Landau lS5 ) 
etwas veremfacht In der veiemfacbten Form komrnfc diesei Wider- 
spruch emfach so heraus, daB emerseits ans (35), untei dei (falseben) 
Annabme $(0 = 19(01 ( oc ^ ei Q® — — |$(0|), durch den Grenzubei- 

gang (bei welcbem die Tbetareibe veiscliwindet) die Konver- 

genz des Integiales 

je i |p(Q|ft 

0 

geschlossen wird, woiaus, bei Wiedeiemfubrung dei Zetafunktion 
selbst, die Konveygcns von 

(36) 

1 

sich ergibt, wabiend andeieiseits mit Hilfe des Cauchjsthen Satzes 
leicbt gezeigt wird ; daB fin bmreichend groBe T das Integral 

2 T 

I/S(t + it)dt |, und also um so mehi das Integial j |£(| + it) | dt, 

i j 

groBer als IT ist, woiaus dnrcb erne giobe Abscbatzung die TTn- 
gleickung T _i_ _s 

I 

also gewiB die Divergenz von (36) eifolgt 

Der Hatdysche Beweis wuide bald so umgefoimt, daB ei mcbt 
nui die Relation M{T) -> oc, wo M(T) die Anzabl dei Nullstellen auf 
der Geiaden c$ — ^ mit Ordinaten zwiscben 0 und T bezeicbnet, son- 
dem zugleieb auch eme untere Abscbatzung von M[T) liefein konnte 
Nacbdem zueist Landau 135 ) die Ungleicbung M[T) > ATloglog T be- 
wiesen batte, wurden wesentlich weitergebende Abscbatzungen von de 
la Vallee Pou&sm m ) und unabbangig davon von Hatdy und Little - 
uood Z1 ^) gegeben, die letzteren ; welcbe die genaueren Resnltate er- 

- - c 

hielten, bewiesen u a , daB M{T) > KT l In den Beweisen diesei 
weitergebenden Satze wuiden veiscbiedene wesentlicbe Andeiungen dei 
uispiunglicben Haidyschen Beweismetbode voigenomtnen (voi allem 
konnten LLmdy und Littlewood m lhrem Beweis dei Ungleicbung 

3_, 

M(T)>K T 1 den Gebiaucb dei Mdhnschen Formel (35) und da-^ 

135) JE Landau , Uber die Hardysche Entcleckung unendlicli vieler Null- 
stellen dei Zetafunktion mit reellem Teil 4-, Math Ann 76 (1915), p 212— ‘243 

136) Ch de la Vallee Poussin } Sur les zeros de £(s) de Riemann, Pans C R 
163 (1916), p -118—421 uud p 471—473 
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iluich die Emfulnung dei elliptischen Tketafunktionen g an zlich vei- 
meiden), die wesentliche Idee dei Beweismetkode ist abei immei die- 
selbe geblieben Neueidmgs ist es llcudxj und Littlewoud ld7 ) durcb 
eme selu veifenieite Analyse gelungen, sogai die Absclniizimg 

M(T) > KT 

zu beweiseu, und daunt festzustellen, daB die Anzahl M(T) von Null- 
stellen auf dei Geiaden 6 — 4 jedenfalls „fast“ von deiselben GioBen- 

oidnung ist als die Anzahl N[T) ^ TlogT ) von NuLlstellen im 
ganzeu Stieifen 0 < < 1 

20. Folgerungen aus der ,Itiemaniisch 0 n Veimutung £< Es wild 
m diesei Nummer ubei ennge Untei such un gen lefeuert, deien Resul- 
tate nickt auf gesicheite Wabibeit Anspiucb erlieben duifen, well sie 
auf dei Anuahme dei Richtigkeit dei Ricmannschen Yerniutung ; daft 
alle mcht-trivialen NuLktellen auf dei Geiaden a — \ hegen, be- 
iuhen 13b ) Dei Weg zu solchen Untei suchungen wmde von Lxtfle- 
wood 138 ) geoffnet, dei bei dem Pioblein dei Bestiramung dei [l-V unk- 
tion zueist gezeigt hat, m welchei Weise die Annahme £(s) =j= ^ for 
o > J fiu das iunktionentheoietisehe Studium dei Zetafunktion aus- 
genutzt weiden kann Die Littleivoodscke Metbode, welche auf der An- 
wendung des sogenannten Hadamm rfscken Dieikreisensatzes (vgl Ait 
II C 4, Ni 62) auf die (untei Annahme dei Richtigkeit dei Riemctnn- 
schen Veimutung) iui a > t > 0 )egidate Funktion log£(s) beruht, 
Iiefeite die genaue Bestimniung do g-Fmiltion fm alle und zwar 
nut dem Resultat t u(o) = 0 fiu a }, also (vgl Ni IS) k u,(tf) = T — 6 

137) G H Hardy unci J Littlcwood , The zeros ot Riemann s Zeta-Funk- 

tion on the critical line, Math Ztscki 10 (1921), p 283 — 317 Die Vertaaser be- 
weisen ubngens noch mehr, namhch daB bei jedem a^> 0 und £/== T a die Un- 
gleichung A/(T-f~ U) — KU fiu alle hinreicbend groBen T besteht Der 

Beweis dieses letzten Satzes basieit auf dei „approxnnativen Funktionalgleichung“ 
(Ni 18), welche m clieser Abhandlung zum ersten Mai (obwohl nicht in lhrer 
weitestgehenclen Form) bewiesen wild 

138) Im Laufe der vielen (bisher miBgluckten) Vereuche, die ,,i?j<wa>msche 
Verinutung u zu beweisen, haben verschiedene Foischcr das Problem in rnaniug- 
fachei Weise nmgeformt Yor allein hat J Littlewood, Quelques consequences 
de Fhypothfese que la fonction £(s) de Riemann n’a pas cle zeros dans le demi- 
plan J R(s)> Paris C R 151 (1912), p 263—266, entdeckt, daB die Biemann- 
bche HyjDothese gleichweitig ist mit der Hypotheee, daB die JDirtcJiletsche Reihe 
fur 1 f(s) ouehe Ni 22j die Komergenzabszisse ~ besitze Ygl auch eme 
Arbeit von M JRtcs~, Sur l’hypothese de Riemann, Acta Math 10 (1916), p 185—190, 
in welcher die Umtoimung dea Problems auf emei von Biesz gefundenen inter- 
essanten Integialdaistellung der Funktion 1 £(s) heruht 
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fiu o‘<y 13y ') Ubei das Resultat L u(tf) — 0 fui G^> J- kinaus bewies 
LiiHewood 138 ), daB bei jedern 6 des Intervalles \ < 6 < 1 und jedes a > 2 

(37) logg(s) = 0((logt) a ^-% 

und er koante feinei £(s) auf der Getaden 6 = 1 Tiel genauei ab- 
schatzen, als es ohne Benutzung der }} Riema?msch.QR Veimutung“ mog- 
lich geweseu war (vgl Nr IS) Neuerdmgs hat Littlewood m ) seme 
Abschatzung von £il + *0 nock verhesseit, und zwai die Relation 
b(l + *0 = 0 (log log 

bewiesen, hiermit ist das Problem, die GioBenoidnung von £(l-j- 2 i t) 
zu bestimmen, zu emem gewissen AbschluB gebrackt, well ja andeiei- 
seits bekannt ist (Ni 18 ), daB £(1 -f- it) =\= o(loglogt) 

An die erste Littlewoodsche Arbeit scliloB sick eme Albeit von 
Boh und Landau 1 * 0 ) an, worm (untei Annahme der Rietnatinschen 
Vermutung) die Relation 

(38) log £ ($) + 0((log*r-")) (J < 6 < 1) 

bei passendei Wakl emei Eonstanten 6 > 0 bewiesen wuide Hiei- 
nnt wurde (untei Beiucksicktigung des Littlewoodschen Resultates (37)) 
auck die GioBenoidnung von log£(s) im kntischen Stieifen einigei- 
inaBen genau bestimmt 

Mit der Pi age nack dei GroBenoidnung von f(s) eng veibunden 
1 st die Prage nack der „femeien“ Yerteilung dei Oidmaten dei mckt- 
tuvialen Nullstellen von £(s), d k die Fiage nack dem Veikalten des 
Restgliedes R(T) in dei Riemanti-v Mangoldtschen Foimel (31 ) m ), 
und auck bei diesem Pioblem 1 st es moglick gewesen, untei Heian- 
zieken dei Riemannschen Hypotkese leckt genaue Aufscklusse zu ei- 
kalten Emerseits hat Landau 1 * 2 ) bewiesen, daB R{T) 4 = 0(1) (also 
daB R(T) mckt besckiankt bleibt), und spatei kaben Boh und Lan- 

139) Nach J? Backlund, Uber die Beziehung zwischen Amvachsen und 
Nullstellen der Zetafunktion, Ofveisigfe Fmska Yetensk Soc 61 (1918 — 19) 
No 9, 1 st es, um den Beweis dei Gleickung ^( G ) = 0 fur g^>±zu fukren, 
mcht notig, die Riemannscke Yeimutung m lhrem vollen Umfange zu benutzen 
Vielmehr 1 st die Annahme /t,(ff) = 0 fur mit der Annahme, das bei jedern 
fesfcen 6 ]> 0 die Anzahl A(T) von Nullstellen im Eechtecke + d 1 <C g < 1, 
T <^t < r+ 1 gleick o(logT) 1 st, gleichwertig Sichergestellt (d h ohne ngend- 
eme Annahme bewiesen) 1 st nur die Abschatzung A(T) = 0(log T) 

140) H Bohr und JE Landau, Beitrage zur Theorie dei Riemannschen Zeta- 
timktion, Math Ann 74 (1913), p 3—30 

141) Der Zusammenhang diesei beiden Probleme 1 st neuerdmgs von J Little - 
mood, a a 0 111) emem tiefgehenden Studium untei worfen y order 

142) E Landau, Zui Theorie der Riemannschen Zetafunktion, Yieiteljahiscki 
Naturf Ges Zunch 56 (1911), p 125—148 



21. Veiallgememerte Zetafunktionen 


(i i 


dcm u0 ) dQb dei Ungleicbung (38) gefolgeit, dafi sogai 

R(T) 4 = o(aogiy) 

bei passendei Wahl emei Konstanten c> 0 Andeieiseits veibesseite 
Boh us ) die v Mangoldt sche Abschatzung R (T) — 0 (logT) zu 
R(T) — o(log I 7 ), dieses Resultat wurde daim von C?ctmu lu ), Lan- 
dau 115 ) und Littleivood 111 ) nocb etwas veiscbaift, letzterei bewies, dafi 

B m = 0 (l5iSfr) 

und aufieidem (vgl Ni 16), dafi 
t 

r f\R{t) -\\dt= O(iogio g T) 

0 

Schliefilicb sei nocb ein mteiessanter Satz von Littleivood us ) ubei 
das Verbalten von £(s) in der unrmttelbaren Nabe der kutischen Gre- 
raden 6 = -j eiwahnt, welchei (untei Annahme dei Rtemannschen 
Veimutung) das Resultat (vgl Ni 17 nnd 19), dafi £(s) m jedem 
Stieifen * — 8 < 6 < \ 8 samtliche Werte nnendlich oft anmmint, 

dahm verschaift, dafi £(s) bei festem J5T>0, d >0 in jedem Kreise 
\s — (2 + 2r ) I < (r > r 0 = t 0 {K, 8)) samtliche Werte vom abso- 
laten Betrage <K annimmt 

21. Verallgememerte Zetafunktionen An die Riemannsahe Zeta- 
funktion schliefien sicb mebieie Klassen andeiei ^Zetafunktionen^ an, 
welche ebenfalls dmch Dirichlctscke Reihen defimeit weiden und Eigen- 
scbaften besitzen, die in vielen Hmsicbten lint denjenigen der Rte- 
mann scben Zetafunktion uberemstimmen Die mteressanteeten Klassen 
soldier Funktionen weiden, wegen des zahlentheonschen Cbaiakters 
dei Koeffizienten lhrei Reibenentwicklung, eist ini zweiten Teil des 
Aitikels bespiochen, wo sie 1 m Zusammenhange mit den zahlentheo- 
reti&chen Pioblemen, fur deien Behandlung sie eifunden smd ; emge- 
f ubit weiden In diesem Paiagraphen sollen nui von rem analyti- 
scbem Geaichtspunkte aus gewisse „vei allgemeinei t&‘ Zetafunktionen 

143j Vgl H Boh), E Landau unci J Littleivood, Sur la fonetion £(s) dans 
le voisinage de la dioite Bull Acad Belgique 15 (1913), p 1144—1175 

144) H Cicuna , Ubei die Nullstellen der Zetalunktion, Math Ztschr 2 
(1918), p 237 — 241 In dieser Abhandlung wird u a bewiesen, dafi zur Herlei- 
tung der Abschatzung R(T) = 0 (log T) nicht die voile „Biemctnn t }che Vermutung 1 
notig 1 st, sondern nur die (vgl Note 139) wemgei aussagende sogenannte „Lvide- 
lof sche Veimutung 14 g(tf) — 0 fur 

145) E Landau, Uber die Nullstellen der Zetafunktion, Math Ztschi b 
(1920), p 151—154 Vgl hieizu auch H C)ame ), Bemeiknng zu dei vorstehen- 
den Arbeit des Heriu E Landau, Math Ztschr 6 (1920), p 155 — 157 
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kuiz bespiochen weiden, deien Defimtionen kein zahlentheoretisckes 
Moment enthalten 

Betiacliten wn zunackst die Reike 


(39) 

odei 


t(w, s) “') 

n = 0 

allgememei die von Lipschiz ul ) nnd Lerch m ) unteisuchte Reihe 


2 

n - 0 


tf-TtlH X 

{w+n)*> 


wo x erne komplexe Zakl bedeutet, deren reeller Toil 9J(#) etwa dem 
Intervalle 0 x < 1 angehort, wakrend lki linagmaier Teil 3 (a;) 0 

ist Diese Reike, als Funktion yon s betracktet, ist offenbai lm Falle 
3 (t) > 0 m der ganzen s-Ebene konveigent nnd stellt eme gc>nze 
Transzendente dai; fiu 3(^) = 0 ist sie, abgeseken vom Fall x = 0, 
m dei Halbebene a > 0 konvergent, defimert abei auck kiei eme 
ganze Transzendente ; nnd lm speziellen Falle x = 0 (d k ini Falle 
der Reihe (39)) konveigieit sie fnr 6 > 1 und stellt, wie die Zetaieike 
selbst, eme meromorpke Fnnktion dai, die uberall regular ist nut 
Ausnakme des einzigen Punktes 5=1, wo sie emen Pol erster Ord- 
nung besitzt Dies eisiekt man in ganz ahnlicker Weise, wie Riemcinn 
die Foitsetzbaikeit von £(s) bewies, d k es wird die Reike zimackst 


146) Diese Funktion 1 st besondeis von H Melhn, Uber eme Veiallgemei- 
nerung dei Riemannschen Funktion £(s), Acta soc sc Fenn 24, No 10 (189 c l), 
im Zusammenbange mit semen Studien uber Umkelirfoimelu (vgl Note 70) naher 
untersucht Ygl auck A Piltz, Uber die Haufigkeit der Pnmzaklen in arifch- 
methischen Piogiessionen und ubei verwandte Gesetze, Habihtationsscknft, Jena 
1884, p 1—48, E Lmdelofj a a 0 97) und E W Barnes , a) The theoiy of the 
Gamma function, Mess of Math (2) 29 (1899), p 64 — 128, b) The theory of the 
double Gamma function, London Phil Trans (A) 196 (1901), p 265—387, c) On 
the theory of the multiple Gamma function, Cambridge Phil Trans 19 (1904), 
p 374 — 425, Barnes unteisuckt aucb Reihen der Form 

oo 00 

y v l 

a J aZbm* (zc -j- -j- npt&pf 

n x = 0 np = 0 


147; J? Lipschitz , a) Untersuchung emer aus vier Elementen gebildeten 
Reihe, Crelles J 54 (1857), p 313—328, b) Untersuchung dei Eigenschaften emer 
Gattung you unendlichen Reihen, Crelles J 105 (1889), p 127 — 156 


148) M Lerch, Note sur la fonction 


K(w, v, s) — y 
i =0 


(ttknix 

¥+W’ 


Acta Math 


11 (1887), p 19—24 
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duich em emfaches bestimmtes Integial daigestellt und dieses wiedei 
m em komplexes Kuivenmtegial umgefoiiot. Aus diesei letzten Inte- 
graldaistellung folgt weitei, wie bei Riemann, duick Defoimation des 
Integration sweges und Anwendung des Cauchyschen. Satzes 110 ), daB 
unsere Funktion einei dei Riemannschen ahnlichen Funldionahjleiclmnq 
genugt, welch e m dei Foim 

L i- T TULX JP(J S j — 

(w -f >lY tSttO 1 S.i ( — c -f- 7H) 1-4 

n — 0 m = — oo 

geschneben weiden kann 

Erne wesentlich weitergehende Veiallgemeinerung dei Riemann- 
schen Zetafunktion ist you Epstein 15 °) gegeben, dessen Unteisuchungen 
an den zweiten ifoewcmnschen Beweis dei Funktion algleichung von 
£(s), d h an die Darstellung dei Zetafunktion duicli em bestimmtes 
Integial nut Hilfe elliptiscbei Thetafunktionen anknupfen Epslem 
betiacktet Reihen dei Foim 

p 

2;ri Xj m ti\t 

Q U^l 

a * 

{ <p(y + rn) } 2 

wo x } , jL pJ y x , y p Konstanten sind und <p(a -f- (i) em symbo- 
lischei Ausdruek fur die quadiatische Foim + /JJ(a„ "H fiv) 

n i 

dei 2p Yanabehi ct l7 fl p ist, die duicli eme solche Reilie (40) de- 
finieite Funktion wnd eme Zetafunhtion p tQT 0) timing genannt Ep- 
stein zeigt nun, daB die Reihe (40) durch em bestimmtes Integia] mit 
Hilfe allgememei Thetafunktionen daigestellt weiclen kann, und duieh 
Anwendung von Tiansfoimationsfoimeln diesei Thetafunktionen be- 
weist er, daB aueh diese allgememe Zetafunktion eiuei Funktion al- 
gleidmng von ahnlichem Chaiaktei wie die Riemannsche fui £(s) 
genugt 


( 40 ! 2 2 

m \ ni p 



149) Vgl M Leich , a a 0 14S), die Funktionalgleichuiig wurde /uerst 
von JR Lipsclutz , a a 0 147 a), gefunden, welcher bie mit Hilfe der Theone dei 
Founei schen Integiale lierleitete 

150) P Epstein, a) Zur Theone allgememei Zetafunktion en, Math Ann 56 
(1^03), p 615 — C44, b) Zur Theone allgemeiner Zetaiunktionen TT, Math Ann 63 
(1907), p 205 — 216 
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Zweitei Teil 

22. Einleitung Bezeichnungen Diesel Teil kandelt von den 
zahlentheoietischen Anwendungen dei ini Voihergehenden entwickelten 
Theonen Die geivohnhchen Di>ichletscheii Reihen ^a n n~ !> sind alb 
Hilfsnnttel fur analytisch-zahlentheoietische Untersuchungen besondeib 
weitvoll, emeu „Grund“ lneifur kann man m lhiei Multiplikations- 
legel (vgl Nr 12) selien, wonach bei dei Koeffizientenbildung die 
„multiplikativen“ Eigenschaften der Zablen zur Geltung komrnen Die 
wichtigsten zahlentheoietischen Funktionen tieten als Koeffizienten 
gewissei DmcJiletsohei Reihen auf, die mit der Biemannschen Zeta- 
funktion m emfachei Weise zusammenhangen Indem man auf diese 
Reihen die Satze ubei Beziekungen zwischen den Koeffizienten emei 
Dd tcliletscheu. Reihe und dei von dei Reilie daigestellten Funktion 
(vgl Nr 4 und 5) anwendet, gelangt man mit Hilfe der Theone dei 
Zetafunktion zu neuen Ergebmssen uber die Natur der zahlentheoie- 
tischen Funktionen Manche Probleme eifordein die Emfuhrung neuer 
eizeugendei Funktionen, die alle dei Biemamischen £(s) mehi odei 
wemgei ahnlich smd Veisclnedene Probleme lassen sich auch dureh 
Methoden angieifen, die von dei Theone dei DirichletsoAien Reihen 
ganzlich unabhangig smd 

Es duifte zTveckmaJSig seiu, einige dei nn folgenden gebiauchten 
Bezeichnungen hiei zusammenzustellen, die unten gegebenen Defim- 
tionen werden also lm Teste mcht wiedeikehien 

A. Die folgenden zahlentheoietischen Funktionen seieu iur gauze 
n^> 1 definieit 

f logjP fui n — p tn (p Pnmzahl, m ;> 1 ganz), 
l 0 sonst, 

( — 1)’ fui n = p±Pj p v (die p l veischiedene Pumzahlen), 

1 fui n = 1, 

0 sonst, 

J( — l)*i + “®+ fur n = p^p*- , 

( 1 fui n = 1, 

Anzahl dei Teilei von n, 

Suimne dei Teilei von n 1 

Anzahl dei zu n teileifremden positiven ganzen Zablen < n 


A (ji) = 

p(ji) = 

= 

d(n) = 
6{n) = 
<p(n) = 
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Diese Funktionen said alie nut £($) nahe veibunden, es gilt in der 


kmreicliend 

groBe 6 



^)A(n) __ 

n s 

1 

-fw. 

ao 

'S^l A (71) 

log n )t' 
1 

= logg(s), 

11 

li* 

8 [a> 

1 

J(S) ’ 

yUM _ 

1 

b(2 S) 

CW ’ 

11 

P ">S 

s £\|- 

Uto) 2 , 

00 

’’CIuih) 

Zj n* ~ 

1 

£0060> — 1 


<p (h; 

1 

««-l) 



B Die tolgenden summatonsclieii Funktionen dei obigen und 
emigei verwandten Dmchletschen Reihen seien fui jeden positiven 
Wert von x defimeit 

%{x) = Anzalil dei Pinnzahlen x 

= ^1, 

yj< 1 

n{x) = 2i ( p duicklauft die Pnmzahlen ; m die ganzen posi- 
P ,n <x tiven Zahlen) 

= ^-^(>0 
jiLJ log n 

n = 1 

I 1 

= 7C (jl) — |— J 7C ( ) -j— 7 

#■(» = p , 

i>(*) = 

« = 1 7 
= ^(x) -f- O’(aP') -f- fr(V) -|- ; 

t 1 

M(x) = #0> = J2<p{») - 

H = 1 n = 1 

x x 

D(&) = y?d(n), S(x) = ]£a\n) 

,L- 1 » = 1 

C. Es sei g(x) ugendeme der untei B emgefuhrfcen summato- 
uschen Funktionen Aus g(x) werde die Funktion g(x) daduich ab- 
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geleitet, daB fur alle x > 0 


g(x) = lim 


g(x + *) + g(x — e) 
2 


gesetzt wird g{%) ist also mu in den Unstetigkeitspimkten (d li fur 
gewisse ganzzahlige x) von g(cc) veischieden 


III. Die Yerteilvmg der Piimzahlen. 


23. Der Primzalilsatz Alters Vermutungen und Beweisversuche. 
Scbon fiuh entstand das Problem, die Anzakl der Piimzahlen zwiscken 
zwei gegebenefl Grienzen zu bestimmen, also insbesondeie fur die Func- 
tion %{x) emen (an gen a hei ten odei exakten) Ausdmck aufzustellen 
Bei dem bocbst unregelinafiigen Verlauf diesei Funktion schien es von 
vombeiem unmoglich, sie duich eme emfacke analytiscke Funktion genau 
daizus telle n, man mufite also zunacbst daiauf ansgehen, em asympto- 
hsches Resultat, etwa von dei Foim n(x) ~ /(#), zu eihalten Hiei- 
duicb ist schon die Fiagestellung angebahnt, die zu dem beiukmlen 
Pnmzalilsatz 151 ) fubite es gilt fui unendlick wachsendes x 
(41) % (x) rsj Li(%), 


wo 


Li(x) — lim 

f -*y o 



gesetzt ist — Diesei Satz kann wobl als das wiebtigsfce Eigebnis dei 
analytischen Zahlentbeone bezeicbnet weiden, duicli die Anstiengungen, 
llin zu bewei&en, wuiden lbie femsten Methoden gesckaffen und aus~ 
gebildet 

In (41) kann man, ohne den Sinn der Foimel zu veiandem, Li(x) 
duich jede der Bedmgung f(x)<^Li(x) genugende Funktion, z B 

duicb j eisetzen Eme zu (41) aquivalente Bebauptung wuule 
zueist von Legend) e 152 ) ohne Beweis ausgesprocben es weide %{x) 
angenaheit dmch die Funktion daigestellt Schon voi 

Legendte ^ ai Gauji l ^) } wie aus einem viel spater geschnebenen Buefe 

eisicbtlieh ist, auf die Veimutung n(x) ^ J gekommen Von 


151) Die Benemrung mhrt von E v Schapei her Ubei die Theone dei 
Nadcimaichchen Funktionen und ibre Anwendung auf das Problem der Prirn- 
zahlen, Diss Gottingen 189S 

152) A M Legend) e, a) Essai sui la tbeone des nombres (2 Auk), Pans 
1808, p 394, b) Tbeone des nombres (3 Aufl ), Paris 1830, Bd 2, p 65 

153) C F Gaufi, Werke 2, 2 Aufl, p 444—447 



23. Dei Pnmzahlsatz Altere Vermutungen und Beweisversuche 783 


Dd ichlet 151 ) wuide gelegentlieh behauptet, 


X 



71—1 


sei eme bessere 


Vergleichsfunkhon als diejemge von Legend) e 

Emen piazisen Smu erhielten diese Andeutungen eist duicli die 
Aibeiten von Tschebyschef 155 ) In modernei Ausdiueksweise konnen 
seme wichtigsten Resnltate etwa folgendeimaBen zusammengefafit 
werden Er betiachtet die Funktionen vt{x\ &(x) und ip(x), zwischen 
lhnen besteht ein Zusammenhang, dei duich die Beziehungen 1 "’ 6 ) 


(4i) 


%{%) 


d‘(x) = lt(x) logo. 


X 

(&) i f &(«> 

g *- ' J « log“w 

r 

■S’ 


du 


[U) 


du 


«/>(>) = ®{ x ) + °(V x ) 

ausgech uckt wird (in den beiden ersfcen Gleichungen kanu man ubu- 
gens 7 t bzw O' durcb IT bzw ip ersetzen) Hieiaus laBt sich unmittel- 
bai ablesen, daB fur unendlich wacksendes x alle drei QuotLenten 

*(a0 V>( a ) 

Li(v)> x ’ x " 

dieselben obeien bzw unteren Unbestimmtheilsgienzen haben Werden 
diese duich Z(lim inf) und L( lim sup) bezeichnet, so findet Tschebyschef 

mit a = 0,92129 

Insbesondeie folgt hieiaus 1 '’ 7 ) existieit fill lfgendemen dei Quo- 
tienten (43) ein Qrenzwert, so haben alle diei Quofcienten den Gienz- 
weit 1 Aufiei duich (41) laBt sich also dei Pnmzahlsatz durch 
ligendeine dei Gleichungen 

(44) &{a.) ~ x 

(45) ip{i) % ausdiucken 


154) Vgl G Lcjeunc-Dmchhl, WerKe 1, p 372, FuBnoto 2) 

15”)) V Tschebyschef, a; Sul Ja foDctiun quL detenniue la tofcalite des noni- 
lues piemters mleneuia a uue haute donate, Mem pie-rentes Acad Pefceisb 6 
(1851\ p 111 — 157, J matb pines appl (L) 17 (1852), p 341 — 365, CEuvres 1, St 
PeteLdbouig 1899, p 27 — 48, b) Memoire sur les nombres piemieti, J math pures 
appl (1) 17 (18 >2), p 366 — 4M0, Mem presemes Acad Petf isb 7 (1854), p 15—33, 
(Euvxes 1, p 19 — 70 

156) Die beulen eisten Gleichuugeu werden einfach durch partielle Summa- 
tion aus den Defimtiousglmdiungen fur «z[t) und ^(x) abgeleitet 

157) Das kaun jetzt uumittelbai aus elementaren Sat/en ubei Du ichletache 
Reihen gefolgert weiden Ygl Ni 5, mbbesondere die FuBnoten 27) und 28), vgl 
anch E Landau, Handbuch, § 31 
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Die Tschebyscliefsehen Resultate wuiden teils clurcli Betrachtung 
der Funktionen £(s) und log £(s) fur reelle, gegen 1 abnehmende 
Werte von 5, teils duicb. elementaie Summenabschatzungen mit Hilfe 
dei Identitat 158 ) 

*(a) + *(f) + *(!)+ = log (MO 

abgeleitet Die Schianken fui l und L wurden spatei von andeien 169 ) 
mit analogen Metlioden veiengeit, es ist jedocb bishei memand ge- 
lungen, auf diesem Wege die Existenz ernes Grenzwertes, d h den 
Primzablsatz, zu beweisen 

24. Die Beweise von Hadamard und de la Vallde Poussin. Der 
Weg, dei zu emem stiengen Beweis des PnmzaUsatzes fuhren konnte, 
wurde eist geoffnet durch. die Eischemung dei grundlegenden Riemann- 
schen Albeit 95 ) voru Jahre 1859, wo zum ersten Male die komplexe 
Funktionentheorie auf das Pioblem angewandt und die Zetafunktion 
vollig allgemem untei sucbt wurde Das Endziel diesei Albeit war 
allei dings meht dei Beweis des Pumzablsatzes, docb findet man Iner 
schon die Integialfoimel fur die Koeffizientensumme emei Dinchlet- 
scben Reibe (vgl Ni 4), auf 

log ^ = 2 = 2 

j) m n = 1 

angewandt Halphen m ) und Cahen lbl ) veisuchten, diesen JRiemanu- 
scben Ansatz fui den Beweis des Pi lmzablsatzes zu benutzen, em 
vollstandigei Beweis wurde jedoch eist ira Jabie 1896 gegeben, und 
zwar fast gleicbzeitig von Hadamctt d m ) und de la Yallee I J onssi 7 i m ) 

Die fruheren Veisuehe waien hauptsachlich an den folgenden zwei 
Scbwierigkeiten gescbeiteit 1 die Eigenschaften dei komplexen Null- 

158) Diese Identitat wurde unabbangig von Tschchyschef 15fi ) und de Pohgnac, 
Recherches nouvelles sui les nombres premiers, Pans 1851, entdeckt 

159) Betreffs der an Ttchtbyschef in dieser Richtung anschlieBenden Arbei- 
ten sei auf G Torelh, Sulla totalita dei numeri pnmi fino a un limite assegnato, 
Neapel 1901 (Atti Aecad sc fis mat (2) 11 No 1), Cap 4—5 veiwiesen In dieser 
Monograpbie wird die Gescbichfce des Gegenstandes ausfuhrlich dargestellt 

160) G H Halphen, Sur ^approximation des sornmes de fonctions numen- 
ques, Pans C R 96 (1883), p 634—637 Audi T J Stieltjes gibt an, emen Be- 
weis gefunden zu haben Con espon dance d’Henmte et de Stieltjes, Paris 1905, 
verscluedene Stelleu, vgl z B Letfcre 314 

161) E Cohen, Sur la somme des logantbmes des nombies premiers qiu ne 
depassent pas x , Pans C R 116 (1893), p 85— 8S 

162) J Hadamard, Sur la distribution des zeros de la fonction £(s) et ses 
consequences arithmdtiques, Bull soc math Prance 24 (1896), p 199—220 

163) Ch de la Vallee Poussin, Rechercbee analytiques sur la tbeone des 
nombres premieis, Premiere partie, Ann soc sc Bruxelles 20 2 (1896), p 183—256 
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stellen von g(s) 

waien noch mcbt hmreichend bekannt, 2 die Integiale 

a + 1 oo 
/* „ 

(46) 

a ~ico 

und 

a-hm 

(47) 



a — loo 


die fur a > 1 die Funktionen bzw n(%) daistellen (vgl Ni 4; 
m einem Unstetigkeitspunkt muB man nach den doitigen Ausfuki ungen 
die Hairptweite del Integiale nehmen), sind nur bedmgt konvergent 

Die eiste Sekwieiigkeit wurde von Hadamaid und de la Vallee 
Poussu ? dadurcb uberwunden, daB sie zeigten jede Nullstelle von £(s) 
liegt links von del Greraden a = 1 (vgl Ni 14) Diesel Satz wird 
bei alien bishei bekannten Beweisen des Pnmzahlsatzes als wesent- 
liclie Giundlage benutzt — Uni unbedmgt konveigente Ausdrucke zu 
eihalten, benutzen die beiden Yeifassei an der Stelle von (46) und 
(47) Integialausdiucke fui gewisse mit f und IT zu&ainmenhangende 
Funktionen 

Hadamaid betiacbtet das fui p > 1 unbedmgt konvergente Inte- 
gral (vgl (12) Ni 4) 


(48) 


a ■+■ zou 



a — 2 co 


-ml <’"'^'-'7, 


' - 


J 1 


f ktr-’i* 


Durch eme Versclnebiuig deslntegiationsweges 
folgert ei, untei Benutzung der Tatsache, daB 
die gauze Funkti on (s — 1) £(s) vom Geschlechte 
1 ist (vgl Nr 15), 


__1 /Vo 


log" 




ABC D ET 


Iiechts duieblauft q m nur die oberhalb 
JD'E oder unterhalb BC' gelegenen Nullstellen 
von ^( 5 ), da auf a ===== 1 keme Nullstellen liege n ; 
kann DD’ so klein gewahlt werden, daB auch 
noch das Rechteck ODD' C' nullstellenfrei wild 
(vgl Figiu 1) 



a 


Fig 1 
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Da dei neue Integi ationsweg ganz m der Halbebene < 1 ver- 
lauft, sehlieBt man hieiaus 


r (f 

und speziell fui p = 2 


-i )J t ° t 


~ x 


(50) J^f dt ^ 2 yJ ^ 

L /i = L 

Hadammcl zeigfc, claB hieraus unmittelbai zu (44) odei (45) ubei- 
gegangen weiden kann (vgl auch. Nr 25), womit dei Pnmzablsatz 
bewiesen ist 

Auch. de la Vallce Poussin mmrat als Ausgangspunkt em unbe 
dingt konvergentes Integi al, namlich 

a + / » 

a — ioi 

Duich Anwendung der Gleichung (29), Ni 15, eihalt ei, da 9 i(p) < 1 ist 


<m 

a n — 1 

_ io« , + k - 2 ; + ’ + o (i) - log » + k + .a,, 

und zeigt, wie man hieiaus zu (50) und (45) ubergeken kann 


25. Die Beweismethoden von Landau Bei den eisten Beweisen 
des Pnmzahlsatzes traten als wichtige Hilfsmittel Satze auf, die duich 
die Anwendung der Radama ? cZsolien Theone der ganzen Funktionen 
auf (5 — l)g(s) gefunden wuiden und also die Existenz dei Zetafunk- 
tion m dei ganzen Ebene und gewisse Eigenschaften liner Nulls fcellen 
voiaussetzen 

Landau hat abei gezeigt, daB dei Beweis in weitgekendem MaBe 
von diesen Voiaussetzungen befieifc weiden kann, was fur die An wen- 
dung der Methode auf allgemeineie Falle wichtig 1 st (vgl Ni 42) 
Durcli Benutzung der elemental nachweisbaren Ungleickung 


(52) 


( 5 ) < E (log t) 1 fur 6 > 1 


1 

(log t) T ’ 




mit konstanten A,T>,K,t Q , gelang es ihm 1G1 ) den Pumzahlsatz zu 
beweisen, mdem ei mit dem Hadanm rfschen Integral (48) fui p = 2 
und mit eineni m jenem Gebiete veilaufenden Infcegiationsweg arbeitete 


164) E Landau , a a 0 125) und Handbuck, § 51—54 
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Spatei 16 ’) zeigte er, daB man die Voiaussetzuugen sogai noeh 
mehi vemngein kann fur den Beweis des Pnnizahlsatzes ist m der 

y r 

Tat niu wesentlieh, daB y auf dei Geraden a = 1 (abgesehen vom 

Pole 6 = 1) legulai ist und tin 6 1, 1 1 1 — > oo gleickmaBig von dei 

Form 0(| 1 1*) ist Dei am Ende von Ni 5 genannte Satz von Landau 2y ) 
ubei Dm icldetsche Reihen mit positiven Koeffizienten ist namlich un- 

mittelbai auf — ^ is) — ^ A(u)n~ 4 anwendbai und liefert gerade die 

Beziekung (45) Fm den Beweis dieses Satzes weiden gewisse allge- 
meme Grenzweitsatze berangezogen, die speziell den Ubergang von 
(50) odei (51) zu (45) ermoglicken (vgl auch Ni 33) Wenn bei- 
spielsweise die Funbtion f(t) fm t> a nngends abnimmt ; so kann 
man von x 

J (It ~ X 

a 

auf die asymptotiselie Gleichheit dei Ableitungen sclilieBen /(a,)~t 

Duicb Benutzung des Integranden a log £(s) anstatt ( s ) kann 

man, wie Landau lb(> ) zeigt, den Satz (41) ubei n{h) direkt, d h ohne 
den Umweg uhei if>(x) oder ^(^r), beweisen, aucb gelmgt es ikm 167 ) 
mit Hilfe des nui bedingt konvergenten Integrals (46) dnekt zu (45) 
— und sogai zui Gleicbung (53) von ISTi 27 — obne den Umweg 
ubei (50) zu gelangen 

26. Andere Beweise Der Beweis von H o Koch lb 8 ) weicht von 
den voiheigehenden daduieb ab, daB ei gai nicht mit Integialen von 
f\s 

dei Foim I 6 uf(&)ds arbeitet Ei gibt fui die summatonscben Funk 

y' 

tionen dei JDi> ichletsthen Reihen tui ’ und log £ unleL Benutzung ge- 

wissei Diakontmuitatsfaktoien Ausdiueke, die in dei folgenden Dai- 
stellungsfoime] fdi die Koefhzientensumme einei beliebigen Duicldet - 
scben Reibe /(s) = 1? a n e~ 9 (mit absolutem Konvergenzbeieicb) zu- 

105) E Landau , a a 0 29; und 21) sowie Zwei neue Herleituugen iur die 
^symplotiscke Anzakl der Pmozahlen unter einer gegebenen Greuze, Sitzungsbei 
x'Vkad Beilin 1908, p 740—764= und Handbuck, § 66 

166) E Landau, a a 0 165) (Zwei neue Herleitungen ) and Hand- 
buck, § 04 

167) E Landau , Uber den Gebrauck kediugt konvergenter Integrale in der 
Pnmzakltheoue, Malk Ann 71 (1912), p 368 — 379 

108) H c Koch, Sur la distribution des nombres premieis, Acta Matli 24 
^1901), p 159—182 

rTlPyHop *1 m th Wi «fvnHch TT g 


52 
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sanamengefaBt weiden konnen 16 ^ 

CO 

2 c, » = 2 e °' xf ( cv ^ (x + 

X n <x J = 1 

Diese Formel ersdhemt dadnich bemeikensweit, daB f(s) dann nm 
unit emem leellen und positiven Argument auftntt 

Hcucly und Littleivood 17 °) beweisen, wie schon m Ni 5 eiwaknt 
wuide, mit Hilfe des )y Cahen-Melhns6h.en Integials“ (vgl Ni 11) emen 
Satz ubei Du icldetsche Reihen, dei den Landauschen, in Ni 5 und 25 
eiwahnten, Satz — und damit den Pnmzalilsatz — als Spezialfall 
enthalt 

Steftensen 111 ) zeigfc, daB eme von lhm und scbon fiukei von 
Melhn 172 J gefundene Integialdaistellung fui die Koeffizientensumme 
einei Du ichletschen Reihe zum Beweis des Pnuizahlsatzes benutzt 
weiden kanu 

27. Die Restabschatzung Sehon duicb die Resultate von Tsche- 
byschef ihb ) wuide die Veimutung nalie gelegt, daB untei alien asympto- 
tiscli gleicbwertigen Funktionen, die man als Veigleichsfunktiouen fui 
%{x) benutzt liatte, dem Integialloganthmus eme besondeis ausgezeich- 
nete Stellung zukommt Stieng entschieden wuide diese Fiage eist 
duich de la Vallee Toussm™), dei aus semei Grleichung (51) nut Hilfe 
semes Satzes (vgl Ni 19) 

?( s ) + 0 fiu a>l— J~J, / > / 0 

die Folgeiung 

(53) x{x) = Li(x) + 0(xe~ a V^* x ) 

fui jedes a < ]/k zog Gleichzeitig folgt, daB aucli die Diffeienzeu 
n(x) — Li(x), ${x) — x, — x 
alle drei von der GioBenoidnung 0{%e~ u ^ lo ^ v ) sind Dei Integial- 

169) Ygl auch Hj Melhn, Die Dinchlefcscken Reihen, die zahlentheoietiscken 
Funktionen und die unendlichen Piodukte von endlichem Geachlecht, Acta Math 
28 (1904), p 37—64 

170) G H Hardy und J B Littleivood, a a 0 31) 

171) J F Steftensen, Analytiske studiei med anvendelsei paa taltheonen, 
Disb Kopenhagen 1912, Ubei eme Klasse von ganzen Funktionen und lhie An- 
wendung auf die Zahlentheone, Acta Math 37(1914), p 75—112, vgl auch tJbei 
Potenzreihen, lm besonderen solche, deien Koeffizienten zahlentheoietische Funk- 
tionen sind, Palermo Rend 38 (1914), p 376 -386 

172) a a 0 169) 

1<3i Ch de la Vallee Poussin, Sur la fonction £(s) de JRiemanu et le nom- 
bre des nombres piemiers mfeueurs a une hmite donnee , Mem couronnes et 
autres mem Acad Belgique 59 (1899—1900), No 1 



27. Die Restabschatzung 


789 


loganthmus stellt demnacb sc(x) m emem ganz piazisen Smne besset 


dai als 


log x 


odei ngendeme dei Funktionen 


_i_ . 1 1 i _i_ 
1 log-# 1 


(ff - 

log^ X 


L, ' X) +°(iJ+^> 


logic 

die bei dei asyinptotiscben Entwickluno von Li(x) aufti eten 174 ) Nach 
(53) gilt namlicb fui q = 1,2, 

(64) *M -fM) 

abei 

(55) *(*-) — M*) ==0 (b g 4- la ,) 

Bei Landau 10 4 J wird nut Hilfe you (52), also okne Benutzung dei 
Foitsetzbaikeit you §(s) odei dei Existenz iliiei Nullstellen die Ab- 
schatzung ^ 

(56) = Lt(x) + 0[%e~V {o * x ) 

bewiesen, cliese ist vremgei scbaif als (53), leiebt abei dock fui die 
Folgerungen (54) und (55) aus Landau 175 ) bat ubngens auch den 
Beweis von (53) Avesentlich veiemlaebt, diese Gleicbung, mit dem von 
lhm angegebenen Weite von a , stellt die scbaifste bishei mit Sicbei- 
beit bekannte Abschatzung von n i(x) dai l7G ) 

Nimmt man dagegen an, die Ricmannsche Ve> mailing aba die Null- 
btellcn dei ZdafunUion sei uchtig (vgl Nr 20), so erbalt man noeb 
scbarfeie Resultate, namlicb 

7t(x) — Li(x) | 
n(j) — Li (a?) J " 

&(?,) — x | 

j 


( 57 ) 

( 58 ) 


0(Yi log x), 
0(Vx log 2 1 1 


174) Iheiaus folgt die Richtigkeit einer von Lionnet , Question 1075, Nouv 
ann math (2) 11 (1872), p 190, ausgespiochenen Yermutung, daB fox gioBe x 
mehi Pnmzablen lm Inteivalle (1, x) als m (x, 2 l) liegen Es gilt namlicb 
x 

l 2 7t( l) — it (2a, i nu 2 log 2 2 0o 2 ^» 'gl A’ Landau, Solutions de questionb piopo^ees, 

1076, Nou\ anil math (1) 1 (1901), p 281—282 

175^1 E Landau, a) a a O 29;, bi Neue Beifaage zui analytischen Zahlen- 
theone, Paleimo Rend 27 <1900 j, p 4G— 58, c) Hamlbuch § 81, Landau /eigt, 


daB (53 j fui alle a. <C — . also z B fui & — gilt 
J j/18,53 1 5’° 

17b) Dei \on Littlewood , a a O 111) ohne Beweis ausgesprochene Satz £fci=f=0 

fur <j> 1 I f - g - l 0 °-- wuide eme Veibesseiung von (53) zulassen, mdeni ei em 

log t 

Restglied von dei Foiin o(xe^ a ^^^° el ° e x ) liefern wmde 
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Bie^e Gleickungen &md zuerst von v Koch 188 ) mit seiner m dei von- 
gen Numrnei eiwalmten Metliode bewiesen, sie konnen aueli aus dei 
de la Yalle'e PoussinsckevL Gleickung (51) eikalten werden, duicli em 
Veifahien, das von Holing) en 111 ) nnd in emem analogen Fall von 
Landau 118 ) benutzt made Landau 1 ™) hat diese Absehatzungen aueh 
auf andeiem Wege bewiesen, die etwas nnschaifeie Absckatzung 

o(^ + ) folgt nach den Littlewoodschen Eigebmssen ubei die /x-Funk- 
tion (vgl Ni 20) dnekt aus dem Konveigenzsatz von Landau-Schnce 
(vgl Ni 6) 

Bezeichnet man allgemem dmch & die obeie Gienze dei leellen 
Teile dei Nullstellen von £(s), wobei also -J 0 ^ 1 ist ; so bleiben 
(57) und (58) jedenfalls nchtig, wenn ~)/x durch x° eisetzt wnd 1?l) ) 
(Im Falle ® = 1 iat dies natuilicb tuvial) Die Dn icJdefscke Reihe 

(59) (*) + «*)) 

1 

* konvergieit also fui 6 0 Aus (53) folgt, daB sie jedenfalls auf dei 

ganzen Geiaden a — 1 konveigieit 

Auch wenn die Ltiemannsoke Yeimutung bewiesen wird ; kann 
man mcht lioffen, die duiek (57) und (58) gegebenen Absehatzungen 
wesentlick zu verbessem Jedenfalls kann fui kem ?/ < 0 z B 

4>(x) — x — 0(% n ) 

sem lm) ) ; denn daiaus wuide die Konveigenz dei lmken Seite von (59) 
— und also die Regularitat der rechten Seite — fur a > i] folgeu 
Weiteie Satze m diesei Riehtung gaben Phi agmen iSi ), Schmidt 182 ) und 
Landau 188 ), dei die Frage m Beziekung zu semem Satze ubei Dinchlei- 

177) E Hohnyten, Dm pumtalens loidelnmg, Givers af Kgl Yetensk Foili 
59, Stockholm 1902—1903, p 221 — 225 

178) E Lctndau, Uber einige dlteie Vermutungen und Bekauptuugen m dm 
Prunzakltheorie, Math Ztschr 1 (1918;, p 1—24 

179) E Landau, a a 0 175b) und Handbuck, § 93 — 94 

180) Dies wurde bcLloh von A Piltz bekauptefc Ubei die Haufigkeit dei 
Pximzahlen in anthmetiscben Piogreshionen und uber veiwandte Gesetze, Habi 
htationsschrift, Jena 1881 Ygl auch T J Stidtjes, a a O 160;, Letfcie 299 

181) E Phiaipnen, Sur le loganthme integral et la fonction f(x j de Bie- 
matin, Offers af Kgl Yetensk Forh Stockholm 48 (1891— 1892), p 599—616 und 
Sin une loi de symdtue relative a cei tames foimules asymptotiques , ibid 58 
(1901—1902;, p 189—202 

182) E Schmidt , Ubei die Anzahl der Pnmzahlen untei gegebenei Grenze, 
Math Ann 57 (1903), p 195—204 

183) E Landau , Ubei einen Satz von Tschelnjschcf, Math Ann 61 (1905), 
p 527 — 550, und Handbuck § 201 — 204 



27 Die ltestabschatzung 


i 


scbe Reihen mit positiven Koeffizienten (vgl Ni 6) setzte Em 
deutendei Foitscbntt wmde von Littlewood 18 *) gemacht, durch e 
Methods, anf die wn in dei nachsten Nu miner zmuckkommen, be^v 
ei die Existenz emei positiven Konstanten K deiait, daB alle vier 1 
gleicbungen 

* (%) — Li(x) > K logloglog x 

(60) , #(a) Li(x) < — K y?- logloglog x 

& (x) — x > K logloglog x 

— % < — K y % logloglog x 


beliebig giofie Losungen besitzen Das gleicbe gilt fui die entsp 
chenden Ungleichungen mit IT an dei Stelle von ut unci an 
Stelle von # Dies ist das beste bisbei bekannte Resultat ubei 
wnklick stattfindenden UmegelmaBigkeiten dei Pj imzahlfunktion 
ware es abei gelungen, die Falsclihcit dei Riemann^chen Vermnti 
(d li ]) zu beweisen, so konnte nach Schmidt 182 ) dei Faktoi vor 
m (60) sogai duicli % U ~ F eisetzt weiden — Da^ Resultat von Lit 
wood ist besondeis daium bemeikensweit, well man fruhei die 
ziehung 

(61) %(x)<.Li{x) 


als hochst wabi sell e mlich betiaehtet hat la5 ) 3 die&e Beziebung gilt i 
besondeie fui alle #< 10 000 000 Naeh (60) kann sie abei nr 
allgemem gelten 


Nack (60) ist z JB die Fnnktion 1 

V 1 


sichei nicht bescbrar 


Weun die liicmann sche Yeimutiing lichtig ist, so bat sie tiotzdi 
wie G) a me ' 1 ) 186 ) zeigt, emen beschiankten quadiatischen Mittelwert, d 


i 



ist bescbi ankt, stiebt abei fui x — >■ oo keinem bestnnmten Grenzw 


184; J E Litbleitood, Sui la distribution des nombies premieis, Paris C 
158 (1914 1 , p 1869—1872, G H Hcndy unci J E Littleivood, a a 0 31b) 

185) Vgl Gaufi, a a 0 153), Bemerkung von E Sobering m Gaufi’ We 
2, p 520, Phragmen, a a 0 189), Lehmei , List of prime numbers from 1 
10 006 721, Washington 1914 

186) H C)ama, Some theorems concerning prime numbers, Arkiv f M 
Astr ocb Fys 15 (1920), No 5 
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ras dagegen von 



87) 

28. Die Biemannsche Primzahlformel Das, Hauptziel der Rie- 
'iselien Piimzahlaibeit 95 ) wai die Aufstellung ernes exakten Aus- 
Irs fui die Funktion TI(x) ) dnicli die Betiachtuug dea Integials 
wuide Riemcinn n a, mlich auf die Foimel 

oo 

= (L 1 (%V) + L i(x y -«))■+■ j jj^ZlSiT ogt ~ Io § 2 

J >f * 

nfc (Em uirwesentlicker Sckreib- oder Rechenfekler lm letzfcen, 
fcanten Gliede wuide you GenoccJu 18S ) beucktigfc) Die Summe ist 
ubei alle Nullstellen £> = /3 + 7 l YOn £( 5 ) 211 eistiecken, die dei 
m Halbebene angekoren, und es ist 

(a +0/) log x 

Li(x a + bl ) = -J* '-clz + Tti 

— co irbt log x 

zt ; je nachdem b log x ^ 0 gilt 189 ) Ubei semen Beweis dei Kon- 
nz diesei Reike gab Riemann nui eme unbestnnmte Andeutuuo 
aucli aus aodeien Gi unden wai die Foimel als mu lieuiistiscb 
mdet anzuseben Wegen der auBersfc yeiwickelten Natui dei auf- 
lden Funktionen wurde sogai an der Moglicbkeit gezweifelt, die 
el uberliaupfc beweisen odei jedenfalls daiaus lrgendwelcke Scblusse 
n zu konnen 19 °) Es liat aueh lange gedaueit, bis em vollstan- 
Beweis gegeben wurde, nacli vei sckiedenen Versucken 191 ) gelang 
zueist v Mangoldt 192 ) ? der eme entspreckende Foimel fui die 

187) H Cramer , Em Mittelweitsatz in clei Primzahltheone, Math Ztsckr 12 
, p 147—153, vgl auck Sur un probleme de M Phragmen , Arhiv f Mat, 
och Fys 16 (1922;, No 27 

188) A Genocclu , Formole per determinaie quanta siano i numen pimn fino 
l dato limite, Ann Mat pura appl (1) 3 (1860), p 52—59 

189) Uber den Sinn der Formel und lhie Verwendung fur numeriscke Reck- 
on vgl B Phiagmen , Uber die Berecknung dei einzelnen Glieder der Bu- 
scken Pnmzalilfoimel , Ofveia af Kgl Vetenak Fork 48, Stockholm 1891— 
p 721—744 

190) Vgl z B Ch de la Vallee Poussin , a a 0 163;, p 252—236 

191) Ygl z B A Piltz, a a 0 180), J P Gram , Undeisogelser angaaende 
?den af Pnmtal under en given Gr dense, Kgl Danske Yidensk Selsk Skuf- 
laturv og math Afd (6) 2 (1881—1886), p 183—308 

192) E v Mangoldt, a a O 16) und Zu Riemanm Abkandlung „Uber die An- 
iei. Pnmzahlen unter emer gegebenen GioBe“, Creiles J 114 (1895), p 255—305 
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Funktion 

X 

F('C, 0-2 (far nicht ganze x bedeutet A{x) Null) 

71 — 1 

aufstellte, um dann duicli Integration nacli deni Parametei 9 zui Rie- 
mann schen Foimel nberzugehen 19S ) F(x , 0) 1 st nut ijj(x) identiscli ; 
nnd m diesem Falle lantet die Form el 

(63) (^) = a — log (l — ^) — 1(^2®. 

0 

wo jetzt die Summe ubei alle komplexen q, nacli absolut waclisenden 
Oidmaten geordnet, eistreckt wnd Diese Form el, deien emzelne 
Gliedei elementaie Funktionen smcl, 1 st fin die spateie Entwicklnng 
sogai wichtigei als (62) geworden Foimal kommt sie bei der Be- 
tiacbtung des Integrals (46) unmittelbai heiaus, da xechts die Summe 
dei Residuen des Integianden links yom Integiationswege stelit 

Da m den Punkten x — p m unstetig ist ; kann doit 

mckt gleichmaBig konveigieien Landau 191 ), dei den v Mangold ts chen 
Beweis veremfachfc und aucli (62) direkt aus (47) abgeleitet bat, zeigt 
abei, daB die Reihe m jedem Inteivall, das leebts von x = 1 liegt 
und von den x = p m fiei ist, gleichmaBig konveigieit Er dehnt seine 
Unteisuchungen auch auf die allgemeinere Reihe 

( 64 ) (0<l£l) 

y> o 

aus 195 ), welche analoge Konveigenzeigensehaften besitzt 196 ), die auf das 
Veibalten dei endhcben Summe zui ucbgef uhi t weiden konnen 

0<yST 

Giame > 197 ) betracbtet diese Reihen aucb fiu komplexe Werte dei 


193) Zu diesem Ubeigang vgl H Ctamer, Uber die Herleitung dei Biemann- 
scheu Piimzahlfoimel, Arkiv ± Mat, Asti och Fys IB (1918), No 24. 

191) E Landau, Neuei Beweis dei Riemannschen Pnmzahlfoimel, Sitzungs- 
ber Akad Beilin 1908, p 737 — 745, Nouvelle demonstiation pour la formule de 
Riemann sur le nornbie des nombies premiers mftjrieurs a une limite donn£e, 
et demonstiation d’une formule plus gen£rale pour le cas des nombres premiers 
d’une piogression aritbmetique, Ann Ec Norm (3) 25 (1908), p 399 — 442 

195) E Landau, Tiber die Nullstellen der Zetafunktion , Math Ann 71 
(1912), p 548—564 

196) In den Unstetigkeitspunkten r c = p m ist jedocb (64) divergent, walirend 



fur alle % > 0 konvergiei t 


197) H Ciame), Studien ubeL die Nullstellen dei Riemannsclien Zetafunk- 
tion, Math Zfcschr 4 ('1919'), n 1 04 —130 
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Verandeilichen, indent er msbesondeie die Funktion 

V(z) 

}>0 

unteisucht Wild die ^-Ebene langs der negativen imagmaien Aehse 
aufgescbmtten, so ist V(i) nn Innem der aufgeschmttenen Ebene 
meromorph und bat nui die smgularen Stellen z = + logjp"', welch e 
Pole erstei Ordnung sind Hieidurch wnd es moglieh, auf die Reibe 
(64) den Konvergenzsatz von M Ezesz anzuwenden (vgl Nr 5) — 
Alle diese Erschemungen deuten auf ngendemen antbmetischen Zu- 
samraenbang zwischen den NuJlstellen q und den Primzahlen p bm 
Die Formeln (62) und (63) setzen die Hauptglieder dei Funk- 
tionen 12 (x) bzw p(%) m Evidenz, wegen der nui bedmgten Kon- 
vergenz der auftretenden Reihen laBfc sicb aus lbnen jedocb mcbt em- 

mal der Pi mizablsatz unmittelbm erscbliefien Zwar ist z B m 
'NTW 


X, “ jedes Glied von dei Form o{x) 


wenn die Riemanwsthe 


Vermutung wahi ist ? sogai von dei Form o{% 1 ) — wegen dei Divei- 


genz von ^ 


-j ist es abei mcbt zulassig, unmittelbai bieraus 

2r; : = o{x) zn folgern 198 J v Koch m ) bat diese Foimeln dadurcb 

fur asymptotiscbe Zwecke veiweiten konnen, daB ei in die un- 
endlicben Reiben konvergenzerzeugende Faktoien einfubit und die 
Reiben dann duicb endbcbe Surnmen eisetzt Auf diese Weise ist 
es lbm gelungen, Il(x) als Summe emer absolut konveigenten Reibe 
und ernes bescbrankten Febieigliedes daizustellen ; fui t//(r) eilmlt ei 
z B den Ausdruck 

l 66) *(»)-» -2| r ( 1 ~ TS’) + OtV'r log-’ . j 


\Q\<Vv 


Landau 20 °) zeigt, daB diese Grleicbung aucb dann ncbtig bleibt, wenn 


198) Die Ausfuhrungen von H v Mangoldt, t)ber eme Anwendung der 

Riemannschen Formel fui die Anzahl dei Prunzahlen unter emer gegebenen 
Gienze, (belles J 119 (1898), p 65—71, enthalten nui emen Ubergang von 
(45) zu (41) * S 

199) H v Koch , tfber die RiemanriBche Piimzahlfunction, Math Ann 55 

(1902), p 441 464, Contribution a la th£or]© des nombies premiers, Acta Matb 

33 (1910), p 293-320 

200) E Landau, Cher eiuige Surnmen, die von den Nullstellen dei Rie- 
mannschen Zetafunktion abhangen, Acta Math 35 (1911), p 271 — 294 Ygl aucb 

A Sammerstciyi , Zwei Beitrage zur Zahlentheone, Disb , Gottingen 1919 

Littlewood , a a O 111) hat sogar (obne Beweis) die Foimel 

ti(x) = x — y , O {]/x log oc) , 

\Q\Si, 
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man den F-Faktoi weglaBt Ci ame') 18G ) gibt die Foimel 

(66 ) ’K'9 = r — ^ X ~ e x3 + 0 (log 2 x) , 

n 

wo die Reihe absolut konveigieit 

Wenn die JRzemannscJie Veymutung richkig ist, so kann aus (65), 
dei entsprechcnden Landau schen Foimel, oder (66) sofoifc (58) er- 
halten weulen Untei derselben Voiaussetzung folgt aus der v Man - 
tfoWfechen Form el (63) 

> p (&) = r— l? r - B + o(y*) 

y >0 

Die lnei auftietende Reihe ^tellfc den „kntisclien TeiF von ip(g.) dai, 
wild jedes Glied mit dem entspieclienden e~ r ° multipliziert imdlog:r = £ 
ge^etzt, so erhalt man den imagmaien Tell dei Funktion von s= 

}>0 

Duich Betrachtung diesei Funktion heweist Littlewood 184 ) untei Be- 
nutzung ernes Satzes uber diophantische Appioximationen sem oben 
erwahntes, durch (60) ausgediucktes Resultat 

Aus (62) eihalt man rmt Hilfe dei Beziehung (vgl Ni 32) 

(67) 

i =1 

erne explizile Formel fui z{co) Diese Foimel hat fiuhei die tbeo- 
letische Stutze der (falschen) Yeimutung (61) geliefert 201 ), es lafit 
sicli jedoch zui Zeit daiaus mcht wesentlioh mehi uber ^t(%) folgern, 
als selion aus dei emfacheren Beziehung 

iM -»(.) + o(,y 

folgt 

29. Theorie der X-Funktionen Es sei h > 1 eme gegebene 
gauze Zahl ? daun muB jede Pnmzahl, nut Ausnahme dei endlich vielen 
m k aufgehenden, ngendemer der <p(A) zu h teileifiemden Restklassen 


gleickimUhg tui ?/ ^ , angegeben, deren Gridfcigkeit abei nur unter Voraus- 

setzung der Eiemanne chen Vermutung bebauptet wild 

201) Ricmann (a a 0 95) sagt z B bei der Besprecliung dei Formel (67) 
„Die bekannte Naherungsformel F^c) — Li(r) (sem F{x) isfc miser tc{x)) ist also 

i 

nur bis auf Grofien von der Ordnung uchtig und gibt einen etwas zu groflen 
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modulo A angehoien Schon von Legend) e m ) wmde (nut falschem 
Beweis) die Behauptung ausgesprochen, daB jede diesei Resttlasseu 
■unendlich viele Pumzahlen — und sogai asymptotisch gleieli viele 
vne jede andete — enthalt Pur die eiste Behauptung gab Dinchlet 2G3 ) 
emen strengen Beweis, die zweite abei wurde erst von Hadamcn d 102 ) 
und de la Yallee Poussin 20 *) bewiesen Bei diesen Untersuchungen 
tieten als Hilfsmittel gewisse Funktionen auf, die auch bei veischie- 
denen andeien Fiagen der analytischen Zahlentheorie eme Rolle 
spielen (vgl Ni 35, 40, 41), und die deshalb jetzt bespiochen werden 
m us sen 

Die obeugenannten cp(Jd) Restklassen bilden m bezug auf die ge- 
wohnliche Multiplikation eme Abehche Griuppe Es sei X(K) ngend- 
emei del cp(l ) Charakteie der Giuppe (vgl I A 6, Ni 20), diese 
Funktion mmmt fui jede dei fraglichen Restklassen K emen be- 
stiminten Weit an, dei ubiigens lrumei eme <p(A)-te Einheitswurzel 
ist Es sei nun die zahlentheoretische Funktion tur n = 0 , 

it 1? i % folgendeimafien eiklait fui jedes n emei mit A ge- 
meinteiligen Restklasse sei %(n) = 0, fui jedes n emei zu A teilei 
fieinden Restklasse K sei %(n) = X(K) Untei den so em- 
gefuhrten op (Id) veischiedenen Cliaiakteien modulo l zeichnet sieh be- 
sonders dei Hauptcha) aide) aus, dei fui jedes zu A teileifiemde n den 
Wert 1 hat Um die veischiedenen Chaiakteie zu unterscheiden, be- 
zeichnet man sie duicli % x (n), % 2 (n), X v{ u(n) 9 wobei XiW mimei 
der Hauptcharaktei ist Die Chaiakteie besitzen die folgendeii viei 
F undamentaleigenschaften 

a ) X( n ) = %(n) ftu n = n (mod l) , 

b ) x(") %(* = 



cp(]d) fui 
0 sonst , 



202) A-M Legend) e, a a 0 152a) p 404, 152b) p 77 und 90 Vgl auch 
A Dupre, Examen (Tune proposition de Legendre relative a la theone des 
nombres, Pans 1859, G Moieau, Extrait d’une lefctie, Nouv Ann math (2) 12 
(1873), p 322-324, A Fills, a a O 180) 

203) G Lejeune- Dinchlet, Beweis des Satzes, daB jede unbegrenzte anth- 

metische Piogression, deren erstes Glied und DiSerenz ganze Zahlen ohne ge- 
meinschaftlichen Paktor sind, unendlich viele Pnmzahlen enthalt, Abh Akad 
Berlin 1837, math Abhandl , p 45—71 und Werke 1, p 313 342 

204) Ch de la Vallee Poussin, Kecherches analytiqueB sur la throne des 

nombres premiers, Deuxieme partie, Ann soc sc Bruxelles 20 2 (1896) 

p 281—362 

N 

205) Hieraus folgt speziell, daB J? x (n) fui jeden Nicht-Hauptcharaktei 

1 





29. Theone dei Z-FunLfcionen 


797 


IN V 1 / \ 1^(70 fll > J« = l(mo tU), 

d) ,#’ (,,) -|0 sonst 
Die Dvichletscke 203 ) Reihe 

|68' 

n s= 1 

ist fur a > 1 absolut konveigent, wegen b) gilt auch doit 
(69) L v (s)=l 


Diese L-Funktionen koimen als Veiallgememerungen von £(s) — die 
dem Falle l — l entspncbt — angesehen weiclen nnd besitzen auch 
diu chaus analoge Eigenscbaften 20b ) Fui den Fall des Haupteharakteis 
folgt unmittelbai 

O 00 


A(«) -2 *«-:(- 


(p 1 1 bedeutet p gebt in h auf) Die Funktion (s) laBt sieh sornit 
dnekt auf £(s) zuiuckfubien, sie besitzt wie diese m s — 1 emeu 
Pol eistei Oidnung und ist sonst ubeiall lm Endlicben legulai Fui 
v > 1 folgt dagegen aus e) ; daB (68) fui tf>0 konvergieit und sogai 
fui jeden Weit von $ durcb die Cesdy osche Methode summabel ist 
(vgl Ni 13), fui jedes vom Hauptcbaiaktei verscbiedene % ist also 
L(b) erne gauze tianszendente Funktion 207 ) 

Dinchlet untersucbte die X-Funktionen nui furreelles, veischiedene 
andeie Yeifass ei 208 ) baben dann auch komplexe s beiucksicbtigt und 


uutei emei nur von l abhaugenden Sclnanke hegt In deL Tat gilt sogai 

I N 

| X 00 <.c]/L log l , wo c erne absolute Konstante bedeutet Vgl G Polya , 
i i 

fiber clie Veiteilung der quadratischen Reste und Nicktreste, Gottmgei Nachr 
1918, p 21 — 29, J Sofia ), Einige Bemeikungen zu der vorstekenden Arbeit des 
Herin G Polya, Gott Nacki 19 18 , p SO — 36, E Landau , Abschalzungen von 
Charakteraummen, Einheiten und Klassenzahlen, Gott Nacbr 1918, p 79—97 

206) Eme ausfuhrlicbe Daistellung der Tlieone gibt E Landau, Handbuch, 
§ 96—140 

207) Dies folgt auch aus dei Identitat 

K — 1 ao K — 1 

L[s) =2 ^ m) 2 srqhrA)' " /,_ 2 J (r ’ s ) 

m = 1 9i = 0 m = 1 

und den m Nr 21 erwahnten Untersuchungen uber f (w, si 

208) Vgl C J Malmshn, Specimen analyticum etc, Diss , IJpsala 1842 und 
De mtegrabbus quibusdam definitis, senebusque infimtis, Crelles J 38 (1849), 
p 1 — 39, JR Livsclnt*, a a O 147), TT Kwlehn Allo-ein^ino Tb nn d r b r 
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die L Funktionen auf die veiallgememerten Zetafanktioiien von Ni 21 
zuruckgefuhit Aus diesen Unteisuchungen geht vor allem heivor, 
daB jede Z-Funktion erne Fnnktionalglei chung besitzt, die deijemgen 
von £(s) (vgl Ni 14 ) analog gebaut ist Wenn %(n\ emein sog eigent- 
lichen Chaiaktei 209 ) entspucht, so gilt m dei Tat 

(71) L(s) = © ^ (^)* sin I\1 -s)L(l-s), 

wo L(s) nnt deni konjugieit komplexen Chaiaktei %{n) gebildet ist 
G eme Konstante vorn absoluten Betiage 1 und a = 0 odei 1 1 st 210 ) 
Dies wird z B daduich bewiesen, daB L(s ) duicli die Funktion 
J£%0 % ) e ~ (fur a ~ 0) odei durck fui (a — 1) 

analog wie bei £(s) (vgl Ki 14 ) ausgediuckt wild 211 ), wonacli die 
Funktionalgleichung aus dei Tiansformationstheone der Tlietafunk- 
tionen folgt — Grehort L(s) dagegen zu emem imeigenthchen Chaiaktei, 
so lassen sick nnmei em ecttei Teilei /./ von l und em eigentlichei 
Chaiaktei /(m) modulo V deiait angeben, daB fui > 1 


(72) 

gilt 


m 

n - 1 pH 




In diesem Falle unteischeidet sich L(s ) also nui um einen tuvialen 
Faktor von emei zu emem eigentlichen Chaiaktei gehougen Z-Funk- 
tion (modulo A/), (70) stellt offenbai einen Spezialfail hiervon dai 
Jetzt konnen die Eigenschaften von L[s) genau wie bei £(s) ab- 
geleitet werden In dei Halbebene a > 1 1 st L(s) H= 0 ; fui a < 0 

gibt es nur die vom Faktoi sm - m (71) heiiuhienden „tri- 


moniachen Reihen, imt Anwendung auf die Zahlentheorie, Progr d Gewerbe- 
schule, Basel 1862, A JPiltz , a a 0 180), A Hurioitz, Emige Eigenscbafteo 

der Duichletschen Funktionen F(s) — die bei der Besfcimnmng 

der Klassenanzahl bmarei quadratischer Formen auftieten, 31 Lack , a a 0 
148) Bei Hadamard, a a 0 162) und de la Vallee Poussin, a a 0 204), 
werden die fruheren Resultate zusammengestellt und die Hilfsmittel der modernen 
Funktionentheone zum erstenmal auf die i-Funktionen angewandt 

209) Ein Charakter % {n) modulo ^ heifit uneigenthch , wenn es einen echten 
Teller V von l, und emen Charakter % (n) modulo A' gibt, so daB lur jedes n 
entweder ^(ji) = o odei #00 = #'(w) gilt Sonst heiBt %(n) eigentlich Der 
Hauptchaiakter 1 st fur A,)>1 immer uneigenthch Vgl z B Landau, Handbuch, 
Bd 1 , p 478 

210; Namlich « = 0 un Falle %(— 1) = 1 , a = 1 im Falle %(— 1) = — 1 
211) de la Yallee Poussin, a a O 204) Seine Darstellung wuide \ on Landau, 
a a O 206) veremfaclit 
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vialen* Nulls tellen ; aucli dei Punkt 5 = 0 kann untei Umstanden 
Nullstelle seiu Im Stieifen 0 <[ a 1 liegen unendUcli Yiele von 
Null veiscluedene Nullstellen q = + yi, und die Anzakl N(T) der 

Qj deien Oidinaten dem Intel vail 0 < y <1 T angehoien, ist gleicb. 

= L T lo § T ~ cT + °( lo § T ) > 


wo c von l und % abkangt 212 ) (Vgl Ni 16 ) Fm jeden Nicht- 
Hauptobaiaktei gLbt es eme Pioduktentwicklung 311 ) 


( 73 ) 


L(s) = as ll e’* - 
r 



m 



3 


wo gdnz und ^ 0 ist, beirn Hauptckaiaktei muB auf dei linken 
Seite das Piodukt (5 — 1 )L(s) steben (vgl Ni 15) 

Dei fui die Piimzabltheoiie besondeis wiebtige Satz, daB dei Punkt 
5 =*= 1 bei kemei ZFunktion eme Nullstelle ist ; wmde sclion von 
Dn iclilet 203 ) gefunden Dei Beweis 1 st ganz veiscbieden, je nachdem 
dei Chaiaktei em icdlet (d h ein fur alle n leellei) oder ein horn- 
2 )lexe) (d li em fui wenigstens em n inclit-i eeller) ist Im letzteren 
Falle waie gleiclizeitig nut i(l) aucb L{ 1) gleicb Null ; und die 
Funktionen L(s ) und Z(<?) waien mcbt idenfcisch Dies waie aber 
mcbt nnt dei Ideutitat 

9 in 2 L, 

L v (s) = e ' ; (a > 1) 



vertraghcb, da die linke Seite fui 5 = 1 erne Nullstelle hatte ; wahiend 
die leehte Seite fm reelle s > 1 mmiei 1 ist Pm jeden komplexen 
Chaiaktei gdt sogai 2iy ) 

|X(T7| < M lt>! ^ L 0°§ lo § h) " 


212) E Landau a a <) 107; 

213; Vgl II Gionwall , Sui les senes tie Dinchlet umespondanfc i des 
caiactexea complexes, Palermo liend 35 (1913), p 145 — 159, E Landau } a) Obei 
dag Niclitverscliwinden dei Du. l chi ets ebon Reibeu, welche komplexen Charakteren. 
entaprechen, Math Aim 70 (1911), p 09—78, b) Uber die Klaaaeazahi lmagmai- 
quadiatiscbcr Zaklkorper, Gott Nachi 191&, p 285 — 205, c) Zui Theoue der 
Heckescken Zetalunktionon, seiche komplexiu Chaiaktcren entspiecben, Math 


Ztscln 4 (1919), p 152—162 


13ei diesen Absckatzuugcn von 


1 

L( 1) 


als Funktiou 


von l zeigt sich erne eigenartige Analogie mit dei Abscbatzung von £(1 -f- ti) 
als Funktion \on t (vgl Nr 18) Fur die leellen Charaktere wird das ent- 
spiecbende Ergebms (nnt 4 statt ^ nni unter emei gewissen unbewiesenen 
Voraus3et7ung eihalten (Vgl Ni 40) 
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mit absolut konstantem M — Bei den teellen Chaiakteren war der 
Beweis viel scbwienger } es wai eben die Hauptleistung von Ditich- 
let 20d ), L( 1) als Piodukt von emei positiven Konstanten und emei ge- 
wissen KLassenzahl quadratischei Foimen darzusfcellen (vgl Ni 40), 
eo ipso war L(l) 4= 0 Yeieinfachte Beweisanoidmmgen gaben Met- 
tens“ u ), de la Vallte Poussin 215 ), Teege 21G ) und Landau* 17 ), die den 
Beweis dmch leihen- odei funktionentheoietiscke Ubeilegungen, ohne 
Benutzung dei Tbeone der cpadratiseken Foimen, fulirten 2l8 ) 

Fur jeden von 5 = 1 veisclnedeneu Punkt dei Geiaden 6 = 1 
laBt sick wie bei £(s) (vgl Nr 14)'X(s) + 0 nachweisen 21 °) Auch 
die entspieebenden schaifeien Satze gelten hiei, es gibt z B erne ab- 
solute Konstante a>0 dei ait, daB lin Gebiete <? > 1 — , \t\ > t 0 

kerne Nullstellen von L(s ) liegen (vgl Ni 19) 22 °) Das Gegenstuck 
dei PaemanmdhQR Vermutung wuide fur die X-Funktionen von 
Pdtg m ) ausgespiochen Da man lm allgemeinen mcht weiB, ob 
Nullstellen auf dei Strecke 0<s<l dei leellen Ach.se liegen, und 


214) F Me) tens, Uber Diricbletsche Reihen, Sitzungsber Akad Wien 104 
Abt 2a (1895j, p 1093—1153, Uber das Nicbtverschwmden Dmcblc tscher Eeiken 
nnt reellen Gliodern, ebenda 101 Abt 2 a, p 115S— 1166, Ubei Multiplication 
und Nichtversckwmden Dmckletscher Reiken, Crelles J 117 (1897), p 160—184, 
Ubei Dmcblets Beweis usw Sitznngsbei Akad Wien 106 Abt 2 a (1897), 
p 254 — 286, Erne asymptotiscke Aufgabe, ebenda 108, Abt 2 a (1899), p 32—37 

215) Ch de la Vallee Poussin , a a 0 201) und Demonstration aimphfiee 
dn theoieme de Dinchlet sui la piogiession ai it linns toque, Mena couionnes et 
antres mem Acad Belgique 53 (1895— 18961, No 6 


216) H Teege, Beweis, daB die unendliche Reike 1 


ZU in einen P0B1 “ 


tiven von Null verhcbiedenen Wert bat, Mitt math Ges Hamburg 4 (1901), 


p 1—11 


217) E Landau } a a O 29) und Ubei das Nichtoeischwincltn emei Dmch- 
letscben Reibe, Sitzungsber Akad Berlin 1906, p 314—320 

218) Vgl aucb erne Bemerkung von Remal bei E Lanclau , Oboi lmagimu- 
quadiatiscbe Zablkoiper mit gleichei Elassenzabl, Gott Nacbi 1918, p 277—281 

219 1 Hieimit bangt zusammen, daB die Reibe ^ und das Piodukt 

P 

m (69) aucb nocb fiu u=i konvergieren (beini Hauptcbaiaktei jedock nm tur 
^ + 0) und daB (69) auch bier ricktig bleibt (vgl Ni 14) Ob diesc Auschueke 
in der Halbebene c < 1 emeu einzigen Konvergenzpunkt besitzen, isfc nocb nukt 
entscbieden Vgl E Landau , a) Ubei die Primzablen emer antbnietischen Pro- 
gression, Sitzungsber Akad Wien 112, Abt 2a (1903;, p 49 1-535, b) Uber 
einen Satz \on Tsckebyschef, Math Ann 61 (1905), p 527—550, wo erne Reibe 
fruherer Aibeiten uber den Gegenstand kutisieit werden, c) a a O 178) 

220) E Landau , Handbucb, ^ 131, wo hukeie Resultate desselben Ver- 
tassers veischaift veiden 
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da ferner nacb (72) die lmagmare Achse untei Umstanden unend- 
hch viele Nulls tellen enthalten kann, muB die "Veimutung etwa so 
ausgespiochen werden „fui 6 > \ ist i(s) 4= 0 “ 221 ) Die Satze von 
der Existenz unendlich vieler Nulls tellen 222 ) auf 6 = \ und von der 
Haufung dei Nulls tellen in dei Nalie dieser Geiaden 223 ") (vgl Nr 19) 
gelten aucli fur die -Z-Funktionen 

Das Produkt zweier Z-Reihen ist, sofem keine von llinen emem 
Hauptchai akter entspricht, Dack dem Satze von Stwltjes (vgl Nr 12) 
fiu (? > i konvergent Lanclau 221 ) beweist den folgenden Satz, der 
als Spezialfall eine Verschaifung hiervon enthalt Es seien und 

fe(n) zwei beliebige 225 ) Chaiakteie modulo l t bzw l 2 Dann gibt 
es zwei Konstanten A und so daB die Dmcldetsche Reibe 



2 Xa ~ 




00 


+* 2 %’- + *2 


Cl 1 


= L t (s) L 2 (s) — 

fui 6 > \ konvergieit Hierbei ist A = B = 0, wenn wedei % 1 noch 
% 2 Hauptchai aktei ist, und A = 0, wenn nui einei von den beiden 
Hauptcliai aktei ist Diesei Satz bat wichtige Anwendungen auf ver- 
scbiedene zablentbeoietiscbe Piobleme (vgl Ni 34 und 35) 

30. Die Verteilung der Primzaklen emei arithmetischen Reihe 
Nacb (69) gilt fui a > 1 

mp log n if 

p, in n ~ i ° 

_ L (a _ y gWgg p _ v 7 M)-m 

p" 1 " ~ j£j~ u' 

p, m u = 1 

Hieiaus lolgt nacb den Eigenschaften b) nnd d) dei Chaiakteie, wenn 


221 1 Erne liotwendige und himeichende Bedmgung fai die Wahrheit dieser 
Vermutung gab neuei dings H Bohr mit Hilfe des von lhm eingefubrten Be- 
guffes „Quasiperiodi/itat emer Du ichletBchtn Reibe 1 * tTber eme quasi-peno- 
dische Eigenschaft Dincbletsclier Reiben nut Anwendung auf die Dmcbletscben 
X-Funktionen, Math Ann 85 (1922), p 115 — 122 — J Giojhnann hat die Ver- 
inutung durcb numenscbe Untersuchimgen geBtutzt Uber die Nullstellen dei 
Riemannschen f-Funklion und dei Dmcbletscben A-Fuiiktionen, Diss , Got- 
tingen 1913 

222) E Landau, a a O 135) 

223) H Boh ) und E Landau, a a O 65) 

224) E Landau, liber die Anzahl der Gitteipunkte m gewissen Bereicben, 
Gott Nackr 1912, p 687—771 

225) Hier soil also (ii) niebt wie oben notwendig den Hauptchai aktei be- 
zeicbnen 
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l eme behebige zu ^ teileifremde ganze Zahl bedeutet, 


(75) 


( pu ) 


n = l fmod l) 


2 „ fog M \i' — CP (k) *, (?) l0§ L ' ^ 

IP'L) 

_J-Vi 

m(Li jimJ y„( 


2 

?i = l (mod /) 


«/>'*) 

^( S ) 


In beiden Gleiekungen (75) wild die rechte Seite bei Annaheiung an 
5 = 1 unendlieh 7 da diesei Punkt fui L^s) em Pol, fui die ubngen 
X, (s) dagegen wedei Pol nock. Nullstelle ist Daraus schlofi Duich- 
let 20i )j dafi in dei anthmetisclien Reike /, l -j- A, l + 2 A, iniend- 
lick yiele Pumzablen voikonmien, sonst warden ja in der Tat die 
linken Seiten von (75) fur alle s endlicli bleiben 226 ) 

Mit Hilfe der tieferen Eigenschaften dei X-Funktionen konnten 
Hada?na) d 1G ~) und de la Vallte Poussin 20i ) die dem Piimzaklsatz ent- 
sprecbenden Satze 

p = l (modi) 

(<t>) ^ ! 

n^x T ' 

, n = l (mod l) 


beweisen Das Hauptai gumenfc beim Beweise bildet der in der vongen 
Nunmier eiwahnte Satz L v [l -f- h) 4= U fui alle v und alle reellen 
t Von Landau 221 ) wuiden die Beweise veiemfacht und die Re&ul- 
tate verscliaift, so daB das beste mit Sickerheit bekannte Resultat 22B ) 
so lautet 

«i,iC 0 = A, Li(x) + 0(1 s~“' ,l08i ) 

(77) 1 __ 

^a,A) = * + 0 l0 e ■*) 

mit absolut konafcantem, d h von 7„ und J unabliangigen, v Die 


226) In melireien speziellen Fallen lafit sick der Da ichletsch.v batz elemenfcar 
bewei&en Ygl z B L E Dickson, History of the theoiy ot numbers, 13d 1, 
Washington 1919, p 419 

227) E Landau, Ubei die Primzahlen in emei anthmetischen Piogresbion 

und die Pnmideale m emei Idealklasse, Sitzungsbei Akad Wien 117, Abfc 2 a 
(1908), p 1095—1107, a a 0 219a), a a 0 107), Handbuck, § 119 — 121, 

§ 131 — 132 

228) Waie die vei allgememerte Rieinannaihe Yermutung fui die Z-Funk- 
tionen bewiesen, so wurden naturlich fui die Primzahlen emei anthmetischen 
Reihe zu (67) und (5S) aualoge Beziehungen gelten Ygl E Landau, Handbuck, 
§ 239 und a a 0 178) 
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Hauptohedei rulnen natuilich yon den Smgulantaten Yon log L l (s) 


bzw 




T ( s ) m s = 1 her Aus (76) folgt speziell, wemi l . nnd U 
beide zu l teileifremd smd, 




7t, 


V: 


( x )> 


d h die zweite in dei voiigen Nuxnmei genannte Legendre sche Be- 
hauptung — Die Riemann-v Mangoldt sche Primzahlformel (vgl Nr 28) 
laBt sich auch fiu die Pumzahlen emei anthmetischen Reihe verall- 
gememem m ) Zunaclist gilt fui emen beliebigen Chaiaktei %X n ) 

(Ygl (73) V 23 °) 


2 +ZOO 

2 X, (») A (») — \ X, {x)A{x) = — ^ (s) ds 


(78) 


S 

l oo 


= 6, ^ 


2 ;' 


yi 

jA-J a — 

n = l 


2 n 


; + + a i log 


wo a 0 nnd a x von ^ nnabhangig smd s v bedeutet Eins fui v — 1 ; 
sonst Null Aus (75) kann man jetzt, nach dem Emdeutigkeitssatz 
der Du ithletBchen Reihen, (vgl Nr 3) eme explizite Foimel fui die 
Funktion ^ = a + 0) + ^ _ 0) ) 

eikalten 

Die bishei erwahnten Resultate laufen alle darauf hinaus, daB 
die Prnnzahlen auf die <p(lC) zu k teileifiemden Restklassen gletchmajiig 
verteilt sind Schon Tschebyschef 231 ) behauptefce — freilich nur fui 
den Fall k = 4 — dies konne nui bis zu einer besfcimmten Gri enze 
gelten, indem die Reihe 4 n + 3 „viel mehi" Pnmzahlen als die Reihe 
4n -\- 1 (u — 1, 2, ) enthalte Ei spiach (ohne Beweis^) den Satz 

aus es gibt eme Folge x 1) x 2 , mit — > <x>, deiait, daB fui waoh- 
seudes v 

( 79 ) *.>.)- 

gilt Dies wuide zueist Yon Phiagmen 1 * 1 ) und dann emfachei von 


229) Vgl A Piltdj a a 0 ISO) und G Toielh, a a 0 159), Nuove formole 

pei calcolaie la tofcalita dei nurneu pumi etc , Rend Accad sc fas mat Na- 
poli (3) 10 (1904), p 350—362 nnd (3) 11 (1905), p 101 — 109 Vollstandig aus- 
gefuhrt wurde dei Beweis erst \on E Landau , a a 0 194) und Handbucb, 

§ 133—138 

230) Fur mcht gauze x bedeuten %{x) und A(c) Null 

281) P Tseheby belief } Lettre a M Fuss, Bull cl phys -math Acad St Peters- 
buig 11 (1853), p 208 und (Euvres 1, p 697 — 098, Sur une transformation de 
senes numenques , Nouv corr math 4 (1878), p 305 — 308 and (Euvres 2, 
p 705-707 
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Landau 183 ) bewiesen, aus den Untei such ungen von Littleivood 184 ) folgt 
abei, daB die obige Differenz, bei zweckmaBiger Wahl von K , fin 

i/z 

beliebig groBe Weite von x sowohl > log log log x als auch 

< — K jl^log log logx wild Dei Zusammenhang wild gewissei- 
maBen duich die aus (78) folgenden Grleichungen 


-UH-2'y)+o(J 


^4, 3 l 3 ') 


autgeklart (Es ist t = J^log p gesetzt, q duichlauft die kom- 

p = l (mod A) 

plexen Nullstellen von £($) und p' diejenigen von 

x ( ^yh 1 i = wo 

(2n+ 1 )' n 6 ’ 

wo %(n) den Nicht-Hauptchaiakter modulo 4bezeichnet) Die oszil- 


lieienden Grliedei smd hiei zwai von hoheiei GioBenoidnung als x 1 , 
m dei eisten Gleichung tutfc abei ein Grlied — X s von lon&tantem Voi- 
zeichen auf ; was wiedeium daiaus folgt, daB alle JPnmmhlqaadude 
(2 2 — 4 ausgenommen) von der Foim 4 n -f- 1 smd 

TscJiebyschef 231 ) behauptete auch ; ,wenn c gegen Null abnnnmt, 
so gilt 

(80) e~* c — e~ 5c + e~ 7ij 4“ e~ llc — = — JE%(jP) g ~ pc — > co u 

i> 

Von Haidy-Littleivood 232 ) und Landau 2 *') wuide gezeigt, daB diesei 
Satz mit dem folgenden (unbewiesenen) Analogon dei Ricmannschen 
Veimutung aquivalent ist „Die zum Nicht-Hauptchaiakter modulo 4 
gehorige Z-Funktion ist fui 6>\ von Null veischieden“ 

Die allgemeine Tschebyschef sche Aussage „es gibt viel mehi 
Pnmzahlen von dei Form 4 n + 3 als von der Form 4 n + 1" kann 
also jeden falls nur m ziemlich beschianktem MaBe wahr sem 2S4 ) und 


232) G E Em dy und J E Littleivood, a a 0 31b) (Aus L(s)=|=0 fui 
ff > 4 folgt (80)) 

233) E Landau, a a 0 178) (Aus (80) folgt i(s)=j=0 fur a > J) und 
liber eimge altere Vermutungen und Behauptuugen in* der Primzahltheone, 
zweite Abhandl , Math Ztschr 1 (1918), p 213—219 

234) E Landau , a a 0 178), p 6, bemei.kt, daB aus der Behauptung (80) 

von Tschebyschef, ^ ,, (x) — x 1} (x)= O (xhogx) folgt Die Diffeienz « : 
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ist z B m der Fassung (80), die wemgstens wabi sem honnte, noch 
nicht bewiesen 

Die Resultate von Phragmen und Landau betreffend die Tsche- 
hyschef scbe Behauptung (79) wurden von Landau 235 ) fui beliebige 
Moduln 1 (an dei Stelle von 4) verallgememeit 

81. Andere Primzahlpiobleme Summen ubei Prvnzalilen DaB 
unter den n eisten ganzen Zablen annaheiungsweise Lt{y£) Prim- 
zahlen voikommen, kann wegen 

i < w ) == 2'’ii + 

2 

m ungeuauei Weise so ausgedruckfc werden „die Wabiseheinlichkeit, 

daB die behebig gewahlte Zahl n Pnmzabl ist, ist gleich 1 - u Man 
° 70 log a 

wild hieinacb veimuten, daB die beiden Reihen 
(81) and ”! 

P 71 

sich mebi oder wemgei ahnlicb verbalten mnssen In dei Tat be-* 
sagt ja der Pinnzablsatz 

X 

2 1 ( m - 1 ) 

jo ^ c n = 2 

v 

bzw J^logp ~ , (Fit) = log t). 

71 — 2 s 

Nach Tschcbijschef 236 ) sind die Reiben (81) gleicbzeitig konveigent 
odei diveigent, sobald fur hinreicbend gioBe n positiv und me 

zunebmend ist Mertens 237 ) beweist 

X 

+ 0(1) -log* +0)1) and 

p ^ x n = 2 

L 

< 83 > - 2 ski + A + «(i.ts)- 1 »6 1 ”«‘+ b +o(t^) 

p%x n= 2 


ware also nach (80) absolut genommen klemer, als bislier bekannt wai — nam- 

licli 0 — erne Folgerung, die ja in der entgegengeeetzten Rich- 

tun g von Tsthebyschefs Inteipietation seiner Behauptung hegt 
235) F Landau , Handbuch, § 200 
236; P Tschebyschef, a a 0 155 b) 

237) F Met tens , Em Beitrag zm analytischen Zahlentheone, Crelles J 78 
(1874), p 46 — 62 
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mit konstantem A und JB Von de la Tallee Poussin 173 ) wuide (82) zu 


2‘T - 1°** - 

p^x P 

veisckaift, wo 0 die Eulersche Konstante bezeichnet Die Absckatzung 
des Restgliedes in (83) kann m ahnlicher Weise verscliarft weiden 
Hieiaus folgfc speziell 


Inn 


— 2iS) 


= lim 

Jl->00 


(Ei -* 0 **)* 0 


uud (vgl (59)) — ~ = — 

H = 1 

Landau 23a ) gibt verscluedene Satze ubei Summen dei Gestalt ^SF(jo) 

P^k-T 

und J£F(p, x) und bespueht msbesondeie die Moglickkeit, von emei 

pSx 

Foimel elementar zu den an dei n zu gelangen, ohne jedes Mai die 
Tlieone der Zetafunktion zu benutzen (vgl hieizu Ni 33) Meitms™) 
hat (82) und (83) auck fur die Pnmzahlen emer antlimetischen 
Reihe verallgememert 

Die Konvergenz von J^p~ s und ^%{p)p~ s auf dei Geraden 6— 1 
wurde schon oben besprochen (vgl Ni H und Ni 29, FuBnote 219) 
Diese Jteihen stellen fui a > 1 die Fnnktionen dai 


E ^ ~ lo ^ £ ( m ■ s ) }jzw ] °s L ( ns ’ f) > 

i i 

die uber a = 1 hmaus bis zu 6 = 0, abei nicht weitei, analytiscb 
foifcgesetzt werden konnen 239 ) — Die Funktion 

-2j 

P 

2 m it i 

wird bei Annaherung an emeu „iatioualen“ Punkt z = e v des Em- 
heitskreises unendhch gioB, sofern n erne quadratfieie Zahl ist 


238) E Landau, Sui quelques piobl&mea relatifs & la distribution dee 
nombrea premiers, Bull Soc math Fiance 28 (19(10), p 23—38, Handbuch § 55— 56 
(vgl aucli p 889) 

239) E Landau und A WalfibZ, Uber die Nichtfortsetzbarkoifc eimgei 
duick Dirichletsche Reiben defimerter Fnnktionen, Palermo Rend 44 (1920), 
p 82—86 

Vgl auch J 0 Kluyve >, Benadeimgsfoi mules betreffende de priemgetallen 
beneden eene gegeven giens, Akad Wetensk Amsteidam, Verslagen 8 (1900), 
p 672—682 und E Landau , a a O 78) 
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Faton uo ) scklieBt bieiaus, daB F(js) und 

= 2* 

P 

mclit uber den Embeitskieis foitgesetzt werden konnen Nacb emei 
Bemeikung von Landau 211 ) folgt dies anck dnekt aus neueren Satzen 
uber die Taylot scbe Reihe 

Die n tQ Pnmzalil und die Biffeienz p n + x — p n Wenn p n die n tQ> 
Piimzahl bezeichnet, so folgt aus dei Gleicbung 

n = ot(p n ) = Li(j> „) + 0 {p n e~ m ° 81> “) 
duich Inveision 

P„ = Lr\n) + o{n\og 2 nc- uVloel ‘) , 
wo Lr x (i) die zu Li{x) mveise Funktion bedeutet Tnsbesondere 1 st 243 ) 
also j) n ^ n log n 

Tschebyschef 23G ) bewies den fiuhei von Bert) and 21 ') veimuteten und 
empinscb bestatigten Satz, daB von emei gewissen Stelle an zwischen 
% nnd 2x wenigibtens erne Primzahl liegt, d b daB fm gioBe n imniei 
iijl + 1 <2 1 st Der Piimzablsatz gibt sogai 211 J 

P/t 

l im ^ + i _ 1 

00 Ph 

0(lei A+i— A=oOj 

Aus der genauen Kestabscbatzung (53) zum Purazahlsatz folgt 245 ) 

. Pn + l —Pn=0 G»„ , 


240) P Falou, Sur les senes entieres a coefficients entiers, Pant, C E 138 
(1904), p 342—344 

241) E Landau , a a 0 78) Dieselbo Bemerkung hat auch F Carlson ge- 
macht Ubei Potenzreihen mit ganz/ahligen Koeffizienten, Math Ztschr 9 (1921), 
p 1—13 

212) Mit der asymptotischen Darstellung von p n beschaftigten sieh u a 
M Perwu&chin , Foimule pour la determination approximative des nomhres pre- 
miers etc, Yerhandl Math -Kongr Zuuth 1897, Leipzig 1898, p 160 — 1C7, 
E Cesaro, Sur une foimule empirique de M Peivouclnne, Pans C R 119 (1894), 
p 848—849, M Cipolla, La determinazionc assmtotica dell’ w l,no numero pinno, 
Rend Aocad Sc Fis Mat Napoli (3) 8 (1902\ p 132— 106 Vgl auch E Landau , 
Handbuch, § 37 

243) J Beitiayid } Memo^re sur lc liombie de valeurs que peut piendie une 
fonction quand on y peimute les letties qu’ elle lenlerme, J £c Polyt 18 (1845), 
p 123—140 

244) Em direkter Beweis diesei Tat^ache, dei mcht zugleich den Pnmzahl- 
satz liefert, schemt mcht bekannt zu sem Ygl E Landau , Geloste und unge- 
loste Probleme aus der Tbeone der Pnmzahlveiteilung und der Riemannschen 
Zetafunlction, Proc Fifth Intern Congr Math , Cambridge 191 J, 1 p 93—108 

245) Vgl Cli de la Vallee Poussin , a a O 173), p 55 
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was die beste mit Sicbeiheit bekauute Abschatzung daibtellt Wenn 
die Riemannsche Yeimutung vorausgesetzt wird, folgt aus (57) 

P.+i— A — 0(]/pJo 

wo naoh C>ame. ) 2lb ) log 2 p n dutch log p n ersetzt weiden kann Es 
gibt demnach, wenn die Riemannscke Veimutung ncbtig ist, eme 
Zabl c, so daB fui n = 2, 3, zwischen ir nnd (« + clogji ) 3 lmmer 
wemgstens eme Pnmzabl liegt Oppei mann ni ) bebauptete, daB das- 
selbe von dem Intel vail (ir, ui + l) 2 ) gilt, das ist abei bishei mclit 
entschiedeu Piltz iiS ) bat sogai die Behauptung 

P, l + l —Pa = 0 (K) 

fui jedes i > U, ausge&piocben, in diesei Hmsicbt ist nui bekannt iv \ 
daB die Anzabl dei p v £ x, die dei Ungleicbung 

A + i ~Pa>lA, (0</^i) 

genugen, untei Yoiaussetzung dei Riemannschen Yeimutnng von dei 

Foim 0 (a 1 : ’ A+£ ) ist — Im Mittel muB die Diffeienz d n =p „ +1 — p n 
von dei Oidnnng logp,, sem, derm es gilt 

7^1 + + O = ^(P.+i — 2 ) ~ log p n 

Nach unten ist keine besseie Abschatzung als die triviale fiu 

n > 1 bekannt, verschiedene Verfasser 250 ) veimuten, daB m dei Tat 

(841 A+1— Pa = 2 


246) H Ciamo, a a 0 18b) 

247) L Oppeimann, Om voi Kundskab orn Pnmtallenes Mcengde niellem 
giuie Groensei, Overs Danske Vidensk Selsk Fork 1882, p 169—179 

248) A Biltz , a a 0 180), p 46 

249) E Ciame), On the distribution of primes, Proc Cambi Phil Soc 2o 
^1921), p 272—280 

250) Vgl J J Syhestei , On the partition of an e\en numbei into tv\ r o pri- 
mes, Pioc London math Soc (1) 4 (1871), p 4—6 und Collected Math Pap 2, 
p 709 — 711, On the Goldbacli-Euler Theoiem regarding prime numbeis. Nature 
55 (1896—1897;, p 196-197, 269 und Pap 4 p 734—737, P Statkcl, Uber 
Goldbacks empmsckeB Theorem etc, Gott Nachr 1896, p 292—299, Die Dai- 
steilung der geiaden Zahlen als Summen von zwei Pinnzahlen, Sitzungsbei 
Akad Heidelberg 1916, Die Luckenzaklen r t01 Stufe und die Darstellung dei ge- 
raden Zahlen als Summen und Diffeienzen ungerader Primzaklen 1— III, Sitzungs- 
ber Akad Heidelberg 1917 — 1918, J Merlin , Un travail sui les nombies pre- 
miers, Bull sc math (2) 39 (1915), p 121—136, V Bum, Ubei das Goldbach- 
scbe Gesetz und die Anzabl der Primz&hlpaare, Arch for Math og Natun , 
Enstiania 34, Nr 8 (1915), Sur les nomhres pienners de la forme ap -(- i b, ebenda 
34, Ni 14 (1917), G E Eaidy und J E Littlewood, Note on Measis Shah and 
Wilson’s paper entitled On an empmcal foimula connected with Goldbach’s 
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fui unendlich viele n gilt, und sogai daB 

~ “log* X 

mit konstantem a ist, wenn h(x) die Anzakl dei p n x bedeutet, 
die (84) genugen Burn- 51 ) beweist 

"W - ofcf-i) 

Det Satz von Goldbach und venvandte Ftagen Goklbach 25 *) sprach 
im Jahie 1742 den bis jetzt unbewiesenen Satz aus „Jede geiade 
Zabl kann als Summe yon zwei Pumzahlen daigestellt -\verden“ Vei- 
scbiedene Verfasser 250 ) vei mute ten, daB die Anzahl G(n) solcliei Dai- 
stellungen einei geiaden Zahl n sogai mit u ins Unendliche wachst, 
und zwai so, daB t'ui alle geraden n 

mit konstantem b gilt* 253 ) Heady und Ltttleivood 250 ) veiallgemeinein 
das Problem und gieifen es zueist mit analjtischen Mitteln an, mdem 
sie m dei Potenzieilie 

/i0) = (J’log ps p )\ 

n = 1 p 

(die uber den Emlieitskieis mcht fortsetzbai ist) ein beliebiges 
duich das Integial 

a 

ausdiucken, um dann das Veihalten von fur gioBe n zu untei- 
sueben (Auf diese Methode kommen wn in Nx 38 zuiuck ) Die Be- 

theorem, Proc Carnbi Phil Soc 19 (1919), p 245 — 254, Some pioblem.8 of Par- 
fcitio Numeiorum, III On the expiession ot a number aa a sum of prunes, Acta 
math 44 (1922), p 1—70 

251) P Bum, Le cnble cl’Eratosthene et le th^oreme de Goldbach, Yidensk 
aelak Ski if ter, Mat naturv K1 Kristiama 1920, Ni 3 und Pans C R 108 (1919), 
p — 546 Ygl auch La serie A -f- 4 + ou les denormuateurs sont ^om- 
bres piemicrs jumeaux 11 eat conveigente ou fime, Bull sc Math (2) 43 (1919), 
p 1—9 

252) Vgl Bnefwechsel zwischen j Eulei und Goldbach bei P H Fuss, Coi- 
lespondance math phjs 1, St Peteisbourg 1843, p 127, 135 Ygl m bezug auf 
die alteie Geschichte des Satzes L E Dickson, a a 0 226), p 421 — 426 LTbei 
die numensche Piufung des Satzes vgl z B P Stackel, a a 0 250) — Fui n = 2 
kaun der Satz offenbai nur nchtig aem, wenn 1 als Prim zahl mitgezahlt wird 

253) E Landau , tJber die zahlentheoietische Funktion cp(n) und lhre Bo- 
ziehung zum Goldbachschen Satz, Gott Nachi 1900, p 177 — 186, zeigt, daft 

0(2) 4* G(n) - — — ist Hieiaus folgt, daft erne fiuher von Stackel , 

K 1 2log 2 n 

a a 0 250), vorgeschlagene Formel falsch ist 


(Xi 1 ftkte) 

> l 2 TtiJ z> l + 1 

- 1 = J < 
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banptumg von Goldbach, h> 0 fui alle geraden 2, laBt Rich 
zwai nielit beweisen, es wird aber die Formel 251 ) 

G («) ~ c JJ , l n gei ade) 

'J 

als wabrschemlicb kingestellt Hienn ist c konstant, und q duicli- 
lauft die ungeraden Pnmteilei von n Wenn die (uubewiesene) Au- 
nalitne gemaclit wild, da8 die obere Gieuee der teellen Teile de> Null- 
stellen von £(s) und von alien L-Fuiiktionen Llciner als \ ist, so laBt 
aicli dei folgende Satz beweisen „Jede binieichend groBe unrjeiade 
Zalil kann als Surname von diei Primzalilen daigestellt werdeu" — 
Bum 251 ) beweist duich Anwendung emer Modification des sog Sieb- 
veifahiens von Bt atosthenes den Satz „Jede hinreicbend giolie geiade 
Zabl kann als Surname von zwei ganzen Zablen daigestellt weiden, 
die hocbstens je nenn Pnmfaktoren entbalten “ Die beiden letztgenann- 
ten Satze sind oftenbai direkte Folgei ungen aus dem Goldbachsdheo 

Das Problem, die Bedingungen fur die Losbaikeit emei unbe- 
stimmten Gleicbung ax -f- by + c = 0 inittelst zweiei Pinnzablen i 
und y zu linden, ist erne Verallgememerung des Gdldbachsaheu , es 
wmde auck von den oben erwaknten Yerfassern bebandelt Mit dei 
Hai dy-Littlewoodschen Metbode lassen sick endlicb ancb verscbiedene 
Piobleme dei Art „Gibt es nnendlicli viele Pnmzahlen von dei Poim 
n 2 1, von dei Form > i ‘‘ - j - n " 3 -|- m '" 8 ," 2 usw , angreifen Auch hiei 
laBt sicb mchts beweisen, die Metbode fubit abei auf gewisse a^ym- 
ptotiscbe Formeln, die in mehreien Fallen mit gntem Erfolg nume- 
nsch gepruft wurden 

IV. Weilere zalilentlieoretische Funktioneu. 255 ) 

32. Die Fuuaktionen , A («) nnd cp (n) Fur a > 1 gilt (vgl 
Nr 32) 

‘“ 5 > ■ - 4 

1 

Die fui <5 > 1 nnbedmgt konveigente Reilie ' steilfc also 

erne fur 6 1 legulare Funktion dai, daB die Reike auck nock fui 

254j Meki oder wemger ahnliche Formeln waren von den oben erwaknten 
Yeifassern sckon fiuher vorgescblagen worden Die Hardy -Little woo <fsche Formel 
wui de von iV" M Shah und JB 31 Wilson numerisch gepiuft On an empnical 
formula connected with Goldback’s theorem, Pioc Cambr Phil Soc 10 (1910), 
p 238—244 

255) Betreits alteier Untersuchungen za diesem Kapitel sei aui I C 3 vei- 


w iceen 
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b = 1 konveigiert, hat schon Eula 2 ™) vermutet Dies wuide von 
" Mangold 7 257 ) unter Benutzung der J3af7awm?dschen Satze uber die 
Produktzeilegnng von ( 5 — l)£(s) (vgl Ni 15) bewiesen, nach (85) 
1 st. dann «, c 

dil «»)-2’ ? 7r-“W 

1 1 

Landau 2 ™) zeigt, daB dieses Resultat auch elemental aus dem Prirn- 
zahlsatz abgeleitet werden kann (vgl Ni 33) Eme unmittelbaie 

Folgeiung ist ^ 

^')=2 pW = «W, 

1 

nnd man kann nun naeh dem Konveigenzsatz von 31 E%esz (vgl 
Ni 5) scbheBen, daB (85) auf dei ganzen Geiaden o' = 1 gultig 
bleibt 25 *'") Landau 2 ™) hat sogai die Konveigenz von 


00 


2 


ft (h) ( log Up 
n 1 ■* 1 > 


1 


iur beliebige leelle q nnd t festgestellt Ei 2cl ) gab — in it seiner bei 
dem Pumzahlsatz angewandten Methode — die Abschatzungen 


(8b- 


M(x) = o{x'r aVXo * x ) 

g{&) = o( e ~ uVloe l ) 


li (n) log n __ 
n 


1 


— 1 + o(e~ a] 108 l ) 


266) Jj Muter, Introductio in analjein mfinitorum, 1, Lausanne 1748, 


}< .329 

267) H o Maugoldt, Beweis der Gleichung ^^ = 0, Sitzungsbei Akad 

Berlin 18<>7, p 846-852 i 

oo 

258) E Landau Neutr Beweis der Gloichung^^^ == C, Dibs Beilin 1899 


259) Vgl Landau, a a 0 21) Das war naturhck mckt dei eiste Beweis 
dieses Satzes 

2b0) E Landau, tJbei die zablentbeoretiadie Function /l l(1), Sitzungkbei 

^kad Wien 112, Abt 2a (1903), p 547— 570 Die Konvergenz von n 

wurde action von A F Mobius vermntet Ubei eme besondere Art von Urn 
kehrang dei Reihen, Cielles J 9 (1832), p 105—123 nnd Wcike 4 (1887), 


p 589-612 

2bl) E Landau , a a O 29) und Handbucb, § 163 — 164 Ch de la Yalhc 
Foas^ui, a a O 173\ ha,tte eme unscharlere Abscbatzung gegeben 
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■and veiallgemeineite 362 ) alle diese Resultate fui den Fall, da8 n nnr 
die Zalilen emer aiithmetischen Reilie duicblauft 

Wie bei dem Pnmzalilsatz, so ist bei den Gleicliungen (86) die 
Fiage nach dei inoghclien Veisckaifung del Abscliatzungen eng rnifc 
dei Riemannsehen. Vermutung yerbunden Von Stieltjes 263 ) und Mei- 
tens 2&i ) wurde 

(87) M(%) = 0(j/a) 

veimutet, Stieltjes bebauptete m dei Tat auf diesem Wege die Rie - 

mannscke Vermutung bewiesen zn haben, denn aus (87) wuide (ygl 

00 

Nr 2) die Konveigenz von ^^(;?)^” y fur a > and daunt die 

i 

RiemcumschQ Vermutung, folgen — Daft auch mngekehit aus dei 


Riemannschen Veiinutung die Konveigenz von fui a > - 1 - 

i 

folgt, wuide zuerst von LiUleitood liS ) lm Lanfe semei m Nr 20 be- 
spioclienen Unteisucbungen uber die Zetafunktion bewiesen Demnach 
ist die Riemamiscke Vermutung mit der Bekauptung 

(8S) M {%) = 0 ) fui jedes e > 0 

vollstandig aquivalent 2G5 ) Die weiteie Vermutung von Stieltjes 2W ) 


daB J£$i(n)n A aucb noch fur s = | konvergiei t, ist abei nacb Lan- 
dau 11 *) sicher mcbt ncbtig A foition kann also (88) fui kem nega- 
tives s gelten 


Aus (85) folgt A (n)n s — 1 und hieraus fui jedes 

i i 


gauze n > 1 


2p(d)- 0, 

d j ii 


262) Ygl J 0 Kluyve), Reeksen, algeleid uit de leeks Akad 

vi 

Wetensk Amsterdam, Verslagen 12 (1904), p 432-439, und E Landau , Bemu- 

kungen zu der Abkandlung von Henn Kluyvei etc, ebenda 13 (1905), p 71 ^3, 

Handbuch, § 169—175 

263) T J Stieltjes y a a 0 160), Lettie 79 und Sui une fonction unifoune, 
Pans C R 101 (1885), p 153—154 


264) F Me) tens, ITLer erne zalilentlieoretisclie Funktion, Sitzungsbei Akad 
Wien 106, Abt 2a (1897), p 761 — 830 Uber die numensche Piufung diesei Yer- 
mufcung- vgl etwa B D u Stemecl, Sitzungsber Akad Wien 110, Abt 2a (1901) 
p 1053—1102 


265) Aus (87) wurde dagegen mekr als die Riemann&che Veimutung folgen, 
z B daB all© Wuizeln von £(s) emfach sind Ygl auch R Cjctmei und E Landau , 
Uber die Zetafunktion auf dei Mittellime des kntischen Stiffens, Aiki\ for 
Mat, Astr och Fys 15 (1921), Ni 28 
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sowie fui jedes i ^ 1 


2>«K1 

« = 1 


1 


Auf diesen Eigenscliaften von p(ii) bemhen die sog zaklentheoietiscken 
Umkekiiingsiormeln Es lafit sieh 7 B die Gleiclmng (67), Ni 28, 
leicht aus ibnen ableiten 

Die Funktion 1 {n) ist dmcli 


2 M)t) t(2i) 

n' ~ Sis) 

i 

defmieit, es folgt hieiaus 


V 1 u ( n) 

1 1 


1 l 


[P> 1) 


i 1 

und nut Hilfe dieser Identitat lassen sich alle obigen Eigebmsse fui 
l(n) veiallgemeinern JbC ) Insbesondeie zeigt es sicb, da 6 es untei den 
N eisten ganzen Zablen asymptotisch ebenso viele gibt, die aus einei 
geiaden, als Bolcbe, die aus emei ungeraden Anzalil von Pnmfaktoren 
bestelien 267 ) 

Fui die Eulet sclie Funktion cp [n) gilt oiienbai linmei <p(tt) <[ n — 1 , 
und sobald u erne Pumzahl ist, miiB hiei das Grleichbeitszeiclieri be- 
nutzt weiden Andeieiseits beweist Landau 2bS ) 

lim mf WiOlogloaj* = g _, 

n -voo ^ 

g 

DaB die suuimatonseke Funktion <P(i) asMnptotiscli gleicb — zX 2 ist, 
wai scbon Dinchlet JGiJ ) befeanut, nacb Me) tens™) gilt sogai 

&{'i) = ^_% 2 + 0(x log x ) , 

was vollig elemental bewiesen weiden kanu Meikwuidigei weise ist 

X) 

es bisbei mckt gelungen, aus dei Beziebung ^ 9 («)«”' = ^ ^ 

s I s .) 

i 

mit analytiseken Mitteln erne besseie Abschatzuug des Restgliedes zu 


266) E Landau , Handbuck, § lbb— lb7, lb9— 172 

267) E Landau, Handbuck, p 571 

268) E Landau, t T bei den Yeilaul dei zakleutkeoLetisohen Funktiou qphi, 
Aick Math Phys (3) 5 (1903\ p 86—91 

269) P Q Lejeune-Dn ichlet, Uber die Bebtimmung dei mittleien WeLte in 
der Zaklentkeorie, Abhandl Akad Berlin 1849, math Abhandl p 69— S3 (Werke 2, 
p 49-66) 

270) F Me) tens, Uber eimge asvmptotiseke Geaet/e dei Zahlentbeorie, 
Crelles J 77 (1874), p 289—338 
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eihalten 271 ) — Nach Landau 212 ) gilt 


/jl (p («) 2 

a = 1 


log A 


Landau 213 ) beweist mit Hilfe dei Theorie dei Multrplikation 
Duichletsckei Reihen (vgl Ni 12) die Konmgenz verschiedenei 
hieikergekongei Reihen, z B 

co oo ee 

fttw j sp xW'pj n) 

^dj n 9 jd n ’ jdj n* ’ 

l i i 


wo %(n) em beliebigei Chaiaktei (bei dei letztgenannten Reihe jedoch 
mcht dei Hauptchaiaktei) nach emem beliebigen Modul ist 

83. ZusammenJiangssatze Die lm voihergehenden erwahnten 
tieferen Eigebnisse der analytiscken ZaRlentheone waren alle mit Hilfe 
der Theone der Zetafunktion, bzw deien Verallgememei ungen, ei- 
leicht Fui die systematische Daistellung der Theone eischemt es 
wichtig, die veischiedenen Hauptiesultate in bezug auf lhre „Tiefe“ 
zu veigleicben und msbesondere die Moglichkeit zn untersuchen, aus 
emem von lhnen die andeien elemeniar abzuleiten, ohne nochmals die 
tianszendenten Methoden zu benutzen 

Die wichtigbten m diesei Richtung duich Landau m ) und Axet 275 ) 
bekannten Tatsaclien lassen sich dalim zusammenfassen, daB die vier 
Grleickungen 

i 

(89) ip(x) =^A(n) — x -f °(i), 

i 

(90) j»p.J(njpi = 2r 


(91) 

(92j 


L 

M{c) 



271) Da <P(u uncndlich viele Spiunge \on der UroBenoidnung x macht, 
kdim das Restglied jedenfalls mcht von medngeier Grofienordnung als sein 

272) E Landau, a a 0 253) 

273) j E Landau, a a 0 78) und Handbueh, § 184—195 

274) E Landau, a a 0 25b) und 21), sowie Uber die Aquivalenz /weiei 
Hauptsatze dei analytiscken Zahlentkeorie, Sitzungsber Ahad Wien 120, Abt 2 a 
(1911), p 973—988 

275) A Axer, Beitiag zui Kenntnis der zahlentheoretischen Funktionen u(n) 
und l(u), Prace Mat Fiz 21 G910), p 65 — 95 
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alle in dem Sinne aquivalent bind, daB aus lrgendemei von lknen die 
diei ubngen elementar folgen [Nack den Eigebnissen von Nr 23 
konnen natiulicli aueh die (89) entspiecbenden Foimeln mit Tl{x) } it(x) 
und &(x) hmzugesetzt werden] In (90) und (92) ist mu die Kon- 
veigenz der beti effenden Reihe wesentlick, ist diese einmal festgestellt, 
so folgt die Weitbestimmung aus einfachen Stetigkeitsbetiachtungen 

— Etwas tiefei liegt del Satz 

00 

2 1 | 

n * 

i 

dei nut einei scliaifeien Form von (92), namlich mit 


X 



1 


aquivalent isfc 27G ) — Dei Ubei gang (durch partielle Summation) von 
(90) zu (89), bzw von (92) zu (91), ist tuvial, die andeien (Jbeigange 
folgen aus gewissen allgememen Grrenzwertsatzen Landau 277 ) gibt 
emen Satz, aus dem alle jene Ubei gauge durch Spezialisieiung folgen 
Hardy und Little wood 218 ) zeigen, daB die Ubergange auch mit Hilfe 
von „2Vw&fi>schen“ Satzen (vgl Nr 5) ubei die „Lanibciim\±m Reiken“ 


co 



3 


ausgefuhit weiden konnen 

34-. Teilerprobleme Die Funktionen d(n) und <s(n) 9 die Anzahl 
und die Summe dei Teilei von n 9 smd vielfach untersuckt woiden 
Ubei die GioBenoidnung diesei Funktionen ist zunachst tuvial, daB 
immei d(n) ^ 2 , c ?(>?) ^ n + 1 

ist, sowie daft in beiden Beziehungen unendheh oft (naniUch fiu alle 
Piimzahlen) das GleichheitszeLchen gilt Andererseits beweisen Wi~ 
ge>t m ) und Giomvall 280 ) 

27b) A Axe), Uber einige Gienzwertsatze, Sitzungsbei Akad Wien 120, 
Abfc 2 a (1911), p 1253—1298 

277; E Landau, t)ber eiuige neueLe Grenzwerfcgatze , Palermo Rend 34 
(1912), p 121—1 51 

278) G H Haidy und J E Liltlewood, On a Taubenan theorem foi Lam- 
bert's senes and some fundamental tkeoiems in the analytic theory of numbers, 
Pioc London math Soc (2) 19 (1919), p 21—29 

279) S Wigert, a) Sur l’oidre de grandeui du nombre des diviseurs d’un 
entiei , Arkiv for Mat, AbU och Fys 3 (1906—1907), No 18, b) Sur quelques 
fonctions autbm^tiques, Acta Math 37 (1914), p 113 — 140 

280) H Gronwall, Some asymptotic expressions m the theoiy of numbers, 
Tians Amei math Soc 14 (1913), p 113—122 
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limsup 


log d(n) loglogn 


log 2 


limsup 

«->■ CC 


g fa) = e c 
n loglog n 


Giomvall gibt auch entsprechende Beziehungen fui 0 (t (n), die Sumrae 
der c< teT1 Potenzen dei Teller von n Ramanujan 2Sl ) beweist viele ms 
emzelne gebende Satze ubei den Veilauf dei Funktion d(n) Ei zeigfc 
msbesondeie, dafi cZ(n), wenn die Rie?nannsche Vermutung nclitig ist, 
die „maximale GioBenoidnung" 

+ ( a < 


bat Er nennt erne Zabl n ^highly composite" wenn d(jh) > d{y) fui 
v — 1, 2, n — 1 ist, und zeigfc ; wie man mit elementaren Mitteln 
erstaunend genaue Resultate ubei die Reibe dei Exponenten m dei 
Darstellung emei solcben Zabl als Piodukt von Pumzahlpotenzen ab- 
leiten kann Er findefc aucb bemeikensweite Beziebungen zwischen 
der Funktion 6 a (n) und gewissen tngonometnscben Smnrnen, em spe- 
zieller Fall hieivon lautet 


V ~ 1 


cM 

v~ 9 


wo c T (n) 


-2 


COS 


2 it [in 


ist, und a die 9 o(v) zu v teileifiemden gan- 


zen positiven Zablen ^ v duichlauft 

Die summatonscbe Funktion J)(x ) gibt offenbai die Anzabl dei 
Gitterpunlte (Punkte mit ganzzabbgen Kooidmaten) an ; die m der 
(m, vVEbene dem Gebiet 
(93) u > 0, v > 0, u v < ju 

angehoien, hieiaus folgt leicbt 

n = 1 11 = 1 

woiaus die you Du uJdet m ) gegebene Foimel 

D(x) = % (logo: -f - 2C — 1) + 0(]/x) 


281) 5 Ramanujan , Highly composite numbers, Proc London math Soc (2) 
14 (1915), p 347—409, On certain trigonometrical sums and their applications 
m the theory of numbers, Trans Cambr Phil Soc 22 (1918), p 259—276 Vgl 
auch On certain arithmetical functions, Trans Cambi Phil Soc 22 (191b), 
p 159 184, wo gewisse, die Funktion c a (n) enthaltende Summen unteisucht 

W °rd n 
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gefolgeit weiden kann Dieses Resultat wuide eist von Yoionot 2S2 ) 
veischaift, ei zieht m zweckmaBig gewahlten Punkten der Hyperbel 
av = x die Tangenten, zeilegt dadurch das Gebiet (93) m mehieie 
Teilgebiete, schatzt die Anzabl del Gitteipunkte in jedem Teilgebiet 
ab imd erbalt 

(94) D(x) — x (log x -f- 2 C — 1) + o(x J log so) 

Neuerdmgs ist es van den Co)ptit* 0Q ) gelungen, die Abschatzung des 
Restgliedes sogai zu 0(i v ) zu veibessern, wo 31 < ^ ist 

Schon voi Votonoi hatte Pfeiffe ; 2S3 ) emen veimemthchen Beweis 

von (94) — nut o(& 8 + ) anstatt logx) — veroifentlicht, seme 
Metbode waL fieilich mcht emwandfiei, wuide aber von Landau 284 ) 
umgeai beitet und u a zum Beweis von (94) benutzt Diese ^Pfeiffei- 
sebe Metbode", auf die wn m Ni 36 zmuckko rumen, beiubt auf 
„iee]l-analytischer“ Giundlage Andeieiseits ist 285 ) (vgl Ni 4 und 22) 

2 + t oo 

(95) = 

2 — I 50 

diesei fui die Primzahltbeone grundlegende „koinplex analytische" An- 
satz scbien lange auf das Teilei problem mcht anwendbai zu sem, es 
gelang jedocb Landau 28C ) ibn zum Beweis von (94) zu benutzen In 
(95) tutt die Zetafunktion mcht nn Nennei auf, die Scbwiengkeiten 
lubien dakei niebt wie bei den Piimzahlpioblemen von den kom- 
plexen g-NullsteUen bei, sie smd biei von ganz andeiei Natui und 
sind hauptsacblich mit dem Aufsucben emer obeien Gienze tin das 
Integial -, + r, 

J\&s)?ds [s> 0 ) 

— F — 1 l 

veibundeu, wobei T erne lumktion von a ist Landau m ) zeigt, daB 

282) G Voronoi, Sui un piobieme du calcuL des fonctions a^ymptotiques, 
Crelles J 12b (19031, p 241-282 

283) E Pfaftci , Uber die PenodizLtut in dei Toilbarkcit dei Zahlcn und 
uber die Verteilung der Klas^en positivei quadratischer Formen suf lhre Deter- 
mmanten, Jahiesbei d PfeifFeischen Lehr- und Eizieli -Anstalt Jena 1886, 

p 1-21 

2841 E Landau , Die Bedeutung dei PfeifFeischen Methode fui die analy- 
tiscbe Zahlentheone, Sitzungsb Akad Wien 121, Abt 2 a (1912), p 2195 — 2332 

285) Fur ganzzahhge % muft wie oben dei Hauptweit des Integrals ge- 
nommen werden 

286) E Landau, a) a a 0 224), b) ttbei die Anzabl der Gitteipunkte m 
gewissen Bereichen, zweite Abhandl , Gott Nachi 1915, p 209 — 243, c) liber 
Dirichlets Teilerpioblom, Sitzungsb Akad Munchen 1915, p 317 — 328. 
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diese Schwierigkeit bei emer ausgedebnten Klasse von Pioblemen 
ubeiwunden werden kann, wo an der S telle von (£(s)) 2 erne Funktion 
stebt, die erne Funktionalgleicbung vom Typus der Riemamschen 
besitzt und gewissen andeien Bedingungen genugt Mit dieser Me- 
tbode wuide z B der in Ni 29 eiwahnte Satz ubei die Multiplika- 
tion zweier L-Reihen bewiesen, der ubiigens (94) — mit dei Felilei- 

abscbatzung o(^ + £ ) — als Spezialfall enthalt, da die Konvergenz von 

(96) 2 = ($(*))* + as) - saec*) 

1 

fur 6 > ^ darans folgfc i87 ) 

Das Problem, die untere Grenze y deijemgen cc zu bestimmen, 
fur welcbe = D(x) — x (logit; + 2C — 1) = 0(x a ) 

gilt (y ist also die Konveigenzabszisse von $6)), wnd als fJ Dmchlets 
Teilei problem^ bezeicbnet Nacli dem Obigen ist jedenfalls y < ^ 
Erne mebt tnviale untere Abschatzung von y bat Ha>dy 28S ) gegeben, 
ei beweist namlicb y ^ { Er untersucht die Funktion 

00 i + ?00 

m = 2 d ^ e ~ sV ~ n = if r(?z)s-H\s)dz, 

1 2-200 

die in alien Punkten s = + -Imf/q ( q = 1, 2, ) algebiaische lin- 

en dliclikeitsstellen von der Oidnung 1 aufweist, iv ah rend 

fur s = 0 regulai ist Hieiaus folgt nacb Haidy y ^ und sogai 
der scharfere Satz ; da8 bei zweckmaJBiger Wahl emer positiven Kon- 
stanten K die Ungleicbungen 

(97) jA (x)>Kv i 

1 A(z) < — Xx i 

beide beliebig groBe Losungen besitzen Haidy deutet auch an, wie 
man durcb die Anwenduug der von Littlewood (vgl Ni. 27 und 28"> 
fur die entspi eebenden Piobleme der Pnmzabltbeone gesebaflenen 

287) Landau gilt auch einen Beweis von (94) mit emer antkmetischen 
Methode, deien Grundgedanke von Piltz heiruhrt Uber Dmchlets Teilerproblem, 
Gotfc Nachr 1920, p 13-32 El hat auch (94) fur den Pall verallgemeinert! 
daC nur solehe Teller, die emer gegebenen arithmetischen Reihe angehoren, 
mitgezahlt werden, vgl a a 0 224) und 284) 

288) G H Ha,dy, On Dinchlets Divisor Problem, Proc London math Soc 
(2) 15 (1916), p 1-25 
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Metkode m (97) sogai x ^ durck (& log#) T log log # ersetzen kann 
Landau 282 ) beweist mit dei vorkin erwaknten komplex-analytiscken 
Metkode emen allgememen Satz, der msbesondeie y £ ergibt 

Ubei y ist also bis jetzt nur -J- y < bekannt Im Mittel 
ist abei |A^)| von der Oidnung x T , C)amer 2d0 ) beweist namlick (m 
Veischaifung frukerer Resnltate von L Tatdy 221 )) 

(98) / (A <.t)f dt = ,4 2 (^f) 3 + o(J + j 

und folgeit kieiaus 

i 

(99) |A(0|^=0(^) 

1 

SchlieBlick kennt man auek eme exphzite Fcnmel fui die Funktion 
D(x ), nack Foowo^ 292 ) gilt namlich 293 ) 

(100) D(x) = x (log x - 2C — l)+-i 

+ v*2 yt ( - Y ' ( 4 *v**) - % (4* yjno) , 

289) E Landau, a) Obei die Anzahl dei Gitterpunkto m gewissen Be- 
reicken, ckitte Abhandl , Gott Nachr 1917, p 96 — 101, vgl auch b) tfber die 
Heckesche Funktionalgleicliung, ebenda 1917, p 102 — 111 

200) H Cramer, Uber zwei Siitze des Herrn G H Hardy, Matb Ztschr 15 
(1922), p 201—210 

291) G H Hardy , The average order of the arithmetical functions P{x) 
and A(x) } Proc London math Soc (2) 15 (1916), p 192 — 213, Additional note 
on two problems in the analytic theory of numbers , ebenda (2) 18 (1918), 
p 201—204 

202) G Voronoi , Bur une fonction transcendante et ses applications a la 
sommation de quelques senes, Ann tc Norm (3) 21 (1904), p 207—268, 
459-534 

293) In der iolgenden Nummer machen wn ubei Formeln dieser Art eimge 
allgemeine Bemerkungen Eme Formel, die im wesentlicken mit (101) uberem- 
stimmt, wuidc schon 1891 — mit ungenugendem Beweis — von L Lorenz ge~ 
geben Analytiske UndersPgelser ovei Pnmtalmoengderne, Kg] Danske Vidensk 
Selsk Sknftei, natnrv og math Afd (6) 5 (1889 — 1891), p 427 — 450 Ei ent- 
wickelt diese und sogar die entsprechenden Formeln fui das PiZtesche Teilcr- 
pioblem (s u) nach emer Metkode, die im Giunde mit dei — unstreng ange- 
wandtcn — Pfetffencken Methode ulentisch ist Spater wuule (100) von Hardy 
a a O 288) nnabhangig wiedergefunden Emen Beweis von (100) mit der 
Pfeifla schen Methode gab TV Bogosiwh, Neue Anwendung der Pfeifferschen 
Methode bei Dinchlets Teilerproblem, Dias Gottingen 1922 Vgl auch E Landau, 
tfber Dinchlets Teilerproblem, zweite Mtlg , Gott Nachr 1922, p 8 — 16 und 
A Walfisz, a a O 297) 

T? V7 A <it T*r a - TT t " A 
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wo Y x (v) die gewohnliche „zweite Losung“ der Bessel schen Diffeien- 
tialgleicliung bezeichnet und 

eme Hankelsehe Zylmderfunktion ist Nach der bekannten asympto- 
tischen Entwicklung von Y 1 hat man. 

(10n B(x) = a; (log a + 2 C — 1) 

+ 2 cos ( 4 *y»* — i^) + x + o{x~~*) , 

?ty2 " 

wo das Grlied (){x *) erne fur stetige Funktion ist Die Spr unge 
der Funktion D(x) ruhren also von der m (101) auftretenden unend- 
lichen Reihe her, die das „kritiscke Grhed“ yon D(x) daistellt Vouh 

X 

noi i9s ) gibt auch analoge Formeln fur ^ d(n){x — n) 1 , k =1,2, 294 ) 

Wtgert m ) untersuckt die summatonschen Funktionen 8{x) und 

X 

er beweist 

n J 
1 

S (%) = 

2^ = T ^ y log a + ®^ x )> 

wo fur r = 1, 2 


aber jedenfalls mclit 


lmisup 




<i 


Jog# = 4 
©,(a?) = o (log log x) 



294) 8 Wigeit, Sur la sene de Lambeit et eon application a la throne 
des nombres, Acta Math 41 (1917), p 197-218, und E Landau, Gott gel 
Anz 1915, p 377—414, gaben erafachere Beweise fur einen Teil der Voiohoi- 
schen Resultate Wtgert benutzt hierfur eine von lhm geiundene asymptohsche 


Furiktionalgleichung fur die Lambei tfsche Reihe 




fur 


welcbe Landau einen vereinfachten Beweis gibt Uber die Wigeitsche asyrn- 
ptotische Funktionalgleichung fur die Lambertscbe Reihe, Arch Math Phvs" (3) 
27 (1918), p 144-146 Vgl auch S Wtgeit, Sur une Equation fonctionnelle et 
ses consequences anthindtiques, Arkiv for Mat, Astr och Fys 13 (1918) Ni 16 
295) S W'lgert, a a 0 279 b) ’ 



34:. Teileiprobleme 


821 


gilt Fui die Funktion 

'jjtfix-nf, l = 1, 2, , 

t * faJj UI 

gibt er eistens~entspiechende asymptotisclie Formeln, die zum Teil 
von Landau 296 ) verschaift wurden, nnd zweitens explizite Formeln, 
welche unendliche Reilien nnt Besselschen Funktionen enthalten Wal- 
fisz m ) zeigt, daB eiue solcke Foiniel auch fui den Fall 7c = 0 auf- 
gestellt weiden kann, nnd gibt fui S(x) ive entspieehende Entwick- 
lung 298 ) 

&(*) = fij** — \ x + & ~ X 2 ~n ) 

1 


12 ‘ 


— o a + -T cos (4«]/»a: — 1 *) + oM , 

jt]/ 2 i n* 

wobei jedoch die nnendbcben Reiken nnt Cfesd>oscken Mitteln von 
dei ersten Oidnung sumnneit weiden mkssen, da lhie Konveigenz 
bisher nicht bewiesen werden konnte 
Ramanujan 2 ") findet die Beziehung 


2 


(rf(H))* 

(i 3 


(tw)' 

C(2i) 


X 

und schlieBt daiaus ^ (d (n)) 2 ^ # log 8 x 

i % 

Pilt# 300 ) vei allgememert das Du ichletsdie Teilerproblem, lndein 
ei fui L — 2, 3, die Funktion 


n k {*)-2d k Oo 

i 


2 ( J6) E Landau , Gdtt gel Anz 1916, p 377—414 

297) A WalfibZ, Hber die summatonschen Funktionen eimger Dinchlet- 
schei Reihen, Diss Gottingen 1922 

298) Die zweite Zeile der Formel eigibt sicb durcb Zubammenstellung der 
Ergebmsse von Walfisz mit denjemgen von Wigeit a a 0 279 b) und Landau , 
a a 0 296) 

299) S Ramanujan, Some formulae in tbe analytic theoiy of numbers, 
Mess of Mntb 45 (1916), p 81 — 84 Ygl auch B M Wilson , Proofs of some 
ioimulae enunciated by Ramanujan, Pioc London math Soc (2) 21 (1922), 
p 235—266 

300) A Piltz, t)bei das Gesetz, nach welchem die mittlere Darstellbarkeit 
der naturlichen Zablen als Produkte einer gegebeuen Anzahl Faktoren mit der 
Grofie der Zahlen w delist, Diss Berlin 1881 Vgl auch E Landau , Uber erne 
idealtheoietische Funktion, Trans Amer math Soc 13 (^1912), p 1 — 21 

bA* 
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betrachtet, wobei ^ ~;,r = ( 

x 

gilt und d k (n) also die Anzabl dei Zeileguugen von n in /. Faktoien 
bezeiebnet, msbesondeie ist d 2 (u) = d(n) Er zeigte, dab — analog 
wie bei 1 = 2 — die Hauptglieder von D k (x) von dem Pol s = 1 

der Funktion ^(£(s)) 4 berrubien Wild das doitige Residuum durcb 
l°g*) bezeichnet, wobei also p k _ t em Polynom (7. — l) 16n Giades 
ist, und wird = (log x) + A* Or) 

gesetzt, so weiB man nach Baxly und Littlewood 301 ), daB 
\{x) = 0 {x 1 + ') 

fur jedes s > 0 und alle £)>4 ist Fui 7i = 3 "urde das sehaifste 
Resultat von Landau 286 j gegeben, indem ei 


A k (x) = 0 (a4 + 1 log 4 _ 1 a) 

fur alle l 2 beweist' 103 ) — Haidy 2SS ) hat die duicli (97) ausge- 
druckte Eigensckaft von A, (a;) fui beliebige l veiallgememeit, wobei 

der Exponent * duroh ~ 1 zu eisetzen ist Die expliziten Founelu 

(100) und (101) wurden von Walfsz™) und C>ame ) 303 ) veiallgememeit, 
das „kritische GHied" von (101) wild duich 

1-1 oo 

' 84 SJd,(n) / 07 i/— . k — S \ 

~yl2 T4T 003 ( 2/ **V'n* + — «) 

1 n 2k 

ersetzt ? wo von der unendlichen Reihe mu bekannt ist ; daB sie duroh 

2 J sumnneibai ist Dei Fall 

l = 2 ist somit der einzige, wo die Konveioenz der auftietenden 
Reihen festgestellt ist 


301) G- E Hardy und J E Littlewood , a a 0 129) 

302) Landau } a a 0 224), bemeLkt, daB aus der Biemann^chen Veimutung 


A a (®) 


= 0 (*i + ’) 


fur jedes e>0 tolgen wurde Die Behauptui 


" s i/' 


| A, (t)\dt 


= o(^ 3+€ ) fur l = 2, 3, ist uacli Haidy und Littlewood , a a 0 301}, dei 
3 ,Li7idelofsch.en Vermutung“ = 0(t*) aquivalent 

303) H Cramei f Uber das Teilerproblem von Piltz, Arkiv for Mat, Astr 
och Fys 16 (1922), No 21 
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35. Ellipsoidprobleme Wenn /(A) fur n^>0 die Anzahl der 
additiven Zeilegungen von n m zwei Quadiafce bedeutet, gibt die 

T 

summatoiische Fnnktion R{ti) — S i (n) die Anzahl dei Gitterpunkte 

o 

(n, v) au, die dei Kieisflache u 2 -f“ ^ d angelioien Gait / 3 304 ; be- 

vvies dmcli eme einfache geomefcn&cbe Uberlegung 

B(jl) = st? -f" O(Vfc), 

dei Flacliemnhalt des Kreises stellt *,oimt einen Annalierungswert fur 
R[x) dai Die folgenden Hauptsatze ubei jR(^) entspiechen genau 
denjemgen ubei D(x) und weiden aueh duicb analoge Mefchoden be- 
wiesen 

1 Nach Swipinsla^), dei die Voto/un seke 2s “) Methode benutzte, 

gilt 

( 102 i R (? ) = %% + ^ U 3 ) i 

diese Abschatzung wuide nenei dings von van da Co)}nd™ b ) zu (){x M ) 
imt M < \ verscliaift; 

2 Nacli Hauly m ) und Landau m ) kann das Itestglied fui kern 
h < \ von der Foim 0(x h ) sem 

A Jin 3fottel isfc das Restghed voti dei GrioBenordiumg fur 
die Fnnktion R(a) — it x gelton namlich Foimeln, die zu ('98) und 
(99) analog smd 

4 Die evplizite Foimel liu R{%) = \ (R{i + 0) + R{x — 0)) 

104=) C 1 Gauss , He ne\u inter multitudinem olasamm etc , Werke 2 
(1863), p 20*) — 201 

305) W Siupmsh, O pewnem zagadmrum / lachuuku fuukcyi asympto- 
tycznyeh, Pjace Mat -Pi/ 17 (190b), p 77—118 Vgl aucb E Landau , a a O 
224.), 28Gb), 284), Dhei die Zeilegung dei Zaklen in 7wei Quadrate, Arm Mat 
piua ed appl ( 1) 20 (1013), p 1—28, Uber emeu Sabz des Ileun Sieipmski, 
Giom di Mat di Battaghm 51 (1913), p 73—81, Uher die Gitteipunkte in einem 
Kieise, eiste Mtlg , Gott Nachr 1015, p 148—160, (Jber die Gitteipunkte in 
emem Kreise, Math Ztschi 5 (1910), p 319—320, »S Wtgut Ubei das Problem 
dei Gitteipunkte in emem Kieise, Math Ztachi 5 (1919), p 310 — -318 

306) J G can dei Corput , a) Veischarfung der Abschatzung beirn Teiler- 
pioblem, Math Ann 87 (1922), p 39—65, hi Sur quelques approximations nou- 
velle^, Pans C K 175 (1022), p 856 — 850 

307) G H Haidy, b On the expiessiou ot a numhei as the sum ot two 
squares, Quart I 46 (1915), p 203 — 283 

308) E Landau , tJber die Gitterpunkte m emem Kieise, zweite Mtlg , Gott, 
Nachr 1916, p 161—171, Neue Unteisuchuugen ubei die P/ej#erscke Methode 
/ur Abschatzung von Gitteipunktanzablen, ftitzungsb Akad Wien 124, Abt 2 a 
(1015), p 460—505 
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lautet 30a ) nach Ha>dy m ) 

firs') = v'xj^^Ji&xYnx) 

(103) ( 1 

= jrz + — ^ — r 3111 (2jryW — \n) + o(x 4 ) 

* V » T 

Fur « ^ 1 ist bekanntlieh > (») = 4 (<*,(») — <7 g («)), (vgl I C 2, c), 
wo tZ, («) die Anzahl dei Dmsoren Ton n von der Form 4/ -f- v be- 
deutet 310 ), bieiaua folgt fur <? > 1 

1 1 1 

wenu i(ji) der Nicht-Hauptcharakter modulo 4 ist Der Satz von 
Landau (vgl Ni 29) eigibt die Konvergenz von 

2’fc = 4g( Sj L( S )- 3f 5( S ) 

1 

fur a>i, nach van det Go)put Z0G ) ist diese Reihe sogai uber a = 
lunaus kouveigent, fui 6 < ist sie abei jedenfalls divergent 

Das obige ?v Pioblem der Gritteipunkte m emein Kieise" ist als 
SpezLalfall m dem Pioblem enthalten, die Anzahl der Gritteipunkte in 
dem /i-dimensionalen (l ^ 2) Ellipsoid 

a 

F ( u u u 3> «i) = 2a u , «„«, ^ A («,„ = «, „ ) 

abzuschatzen, wenn .F erne positiv-definite quadiatische Form ist Diese 
Anzahl ist nach Landau 011 ) gleich 

309) Emen Beweis dieser Foimel mit der Pfeiffei scken Methode gab 
E Landau , Uber die Gitfcerpunkte in emem Kreise, diitte Mtlg , Gott Nachi 
1920, p 109—134 Vgl auch G Voionoi, Sur le developpement , a l’aide des 
fouctions cyhndriques, des sommes doubles ^ fjpmr -f- 2 g m n -+■ > u -) ou pm* 
+ 2 qmn -f- > u 3 est une foinie positive a coefficients entiers, Verhandl dea dntten 
intern Math-Kongr Heidelbeig 1904, p 241—245 

310; Hieiaus tolgt msbesondere / (n) < 4 d (n) und somit uach dei \ongeu 
Niimmer erne obere Abschatzung fur r(n) 

311; E Landau } a a 0 224), 286b;, Zur analytiscbeu Zahlentkeone dei 
quadiatischen Formen, (ubei die Gitteipunkte in emein inehidimeuBionalen Ellip- 
soid) Sitzungsb Akad Berlm 1915, p 468 — 476, tJber eme Aufgabe aus der 
Tbeone der quadratischen Formen, Sitzungsb Akad Wien, 124 Abt 2a (1915), 
p 445 46S Vgl auch J G van der Corput , Ovei definiete kwadratische 

vormen, Nieuw Aich voor Wisk 13 (1919;, p 125—140 — Bei diesen Unfcei- 
suchungen wird teils die Pfetffe) sche Methode benutzt, tells analyfcische Me- 
thoden, wobei die veiallgememerten Zetafunktionen von Epstein (vgl Ni 21) 
zur Anwenduug gelangen 



35 Ellipsoiclprobleme 
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A 

it 2 


VAr(^ + i) 


+ o 


U S( * + 1 v, 


wo A die Deteiminante 


L< 1* 


I a *l a kk I 

bezel chnet Insbesondeie eigibt sich fur die dreidimensionale Kugel 
u 2 + /y2 -f- w 2 <Lx als Auzabl dei Gritterpunkte 

jnx*- + o{J), 

was schon von Cane) 312 ) gefunden wai Landau* 1 *) verallgememert 
seme Satze nacb veischiedenen Richtungen und gibt aucb 313 ) Yerall- 
gememerungeu dei Eigenschaft 2 von H(x ) Die Hcirdysche Foimel 
(103) wild von Walfisz m ) fui em Z^-dimensionales Ellipsoid (mit 
ganzen a fl v ) verallgememert 314 ), fur l > 2 kann hieibei nur Summa- 
bilitat, nickt Konvergenz der auftietenden Reiheu bewiesen werden 
Die „expliziten Forineln", die m diesei und dei vorheigebenden 
Nummer eiwahnt sind, besitzen alle Eigenschaften, die denjenigen der 
Riemanmchen Primzahlfoimel (vgl Ni 28) entspiechen Da die auf- 
tietenden Iteilien unstetige Funktionen daistellen, konnen sie jeden- 
falls mcbt tui alle a gleichmaBig konveigieien (bzw summieibar 
sem), m jedem Interval^ das von Unstetigkeitspunkten frei ist, smd 
sie zwar gleichmaBig konvergent (bzw summierbai), m kemem Falle 
jedoch unbedmgt konvergent In einigen Fallen ist es gelungen, dei- 
aitige Formeln mit dei „Pfeiffe> schen Metliode“ zu beweisen 815 ), lm 
allgememen wai es jedoch notwendig, die komplexe Funktionentkeorie 
zu benutzen Durch foimale gliedweise Integiation 316 ) eihalt man 
zunachst Foimeln, die unbedmgt konveigente Reihen enthalten und 
deshalb leicht bewiesen weiden konnen Es gilt z B 317 ) 


(104) 


E 

j R(t)dt ■■ 


l , 

7 TCX* 


V»i). 

1 


312) J) Cauer, Neue Anwendungen dei Pfeifferschen Methode zur Ab^chat- 
zung zahlentheoretischer Funktionen, Dibb Gottingen 1914 

313) E Landau , a a 0 289) und 308) 

314) H(.ndi/ hatte schon fruher die Formel fui eiue Ellipse autgestplLfc (a 
a 0 307)), \gl auch G Voionoi a a 0 309) 

315) Ygl 293) und 309) 

316) Die m jedem Falle himeichend oft auszufuhren ist 

317) E Landau, liber die Gitterpunkte in emem Kieise, Math Ztsehr 5 
(1919), p 319 — 320 
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die Zulassigkeit der gliedweisen Differentiation, die auf (103) fuhit, 
folgt nun aus dem Konvergenzsatz von M Hiesz (vgl Nr 5), der 

OO 

tier auf die Dm ichletBohe Reibe anzuwenden ist Die 

i n* 

zablentbeoietiscben Funktionen eiscliemen lneibei gewisseimaBen als 
Randwerte von analytiscben Funktionen Steffensen 171 ) entwickelt erne 
ganz verscbiedene Auffassungsweise, wenn eme zablentbeoretische 
Funktion f(n) gegeben ist, mterpoliert er namlich die Folge /(l), 
/( 2), duicb eme ganze Funktion f(z) Es sei z B cp(s) = 
fur 6 2 unbedingt konvergent, dann defimeit 

m — ~~ 2 *(«+»«■ 

1 

fur \z\ <1 eme ganze Funktion der gewunschten Ait Steffensen 
gibt veiscbiedene m dei ganzen Ebene geltenden Daistellungen der 
Intel polationsfunktionen und wendet sie zui asymptotiscben Untei- 
sucbung dei zalilentlieoretiscken Funktionen an (vgl Nr 26) 

Aus (104) ergibt sicb leicbt em Beweis von (102), mdem man 

+ h 

J R(t) dt bildet und dabei h = x 6 mmmt 317 ) Diese Diffeienzenbildung 

X 

stellt emen sehi allgemein veiwendbaren Kunstgriff dai 

36. AUgememere G-itterpunktprobleme In den beiden voiker- 
gebenden Nummern wurden veischiedene Spezialfalle der folgenden 
Aufgabe behandelt Em Grebiet G in dei («, ^)-Ebene ist gegeben, 
man soli die Anzalil der m G oder auf dei Begienzung liegenden 
Gbtterpunkte bestimmen In alien jenen Spezialfallen konnte eme 
Annabel ung an die gesucbte Anzabl sowie erne globe Abscbatzung 
des Febleis duicb triviale Mitfcel eibalten weiden, und diese Abschat- 
zung konnte duicb neueie Metboden veiscbaift weiden, die Aufgabe, 
die beste moglicbe Abscbatzung zu finden, wai aber nocb mcbt ge- 
lost — Es gelmgt nun, entsprecbende Resultate aucb bei viel alige- 
memeien Grebieten zu erbalten, und zwar gibt es bieifur mebieie vei- 
scbiedene Metboden 

Die erste Metbode, die auf solcbe allgememeie Gebiete angewandt 
wurde, war die sog Pfeiffei scbe, die von Landau (vgl Nr 34) stieng 
geinacbt wurde Wenn kem Gitteipunkt auf dem Rande von G liegt, 
und wenn auBerdem gewisse Voiaussetzungen ubei die Bescbaffenbeit 
des Randes geinacbt weiden, so kann die gesucbte Gritterpunktanzabl, 
wie Landau zeigfc, duicb 
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hm fj tp {u)tp m (v)dudv 

ht — V- oo*y*y 
(r 

ausgedruckt werdeu, wo 

m 

(p 7 Jl() COS 2 YlTtU 

- m 

gesetzt ist Landau 31 *), Cana dl °) and Hmime) btem m ) benutzten 
diesen Ansatz, um bei veischiedenen speziellen Gebieten, von deuen 
die wichtigsten m den vorbergekenden Nummem envahnfc wuiden, 
die Gitteipunktanzakl abzuschatzen Van de > Cotpat 321 ) fafit alle 
diese Eigebmsse m einem allgememen Satz zusammen, bei dem ubei 
den Rand von G mu seln allgememe Yoiaussefcznngen gemaeht weiden 
Ei beweist diesen Satz auch rnit dei geometuscben Voxwoi * chen 
Methode (vgl Ni 31) Landau und van (lm Copui 322 ) geben ver- 
scbiedene an.iloge Saize und Veremfacliungen dei Bewei^e, wobei u a 
die anthmetische „Pilt8 sche Metkode“- y7 ) zum Beweis von allgememen 
Gitteipunktsabsckatzungen benutzt wild 

37. Verteilung von Zahlen, deren Pnmfaktoren vorgeschrie- 
benen Bedingnngen genugen Es sei 

( 105 ) n — pV l lh li * 2h a ' 

die Daistellung von u als Piodukt von Pnmzahlpotenzen Die a 
sollen stets positiv und die p alle veisclneden sem, p u soli nicht not- 
wendig die p te Pnmzalil bezeichnen Es liegt nalie, nacb dei Verteilung 
derjemgen Zahlen n zu fiagen, deien Evponenten a L a . , gegebenen 
Bedmgungen genugen Roll z B stets v = 1, a t = 1 sem, so deckt 
sich diese Aufgabe offenbai nnt deijemgen, die Veiteiiung dei Pnm- 
zablen zu unteisucken Als Veiallgememeiung hieivon lcaim das 
Pioblem aufgefafit weiden, die Veiteiiung dei h Piimfaktoien ent- 
haltenden Zahlen zu bestimmen Die^ kann wiedeium aut diei vei- 
sclnedene Wei sen aufgefaBi sverden, die zu den folgenden Bedmgungen 
fulnen 

318) E Jj(uid(xii } a a 0 2b4j, 293), 305), 30b), 309J 

319') Jj Gauei , a a 0 312) und tfbei clie Pfeiffersche Methode, Math 

Abkaudl , H A Sekwaiz /u semern funfzigpibi Doktoi)nbxbium gewidmet, Berlin 
1914, p 432—447 

320) A Hammcrstcin, a a 0 200) 

321) J G nan der Got put , 0\er loosteipuuten in bet platte vlak (De be- 
teekems van de metboden van Yoronoi en Pfeiffei), Dies Leiden 1919, Obei 
Gitteipunkte m der Ebene, Math Ann 81 (1920), p 1 — 20 

322) E Landau und J G van der Cot put, Lfbei Gitteipunkte in ebenen 
Bereichen, Gott Nacbr 1920, p 135—171, / G van der Go) put, Zaklen the ore- 
tiacbe Abscbafc-iungen nauh der Piltzscken Methode, Math Ztacbr 10 (1921), 
p 106—120, Zahlentheoietische Abschatzungen, Math Ann 84 (1921), v 53—79 
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1) V '■ hj Kj sss = &2 

2 ) v — hj 

3) «j + cc 2 + «„ = h 

Landau* 2 *) zeigt, dafi die Anzahl der diesen Bedmgungen genugenden 
Zahlen unfcerlialb z m jedem der drex Falle asymptotisch gleicli 

1 X (log log x) h ~ l 
(h — 1) 1 log ^ 

ist, fur den Fall 1 wax dies acton yon Gau/i m ) veimutet woiden 
Landau gibt auch genaueie Ausdrucke fur jene Anzahlen Van der 
Coijput S2b ) unteisxxcbt verschiedene allgemeineie Piobleme dxeser Ait 
Lafit man v unbestimmt, scbreibt abei a, = a 2 = — a, = 1 

vor, so bekonixnt nxan die sog quadratfreien Zahlen Bedeutet Q(x) 
die Anzahl der quadiatfieien Zahlen x, so beweist man leicht 326 ) 

Q{x)~^_x 

Fur 6 > 1 gilt oifenbai (wenn auch 1 als quadratfieie Zahl mitge- 
rechaet xurd) 

V1§(»)-W»-1)_ rj ( < ,i\ _ _ yi VfifiS 

H- i L \ ' »* / f(2s) 4-i n' jLi n ,s 7 

1 p ' -r ' / j i 

uud die aus dei Piimzahltheone gelaufigen Methoden geben hier 127 ) 
Q( x ) = ± x 4 - 0(]/x e -“Fi^) 

mit konstantem a Wenn unter den Q(x) quadiatfieien Zahlen ^ x 
Q t (x) aus einei ungeiaden ; aus einer geiaden Anzahl von Pnm- 

faktoien besteht, so folgt aus ( 86 ) 

Hanly und Ramanujan 328 ) lassen m (105) p die [i ie Pnmzahl be- 

323) E Landau , Ubei die Verteilung der Zahlen, seiche aus v Pnmlak- 
fcoren zubaimnengesetzt smd, Gott Nachr 1911, p 162—381, vgl auch a a 0 238) 

324) Vgl F Klein, Bencht uber den Stand der Herausgabe von GauB’ 
Werken, neunter Benclit, Uott Nachi 1911, Geschaftl Mitt , p 26—32 

325) J G lan der Ccnput, On an arithmetical function connected with the 
decomposition of the positive integers into prime factors, Proceed Akad Amster- 
dam 19 (1916;, p 826—856 

326) L Gegenbaue) , Asymptotische Gesetze der Zahlentheone, Denkschriften 
Akad Wien, 49 1 (1886), p 37—80 Es weiden hier auch analoge Beziehungen 
ftu. „7/ ,u potenzfreie Zahlen 11 bewiesen 

327) A Axer, a a 0 276) 

328) G H Hardy und S Ramanujan, Asymptotic formulae foi the distn- 
bution of integers of vanous typeb, Proc London math Soc (2) 16 (1917), 
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zeichnen und fuliren die Bedmgung a 2 ^ a 3 ^ ein Fur die 
Anzahl A(x) dei n ^ x, die dieser Bedmgung genugen, wird 

log 4(a) ~2 J r]/ 51 ^ 5 

bewiesen 

Wei den k veischiedene zu Tc teileifremde Restklassen mod k ge- 
geben ? und mrd voigeschrieben, dafi m (105) jedes p ^ einer von 
diesen Restklassen angelioien mu6 ; so ist nach Landau 329 ) die Anzahl 
der n <[ x asymptotisch gleich 

ax (log l , (a>0) 

Die Summe ubei die^elben n<Lx erstreckt, ist dagegen asym- 
ptotisch gleich 2 k 

1)X (log xyp^ \ (b>0), 

was schon Lehmer m ) m einem speziellen Fall bewiesen hatte Em 
ahnlichei Satz von Landau 329 ) enthalt msbesondeie das Resultat 381 ) 
es gibt unteihalb i asymptotisch 


ganze Zahlen, die als Summen von zwei Quadraten darstellbai smd 
Hieiaus folgt, wenn B u (x) die Anzahl dei ganzen Zahlen x be- 
zeiclinet, /u deien additiven Daistellung genau /a Quadrate eifoidei- 
hch smd (bekanntlich ist B u (x) = 0 fur g, > 4) 


38. Neuere Methoden der additiven Zahlentheone. Als dei 
Abschnitt ubei additive Zahlentheone m I C 3 gesehneben wuide, 
wai voi allem das gioBe ,, TFflrm^sche Problem" noch ungelost 
Wtning^ 2 ) veimutete IT 82 7 daB jede ganze Zahl n 0 als Summe 


p 112—132 In der Abhandlung The noimal numbei ot prime factors of n, 
Quait J 48 (1917), p 76—92, beBchaitigen sich die beiden Verfassei mit Pio- 
blemen, die zu den in diesei Nummer behandelten Fiagestellungen in einer ge- 
wissen Beziehuug steben 

329) E Landau, a a 0 78;, Bemerkungen zu Herin D N Lehmers Ab- 
handlung in Bd 22 dieses Journals, Amer J of math 26 (1904), p 209—222, 
Losung des Lehmeischen Pioblems, ebenda 31 (1909), p 8b — 102 

330) I) N Lelnne /, Asymptotic Evaluation of ceitam Totient Sums, Amer 
J of math 22 (1900), p 293— J.35 

331) E Landau , Uber die Einteilung dei positiveu ganzen Zahlen m vier 
Klassen nach der Mmdestzahl dei zu lhrer additiven Zusammensetzung erfordei- 
hchen Quadiate, Aicb Math Phys (3) 13 (1908), p 305 — 312 

W Wf'iinn MaHi pi hones VDebraicae, 3 Aufl Cambridge 1782, p 349 — 350 
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emei festen (d h nui von nicht von n, abhangenden) Anzahl von 
positiven l ien Potenzen daigesfcellt iveiden konnte, und zwai fui 
l = t 2, Bis 1909 wai dies nm fur emige spezielle Weite 
von l bewiesen, es gelang abei Hilbetf 3 ™) einen allgememen Beweis 
zn finden Diesei Beweis benut/t zwai die Hilfsmittel der Integral- 
lecliunng-, dureli spateie Vereinfachungen 334 ) ist aber gezeigfc woiden, 
daB dies ganzlich veimieden weiden kann ; so daB die Methode ini 
Giunde erne lem algebiaische ist und deshalb biei mcht emgebendei 
besprochen werden soil 

Rein analyfciscli ist dagegen die Methode, welclie neuei dings von 
Hcudy und LittlewoocP 35 ) auf das Problem angewandt worden ist Es 
sei l > 2, und es werde fiu | x | < 1 

833) I) Hilbeit, Beweis tui die Damtellbarkeit der ganzen Zahleu dureli 
eine feste Anzahl w tcr Potenzen fWaiingsches Problem), Gott Nachi 1909, 
p 17—36 und Math Ann 67 (1909), p 281— 30U 

334) Ygl z B F Hausdoiff , Zur Hilbeitschen Losung des Warmgschen 
Problems, Math Ann b7 (1909 , p 301 — 305, E Stndsberg , Sui la demon stia- 
tion de M Hilbeit du tbeoieme do Waring, Math Ann 72 (1912), p 145 — 152, 
Nagra elementara undersoknmgar rorande fakulteter och deras antmetiska egen- 
skaper, Arkiv tor Mat, Asti och Fys 11 (1917), No 25, It Hemal, Bemerkung 
zu Herin Stndshergs Beweis des Waungschen Theorems, Math Ann 72 (1912), 
p 153 — 156 Fur die alteie Liteiatin zum Waungschen Problem vgl die Got- 
tmgei Dissertationen von A L Kcmpne? , Uber das Waungsche Problem und 
einige Yeiallgememerungen , 1912, und W S Baer , Beitiage zum Warmgschen 
Problem, 1913 

335) G H Hai dy und J E Littlenood , A new solution of Wiring’s pro- 
blem, Quart J 18 (1919), p 272—293, Some pioblems of Partitio numeiorum, 
1 A new solution ot Wanng’s problem, Gott Nachi 1920, p 33—54, II Pioot 
that any large number is the sum ot at most 21 hiquadrates , Math Ztschi 9 
(1921), p 14—27, (III a a O 250)), IY The singulai senes m Wanng’s pioblem 
and the value of the number G(l), Math Ztschr 12 (1922), p 161—188, G H 
Hcudy , Some famous pioblems of the Theory of Numbeis, and m particular 
Wanng’b pioblem, luauguial lectuie, Oxford 1920 Ygl auch E Landau, aj Zui 
Hardy-Litllewoodschen Losung des Warmgschen Pioblems, Gott Nacbr 1921, 
p 88—92, b) Zum Warmgschen Pioblem, Math Ztschi 12 (1922), p 219—247, 
c) Uber die Hardy-Littiewoodschen Aibeiten zui additiven Zahlentheone, Jaliresb 
d deutschen Math -Vei 30 (1921), p 179 — 185, H Weyl^ Bemerkungen uber die 
Haidy Littlewoodschen Unteisuchungen zum Waungschen Problem, Gott Nachr 
1921, p 189 — 192 , A Osttowslt , Bemeikungen zui Haidj -Littlewoodschen Losung 
des Wanngschen Pioblems, Math Ztschi 9 (192J), p 28—84 E Landau (b ) 
bemcksichtigt auch gewisse Verallgememernngen, die zueist von Eamke mit der 
Hilberts chen Methode behandelt wurden Yeiallgememerungen des Warmg-Hil- 
bertschen Satzes, Math Ann b3 (1921), p 85—112 — Die un Teste gewahlte 
Bezeichnungsweise weicht etwas von der Hardy-Littleuoodschen ab und schliefit 
sieh an Landau (b) an 
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f(x) — J£x nk , f s (x) — (n)x n 

7i = 0 n = 0 

gesetzt, wo also r{n) von s und h abhangt Um die Wanngscke 
Verinutung, z(V)>0 fur s>s 0 = s 0 (7*,) ; zu beweisen, setzen Hauhj 
und Littlewood 1 rfs{\ 

I r j = 1 — — 


dx 


Bei dem Versuch, aus diesei Integialdaistellung ein asymptofciscbes 
Ergebms ubei r(n) zu gewmnen, stoBfc man auf imgebeuie Sebwieng- 
keiten, da die Funktion unter dem Integialzeicben mcbt ubei den 
Emheitskreis fortgesetzt w r eiden kann Hanhj und Littleivood be- 

2p7tl 

meiken nun, daB die Emheitswuizeln q = e '' gewisseimaBen die 
„scbwersten u Smgulai itaten von f(x) smd, bei ladialei Annabel ung 
an den Punkt x = p w r nd f\x ) asymptotisch gleich einer Hilfsfnnk- 

tion, die duich erne Potenzreihe von der emfacben Form 836 ) ^ v a (~~) > 

mit einer Konstanfcen inultipliziert, dargestellt wild Der Hauptge- 
danke dei Metbode ist nun, f"( x ) duich erne Summe solcber Hilfs- 
funktionen, d b t(n) durch die entspiechende Summe der Koeffizien- 
ten von % n , zu appi oximieren Die Durebfubiung dieses Ansatzes ge- 
lmgt natuilicb nur durch ziemlich veiwickelte TJberlegungen, wobei 
die Unteisucbungen von Weyl iu ) ubei Diophantische Approximationen 
erne wuchtige Rolle spielen Das folgende Haupti esultat wild eihalten 
Far nlle s s Q (l) ist bei unendhcb wachsendem n 


(106) 

wo S die sog 


mit 


r(n) ■ 


v V — 4 s, 

/ O \ > 


'(f) 


, ; smgulaie Reihe“ 


S 


„ 6 71 l ll p 


7=1 p = 0 

(/v;) = i 

q Imh 1 p 

S pq = ^e * 


h - 1 


bemchnet Die Reihe S ist fui s S 0 (l) konvergent und > <3, wo 
0 = a(]c, s ) mckt von n abhangt Fui s 0 ist msbesondere die Zabl 
Sq = (l — 2)2*~ 1 + 5 wablbai 


33b) Landou, a a 0 335b), zeigt, daB man sogar erne noch einfacheie, 
durch erne Bmomialreihe daigestellte Hilfefunktion henutzen kann 
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Die Hardy - laMleivoochche Methode eigibt also wesenfclich mehr 
als die _HiZZ>erAsche, welche nur emen Existenzsatz liefeite Insbe- 
sondere folgt, daB es zu jedem l erne Ueinste Zalil G(l) gibt, so daB 
alle hmreichend g) often n als Summen von hochstens je 6? (7*0 l en 
Potenzen darstellbar smd, und daB G(h) (A — 2)2 A ” 1 + 5 ist Jede 
hmreichend gioBe Zalil ist also die Surunie von hochstens 21 Bi- 
quadraten, fur den Fall Tc = 3 liefert dei Satz abei mu GQ£) ^ 9, 
wahrend schon fiuhei durch Landau™') bekannt wai, daB jede hm- 
reichend groBe Zabl die Summe von hochstens 8 Kuben ist Andeier- 
seits ist bekannt 338 ), daB immer G( L) ^ Jc 1, und un Falle L — 2 m 
sogar G( A) ]> 4Jb ist 

Tm Falle A, — 2 wird die erzeugende Funktion f(x) duicli eine 
Thetareihe ausgedrucbt 

f(x) = \ 1 j , 

und die Transformationstheorie der Thetafunktionen gestattet nun, 
viel genauere Resultate als un allgememen Falle zu eibalten 339 ) Die 
asymptotische Gleichung (106) bleibt aucb hier fur s 4 nchtig, es 
kann sogar fur 3 <[ s 8 in (106) das Zeichen ~ duich — eisetzt 
vreiden Im Falle 5 = 3 ist S = 0 fur unendlich viele n (namlicli 
fui n — 4 a (86 — j— 7)) Durch Umfoimung der so eihaltenen Ausdiucke 
erhalt man neue Beweise der klassiscben Formeln fur die Anzabl der 
Darstellungen emer Zahl als Summe von Quadiaten Besondeis 
wichtig fur diese Unteisuchungen waien ennge neueie Aibeiten von 
Mordell M0 ) ? der die Darstellung von Zablen durch Quadiatsummen 
mit Hilfe der Theone dei Modulfunktionen systematiseh unteisuchte 

337) E Landau , Uber eme Anwendung der Primzahltheoue auf das Wa- 
nngsche Problem m der elementaren Zablentheone, Math Ann 66 (1909), 
p 102 — 105 Bei dem Beweis wizd ein Satz uber Primzahlen m anthmetisehen 
Reihen benutzt Nach Wtefench ist jede Zahl die Summe von hochstens 9 Ku- 
ben, es gibt auch tatsaclilich Zahlen (23, 239), die 9 Kuben. erfordem Math 
Ann 66 (1909), p 95-101 

338) AuBeidem kennt man z B 6r(6j^;9 Eine Zusammenstellung der be- 
kannten Resultate geben L Taidy und Littleuood , Paititio numerorum IV (a a O 
335) Auf die Funktion g{k), die man erhalt, vrenn man in dei Definition von 
G(L) die Worter „hinreichend groBe“ auslaBt, gehen wn hier mcht ein, es sei nur 
bemerkt, daB aus dei Existenz von G(l) unmittelbar die Existenz von g(l) folgt 

339) G H Hardy, On the representation of a number as the sum of any 
number of squaies, and in particular of five, Trans Amer math Soc 21 (1920), 
p 255 — 284 Vgl hierzu S Ramanujan , On certain trigonometrical sums and 
their applications m the theory of numbeis, Trans Cambndge Phil Soc 22 
(1919), p 259—276 

340) L J Moi dell, On the representations of numbeis as a sum of 2? 
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Uber die Anwenclung der Method© auf den „Goldbachsciken Satz“ 
und verwandte Primzahlprobleme wurde schon in Ni 31 benehtet 
— Zum ersten Male wurde die Methode mcht auf Wen mg* Satz an- 
gewendet, sondern auf das Pioblem der Abschatzung der Funktion 
p{n), welche die Anzahl der „unbeschi ankten Paititionen" von n , d h 
die Anzahl der positiven ganzzaliligen Losungen von 
n = x + 2y + Zz + 4« + , 

angibt Als eizeugende Funktion tutt hiei 

OO 00 

/(*)■= 1 + 2 ^ x ’‘ = IT 

l l 


auf Scudy und JRamanujan uv ) beweisen ubei j p(w) sehi genaue 
asymptotische Satze, aus denen msbesondeie 


(107) 


2 >(») 



folgt Der Hauptgedanke ist wiedei deiselbe die mcht foitsetzbaie 
Funktion f(x) wird duich eme Sumine foitsetzbarer Funktionen appro- 
ximieit, die in je emei Emheitswurzel singular sind Die reclite 
Seite m (107) ruhit ubngens von dei „schwer$ten“ Smgulantat 
x = 1 her 


39. Diophantische Approximations Duich die m den Nummern 
7 und 17 besprochenen Anwendungen der Theone der Diophantischen 
Approximationen wuide ein lebhaftes Intel esse fui diese Theone er- 
weckt Jene Anwendungen gmgen von dem gi undlegenden Kioneclet- 
scken d42 ) Satze aus, dei m modemei Ausdrucksweise so lautet Es 
seien 1, a 2 , a k (Z, ^ 1) lined) nnahhangtge Zahlen, und es sei 

(x) = x — [x] 

gesetzt, dann liegen die Punkte mit den Kooidmaten 

(108) x x = x 2 = (na 2 ), x k = (ua k ), (n = 1, 2, ) 

lm jt-dimensionalen Emheitswurfel uberall dicht Weyl ni ) gibt eme 


squares, Quart J 48 (1917), p 93 — 104, On the lepresentations ot numbeis as 
the sum of an odd number of squaies, Tians Cambridge Phil Soc 22 (1919), 
p 361—372 

341) G H Hardy und S Ramanujan, Une formule asymptotique pour le 
nombre des partitions de m, Paris C R 164 (1917), p 35 — 38, Asymptotic loimulae 
in combinatory analysis, Pioc London math Soc (2) 17 (1918), p 76 — 115 

342) L Kronecker , Die Penodensysteme von Funktionen reeller Variabeln, 
Sitzungsb Akad Berlin 3 884, p 31 — 46, Werke 3 1, p 1071—1080, Naherungs- 
weise ganzzahlige Auflosung lmearer Gleichungen, Sitzungsb Akad Berlin 1884, 
p 1179—1193, Werke 3 1, p 47—110 
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fui die genannten Anwendungen wesentliche Vertiefung dieses Satzes, 
mdem ei zeigt 7 daB jene Pankte sogar in jedem Teile des Emheits- 
wnrfels cisymptotisch gleich dicht liegen Die Anzahi derjemgen untei 
den N ersten Punkten (108), die emem Teilgebiet vom Inhalt <5 an- 
gehoien, ist also asymptotisch gleich 8N Weyl beweist dies dureh 
systematische Benutzimg dei ^analytischen Invauante dei Zahlklassen 
mod 1“ 7 dei Punktion e l7tl 

Ha>dy-LiMlewood us ) und Weyl lu ) geben anch wicktige Veiall- 
gemeinerongen anf den Fall, wo m (108) n duich n q odei dnrch ein 
Polynom ersetzt wird, die hierbei von Weyl emgefuhrten, eleganten 
Methoden zur Tiansfoimation und Abschatzung von Summen mit dem 
allgemeinen Ghede e 2rttp W ( p em Polynom) waien fur die in dei vor- 
heigehenden Nummei besprochenen Untei sucbungen uber Wettings 
Problem von grundlegender Bedeutung und liaben auch /u neuen 
Resultaten uber die GroBenordnung von £(s) auf vertikalen Geraden 
gefuhrt (vgl Nr 18) Haidy und Littleivood haben msbesondeie 
Summen dei Gestalt 

1 1 1 

untersucht, die mit dem Veihalten der Thetaieihen bei Annaherung 
an die Konvergenzgienze zusammenhangen Wenn a n rational ist, 
sind alle clrei Summen von der Foim o(n) Auch uber die Verteilung 
der Zahlen (l n a), wo A 17 1 27 eme unbegrenzt und monoton wach- 
sende Zahlfolge ist, gibt es Satze, die den vorkergehenden entspre- 
chen 344 ) Fur l n = a n hangen diese Satze mit der Verteilung der 
Ziffern in (verallgememerten) Dezimalbruchen zusammen 845 ) 

Fui die Summe ^{va) gilt bei mationalem a immei 

n 

== iw + o(n) 

3 

Wnd m diesei Foimel das Restglied durch em „besseres r eisetzt, so 


343) G H Hardy und J JE Littleivood , Some pioblems of diophantme 
appioximafcion, Intern Congi of math Cambridge 1912, p 223—229, Acta Math 
37 (1914), p 155—238 Vgl auch J G van der Corput, Uber Summen, die mit 
den elliptischen 0-Funktionen zusammenhangen, Math Ann 87 (1922), p 66 — 77 
844) Vgl hierzu auch R H Fowlei , On the distribution of the set of points 
{l n 9), Proc London math Soc (2) 14 (1914), p 189—206 

345) E Boiel, Les probability denombrables et leurs applications anth- 
metiques, Palermo Rend 27 (1909), p 247—271 (vgl auch Le^ns sur la throne 
des fonctions, deuxieme ed , Pans 1914) Weitergehende Satze geben hardy 
und Littleivood, a a 0 343) 
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kann die neue Foimel mcht fui alle nrationalen a gelten, beschiankt 
man sick dagegen auf spezielle Klassen von Inationalitaten, so kann 
die Abschatzung eikeblich verschaift werclen Es gilt z B fur em 
a, bei dessen Entwieklung m emeu gewohnhehen Kettenbruek die 
aufhetenden Nennei beschiankt sind‘ ,4b ) 


— ~n -f- O(logw) 


Oi>tH)ivsLi Uh ) zeigt, daB bei heinem inationalen a hiei das 0 gegen o 
veitduscht weiden kann Hardy und Littleitood m ) zeigen, daB das 
Pioblem dei Abschatzung von ^(va) mit dei Bestimmung der Gittei- 
punktauzabl in emem gewissen lechtwmkligen Dieieck nahe vei- 
bunden ist Heche 3l7 ) hat ]ene Summen fm quadratisck urationale a 
nahei untersucht Ist msbesondeie a — ]/D, wo 4 JD erne positive 
Fumlamentaldiskiiininante ist (vgl Ni 40 ), so konveigieit die Dn ichlet- 


sche Reihe 



i 


fui a > 0 und steJLlt eme ubeiali meiomoiphe Funktion dai ; die in 
dei Jlalbebene a 0 unendlick vieie Pole besitzt 

Es sei a = a 0 + * 1 

■■ + 

die gewohnhche Kettenbiuchentwicklung emei nrationalen Zahl a, 
bnisichtlich dei GioBenoidnung dei a n sind u a folgende Satze be- 
kannt J18 ) 

1 Die Meuge dei a, fui die von emei gewissen Stelle an a n > 1 
gilt, hat das MaB Null 

2 Es ^eien d { , rf 2 , und A 1? A,, monoton wachsende Folgen 
positivei Zahlen, und es sei IP j diveigent, 1 konvergent „Fast 

ubeiall“ ist dann von einei gewissen Stelle an a n < l u7 und „fnst 
ubeiall“ ist a n > d n fui unendlich vieie n 


346) 31 Lerch , LTutermed des Math 11 (1904), p 14 5, G H Hauly und 
J E Littlewood, home Problems of diopbantine approximation the lattice- 
points of a right-angled triangle, Proc London math Sot (2) 20 (1021), p 15 — 36, 

Ostroush , Bemeikungen zui Theorie dei Diophautischen Appioxunationen, 
Abh Math Seminar Hambuig i (1921), p 77— -98 

347) E Hecle, tJber analytische Funktionen und die Yerteilung von Zalilen 
mod ems, 4Lb Math Seminar Hamburg 1 (1921), p 54—76 

348) E Boiel) a a 0 345), F Bernstein , Uber emo Amvendnug der Mengen- 
lelne auf em aus dei Theorie der s.ikulaien Storungeu hemihrendes Problem, 
Math Ann 71 (1911), p 417—439 
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Hiermit hangen die Fiagen nach der Approximation nrationaler 
Zahlen durcli rationale nahe znsammen 3J9 ) Zu jedem m ationalen a 

gibt es unendlich viele rationale so daB 

o q ' 


a 


V_ 

2 


< 


1 

V* 2 2 


gilt Wenn l n die obige Bedeutung hat, so bilden diejemgen ct, die 
sich durch unendlieli viele ~ mit der Genauigkeit 


< 


qlq 


approximieren lassen, erne Menge vom MaB Null Wenn cc eine alge- 
braische Zahl Yoxn Giade n ist, so gilt nach emem wichtigen Satze 

von Siegel 35 °) fur jedes rationale ~~ 


wo y nui von a abbangt 



> 


r 

q*Yn 1 


V. Algebraische Zahlen und Formen. 

40. Quadratische Formen und Korper 851 ) Die nach Du ichlet 
benannten Reihen wmden von lhm gebraucht, um die Anzahl der 
veischiedenen Klassen bmarer quadratischer Formen emei gegebenen 
Diskrimmante zu beieehnen, 353 ) die Losung dieser Aufgabe setzte lhn 
in den Stand, semen Satz uber die Pnmzahlen emer anthmetischen 
Reihe zu beweisen (vgl Nr 30) Ubei die Beiechnung jenei Klassen- 
anzahl und lhre Beziehuner 7 it den n-nuj 3schen Summen ist in I C 3, 

_ Formen mit mehr als zvrei 
^ und e, benchtet woiden, es seien hiei nur 
die binaren Foimen gegeben 

349) Ygl A Hurwitz, liber die aogenaherte Darstellung der Irrational- 
zahlen durch rationale Bruche, Math Ann 39 (1893), p 279 — 284, E Borel, 
Contribution a l’analyee arithmetique du contmu, J math pures appl (5) 9 (1903), 
p 329—375, 0 Berron, Inationalzahlen, Berlin und Leipzig (Yer wiss Ver- 
leger) 1921 

350) C Siegel, Approximation algebraiscber Zahlen, Math Ztschr 10 (1921), 
p 173 — 213 

351) Was sich unmifctelbar durch Spezialisierung (n = 2) aus Formeln der 
beiden tolgenden Nummern ergibt, wird hier nicht erwahnt 

352) G Lejeune-Dirichlet, Recherches sur diverges applications de 1’analyBe 
mfimt&imale a la throne des nombres, Cielies J 19 (1839), p 324 — 369 und 21 
(1840), p 1—12, 134 — 155, Werke 1, p 411—496 
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Die quadi atiecbe Form weide m & onecherschei Bezeicbnurms- 

weise^ 0 ) \ •> , , , 9 , 

t(%y) = ax- + bxy + cy 2 = ( a , 6, c) 

geschueben, ibre Diskrimmante sei 

b 2 — ±ac = D= Q 2 D 0 , 

wo I) 0 eme sog Fundamentalchsh nmnante m ) ist Es sei 
( a l > C \)> (flhJ c h ) 

em Repiasentantensystem dei pnmitiven — und lm Falle JD < 0 
positiven — zu D gebongen Klassen, die Koeffizienten a konnen da- 
bei immei positiv und die b negativ vorausgesetzt werden Dann ist 
fm 6 > 1 

(l09 > 2 2 («.**+ + «.»’)- = *2 £) i 2'i’ 

1=1 ■*. '/ n = 1 n 

wo links x und y alle die zugebonge quadratiscbe Form zu Q teiler- 
fiemd macbenden Paare ganzer Zablen exkl (0, 0) durcblaufen, im 
Falle I) > 0 tntt jedoch die Bescbrankung 

a / > 2 ci. TJ 

°^u<t-%-u x 

bmzu, wo (T U) die „Fundamentallosung“ der Gleicbung t 2 — Du? — 4 
bezeicbnet (vgl I C 2 c, 2) Reebts durchlauft n m alle zu Q 
teileifremdeu positiven ganzen Zablen, und es ist 

2 fur D < — 4 

4 „ D = -* 

6 „ D = - 3 
1 „ D > 0 


Das Kionrcletsche Symbol ist ftu w>0 em reellei Cbarakter 

00 

mod | D I, und die Reibe ^ (^) v ikt desbalb erne von den m 

Ni 29 untersuchten i-Reiben Jede der h Doppelsummen auf der 
linken Seite von (109) bat fui 5=1 emeu Pol eister Ordnung mit 
emem von v unabbangigen Residuum, und man findet durcb Vei- 


353) L Kronecker, Zur Tkeone der elliptischen Funktionen, Sitzungsb 
Akad Berlin 1885, p 770, vgl auch die ausfuhrliche Darstellung von J deSegmer , 
Foimes quadratiques et multiplication complexe, Berlin 1894 

354) Wenn m eme quadratfreie Zahl bedeutet, so ist entweder D 0 = m, 
wi=l (mod 4\ oder 2) 0 =4m, m~ 2 odei 3 (mod 4) Es wird immer D 0 =1= 1 
vorausgesetzt, so daB B keme Quadratzahl ist 
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gleicbung der Residuen 


fur D< 0 


(110) h — l )A P f ur j)> 0 

Die Summiei ung der unendlicken Reihen gestaltefc sicb am emlack:sten, 
wenn B erne Fundamentaldisknminante und dakei Q = 1 ist, dei 
alloemeine Fail lafit sicli kierauf zui uckfuhren Fur dieaen Fall gilt 


fb2® ,? fui ■ Z)<0 

n = 1 

— — — - ^ (— ) log bill 


lot* bin ■ 


fui D > 0 


Jede Fundamentaldiskrimmante JD ist die Grrundzakl des dnick ]/D 
eizeugfcen quack atraeken Zahlkorpeis (ygl I C 4 a), mid den Klassen 
quadiatisckei Formen der Disknmmante B entspreclien umkekibai 
emdeutig die Idealklassen des Koipeis A,(]/D) 3 ° 5 ) Die Anzahl dei 
Idealklassen wird also auch duieh (111) gegeben, diese Anzahl haugt 
nacb I C 4a ; Ni 9 nut dem Residuum lm Punkte 5 = 1 dei zum 
Koiper geborigen Zetafunktion £ ? (s) zusammen In dei Tat ist £*.( s ) 
gleicb der reckten Seite von (109), dividieit duicli r, 


2® z m-mm 


so daB £* (s) mit der Tlieone von £(s) und den X-Funktionen sckon 
erledigt ist 

Die Ausdiucke (111) konnen auck naek emei wemgei analytischen 
Metkode abgeleitet werden, wobei die Diuchletschen Reihen nicht auf- 
treten 56 ) Yeisckiedene Tiansfoimationen von (111), sowie audeie 
Ausdiucke fui Klassenzaklen smd von Letch 351 ) gegeben Ei gibt 


355) Hierbei smd jedoeh zwei Ideal© nui daim zur selben Klasse geliong, 
wenn lhr Quotient erne Zahl positwer Notm ist Die Anzahl dei so defimeiten 
Klassen ist entweder gleicb dei gewohnlicben Klassenzahl (vgl ICla Ni 8) 
oder doppelt so gioB 

356) Vgl z B Ch Hermite , Pans C R 55 (1862), p 681, (Jeuviea 2, p 255 

357) M Leich, Esaais sur le calcul du nombre des classes de foimes qua- 
dratiques bmaires aux coefficients entiers, Mem presentes Acad sc Pans (2) 33 
(1906), No 2, Pans C R 135 (1902), p 1311—1315, Acta Math 29 (1905), p 333, 
30 (1906), p 203 — 293, Sui le nombre des classes de formes quadiatiques bmanes 
d’un discriminant positif fondamental, J math pures appl (5> M (1903), p 377—401 
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m&besondeie Foimeln, welthe fur numensche Bereebnung geeignet 

smd, z B i jr> a i 

! » I I 

*- 2s 8 » a 

ft = 1 v-1 

wo D x und D 2 Fundanientaldiskinmnanten bedeuten, < 0 und 

/<- die Klassenzabl fui die Disknmmante D 1 D 2 ist 
Fur beliebige Diskurmnanten gilt 358 ) 

h = 0(y\D\ log \D\) 


uiul fui D > 0 sogai h = 0(j/Z)J 


Es gibt unendlich viele positive Diskrimmanten mit gleaher Klassen- 
r /ahl 3r,9 ) J fui negative!) ist dies dagegen wahiscbemlicli mcht dei Fall — 
in dei Tat gilt 060 ) fui negative Fundamentaldiskrnmnanten, wenn ubei 
die Nullstellen der obigen Funktion £ k (s) eme gewisse unbewiesene 
Anuabme (die msbesondeie aus dei Richtigbeit der „veiallgememeiten 
JhemamiBchen Vermutung^ fui die Z-Funktionen folgen wuide) ge- 

m acht wild, i/\2)\ 

h > C, - ' Jrt 
log\JD\ 


Ubei die ; ,mittleie Anzabl“ dei Klassen gab schon Gaufi m ) (obne 
Beweis) emige Satze, es gilt z B nacb Landau s63 ) ; wenn h n die 
Klassenanzahl pnmitiver positiv-defimter Formen dei Disknmmante 
— n bedeutet, 





2^i ^ + 0 log i) 


Die Klassenzabl fui negative Disknmmanten, insbesondere die Lelire 
von den sog Klassenzahlielationen ; stebt zu dei Theone dei ellip- 
tisclien Funktionen und deien komplexer Multiplikation m naber Be- 
ziekung 363 ), daiauf kann bier jedocli mcbt eingegangen werden 


358; Vgl C Polya, J Schur und E Landau, a a O 205) E Landau 
gibt aucli analoge Resultate fui beliebige algebraiscke Zaklkorpei 

359) G Lcjeune-DincliJet, Cber eme Eigensehaft der quadratiscben Formen 
von positiver Deteimmante, Bei Veiliandl Akad Beilin 1855, p 193 — 495, 
Weike 2, p 185 — lb7 

360) E Landau, Uber unagmar- quadiatische Zaklkorpei mit gleicher 
Kla^seuzahl, Ubei die Klassenzabl imagmar quadratischer Zaklkorpei, Gott Nachr 
1918, p 277—295 Vgl awch T Nagel, Uber die Klassenzabl lmagmar-quadra- 
tisckei Zaklkorpei, Abkandl Math Seminar Hainbuig 1 (1922), p 140—150 

361) C F Gauss, Disquisitiones antbmeticae, Ait 302 — 304 

362) E Landau, a a O 284; Vgl auch F Met tens, a a O 270) 

363) Vgl IC6, Nr 12 sowie II B 3, Nr 75 Eme Darstellung dei Lehie 
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Dmchlet m ) stellte den Satz auf, daB durcli jede pnnntive — 
und im Falle D < 0 positive — binare quadiatische Foim emei mcht- 
quadratiscben Diskrmnnante nnendlich viele Pi lmzahlen daigestellt 
iverden konnen Ei gab aucb Andeutungen fur den Beweis, dei spater 
von Schet mg 366 ) und Weber™) vollstandig ausgefubit wurde Met tens 361 ), 
de la Vallee Poussin 36S ), Bet nays™) und Landau 616 ) gaben fui die 
Anzabl der darstellbaien Pnmzablen <x und fui gewisse daunt zu- 
sammenhangende Summon asymptotiscbe Ausdrucke, die als Spezial- 
falle m den Satzen von Landau 316 ) uber Pnmideale in Idealklassen 
(vgl Nr 42) entbalten smd Jene Anzabl ergibt sicb gleich 

^Li(x) + 0(xe-^'^j 

mit konstantem wobei Ji 0 = 2h odei = h ist ? je nachdem die be- 
treffende Form emer zweiseitigen Klasse angehort oder mcht Bei 
dem Beweis wird die Lehre von der Komposition der Klassen 
(\rgl IC2c, 11) benutzt Diese liefeit bekanntlicli eine Alirfsclie 
Grruppe, und mdem man die Charakteie diesei Grruppe auf der lmken 
Seite von (109) einfuhit, gewiimt man neue Funktionen, die den L- 
Funktionen (vgl Nr 29) entspreehen Dei Beweis verlauft dann akn- 
licb. wie bei den Primzahlen in emer anthmetischen Reike Die hiei- 
bei auffa etenden Summen 

^(a^+bxy + ctf)~ s , 

*>y 

yon den Klassenzahlrelationen gab neuerdings L J Mordell, On class 1 elation 
formulae, Messenger of Math 46 (1916), p 113—135 

364) G Lejeune-Dinchlet, Ubei erne Eigensckaft dei quadratischen Foimea, 
Ber Yerhandl Akad Berlin 1840, p 49 — 52, Werke 1, p 497 — 502 

365) E Schermg , Beweis des Dirickletscken Satzes etc, Ges math Werke 
2, p 357—365 

366) H Webei, Beweis des Satzes etc, Math Ann 20 (1882), p 301—329, 
tJbei Zahlengmppen in algebraiscken Korpem, Math Ann 48 (1897), p 433—473, 
49 (1897), p 83—100, 50 (1898), p 1 — 26 

367) a a 0 270) 

368) Gh de la Vallee Poussin , Reeherches analytiques sui la tkeorie de^ 
nombres premiers, Troisieme pai tie, Ann soc sc Biuxelles 20 2 (1896), p 363— 397, 
Quatneme partie, ibid 21 2 (1897), p 251—342 

369) P Bernays, Uber die Darstellung von positiven, ganzen Zahlen dutch 
die prinutiven, bmaren quadratischen Formen emei nickt-quadratischen Diskri- 
mmante, Dish Gottingen 1912 

370) E Landau , a) tJber die Verteilung der Prmndeale m den Idealklassen 
ernes algebraischen Zablkorpers, Math Ann b3 (1907), p 145—204, b) Uber die 
Primzahlen m defimten quadratischen Formen und die Zetafunktion remei ku- 
kischei Xorper, Math Abhandl , H Schwarz gewidmet, Berlin (Spnuger) 
1914, p 244—273 
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rnit verschiedenen Bedmgungen far die Summation svariablen x nnd 
y, definieren m dei ganzen Ebene eindeutige Funktionen, die nur fur 
s = 1 emen Pol haben m ) Dei Beweis dieses Satzes fui positive Dis- 
krimmanten, der von de la Vallee Poussin 868 ) gefunden wurde, war 
sebi kompliziert und wuide spater von Landau m ) veremfacht 
Dmchlet 373 ) hat auch behauptet, daB unter den duich eme quadra- 
tische Foim daigestellten Pnmzahlen unendlich viele voikonnnen, 
die emer gegebenen anthmetischen Reihe angehoren, vorausgesetzt, 
daB die Form uberhaupt fahig ist ; Zahlen von diesei Reihe darzu- 
stellen Meyer * 14, ) hat diesen Satz bewiesen, de la Vallee Poussin* 15 ) 
und Landau 610 ) haben lkn duich Angabe asymptotischer Foimeln 
vei scharft 

Aus den neueren Unteisuchungen von JSecle* 16 ) geht hervor, daB 
die Foim ax 2 -f- bxy + cy 2 , wenn D Fundamentaldisknmmante ist, 
auch noch dann unendlich viele Primzahlen darstellt, wenn man die 
ganzzahligen Yeiandei lichen x und y auf emen beliebigen Winkel- 
laum einschrankt 

Bernays 369 ) zeigt, daB die Anzahl der ganzen Zahlen n ^ x, die 
duich eme quadratieche Form darstellbar said, asymptotiech gleich 

A —~^=z 

yiogx 

& 

mit konstantem A ist (vgl Nr 37, am Ende) 


371) Ygl Nr 21 Vgl feiner M Lerth, Zakladovd theone Malmstdnovskych 
lad, Rozpravy ceske akad , 2 Kl, 1 (1892), Nr 27, Stndie v oboru Malms tenov- 
skych fad a mvanantu forem kvadratickycn, ibid 2 (1893), Nr 4r, G Herglotz, 
Uber die analytische Fortsetzung gewisser Dmchletscher Reihen, Math Ann bl 
(1905), p 551—560 

372) E Landau, Neuer Beweis ernes analytischen Satzes des Herrn de la 
Vallee Pous9in, Jahreab d deutschen Math -Ver 24 (1915), p 250 — 278 

373) G Lejeune- Dmchlet , Extiait d’une lettre etc , Pans C R 10 (1840), 
p 285 — 28S, J Math pures appl (1) 5 (1840), p 72 — 74, Sui la theone des 
nombres, Werke 1, p 619 — 623 

374) A Meyer, tlber emen Satz von Dmchlet, Crelles J 103 (1888), p 98 
bis 117 Vgl auch P Baclmann, Die analytische Zahlentheone, Leip/ig (Teubner) 
1894, msbes Abschn 10 

375) Ch de la Vallee Poussin, Recherches analytiques sur la theone des 
nombres premiers, Cmquidme partie, Ann Soc sc Bruxelles 21 2 (1897), p 343 
bis 368 

376) E Hecle, Eme neue Art von Zetalunktionen und lhre Beziehungen 
zur Verteilung der Pnmzahlen, Math Ztschr 1 (1918), p 357 — 37b, 6 (1920), 
p 11—51 
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41. Die Zetafunktionen vonDedekind undHecke 377 ) Deilelcind * lS ) 
hat die Riemann^ehe Zetafunktion fui emen beliebigen algebiaisehen 
Zahlkorpei k vom Giade n veiallgememeit Ei setzt Q<9 ) (vgl I 0 4a, 
Nr 9) 


£* ( s ) — 2 Na' II ( 1 

a P 


2 


^>0 
»T ' 


wo a die Ideale, p die Pntmdeale von l durchlauft und F(m) die 
Anzalil der Daistellungen von m als Norm ernes Ideals von k be- 
deutet Alle diei Ansdrucke sind far c? > 1 absolut konveigent; 
£ k (s) ist demnach m dieset Iialbebene i eg alar und + 0 Fui den 
Korpei der rationalen Zablen ist £ k (s) nnt £(s) ldentisch Mit Hilfe 
emei Webe) sehen 380 ) Yeischaifang dei Dedehndschen m ) Abschatzung 
dei Anzalil allei Ideale von k mit Norm zeigt Landau 381 ), daB 

^(s) auch nocli fur a > 1 — legulai ist, mit Aubnahme de& 

Punktes 5=1, wo sie emen Pol eister Oidnung mit dem schon 
von Dedekind m ) angegebenen Rebidunm 


2 

toY\ d | 

besitzt Hiei bedeutet (vgl I C 4a) d die Giundzahl, R den Regula- 
toi, w die Anzalil der Emlieitswurzeln und li die Anzabl dei Ideal- 
klassen 3s2 ) von l Fernei bezeichnet die Anzabl dei leellen und 
2) 2 = n — die Anzalil der mcbt-ieellen Wuizeln dei liieduziblen 
Gleicbung, die von emei den Koipei L erzeugenden Zabl befriedigt wild 
Kann nun das Residuum von £ A (s) andeiweitig bestimmt weiden, 
so erhalt man offenbai emen Ausdiuck fui die Klassenzabl h (Im 
Falle ernes quadratischen Koipei s ist dieses Yerfahren nn wesent- 


377) Vgl hieizu II B 7, Nr 120, wo die BezLehungen zu der allgememen 
Theone der Tlietafunktionen behandelt weiden 

378) G Lejeune-Dinchlet , Vorlesungen ubei Zahlentbeone, kerausgeg und 
in Zusatzen verselien von B, Dedekind, 4 Aufl 1894, p 010 

379) Die kleinen deutseben Bucbstaben bezeirbnen Ideale, Na ist die Norn 
des Ideals a , Na’ bedeutet (Na)* 

380) H Weber, Uber emen in der Zahlentbeone angewandteu Satz dei 
Integralrechnung, Gott Naehr 1896, p 276 — 2S1, Lehrbucb der Algebia 2, 2 Aifl 
1899, p 672 — 67S, 712 

381) E Landau, a a O 28) 

382) Wo niebts anderes gesagt wird, ist deL Begrift „Idealklasse“ im 
„weitesten Sinne“ genommen, d h zwei Ideale smd znr gleicben Klasse gehong, 
sobald ihi Quotient eine Korperzahl ist 
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lichen nut dem Dmchletsohen — vgl Ni 40 — identisch) Dies laBt 
sich abei nui m wemgen Fallen dui chfuhren 383 ), und zwai 

a) Fui die Kreiskoipei und deien Unteikorper (vgl I C 4b 384 )) 
Im Koiper der v ten Emheitswuizeln ist 

ik is) = L, (s) L 2 (s) L vil) (s) Hi 1 -p-")-*, 

p\v 

wo alle (p (v) Z-Funktionen mod v (vgl Ni 29) multLpliziert weiden, 
und f und $ gewisse von v und p abhangige positive ganze Zahlen 
sind Die Foimel fui die Klassenzahl gibt hier also einen neuen Be- 
weis fur das Nichtveischwmden samtlichei Reihen L( 1) SSI5 ) 

b) Fui die Klassenkoiper dei komplexen Multiplication 380 ) 

c) Fui solche Korpei 4 Griades, die duith erne Zahl von dei 
Form ]/a -| - b]/c nut lationalen a, b, e , sowie c > 0, a + & ]/d < 0 
eizeugt weiden Hecle $bl ) beweist untei Anwendung dei von lhm 
unteisuchten Oauj Sschen Summen m algebiaischen Zahlkoipem einen 
Satz uber gewisse Relativklassenzahlen, aus dem nisbesondere em 
Ausdruck fur die Klassenzahl dei genannten Koipei folgt Es zeigen 
sich hierbei eigen tumliche Zusammenhange mit tiefliegenden Fiagen 
aus dei Theone der Thetafunktionen 

Die analytische Fortsetzung von (s) ubei 6 = 1 — hmaus 
konnte lange nui bei speziellen Koipern ausgefuhit weiden Em seln 
bedeutendei Foitschutt wuide nun von Heclce 888 ) gemacht, mdem es 

3S3) E Landau , Ubei eme Daistellung der Anzahl der Idealldassen eme* 
algebraischen Korpers durcb eme unendlicbe Reihe, Crelles J 127 (1901), p 107 

bis 174 (vgl auch a a 0 78)), zeigt, daB die JDtnchletBche Reihe fur £ k (s) 1 

o ) 

nn Punlvte s — 1 konvergiert, so daB die Klassenzahl nmner durcb eme komei- 
genfce uncudliche Reibe daigestelit weiden kann 

384) Vgl auch die neueie Darstellung von E j Fitcter, Synthetische Zahlen- 
tbeone, Berlin u Leipzig (Goschen) 1917 

3o5) Du ithlet-Dedehind, a a 0 378), p 625 

380) Jedes Emgehen auf die Theone dei Klassenkoipei rnuBte aus ditaeiu 
Beucbfc auBgeschlossen werden Vgl hierzu I C 0 

3b7) E Heche, Bestiniuiung dei Klassenzahl einei neuen Reihe von algebia- 
ischen Zahlkoipem, Gott Nachi 1021, p 1 — 23, ReziprozitatsgeaeU und Guufi- 
sche Summen in quadiatischen Zahlkoipem, ibid 1919, p 203 — 278 Vgl 
auch L J Mordell, On the leciprocity formula foi the GauBs’b sums in the 
q uadi at ic field, Proc London math Soc (2) 20 (1920), p 289—296, K Reulcmcibtet 
Uber die Relativklassenzahl gewisser relativquadiatischer Zahlkoipei, Abhandl 
Math Seminar Hamburg 1 ^19 22), p 27—48 

388) E Hecle, Uber die Zetafunktion beliebiger algebraiscber Zahlkorpei, 
GOtfc Nachi 1017, p 77 — 89, eme Anwendung dei Entdcckung auf die Theone 
der Klassenkoipei gibt die Arbeit fiber eme neue Anwendung der Zetafunktionen 
auf die Anthmetik dei Zahlkoiper, Gott Nachi 1917, p 90 95 
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ihm gelang, den z-weiten Riemanuschen Beweis fur % (s) (vgl Nr 1 1) 
zu veraUgememem und dadiuch mebt nui die Existenz Ton % L (s) in 
der ganzen Ebene nachzuweisen, sondern auch erne der Riemannschen 
analoge Funktionalgleichung fui (s) aufzustellen und mit lhiei Hilfe 
die Eadamat dschen Satze ubei das Geschlecht und die Piodukt- 
entwicklung der ganzen Funktion (s — 1) g (s) (vgl Nr 15) zu ver- 
allgemeinern 88<l ) Es laBt sich namlich, wenn das Ideal a gegeben 
ist, die Summe 390 ) 

(112) SO, <0 = 2^, 

a\ ~ 1 


die uber alle Ideale 

(03) »(«,, 


der Klasse a -1 erstieckt ist, durch eine Thefcareihe 


a) — 

(.1 ~ 0 (mod a) 


YNa 1 1 d | P=L 


I 


001 


ausdrucken, wobeL [i alle Zahlen von a duicblauft, k u fl \ . die 

konjugierten Zatlen (mkl {i selbst), in bestimmter Reihenfolge wie 
in I C 4a, Ni 7, geordnet, und diejemgen r p) welche konjugiert 
lmagmaren Korpern entsprechen, einandei gleich sind Hecke findet 
m der Tat duich smnieiche Ubeilegungen 


(114) 0 (s, a) = A‘ (r (y)) ri (mp t (s, a) 


WO 




j 

-4 


dx l 



-4- o 

A = 2- r >n' n sy\d j, 


a) — 1) du, 


r p = ue v— 1 

gesetzt ist und s 1 s r ein System von Giundeinheiten des Korpers 
bezeichnet (Wie ublich ist > = r x -(- r 2 — 1) Die Tbetareihe (11a) 
geniigt aber der Funktionalgleichung 


&(?!} 




389) Neuer dings wurde der erste Riemannsche Beweis von 0 Siegel far 
tk is) verallgememert Neuer Beweis fur die Funktionalgleichung der Dedekind- 
schen Zetafunktion, Math Ann 85 (1922), p 123—128 

390) Die Ausdxucke (112), (113) und (114) Bind nicht von dem Ideal a selbst, 
sondern nur von der Klasse von a abhangig 
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wo b das Grrundideal von k 1 st (vgl I C 4a, Nr 5), hieiaus folgt 


0(s, a) — 


2 r 'B 


IV S ($ 

w 



J 2 (d-^ 

i 


r «7 a ) 1) + 


ml-*) n 

+ « 2 ~ (tf(T! a-ib- 1 )- 1) 

was der Gleicliung (26) von Nr 14 entspncht Da a” 1 b _1 gleich- 
zeitig mit a alle h Idealklassen duichlauft, folgt weitei 


z (,) _ , (1 _ ,) J. (r (!))'■ (r (»))•• 5, ( S ) 


ist eme ganze Funktion, die sich bei Veitauschung von s mit 1 — s 
mciit an dei t ^ (s) 1 st also, bis auf den Pol bei s = 1 ; in der ganzen 
Ebene legular und besitzt die Funktionalgleichung 


& a - *> - („y vr* (- ") r,+ '• (»■> t y (r (.^w 


(Vgl [24] Nr 14 ) Dei Punkt s = 0 1 st Nullstelle ? ter Oidnung, 
s — — 2, — 4, Nullstellen (/ -f- l) ter Oidnung, 5 = — 1, — 3, 
Nullstellen r g ter Ordnung, auBerdem gibt es unendlich viele Null- 
stellen die samtlich. dem Stieifen 0 6 1 angelioien, und es 

kann wie bei £(s) die Produktentwicklung 


(s — 1) g 4 (s) = ae ba - 
s 




m-j)* 


(vgl [28], Nr 15) abgeleitet werden 

Landau s91 ) gibt erne Zusammenfassung der Theone von (s) und 
zeigt dabei, daB alle q dem Inne) n des , ; kiitischen Streifens w ange- 
horen 392 ), und daB sogai das Gebiet (vgl Ni 19) 


391) E Landau , Einfuhiung in die elementare und analytische Theone der 
algebraischen Zahien und der Ideale, Leipzig u Berlin (Teubner) 1918 

392) Landau , a a 0 28), hat achon vor Hechea Entdeckung gezeigt, daB 


keme Nullstelle auftf = l liegt, und sogar dafi 
l 


< c log 9 1 lm Gebiete a > 1 


— lo cr^t ' * ^ was ^ U1 ^ ie ^ rera Bo em 6 m erung des Pnmzahlsatzes wichtig 

war (vgl Nr 42) Ygl hierzu auch Landau , Uber die Wurzeln der Zetafunktion 
ernes algebraischen Zaklkoipeis, Math Ann 79 (1919), p 388 — 401 
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bei passeucler Wahl von l nnd t 0 you NullsteJlen ±iei i&t Dio An- 
zahl dei q ini Rechteek 0 < o < 1, 0 < t T ist naek Landau 6 '' 1 ) 

N{T) = ~ Tlog T + 1 l | ^^‘ ~- , - lo - g2 - 1 T + 0 ( [oo T \ -*•) 

(Vgl [ 30 ], Nr 10) Ob bei dei allgememen £ k (s) nnendlich viele g 
anf der Geraden o' = ~ liegen (vgl Ni 19) bishei niclit ent- 
sehieden 

Die Satze uhei die Weite von £i v s) uuf emei vertikalen Ge- 
ldden 394 ) und ubei die GioBenoidnung von £ (sj wuiden zum Teil 
auch fm ^ ( 5 ) verallgememeit Insbesondeie 1 st ubei die jt- Funktion 
von g A (s) (vgl Ni 18) bekannt, daB a ( 0 ) = 0 fm o > 1 uud 

=*= n fin (5 < 0 1 st 391 ), wain end fui 0 < 6 < 1 die /i-Kmve im 

Dieieck nnt den Eckpunkten ^0,"}, 0), (1,0) veilanft 

Bei Untei such ungen ubei die Veiteilung dei Pnmideale in den 
vei seined enen Idealklassen des Koipeis, bzw m den Idealklassen 
mod | (f em ganzes Ideal), treten gewisse Funktionen auf, die den 
X-Funktionen des lationalen Koipeis entspiechen (vgl Ni 29 und 
lui den quadiahschen Ivoipei Ni 40) Sie weiden fm a > 1 dmeh die 
Gleichung 

a u 

detmieit, wobei die ideal tkeoietiscke Funktion % (n) duieh emeu Cka- 
lakter der betieffenden A&rfschen Gruppe von Idealklassen in analoger 
Weise wie die z ahlen t h e 0 1 et 1 s ch e Funktion %(n) bei den L-Funktionen 
(vgl Ni 29) bestimmt 1 st Die analytische Foitsetzung wuide von 

Landau™*) bis zu a === 1 von Heche m ) ubei die gauze Ebene 

ausgeluhit und die entspieohenden Funktionalgleichungen wurden von 
Hecle S95 ) und Landau m ) aufgesteRt Bei jedem voni tiauptchaiaktei 
verscbiedenen % 1 st %), bei dem Hauptcliaiaktei abei (s — 1) 
£ l ($, %), eme gauze Funktion von Geschlechte Ems, die ini Stieifen 

393) Emen Satz uber den Mittelweit des Re^tghedes in diesei Fennel gibt 
H Creme), a a O 18b) 

394) Vgl H Bohr und E Landau , a a O 113) 

395) E Hecke , Tiber die Z-Funktionen und den Dirichletvcbeu Primzaklsatz 
fui emen beliebigen Zahlkorper, Gott Nachr 1917, p 299—318 

396) E Landau , Uber Ideale und Pnmideale m Idealklassen, Math Ztscbr 2 
(1918), p 52 — 154 Es weiden bier auch andere AquivalenzLegriffe, d b andeie 
Defimtionen des Begriffs „Idealklasfie“ beiucksiehtigt 
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n < a < 1 unendlidi yiele Nullstellen besitzt 807 ), abei fui a 1 durch- 
weg von Null veischieden ist S98 ) 

Um em genaueies Studium dei Veiteilung dei Piinndeale von l 
/u eimoglichen, faint Hccle 376 ) eme Klasse vet allgememe) te> Zeia- 
fanlhoaen 




MPA - 1 

Nr) 


em, wo die k (a) gewisse dei Multiplik.itionsiegel A (a) X ) = X (ft 6) 
genugende „Gio6encbaialvteie u von a sind, die von n — 1 , ; Griund- 
<Jbaiakteien“ ubhangen Duich die Angabe dei Griundcbaiaktere und 
dei Noun ist das Ideal a emdeutig bestnnmt Diese g (s, X) lassen 
sicb wie g, ( s ) dnich Tlietaieihen ausdrucken und besitzen aucb ahn- 
licbe Funkhonalgleichungen Dureli Kombination diesei Resultate in it 
emem tfatz \ou I Veyl (vgl Ni 39) ubei diopbantinehe Appioxima- 
tionen eihalt Heclce neue Satze ubei die Veiteilung dei Primideale 
und dei Pmnzalilen in gewissen zeilegbaien Foirnen (vgl Nr 40) — 
Endlick sei uucli nock erwahnt, dafi Ilecke 8 ° 9 ) neueidmgs veischiedene 
emem Zahlkorpei zugeoidnete analytiscbe Funktionen mein a ei Vai i- 
ublen eingefnlut bat, wobei die g ( 5 , X) als JIiH'smiitel dienen 


42. Die Verfceilung der Ideale und der Primideale. Es wai 
fui die VeiaLlgeniemenmg des Piunzahlsatzes wesentheh, dnfi die von 
Landau eingefuhiten Methoden (vgl Ni 25 ) 11111 das Verhalten von 
£ (s) m dei Nabe von a = 1 benutzten Ohne die Existenz der Dede- 
Imdscheu ^ (s ) m dei ganzen Ebene — die damals nicht bekannfc 
wai — voiauszusetzen, gelang es lbm namlich, den sog Pnnndeal- 
satz m ) zu beweisen Fui jeden Koiper A vom Giade n 1st die Anzahl 
~r k (z) dei Pmnideale mit Noim <1 % asymptotisch glemh Li^i) Unter 
Benutzung dei Grleichung 


i°g£i(s)= 2 

,p m 


1 

m N 


(ff > o 


397) AuBerdem gibt es nur „tnviale Nuilstellen bei 5 = 0 imd auf dm 
negafciven reellen Aehse sowie — irn Fade eines uneigenthchen Chaiakteis — 
ant tier imaginarui Achse 

39b) Vgl E Hecke, a a 0 395), E Landau , a a 0 370 a) und 196), Zul 
T he one der Heckeschen Zetalunktionen, seiche konoplexen Cbaiakteien ent- 
spreehen, Math Ztscbi 4 (1919), p 152—162 

399) E Rede , Analytiscbe Funktionen und algebiaische Zaklen, 1 Teil 
Abhandl Math Seminai Hambnrg 1 (1922), p 102 — 12b 

400 j E Landau, Neuer Beweis des Pnmzablsatzes und Beweis des Pnni- 
ideaisatzes, Math Ann 56 (1903), p 615—670 
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ergibt sicli dies genau wie bei dem Primzahlsatz Es gilt sogar nach 
Landau m ) 

/ - -4= Viof A 
(x) = Li (r) + 0\x e V J 


h 6*0 =^ l °s N P = * + 


oCc< 




iVp ^ a; 


ruit absolut konstantem was jedoch erst nacb der Entdeckung dei 
Fortsetzbarkeit yon (s) bewiesen werden konnte Hieim ist als 
kSpezialfall die Abschatzung von % (x) (vgl Nr 27) enthalten Fur 
die Primideale einer Idealklasse (bzw einer Idealklasse mod f ? wo f 
ein gauzes Ideal ist) gelten entsprecbende Gleicbungen 402 ), und zwai 
gilt dies auch. bei engerer Auffassung des Klassenbegnffs Dies ent- 
lialt wiederum als Spezialfall Duiclilets Satz von dei antbmetischen 
Reibe (vgl Nr 30) Die Littlewoodschen Beziehungen (60) von Nr 27 
wurden von Landau 396 ) fur emen beliebigen Korper l und fui eme 
beliebige Idealklasse von L verallgemeinert Insbesondere ist also 

km mf ^ < 0 < lim sup ~ n JL {x) 

1_>at, fe loglogloga: y^i ogloglo „ A 

Bei dem Beweis dieses Satzes dient als Hilfsmittel die Verallgemeine- 
rung dei Rzemann-v Mangoldtsdhen Primzahlfoimel 403 ), uber die Kon- 

vergenzeigenschaften von ^ — gibt es auch bier abnlicbe Satze wie 
bei C (s) (vgl Nr 28) ' 

Wird das Residuum von £ fc (s) fur s — 1 durch hi bezeichnet, 
so gilt nacb Landau l0i ) fur die Anzabl H(x,K) dei Ideale rait Norm 
^ x, die emer Elasse K von 1, angehoren, 

H (x, K) ~ ka, + 

und fui die Anzabl H (x) aller Ideale des Korpers mit Noim x 
H{x) = lilx -f- o(x n + *) 


401) E Landau , a a 0 391) Die in dei vongen FuBnote erwahnte Arbeit 
gibt erne weniger gute Abschatzung 

402) E Hecle , a a O 395), E Landau, a a O 227), 370 a und 396) 

403) E Landau, a a O 391) und 396) Fur einige Anwendungen einer 
analogen Formel vgl E Cramer, a a O 186) 

404) E Landau, a a O 289b), 391) und 39b) 
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Andererseits zeigt Walfisz^ 1 ), dei die von Hauhj bei den Teiler- 
piobleraen (vgl Ni 34) angewandte Metbode benutzt, 


lim < 0 < lira sup 


B(pc) — hlx 

n — 1 


X 


2 a 


In diesen Beziehungen smd als Spezialfaile versclnedene dei m Nr 35 
erwabnten Resultate bei den Kieis- und Ellipsoidproblemen ent- 
balten 105 ) Walftss 2qr ) bat aueb eme explizite Formel fur H (jc) auf- 
gestellt, die als Spezialfaile die entspiecbenden Formeln bei jenen 
Pioblemen entbalt 

Setzt man, analog wie bei g (s), fui a > 1 

£,(s) ll\ Np‘) jZj Na*’ 
h p r a 

so la8t sicb ubei die idealtheoietiscbe Funktion fL (cl) z B 

f»(<0 2wa = 0 ’ 

: a 

mit entspiecbenden scbarfeien Abschatzungen, beweisen * 06 ) Aucb die 
Zusammenbangssatze der lationalen Zablentbeone (vgl Nr 33) lassen 
sicb fui emeu beliebigen Korpei L verallgemeinem 407 ), sowie aucb 
veischiedene andeie dei m den Nummem 32 — 37 erwabnten Satze 
uber zahlentbeoietiscbe Funktionen 40S ) 


2 

iU|: 


405) Die entspiechenden obeien Abscliatzungen waren uberhaupt fur qua- 
dratische Korper scbon fruber bekannt Ygl z B E Landau , a a 0 284), 
A Hammerstem, a a 0 200) 

406) E Landau , tJbei die zaklentbeoretiscke Funktion ft Sitzungabei 
Akad Wien 112 (1903), Abt 2a, p 537 — 570 

407) E Landau , a a O 21), A Axe i, a a O 275) 

408) Ygl z B E Landau , a a 0 300) und 370a), A Axe)y Przyczynek 
do chaiakterystyki funkcyi idealowe] cp (£) [Sui la fonction cp ($,) dans la theorie 
des ld^aux], Trace Maib -Fiz 21 (1910), p 37 — 41 


(Abgeschlossen ini Mai 1922 ) 




II 0 9. NEUERE UNTERSU CHUN GEN UBER 
FUNKTIONEN REELLER VERANDERLICHEN 


Nach den enter der leitung von E BOBEL in taris 

REDIGIERTEN FRANZOSISCHEN RETERATLN 
BEARBEITET VON A BOSENTHAL IN HEIDELBERG ■*) 


Die unter dei Leitung von Heirn E Borel entstandenen franzosischen 
Aitikel der Henen L Zoretti, P Montel und M Frechet Bind bereits lm Jabre 
1912 in der franzosischen Ausgabe der Encyklopadie erschienen UiBprunglick 
ist fui die dentsche Ausgabe dei Encyklopadie nui erne Ubeisetzung dieser 
Aitikel beabsichtigt gewesen Mit dieser ist durck die Redaktion (H Burk - 
hardt f) zueist Herr L Beuvalcl (damals Munchen, jetzt Prag) und, als dieser 
durch Krankkeit an der Fortfuhrung gehmdert war, dei Unteizeicknete betraufc 
woiden Dabei stellten sich jedoch eme Reike von Unvollstandigkeiten und 
Mangel der fianzosischen Referate heraus, so dafi es als wunschenswert ersckien, 
statt emer klofien iJbeisetzung eme Beaibeitung dieser Encyklopadie- Aitikel 
vorzunekmen Nack entsprechender Darlegung unsorei Giunde gab Heir E Borel 
(Bnef vom 7 Nov 1913) sem Emverstandms mit emer Beaibeitung, untei dei 
Bedmgung, dafi die Zusatze des Bearbeiteis durch + * gekennzeichnet weiden, 
entspieckend dem Ctebrauch m der fianzosischen Ausgabe der Encyklopadie 
Diese Beaibeitung hat dei TJnterzeicknete im Auftrage der Redaktiou ausge- 
fuhit, — eme Albeit, die allerdings durch den Kneg, insbesondere wahiend der 
Jahie, in denen der Beaibeitei im Eelde stand, eine langere Unteibiechung ei- 
fahren muBte 

Die Abanderungen und Eiweiteiungen dei hanzbsiscken Origmalartikel 
Bind sehr betrachthch, was schon rem auBerlick m dem Anwachsen des Um- 
fangs der Aitikel auf etwa das Zweiemkalbfache zum Ausdiuck kommt, so daft 
die vorliegende Bearbeitung in vielen Teilen beinahe den Eindiuck ernes neutn 
Artikels erwecken wird Immerkm, der Rahmen, in den alles gepreflt werdeu 
muBte, sowie grofitenteils die Anoidnung, in dei die Dmge vorgebracht weiden 
sollten, und die verschieden starke Betonung der emzelnen Teile waren \orge- 
geben und konnten nicht mekr geandeit werden [so daB es auch / B mcht 
moglich wai, von voinherem allgevieme Raume zngiunde zu legen und damit die 
axiomatischen Gesichtspunkte durchgekend zur Geltung /n bungen] Dazu kam 

+ ) Die von A Robeyithal kerruhrenden Zusatze zu dem Text der franzosischen 
Autoren Bind durck + * gekennzeichuet 

noy^lnn rl m th TT 9 ^ 



852 IIC 9 Bo) el- Rosenthal Neueie Untersuch uber Funkt reellerYeranderlichen 


noch, daft a Z die ^Ubeisetznng" auf Anoidnung der damaligen Redaktion vor- 
zeitig m den Druck gegeben worden ist, — ein Grand mehr, urn nacbher bei 
dei Bearbeitung moglichst viel beizubehalten 

Die zweite Halfte des Aitikels von M Frechet , seiche die tiigonometrischen 
Reihen behandelt, ist in der voiliegenden Beaibeitung auf Yeianlassung der 
jetzigen Redaktion vollig in Wegfall gekommen, da em besondeier Artikel uber 
tngonometrische Reihen von E Hill und M Ricsz erscheint und es naturhch 
vermieden werden mufite (nachdem uber die trigonometriscken Reihen bis etwa 
1850 beieits dei Artikel \on H Burkhardt voiliegt), denselben Gegenstand an 
drei verschiedenen Stellen der Encyklopadie zui Daistellung zu bungen 

Schliefilicb soil mchfc veisaumt weiden, den Henen L E J Brouwer , 
G Cat athcodouj , F JBausdorff, A Schoenfltes, 0 Szasz, E Tietze } die ganz oder 
Btuckweise die Faknenkonektuien gelesen liaben, hierfur und fur eimge be- 
achtenswerte Bemerkungen verbmdlichst zu danken ^ Rosenthal 
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Allgememes. 

1. Emleitung. Der Teil dei Mathematik, den man unter dem 
Namen Me7igenlehe zusammenzufassen pflegt, gliedeit sich in zwei 
Theorien wesentlich verschiedenen Inhaltes die Untersuchung der 
abstrakten Mengen, wobei man kerne Rucksicht auf die Natur der 
Elemente mmmt, welch e die Menge bilden, nnd die dei konkreten 
Mengen, wobei die Natur der betrackteten Objekte die Existenz be- 
sondeier Eigensckaften zur Folge hat [Vgl auch den Artikel I A 5 
(A. Schoenflies) ] 

Unter den konkieten Mengen spielen diejemgen, deren Elemente 
Zahlen smd, in den Anwendungen erne besondeis wichtige Rolle Jedes 
Element kann entweder von emer emzigen Zahl gebildet werden oder 
von mehieren, die in emei bestimmten Reihenfolge angeordnet smd 

Stellt man, wie es ublich ist, die reellen Zahlen duich die Punkte 
auf emer Achse dar, die komplexen Zahlen odei die Systeme von zwei 
Zahlen duich die Punkte emer Ebene, so werden aus den Mengen 
dieser Zahlen Punklmengen Urn erne vollkommen allgemeine und be- 
queme geometnsche Ansdnicksiveise zu haben, pflegt man zu sagen, 
daB em System von n reellen Zahlen 

X 17 y %n 

emen Punkt lm w-dimensionalen Raum B n darstellt (Begnff des 
artthmetischen Raumes von n Dimensionen x )) In diesem Smne smd 
die Mengen, von denen hier die Rede sem soli, Punktmengen 

Charaktens tiscli fur die Mengen ist die gleiclimtige Betrachtung 
unendlich vielei Elemente Zur Zeit A L Cauchys betrachtete man 
fast nur lhre Auf emande) folge Dagegen beschaftigten sich K Weier- 
strafi und E A Schwarz 2 ) mit der Gesamtheit der Werte emer Funk- 
tion m einem Intervall, B DedelmcP) defimerte die irrationalen Zahlen, 
mdem er die Gesamtheit aller rationalen Zahlen betrachtete Abei 
bis zu den Arbeiten von P du Bois-Reymond 3 4 ) und voi alleni von 
G~ Cantor 5 ) ist keme allgememeie systematische Untersuchung ange- 
stellt worden 

1) G Cantor , Math Ann 21 (1883), p 574, Acta math 2 (1883), p 404 

2) J f Math 72 (1870), p 141 = 1? A Schwarz , Math Abh 2, Berlin 1890 

p 341 ’ 

3) Stetigkeit und nrationale Zahlen, Braunschweig 1872, 4 Aufl , Braun- 
schweig 1912, p 12 

4) I^e allgemeine Functionentheone I, Tubingen 1882 

5) Insbesondere Acta math 2 (1883), p 305/408, dies ist erne fxanzosische 
Ubersetzung der folgenden deutsch erschienenen Arbeiten J f Math 77 (1874), 
p 258, 84 (1878;, p 242, Math Ann 4 (1871), p 139, 6 (1872), p 123, 15 (1879)| 
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P dn Bois-Reymond hatte nur die Anwendungen auf die allgemeine 
Funktionenlehre 1 m Auge Dagegen befieite &ich G Cantor , obwohl 
zu Beginn semer Untersuchungen von den gleichen Absichten ge- 
leitet, bald von der Rucksicbt auf die Anweudungen und macbte 
sich die Ausarbeitung emer allgemeinen Tlieone dei Mengen zui Auf- 
gabe In den 50 Jahren lilies Bestebens hat diese Tkeone sich sehi 
entwickelt und zaklreicke Anwendungen erfabien Da im folgenden die 
geschicbtliche Reihenfolge mclit emgebalten wnd, erschomt es not- 
wendig, wenigstens in diesei Einleitung einen kmzen Blick auf die Ent- 
wicklung zu we i fen 

E JBo?el b ) unterscheidet drei Stadien m dei eisten Penode wird 
die Theorie geschaffen, in dei zweiten entwickelt sie sich vollkommen 
selbstandig, in der dntten ist sie im wesenthchen nur nock ein Zweig 
der Funktionenlehre, eine Hilfsdisziplm, und kehit so zu lhrem Ui- 
sprung, zu dem, was lhi anfanglich die Existenzbeieclihgung gegeben 
hatte, zuruck 

E Boiel gibt zu, daB diese E mtei lung em wemg kuuatlich ist, 
und in der Tat hat es zu alien Zeiten Autoren gegeben, die niemals 
die Mengen „an und fui sich“ studiert haben, sondem nur mitRuek- 
sicht auf lhre Anwendungen, wie es andeieiseits auch heute Autoren 
gibt, die sich mcht von der Rucksicht auf die Anwendungen leiten 
lassen 4 

2. Die Anwendungen der Mengenlehre. Die Anwendungen dei 
Mengenlehre werden von Tag zu Tag zahlieicher und er&tiecken sich 
auf die versckiedenartigsten Zweige der Matkematjk Die wichtigsten 
Anwendungen findet sie in der Funktionenlehie Theone der Inte- 
gration, Untersuchung der Funktionen reellei oder komplexer Veiander- 
lichen, Entwicklungen in tngonometiische lleihen 

Andeierseits hat man das aiithruetische und das geometnsche 
Kontmuuin in Uberemstimmung zu bungen gesucht Man hat so den 
Eigenschaften des geometnschen Kontmuums und damit dei ganzen 
Geometrie (lusbesondeie dem Analysis situs genannten Teil dei Geo- 
metue) eine arithmetische Grundlage geben konnen Die paradox 
erscheinenden Eigentuinlichkeiten, welche die Mengenlehre aufgedeckt 
hat, haben uns voisichtiger gemackt und unserer Raumvorstellung 
miBtrauen gelehrt, deshalb ist man heutzutage bestiebt, alles aus dem 
Zahlbegnff abzuleiten 

p 1, 17 (1880), p 355, 20 (1882), p 113, 21 (1883;, p 51, 646 *Die Abkandlung 
Math Ann 21 (1883), p 545 ist auck sepaiat erschienen unter dem fifcel Grund- 
lagen emer allgemeinen Mannickfaltigkeitslebre, Leipzig 1S83 * 

6) Revue gdn sc 20 (1909), p 315 
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Wir werden emige dieser Anwendungen der Mengenlehre hier 
nur kurz beruhren, da sie ausfuhrlicher m anderen Teilen der Eney- 
klopadie entwickelt weiden 

Es sei noch erwahnt, daB die Scbopfer der Mengenlehre, G Can- 
tor und T du Bois-Reymond, ubeieinstimmend Anwendungen auf die 
mathematische Physik voiausgesagfc haben G Cantoi ') entwickelt 
diesen Gedanken ausfuhrlicli, P du Bois-Reymond 8 ) spncht, wenn 
auch nur ganz kuiz, m ahnlichem Smne dayon Q ) Diese von beiden 
Autoren geuuBeiten Vermutungen, die sich auf die Moglichkeit einer 
Umwandlung physikalischer Grundanschauungen duich die Mengenlehie 
bezogen, haben sich, wemg&tens bisher, kaum bestatigt + Dagegen smd 
neuerdmgs m ganz anderer Weise wuklich Anwendungen der Punkt- 
mengenlehre auf Fragen der mathematischen Physik gemacht worden, 
mdem mengentkeoretisehe Schlusse zum Beweis physikalischei Satze 
rerwendet wuiden 10 )* 

Weitei haben P du Bois-Reymond und G Cantoi auf das philo- 
sophische Intel esse dieser Fragen hmgewiesen u ) 

7) Siehe Math Ann 20 (1882), p 120/1, Acta math 2 (1883), p 370/1, *ferner 
Acta math 7 (1885), p 122/24 Ygl auch 10 °) * 

8) Function enth 4 ), p 211/12 

9) Siehe auch J E Borel , These, Pans 1894, p 40/42 == Ann Ec Norm (3) 
12 (1895), p 48/50 

10) Rosenthal, Ann d Phys 42 (1913), p 796, M Blanche? el, lb p 1061, 
dies sind zwei Beweis© der Unmoglichkeit eigodischer Gassysteme Ferner die 
mengentheoretische Behandlung einei astronomischen Fiage F Bernstein, tlber 
eme Anwendung der Mengenlehie auf ein aus derTheone dei sakularen StOrungen 
herruhrendes Problem, Math Ann 71 (1911), p 417, vgl auch die sich Ineran 
anschlieflende Diakussion B Bold, Math Ann 72 (1912), p 295, E Borel, lb 
p 578, F Bernstein, ib p 585 — Obrigens war wohl H Bomcare der ersfe, 
der in der Physik und Astronomie [bei der Unteisuchung dei „Stabilitd a la 
Poisson“] Betiachtungen angewendet hat, die der Mengenlehie nahe stehen, hiebe 
Acta math 11 (1890), p 67/73, und Les methodes nouvelles de la mecanique 
celeste, Bd IU, Pans 1899, p 142/155 Siehe dazu auch C Cai atheodoi y , Uber 
den Wiederkehrsatz \ on Bomcare, Sitzgsber Akad Wiss Beilin 33 (1919), p 580/4, 
wo eme Piazisieinng des Beweises dieses Satzes mit Hilfe der Lehesgucschen 
MaBtheone gegeben wird 

Ygl femer die zusammenfassonde Darstellung E B Van Vied, The r&le 
of the point-set theoiy m geometry and dynamics, Bull Amer Math Soc (2) 21 
(1915), p 321/41 * 

11) *Vgl aufiei G Cantor , Math Ann 21 (lb83), p 545/91, Acta math 2 
(1883), p 381/408, vor allern G Cantor, Zur Lehre vom Transfimten, Halle 1890, 
dies ist em Abdruck von Abhandlungen aus der Zeitschnft fur Philoaophie und 
philosophiache Entik 88 (1886), p 224/233, 91 (1887), p 81/125 u 252/270, 92 
(1888), p 240/265 * 
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Obgleich ubngens hier nui wenig von den Anwendungen die Rede 
sem soil, werden sie docb menials ganz aus dem Auge gelassen, m 
dem Same, daB hauptsachlich diejenigen Resultate betiachtet werden 
sollen, die beieits Anwendungen erfahren haben oder wemgstens soldier 
fahig schemen, wahrend gewisse Zweige der Mengenlehre, die zwar 
an und fur sicli mclit ohne Wichtigkeit smd, aber bisbei keine An- 
wendungen gefunden haben, etwas mehr in den Hmtergrund gestellt 
wei den 


Grundlegende Eigenschaften der Punktmengen 

8. Linear© Mengen Defimtionen Die Mengen, nut denen man 
sich zuerst beschaftigt hat, smd die Mengen von reellen Zalilen oder 
Punkten auf emer Geraden die hnearen Mengen 

Eine solche Menge nennt man leschranlt (borne) 12 ), wenn alle 
Zahlen der Menge lhiem absoluten Betrag nach klemer sind als eme 
angebbaie Zahl Daun existieien unendlich viele Zahlen, die von 
kernel Zahl dei Menge ubeitroffen weiden, und ebenso unendlich 
viele Zahlen, die kerne Zahl der Menge ubeitreffen Unter den ersten 
gibt es eine Zahl, die klemer als alle andeien, und unter den letzten 
eme, die groBer als alle anderen ist 1S ) 

Geometnsch ausgedruckt man kann unendlich viele Punkte finden, 
die kemen Punkt der Menge rechts lassen, und unendlich viele Punkte, 
die kemen Punkt der Menge links lassen Untei jenen gibt es einen, 
der am weitesten links, untei diesen einen, der am weitesten rechts liegt 
Diese beiden Zahlenweite oder Punkte heiBen die obe>e Grenze 
und die uniete Grenze der Menge 14 ) Kerne Zahl der Menge uber- 
schreitet die obere Grenze oder bleibt unterhalb dei unteren Grenze; 
feiner gehoit die Grenze entwedei dei Menge an, oder sie geboit lhr 
mcht an, lm zweiten Falle gibt es jedoch immei Zahlen der Menge, 
die der Grenze beliebig nahe kommen DaB die obere Gienze der 
Menge angehoit, ist gleichbedeutend damit, daB es in der Menge eme 
Zahl gibt, die gioBei ist als alle anderen 

So ist die Menge der Zahlen ~ , wo n eme beliebige ganze 

12) C Jordan , Cours cT Analyse (2° ed ) 1, Pans 1893, p 22, (S'- ed ) 1, Pans 

1909, p 22 Schoenflies pflegt anstatt „ljesckrankt“ in gleicher Bedeutung 

das Wort „geschranlt“ zn gebrauchen * 

13) * B Bolzano , Rem analyhscker Beweis des Lekrsatzes, daB zwischen je 
zwey Wertken, die em entgegengesetztes Resultat gewahien, wemgstens eme reelle 
Wurzel dei Gleichung liege, Piag 1817, p 41 = Ostwalds Klassiker Nr 153, p 25 * 

14) *Ygl I A 3, Nr 16, msbesondere Note 122 ( A Pnngshetm ), in Frank- 
reich sagt man jetzt ziemlich alJgemem borne suvcneure bzw mfeue^ie * 
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positive Zabl bezeicbnet, beschrankt Ibre obere Grenze, -f- 1 ; ist erne 
Zabl der Menge, ibre untere Grenze 0 dagegen mcht 

Die Menge aller Zaklen, die zwiscben zwei gegebenen Zahleu a 
and b liegen, wird Intervall (a, b) genannt, a und b beiBen die End- 
punkte des Intel vails + Im AnschluB an G Kowaleivsh 14 a ) bezeichnet 
man jetzt vielfacli mit {a, b) das Intervall ohne die Endpunkte, mit 
<a, by das Intervall emscblieBlicb clei Endpunkte, mit <a, 6) bzw (a, by 
das Intervall emscblieBlich nur des lmken bzw leehten Endpnnkts 
Neuer dings bat H Edhn Uh ) diese Bezeicbnungsweise nock daduicb 
ein wenig modifiziert, daB er statt < odei > scbreibt [ bzw ] 7 die vorbm 
genannten Intel valle scbieibt ei also der Reibe nach (a, 6), [a, 6], 
\a, b) bzw (a, 6] Wir werden diese bequeme Sckreibweise lm fol- 
genden stets verwenden — (a, b) bzw [a, 6] weiden baufig offene bzw 
abgeschlossene Intey valle genannt, [a, b) und (a } b] als lialboffene Intel - 
valle bezeicbnet* Gebort erne Zahl einem Intel vail unter AusschluB 
der Endpunkte an, so sagt man, sie sei m Innern oder mneihalb des 
Intey valles gelegen, odei aucb, das Intervall umgebe die Zabl llG ) 

Wenn nun em Punkt x 0 die Eigenscbaft besitzt, daB jedes ibn 
umgebende Intel vail mmdestens einen (von x 0 veiscbiedenen) Punkt 
emer gegebenen Menge enthalt, so beiBt der Punkt x 0 Gtensjmnlt odei 
Haufimgspunlt l5 ) der Menge Die Nullstellen der Funktion 

l 

Bin — 

x 

z B bilden erne Menge, deien Haufnngspunkt dei Punkt x = 0 ist 
Erne Punktmenge kann mebrere Haufungspunkte haben, sogar 
unendlich viele, diese Haufungspunkte bilden also eine neue Menge, 
die G Cantoy 16 ) die Ableitung der gegebenen nennt Ist die vor- 

14a) *G Koivaleivbli , Grundzuge der Differential- und Integialrechnung, 
Leipzig u Berlin 1909, pit* 

14 b) # H Halm } Reelle Funktionen I, p 28/29 * 

14 c) Iin Franzosiscken bezeichnet man eme Zabl des Intervalls alb „i?itc- 
)ieur an sens huge" bzw „mtencur au sens etyoit (oder stnct)“, je nackdem sie 
nut emem der Endpunkte zusammen fallen kann oder nickt 

15) Nui ganz selten ist hieifur die Bezeicknung „Veidicktungspunkt“ be- 
nutzt worden *Jedenfalls wird jetzt allgemein lm AnschluB an E Lmdelof der 
Ausdruck Verdichtungspuyilt oder Kondensationspunll (point de condensation ) m 
emem anderen engeien Smn gebraucht Sielie Nr 5 — Zwiachen Gienzpnnlt 
und Haufimgspunlt wird meist kem Unteiscbied gemacht Neuerdmgs benutzt 
allerdings H Halm , Reelle Funktionen I, p 56 u 58, diese beiden Worte in 
\ erschiedener Weise, indem er das Wort „Gienzpunkt“ fiu den speziellen Fall 
konvergenter Pnnktfolgen reservieit, analog auch M Fiechet , Ann fic Norm (3) 
38 (1921), p 341 * 

16) G Canto i, Math Ann 5 (1872), p 129, Acta math 2 (1883), p 343 
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gelegfce Menge nnt E bezeiehnet, so bezeiehnet man lhre Ableitung 
mit j E' 

Die obere Grienze der Ableitung beiBt dei obeie Limes oder die 
obere TJnbestimmtheitsgrenze 11 ) der uisprunglichen Menge 

4. Die Ableitungen emer Punktmenge. Die meisten der voi- 
stehenden Definitionen lassen sich oline weiteres auf die Punktmengen 
in einem w-dimensionalen Raume R n ubeitragen 

% Sebr bequem r>t hierbeL ein von H Lebesgue l7a ) emgefubiter 
Spiacbgebiaucb (dei seitdem viel veiwendet wnd) Man bezeiehnet 
als n-dnnensionales Lite) vail die Gesamtheit der Punkte, fui welcke 

a L <x L < l L (k = 1, 2, n) 

ist, wenn x k die Koordmaten und a k , b k feste Zahlen sind Die Zahlen 
| b k — a k | sind die „Kantenlangen“ des Intervalls Dei Deutlichkeit 
halbei wild man hier auch sagen „ojfenes w-dimensionales Interval^, 
wahiend man als „abgeschlossenes n-dimensionales Intel vall“ die Punkt- 
menge bezeiehnet, die entsteht, wenn man hiei ubeiall < dureh ^ 
eisetzt 

Veiwendet man in diesem Sinn das Woit „Inteivall“ auch lm 
n-dimensionalen Fall, so hat man eme von der Dimensionszahl unab- 
hanceme Ausdiucksweise und kann vieles ohne Andeiung des Wort- 
lauts vom lmeaien auf den mehidimensionalen Fall ubeitiagen 17b )* 
Man defimeit also genau wie lm linearen Fall 
Eme Menge des n-dimensionalen Raumes R n heiBt beschianlt , 
wenn man lm R n ein (w-dimensionales) Intel vail angeben kann, wel- 
ches die Punkte dei Menge enthalt 

U-renzpnnht oder Hauf ungymnlt emei Menge E heiBt ein Punkt 
von dei Eigenschaft, daB in jedem w-dimensionalen Intervall, das 
diesen Punkt zum Mittelpunkt hat, mindestens em von lhrn selbst ver- 
schiedenei Punkt der Menge E existiert Die Menge aller Haufungs- 
punkte von E ist die Ableitung von E , sie wild wiedei nut E' be- 
zeichnet 

Es ist klar, daB es in der Umgebung l7L ) ernes Haufungspunktes 

17) Vgl I A 3, Nr 15 und Note 122 ( A Pnngsheun) 

17 a) Lebesgue, J de math (6) 1 (1905), p 113* 

17b) + Im ubngen kann man hiei statt dxesei „Intervalle t{ [bei Zugiunde- 
legung dei elementaren Entfernungsdefimtion] auch „n- dimensional© Kugeln“ 
benutzen Fui n = 2 sind darunter die Kreise, fur n — 1 die lmearen Intervalle 
zu verstehen * 

17 c) ^lm «-dimensionalen Raum heiBt ein (beliebig klemes) w-dimensionales 
Inteivall [oder auch erne n-climensionale Kugel] mit Punkt p als Mittelpunkt 
erne Umgebung dieses Punktes p * 
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mcht nur emen Punkt der Merge gibt, sondern unendlich viele Erne 
Merge, die von emer endlichen Zahl von Punkten gebildet wird, bat 
also keme Hanfnngspunkte Dagegen existieren Haufungspunkte, so- 
wie die (als besckiankt vorausgesetzte) Menge unendlich ist Das er- 
gibt sich aus dem folgenden Satz, der unter dem Namen Bolzano- 
Weierstrafi schei Satz bekannt ist Zu jede i beschranlten Menge , die 
von unendlich vielen Punhten gebildet wird , gibt es mtndestens emen Hau- 
fungspunht 

Man kann den Satz nocb piaziser aussprecken Wenn eine Punkt - 
menge m emem dbgescldossenen Intel vail I 1S ) des Ramies R n unendlich 
viele Punkte hat , so gibt es ml mtndestens einen Hanfungspunht clei Menge 

Man beweist diesen Satz mittels emer sebr allgememen Methode, 
die darm besteht, daB man I m erne endlicke Anzabl von Teilmter- 
vallen zerlegt, m deren emem es unendlich viele Punkte geben muB, 
dieses Teilmtervall zerlegt man foitgesetzt und laBt dabei seme Kanten- 
langen gegen Null abnekmen, es ist dann leicht, daraus die gewunschte 
SchluBfolgeiung zu zieben 

UmfaBt die Ableitung E' emer Menge E selbst unendlich viele 
Punkte, so besitzt auch E' eme Ableitung, welch e G Cantor 1 *) die 
zweite Ableitung der Menge E nennt und mit E ,r bezeichnet 

Die Ableitung von E" ist die dntte Ableitung von E und wird 
init j E'" bezeichnet, usw. Man gelangt so fui jede Anzabl n zu dem 
Begriff emer n tea Ableitung odei Ableitung w ter Ordnung E {71 \ wie groB 
aucb n sei 

Es ist jedocb wicktig, an Beispielen zu zeigen, daB alle diese 
Punktmengen aucb wirkhek existieren konnen 

Die Menge E der Punkte 

_ l 
n 

(wo n eme ganze, positive Zabl ist) bat zur Ableitung den Punkt 
x = 0 Konstruieren wir auf jeder Strecke 

F- — 1 

L n } n -f lJ 

eme zu E abnliche Punktmenge (so daB x = Haufungspunkt 

wnd), die Menge der so eihaltenen Punktmengen hat dann E zur 
ersten und x = 0 zur zweiten Ableitung 

Durcb Wiederholung dieses Veifabrens bildet man eine Menge, 
deren p te Ableitung x = 0 und deren (p — l) te Ableitung E ist i9 ) 

18) *Oc!ei allgememer in emem besebrankten „Beieick M (m der m Nr 10 
definierten Bedeutung) * 

19) Andere Beispiele gibt P du Bois-Reymond, J f Math 79 (1874), p 36,* 
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Sei endlich die Menge aller positiven rationalen Zablen, die 
ilemei als 1 sind ; vorgelegt Hire Ableitung umfaBt alle Punkte der 
Strecke [0, 1], die folgenden Ableitungen smd mit dei ersten ldentisch 
Die w te Ableitung existieit, wie groB auch n sei 

Bisber hat uns die Fiage, ob ein Haufungspunkt dei Menge an- 
gehort oder mcht, noch nicht beschaftigt Die Untersuchung der ver- 
schiedenen Moglichkeiten fuhrt nacli G Canto 7 zu den folgenden De- 
fimtionen 

Gehoren alle Haufungspunkte emei Menge zu ihr, so heiBt slo a&- 
geschlossen 20 ) Sie enthalt dann lhre Ableitung Im allgememen ent- 
halt sie auch noch andere Punkte als die lhrer Ableitung Solche 
Punkte emei Menge, die kerne Haufungspunkte sind ; werden als isoherte 
Punkte bezeichnet JSesteht eme Menge nur aus isolieiten Punkten, 
so heiBt sie eme isoherte Menge 2L )* Erne Menge, deren samthcke 
Punkte Haufungspunkte sind, heiBt m sick dicht 2S ) Sie ist em Teil lhrer 
Ableitung Eme abgeschlossene, m sich dichte Menge ist nut lhrer 
Ableitung ldentisch und wird eme jperfelcte Menge genannt 2S ) JDie 
Ableitung emer m sich dichten Menge ist perfekt* 24 ) 

Functionenth 4 ), p 186 Er betrachtet die Menge der Nullstelien der Funktionen 

1 1 

8m Bm UBW 

am ax 1 

sin - 

sin ax 

Er gelangt echon zu dem Begriff dea Grenzpunktes unendlich hoher Ordnung 
[Math Ann 16 (1880), p 128] Ei nannte die Punkte der ?i ton Ableitung Ver - 
dichtung^punlte « ter Ordnung [eine heute veraltete Ausdrucksweise] 

20) +G Cantor , Math Ann 23 (1884), p 470 — Aus der Definition folgt, 
daB z B auch die samtlichen Puukte emer Geraden oder emei Ebene eme abge- 
schlossene Menge bilden * 

21) % G Cantor, Math Ann 21 (1883), p 51, Acta math 2 (1883), p 373 * 

22) G Cantor , Math Ann 23 (1884), p 471 

23) G Cantoi , Math Ann 21 (1883), p 576, Acta math 2 (1883), p 405 

C Joidan, [Cours d’Analyse 12 ) 1, p 19] nennt die abgeschlossenen Mengen 

ensembles parfaits E Borel sagte ursprunglich [Lemons sur la theorie des fonc- 
tions, Pans 1898, p 36] ensembles relativement bzw absolument parfaits fur die 
abgeschlossenen bzw die perfekten Mengen „Gegenwartig [seit E Borel, Le^ns 
but lea fonctions de vanables rdelles, Pans 1905, (siehe p 3)] ist auch in Frank- 
reich die Cawforsche Terminologie durckgedrungen {ensemble ferme odei clos fur 
abgeschloesene Menge, e parfaxt fur perfekte M , e dense en lui-ineme oder 
e dense en sot fur in sich dichte M , e dense [E Borel, Le 9 ons 1898, p 38] 
oder e partout dense, seltener c condense [G Cantor * 0 )] fur uberall dicht)* 

24) *Gelegenthch ist bei lincaren Mengen die Unterscheidung gemacht 
worden, ob die Annaherung an emen Grenzpunkt von links, von rechts oder von 
beiden Seiten erfolgt {hnlsseitiger, ? echtssettiger bez beiderseitiger H&ufungspunkt) 
Dem entsprechend smd, msbesondere von W H Young [z B Proc London Math 
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Z B ist die Menge der smgularen Punkte emei emdeutigen 
analytiscben Eunktion eme abgeschlossene Menge 

Die Menge allei Punkte emei Kreisilacke (emschlieBlich Rand) 
ist perfekt 

Die Menge alter Punkte emer geradlmigen Strecke, die rationale 
Abszissen haben, ist in sich diebt, aber mcht abgescblossen 

Em andeiei wichtigei Begnff ist dei emei Menge, die m einem 
Beieicb B n des w-dmiensionalen Raurnes P Tl 25 ) (auf emer geradlmigen 
Siiecke, m einem Flacbenstuck, in einem Raumteil ) aberall dicht 
ist G Cantor 26 ) gibt diesen Namen emer Menge von solcber Be- 
schaffenheit, daB m jedem beliebigen Teilbereieb von B n Punkte dei 
Menge vorhanden smd Jeder Punkt von B n ist also em Haufungs- 
punkt der Menge Ibre Ableitung entbalt daher den ganzen Beieieh 
_B n 27 ) Eme abgeschlossene, in emem Beieieh B n ubeiall diclite Menge 
cuthalt diesen Bereich 

Ebenso heiBt erne Menge, die m kemem noch so klemen Beieieh 
[oder Intel vaU] von B n ubeiall dieht ist, mrgends dicht 1 *) m R n 

*Alle diese Begnffe, die fui Teilmengen ernes Iiaumes B n gebildet 
smd, lassen sich auch ubertragen auf Punktmengen P, die als Teil- 
mengen ligend emer ganz beliebigen Punktmenge Q betrachtet weiden, 
und zwai vor allem dadurch, daB man nur diejemgen Haufungspimkte 
von P in Betracht zieht, die zugleich auch Punkte von Q smd 29 ) 
Z B beifit Pm (odei in bezug auf ) Q abgeschlossen (relativ abgeschlossen), 
wenn alle Haufungspunkte von P, die m Q enthalten smd, der Menge 
P angehoien 

Besonders bemerkenswert ist die betreffende Yerall gem emei ung 

Soc (1) 34 (1901/2), p 286, Quail J of math 39 (1907), p 67ff , 40 (1909), p 376], 
Begnffe gebildet Tvorden vie z B „ hnlssethg abgeschlossen “ (wenn jeder links- 
seitige und beiderseitige ILiufungspunkt der Menge angehort) oder „beiderseitig 
in sich ditht“ (wenn jeder Punkt der Menge em beiderseitigei Haufungspunkt 

lfit) U9W * 

25) + lber die genaue Bedeutung des Woite^ „Bereich“ biehe Nr 10* 

26) G Canto), Math Ann 15 (1879), p 2, Acta math 2 (1883), p 361 
P du Bois-Reymond [ 4 Matk Ann 15 (1879), p 287,* Functionenth /| ), p 182/3] hat 
die uberall dichten Mengen pantachisch genannt [eme heute mcht rnehr gebrauch- 
liche Bezeichnungsweise] 

27) E Baire [Panser These 1899 = Ann di mat (3) 3 (1899), p 29] be- 
nntzte diese Eigenschaft als Definition 

28) du Bois-Eeymond [Functh 4 ), p 183] hat eme solche Menge apan- 
tachisch genannt feme heute mcht mehr benutzte Bezeichnung] * 

29) *YgI A Schoenflie ^ Bencht I 1913, p 261/2 u 264 [gegenuber Bencbt 
I 1900, p 79/80 in einigen Punkten abgeandert] eowie F Hausdoijf , Mengenlehre, 
p 240 ff* 
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fur die Begnffe „uberall dickt“ und „mrgends dicht“ P heiBt ab&all 
dicht (oder chcht) m (oder m bezug auf) Q, wenn jedes Interval! von 
R ny das einen Punkt von Q enthalt, auch (mindcstens) emen Punkt 
von P enthalt so ) [Also jeder Punkt von Q ist entwedei Punkt oder 
Haufungspunkt von P] P heiBt mrgends dicht ni Q, wenn es kem 
Intervall von R n gibt, m dem P uberall dicht m bezug auf Q ist 

Duich Bildung solcher JRelativbegnffe laJ3t sick eme ganze Kelativ- 
theorie entwickeln 81 )* 

Die Komplcmentcu menge einer gegebenen Menge E ist die Menge 
aller Punkte, welche mcht 7u E gehoien Man kann auch die 
Komplementaimenge von E m bezug auf emen E enthaltenden Teil 
von R n defimeren, oder m bezug auf eme andeie Menge F, die alle 
Punkte von E enthalt diese Komplementai menge , die man auch als 
Diffaenz {F — E) bezeichnet ; ist die Menge allei Punkte von F, die 
mcht Punkte von E sind 

Kehien wir zu der Reihe dei Ableitungen einer Punktmenge 
zuruck Sie besitzt die beiden folgenden Eigensckaften 

Jede Ableitung einet Punltmenge ist cine abgeschlossene Menge 

Jede Ableitung enthalt alle folgenden Ableitimgcn 

Die erste Ableitung kann also mekr Punkte besitzen als die ur- 
sprunglicke Menge, abei die Wiederh olung des Ableitungsprozesses 
kann nui die Ausscheidung von Punkten bewnken 

Jn dieser Be/iehung wird eme noch etwas gioBeie Emkeithck- 
keit eizielt, wenn man, gewissermafien als Ausgangspunkt, der ersten 
Ableitung eme , ? 0 lc Ableitung E°“ von E voran&tellt, namlich die Ver- 
emigung dei Menge E und liner Haufungspunkte Sla ) Diese viel be- 
nutzte Menge PJ 0 wild neuerdmgs slb ) sehi ausdiucksvoll abqescldossene 
Halle von E genannt und mit E bezeicknet* 

30) + Vgl A Sclioe.7ifhe$, Bencht I 1913, p 264 [eme frnbeie abweicbende 
Definition (Bericbt I 1900, p 80, Bencht II 1908, p 304) ist daunt aulgegeben] 
Em derartiger Begriff tntt (fur periekte Mengen Q) zuerst bei B Baite J7 ) auf 

Die im obigen Test gegebene Definition gilt auch, -wenn P mcht als Teil- 
rnenge von Q voiausgesetzt wird 

F Htiusclorff, Mengenlebre, p 249 If , sagt bierfui „P ist zu Q dicht ' , 
wogegen er sich die Bezeicbnungsweise }} P ist in Q dicht“ fur den Spezialfall 
vorbehalt, wo JP Teilmenge von Q ist Analog fur den BegrifF ,,migendB dicht 11 
F Eausdoifj bildet a a 0 noch die Begnffe „P zu Q undtcld" , wenn P zu Q 
mcht dicht ist, und „P zu Q total undicht“ , wenn P zu kunei Teilmenge von 
Q dicht ist * 

31) *Dies ist in besonders syetematischer Weise bei F JHausdorff 29 ) ge- 
scbehen * 

31a) P Bane , Acta math 30 (1906), p 9* 

31b) + Nach C Caratheodoi y , Reelle Funktioneu, p 67 — Eme ahnliche 
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5. Der Cantor-Bendixsonsche Satz. Bildet man die Reihe der 
Ableitungen emei gegebenen beschrankten Menge E, so konnen zwei 
Falle emtreten 

1 Entweder es existieit eme Zahl n derart, daB die n te Ableitung 

aus einer endlichen Anzahl von Punkten bestebt 32 ) Dann exi- 

stieren die folgenden Ableifcungen niclifc, man pflegt in. diesem Falle zu 
schreiben _g>(« + 1) = o ? 2 ) = 0 ? 

2 Oder es besteht, wie groB auch n sei, die n te Ableitung stets 
aus unendlicb vielen Punkten In diesem Fall beweist man nach 
G Cantor* 3 ), dafi eine Punktynenge ezishett , dei en Punkte alien Ableitungen 
angehoren , and dafi diese gememsame Menge abgeschlossen ist S4 ) 

Q Cantor bezeichnet mit ® 

S(P, Q) 

die Menge der P und Q gememsamen Punkte, den sogenannten „Durch - 
schnitt u von P und § ; S5 ) nnd mit 

®(P, ft BJ 

Benennung bereits bei J Pierpont, Lectures on the theory of functions of real 
variables 1, Boston 1905, p 522 („completed aggregate of E iL ) 

Eme Spezialuntersuchung uber die abgeachlossenen Sullen bei C Kina- 
towshi , Fundamenta math 3 (1922), p 182/99 * 

32) Jn diesem Falle hat G Cantor™) 2 *) die Menge E als Menge erster 
Gattung und n ter Art bezeichnet, dagegen als Menge zweiter Gattung , wenn un- 
endlich viele Ableitungen existieren Doch smd diese Bezeichnungen jetzt ziem- 
lich aufier Gebrauch gekommen * 

38) G Cantor , Math Ann 17 (1880), p 357, Acta math 2 ^1883), p 359 

34) Allgem emer gilt der Satz Enthalt \on abzahlbar unendlicb vielen be- 
schrankten abgeschloasenen Mengen E x , E 2 , , E n , jede die folgende, so 
existiert die gememsame Menge und ist ebenfalls abgeschlossen 

35) + 6r Canto j nennt diese Menge den „g)ofiten, gememsamen Divisor" von 
P und Q [Math Ann. 17 (1880), p 355 ] Jetzt ist jedoch hierfur die Bezeich- 
nung „Dnrchschnitt“ Oder „gememsamer Durchschnitt" von P und Q allgemem 
ublich Ch - J de la Vallee Poussin [Cours d’Analyse infinitesimals 1 , 2 ed 
(Louvam-Pans 1909), p 245, 3 ed (1914), p 63] und mit lhm viele andere 
schreiben sehr zweckmaBig den Duichschmtt emfach als Produkt P Q, — eine 
Schreibweise, die immer grofiere Verbreitnng findet 

Haben die beiden Mengen P und Q kem Element gememsam (in Zeichen 
P Q~ 0;, so werden sie in unmittelbai versfcandlicher Weise „ elementenfremd “ 
genannt [nach E Zeimelo , Math Ann 65 (1908\ p 262/3] 

In einer gewissen gegensatzlichen Beziehung zur Bildung des Durchschmtts 
mehrerer Mengen steht die Bildung dei sog Veiemigungsmenge mehrerer Mengen 
Man nennt „Veretnigangsmenge“ (oder auch „Summe“) der Mengen P, Q, R 
diejenige Menge, seiche aus alien m P, Q , R entbaltenen Elementen bestebt, 
und man pflegt diese Veremigungsmenge mit 

®(P, ft P ) 
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die Menge der P, Q f R gememsamen Punkte usw Bezeick.net man 
mit j die alien Ableitungen gemeinsame Menge, so wird man dem- 
nach sckreiben 

JSM = 2 )(£', E", , P<">, ) 

Jetzt kindert mchts, den AbleitungspiozeJB nber das Unendlxche 
hmaus fortzusetzen, indem man die Ableitung + von E (u) \ die Ab- 
leitung P( w + 2 ) von E {M+l \ usw bildet 

Die « t0 Ableitung von E^ ist dann E^ 2 ) ? 85a ) die 

EP\ E (t)i 2 ), E 3 ), 

gemeinsame Menge ist E^\ und man defimeit so jede Ableitung, deren 
Oidnung em Polynom m co mit ganzen Koeffmenten ist 
E^ l0) ist sodann die Menge, welcke den Mengen 
PH E&\ 

gemeinsam ist 

In diesei Weise hat ubugens G Cantor zuerst die transfiniten 
Zahlen eingefukit JTTbei h ansfimte Zalilen und den Begrift der Zaklen 
der ersten und sweiten ZalilenUasse vgl I A 5, Ni 3, 7, 8 (A Scftoen- 
fltes )] * 

JJnmittelbai eigibt sick hier die Zeilegungsfoimel 86 ) 

E' = J>i(EM — E<y + *>) -f j m, 

y=*» a <•> 

wokei /3 irgend erne Zakl der ersten odei zweiten Zahlenklasse ist, 
sofern nur die Ableitung EW mckt Null ist, und wobei jeder Summand 
erne (beim Ubeigang von einer Ableitung zur nacksten) abgespaltene iso- 

oder b.iufig nut P -|" (? + J7 + 

/u bezeichnen G Cantoi (a a 0 ) Latte dagegen hierfui den jetzt lcaum meLr 
gebrauchten Ausdruck „llcinstes gememsamcs Multiplum“ \on P, Q, R und 
das Zeicben 

W(P, ft B ) 

\erwendet 

Neuerdmgs benutzt C Carathcodory [Reelle Funktionen, p 23J fur die 
„Vereimgungsmenge u die Schreib weise 

P + Q ■+■ B -}- , 

wahrend er (wie vor lhm auch andere) die Bezeichnung „Summe“ und die Schreib- 

weibe P+<? + -K + 

auf den speziellen Fall bescbrankt, wo die Mengen P, R paar weise ele- 

mentenfremd smd 

Bezughch des Openerens nut © und ® siehe A Schoen fives, BericLt I 1913, 
p 11/2 u 16, sowie F Hausdorff, Mengenlehre, p 6 if , und C Ccuatheodory, 
*t a 0 , p 22 ff * 

35 a) *Ursprunglich von G Cantor gescbnebon * 

3b) *6r Cantor, Matb Ann 21 (1883), p 52, Acta math 2 (1883), p 373, 412 * 
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lierte Menge daistellt* Jede isolierte Menge ist abei, wie G Cantor 87 ) 
fernei zeigt, abzahlbar 37 *) [und deshalb ist auch jede Menge, derem 
Ableitung abzahlbar ist, selbst abzahlbar] 

Von biei aus ist dei ersteBeweis des wicbtigen sogenannten Canto? - 
Bendixsonschen Satzes abgeleitet worden 8S ) Diesei Satz enthalt folgende 
Aussagen uber die Ableitungen emei ganz beliebigen Menge E (die 
nicht mehi, wie zueist, als besclnankt vorausgesetzt weide) 

+ 1 Ist die Ableitung E' erne) Pnnltmenge E abzahlbar , so ge- 
langt man nach endhch oder abzahlbar unendhch vielen Schitten zu 
einer erste?i Ableitung E a \ ivelche Null ist, d h es gibt erne erst-e 
Zahl a der asten oder zweiten Zahlenldasse , de? art da/3 E°^ = 0 ist * 

2 Ist die Ableitung E' einer Punltmenge E nicht abzaldba? , so 
existiert eme Menge E n von PunTden } die alien Abledungen von end- 
hcher ode y t? ans finite) Oidnung gememsam sind 

3 Diese Menge E n ist peyfekt 

4 Die Menge R = (E — E&) ist abzahlbar 39 ) 

5 JEs gibt eme eiste Zahl a der etsten ode ? zweiten Zahlenldasse 7 
de) art da/3 E^ = E n ist 

6 Es ist 2)(ii, m) = o*°y 

Bemeikt man, daB E' eme beliebige abgeschlossene Menge ist, 
so kann man an Stelle dei vorstehenden Satze den folgenden setzen, 
der lhnen gleiehwertig ist, wenn man von einer genaueren Charakfce- 
nsierung der emzelnen Mengenbestandteile absielit 

Jede abgeschlossene Menge ist die Summe eme) peafekten und emei 
abzahlbaien Menge , wobei abei einer dieser beiden Bestandteile evem- 
tuell vollig fehlen kann 41 ) 

37) Math Ann 21 (1883), p 51, Acta math 2 (1883), p 372, + vgl auch da- 
aelbst, p 409 u 412, sowie Math Ann 23 (1884), p 461 * 

37 a) *Eine Menge heiflt (nach G Cantor ) abzahlbar , wenn sich lhre Elemente 
umkehrbar eindeutig auf die ganzen positiven Zahlen oder auf einen Ted der 
selben abbildea lassen, siehelAS, Nr 2 ( A Schoenflies) * 

38) J} Canto), Math Ann 21 (1883), p 575, Acta math 2 (1883), p 405, 
409/14, Math Ann 23 (1884), p 459/69,* I Bendxxson , Acta math 2 (1883), 
p 415/27 — A Schoenflies , Bencht II 1908, p 7-5, bezeichnet den m Rede atehen- 
den Satz als das „Haupttheorem“ — *Vgl auch Nr 10 a* 

39) + Einen sehr emfachen Beweis fur diesen Teilsatz 4 hat E Phragmen , 
Acta math 5 (1884), p 47 angegeben * 

40) + Diese 6 Bemerkung ruhrt von I Bendixson S8 ; her, dei damit eme 
fruhere irrige Angabe von G Cantor benchtigt hat * 

41) *(jber die Nichtabzahlbarkeit der peifekten Mengen (die vielmehr dm 
Machtigkeit des Kontmuums besitzen) siehe Nr 7 DaB die Zeilegung einer ab- 
geschiossenen Menge m eme abzahlbare und eme perfekte Menge eindeutig ist, 
hat G Vivanti, Rendic Circ mat Palermo 13 (1899), p 86, bewiesen und zwai 
nut Hilfe des Satzes ZerPallt eme peifekte Menge m zwei Teilmengen, yon denen 
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JDei peifekte Bestandteil wild haufig als dei „peifehte Kern“ dei 
abgeschlossenen Menge bezeichnet* 

+ Eme Menge E, von der erne Ableitung E ^ = 0 ist [was nach 
dem vorstehenden dann und nur dan n emtiitt, wenn E' abzahlbar ist], 
wnd nach G Canto) u ) i eduldibel odei haufigei leduzibel genannt 43 )* 

+ Das Beweisveifahien von Cantor und Bendixson benutzt tians- 
hmte Zahlen mcht nui der zweiten Zahlenklasse, sondem aueh die 
tiansfinite Zahl SI der dntten Zahlenklasse (odei, was dasselbe ist, 
die Gesamtheit allot Zahlen dei zweiten Zahlenklasse) Da aber, wie 
aus den Teilsatzen 1 und 5 heivorgeht, das Veifahien dei sukzessiven 
Ableitungen immei nach hochstens abzahlbai vielen Schntten, d h 
bei einer bestimmten Ordnungszahl der eisten oder zweiten Zahlen- 
klasse, zu Ende geht, so sieht man, daG zum vollstandigen Ausspiuch 
des Satzes nui Zahlen dei eisten odei zweiten Zahlenklasse notig sind 
Dementspiecbend sind spater von veischiedenen Seiten auch Beweise 
gegeben woiden, die den Gebiauch einer Zahl dei dntten Zahlenklasse 
(und der Gesamtheit dei Zahlen der zweiten Zahlenklasse) wirklich 
veimeiden 14 ) 

Fernei enthalt dei wesentlichste Teil des Cantor- JBendixsonschen 
Satzes, die Zerlegung der abgeschlossenen Mengen m lhren abzahlbaren 
und perfekten Bestandteil, m seiner Fonnuherung ubeihaupt nichts 
mehr von transfimten Zahlen Und tatsaclilich bonnte E Lvndelof 45 ) 
[fiir lineare Mengen gleichzeitig auch W H Young 46 )] diese Zerlegung 

die erne abgeschlossen ist, so ist die andeie in sich dicht nnd von Machtigkeit 
des Kontinuums * 

42) Cantoi } Math Ann 21 (1883), p 575 Daselbst ist der Sinn der 
Definition mcht emdeutig, dieser ist erst aus Math Ann 23 (1884), p 471 und 
478 eikennbai Vgl auch IAS, Nr 12 (A Schoenjhes) * 

43) ^Gelegenthch ist „ieduzibel‘ l auch m abweichendoi Bedeutung verwendet 
wordcn, namlich als Bezeichnung fui die abzihlbaie Menge, die ubng bleibt, 
wenn man aus einei abgeschlossenen Menge den perfekten Bestandteil abspaltet, 
aiehe z B A Schoenjhes , Benefit I 1913, p 274 In ganz andeiem, viel weiterem 
Sinn wird „ieduzibel“ neuei dings bei F Hausdorff, Mengenlehie, p 281, gebiaucht * 

44) *Fur lmeare Mengen A Schoenfhes, Bencht I 1900, p 80/1 — Benefit 
I 1913, p 290/1, Gotfc Nachi 1903, p 21/31, W H Young , Proc London Math 
Soc (2) 1 (1903), p 238/10, ferner Quait J of math 35 (1903), p 103/7 = Theory, 
p 53/7, dazu p 284/6 [hier werden zwai die tiansfimten Zahlen dei zweiten 
Zahlenklasse mcht explizit benutzt, abci sie sind imph/it in dei Wohloidnung 
deL Menge (K{E)) dei Ableitungen euthalten] Fui w-dimensionale Mengen 
L E J Brouwer , Verslag AmsteLdam Ak 18 2 (1910), p 834/5 * 

45) *E Lmddof, Pans C R 137 (1903), p 097, Acta math 29 (1905), 
p 183 u 187 * 

46) H Young, Quait J of math 35 (1903), p 103/5 [Theoiem 1—5 1 

— Theory, p 53/5 * ’ 
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abgeschlossenen Mengen beweisen, ohne uberhaupt von tiansfiniten 
den Gebrauck zu machen [Vgl auch 58a )] Erne wesentliehe 
lie spirit bei diesen Beweisen der folgende von G Cantor 53 ) herruh- 
de Begnlf 47 ) * 

Als Maditigkeii ( Machtigleitsqrad ) einer Menge in der JJmgebung 
es lhrer Punkte wild die Macktigkeit derjemgen Teilmenge bezeichnet, 
m emer (den Pankt als Mittelpunkt besitzenden) Kugel 17a ) von so 
mem Radius gelegen ist, daB in jeder solchen Kugel von nock klei- 
em Radnis eine Teilmenge der gleichen Macktigkeit enthalten ist 48 ) 
ist erne wesentliehe Voiaussetzung fur die Moglichkeit dieser Defb 
ion, daB die Machtigkeiten erne wohlgeordnete Menge [vgl I A 5 , 
6 (A Schoenfhes)] bilden JDiese Voiaussetzung ist jedoch unnotig, 
in man kiei nur zwischen abzahlbarer und mchtabzahlbai er Maeh- 
keit uuterscheidet * 

+ Gerade auf diese (natuilich auch schon von G Canto 7 ms Auge 
aBte) Unterscheidung zwischen abzahlbarer und nicht-abzahlbaier 
chtigkeit in del Umgebung ernes Punktes dei Menge kommt es 
E Lmdelof und bei W H Young an Em Haufungspunkt dei 
nge, in dessen Umgebung es mckt-abzahlbar unendlich viele Punkte 
Menge gibt, wird 1m AnschluB an E Lmdelof Kondensaiionspunlt 
‘i Verdichtungspunlt („point de condensation") genannt, vielfach wird 
rfur die Bezeichnung ( Haiifungs)punlt von mcht abzahlbuiei Ord- 
ig 49 ) gebi audit 

E Lmdelof hat nun fur die Zerlegung einer abgescklossenen 
age A in emen abzahlbaren und emen perfekten Bestandteil zwei 
schiedene, ubeiaus einfache Beweise gegeben, die jedoch auf dein- 
ien Grundgedanken beiuhen 50 ) FaBt man in C alle Punkte dei 
nge A zusammen, die von mckfc abzahlbarer Ordnung sind, und m JV 
5 ubiigen Punkte dei Menge, d h alle Punkte dei Menge von 
ckstens) abzaklbaiei Ordnung, so hat man 

A = R + C; 

■ei 1st de i Bestandteil C sicher voihanden, wenn A mcht abzahlbai 

47) *Den G Cantor fur die Zwecke der in der nachsten Nummer besprochenen 
ersuchungen gebildet hatte * 

47 a) *Naturlich kann man stafct der Kugeln auch „Intervallc 4t benutzen * 

48) Uber den hierbei auftretenden Begnff der Machtigleit emer Menge 
e I A 5, Nr 4 {A Schoenfhes) 

49) Schoenfhes , Berieht II 1908, p 75, Berickt I 1913, p 233 W H 
mg 4B ) benutzt die analoge Bezeichnung „pomt of more than countable degree 11 

auch l£S ) * 

50) *Der gleiclie Gedanke hegt auch der W E Youngschen Uberlegung 
Jrunde * 
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jst Man kann nun zeigen, daB R abzahlbai ist, und sodann, daB 0 
peifekt ist Die beiden Beweise von E Lindelof unterscbeiden sieb 
lm wesentlichen niu durcb die Ait, vne die Abzablbarkeit von R 
nachgewiesen wild, in seinem zweiten Beweis 51 ) geschieht dies ganz 
besonders einfacb durcb die Anwendimg eiuei Veiallgememerung des 
Borehchen. Ubeideckungssatzes [s bieiubei Nr 9, SchluB]* 

JR Bave hT ) hat den Cantor - Bemhxsonschen Satz m folgendei 
Weise veiallgememeit 

Ist erne Reibe von beschiankten abgeschlossenen Mepgen vor- 
gelegt, die entspiechend den Zahlen dei ersten und zweiten Zahlen- 
klasse geoidnet smd, 

v p p p p 

■ L 1 » J 2 7 f n) 7 x <u 7 J to ] I 7 » 

wobei jede diesei Mengen in alien voiangebenden entbalten ist, bo 
gibt es erne kleinste Zahl a der ersten oder zweiten Zahlenklasse, 
derait, daB von da ab alle Mengen identiscb smd P a = P a+1 ~ 

Ist noch die Bedingung beigefugt, daB die isolieiten Punkte einor 
Menge in dei folgenden Menge nicht vorkommen, dann ist P a ent- 
weder Null oder perfekt* 

6. Nicht abgeschlossene Mengen. G Canto ) B8 ) suchte die Zer- 
legung, welche sich fui die abgeschlossenen Mengen aus dem m der 
vongen Nr besprockenen Satze eigibt, fur eme beliebige Menge zn 
verallgememern 

In emei beliebigen Menge E unteischeidet man zwei Arten von 
Punkten die isolieiten Punkte und die Haufungspunkte Ist Ea die 
Menge der isolieiten Punkte von E, und Ec die Menge dei m E ent- 
haltenen Haufungspunkte, so hat man 

E = Ea + Ec 

Die beiden Mengen Ea und Ec baben keinen Punkt gememsam Ec 
ist em Teil der Ableitung E\ Ec fallt in it E' zusammen, wenn 2T 
abgescblossen ist Ea ist eme isolmtc Menge, d li eme Menge, die 
keinen llnei Haufungspunkte enthalt Ec enthalt jeden m sich dichten 
Teil von E 


51) + a a 0 * 6 ) Paris C R und Acta, p 187 Wegen einer weiteren Vei- 
allgemeineiung sielie W Sierpinsh , Bull sc math (2) 41, [== 52,] (1917), p 290/2* 

52) +R Baire , Panser These 1899 = Anu di mat (8) 1 (1899), p 61, Lemons 
sur les fonctions discontinues, Pans 1905, p 92 u 103, siehe auch A Schoen- 
jhes Ai ) sowie F Hausdorff, Mengenlehie, p 275,84, ferner C Kuraiotuskt , Fun- 
damcnta math 3 (1922), p 42/3 FuBn , Z Zalcuasscr , lb , p 44/6, W Sier- 
piyish, lb p 46/9 * 

53) G Cantor , Acta math 7 (1885), p 110 
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Gr Cawtor nennt Ea die eiste Adhaienz, Ec die eiste Kolunenz 
von E 

Man kann ebenso Ec m seme Adbareuz nnd seme Kobarenz zer- 
legen und scfcueibt* 

Ec = Eca + Et\ 

so daB 

E = Ea + Eca + Ec - 

Lst, nsw 

Im allgemem komint man so zu emei Zeilegung, die durch das 
folgende Symbol ausgediuckt ist 

E = Ea + Eca + Ec*a + + Ec"" 'a + Ec\ 

Ec 1 ' ist die Kokaienz, n kann endlich odei tiansfimt sem, man 
wird z B Ec M definieren duicli 

Ec u = SD( Ec n ) u < tOj 
mdem man bemerkt, daB jedes Ec n die folgenden enthalfc 

G - Cantor nennt erne Menge, die kemen in sich dichten Bestand- 
t«eil enthalt, eme sepctuerfe Menge 5Sa ) nnd beweist sodann die folgen- 
den Satze 

Ist E etne sepauette Menge, so existmt eme Zahl cc der ersten ode> 
zweiten Klasse, so dafi Ec c ' = 0 ist 

IstE eme nicht scpan&te Menge 9 so lann man eme solche Zahf a 
fmden det ait, dap Ec ce m sich dicht ist 

Jede Menge von holme ) Machtigleit ah do etlen enthalt eme m 
mh dichte Teihnengc 

Jede sepanerte Menge ist also abzahlbai 

+ W H Young 54 ) bat nocb den Satz bmzugefugt Jede Adhaienz 
bestebt ausschliefilicb aus Punkten, welcbe Haufungspunkte jeder ira 
Konstruktionsmodus vorangekenden Adhaienz sind* 

*Den in emer (mclit sepanerten) Menge E entbaltenen m sich 
dicbten Bestandteil nennt G Canto*™) die totale Inhtnenz von E und 
bezeiehnet sie mit Ei Die von E abgespaltene sepanerte Menge 
(E — ] Ei) nennt ei den Rest oder das Residuum™) von E und wahlt 


53 a) *Neuei clings bezeichnen A Denjoy [siehe etwa Paris C R 160 (1915), 
p Ib5] und rmt lbm andere franzosisch schreibende Autoren eme solche Menge 
als „clau semc“ * 

51) E Young, Quart J of math 35 (1903), p 115 Dei Beweis ist 
nicht korrekt [vgl L E J Brouwer 118 )], kann aber in Oidming gebiacht weiden * 

55) * Gr Cantor 55 ), p 117 Vgl aucb 08 ) * 

56) *Dieser Ausdrnck wird von L E J Biouwei 44 ) und von F Hausdorfj , 
Mengenlehre, p 281, m anderen Bedeutungen gebraucht* 
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dafur die Bezeichnung Ei W H Young 51 ) gelnaucht fui die to tale 
Inharenz den Ausdiuck ultimate colie) ence 

G Cantor suchte die in sicli dicliten Mengen noch weiter m ao- 
genannte Jiomogene Bestandteile zu zeilegen* 

Eme m sich dichte Menge bezeichnet er als homogcn , wenn die 
Machtigkeit m der Umgebnng [s Nr 5] allei lbier Punkte die gleiche 
ist 1st diese Machtigkeit m dei Umgebung allei Punkte die v te , so 
heiBt die Menge komogen von der ?/ t011 Oidnung, und sie besitzt dann 
selbst geiade die v t0 Machtigkeit So ist die abzaklbare Menge dei 
Zahlen nut lationalen Abszissen homogen von dei eibten Oidnung 

J)ie totale Inharenz einei Menge E denkt sich nun G Canto- ) 
in lhre homogenen Bestandteile zerlegt und ei bezeichnet emen solchen 
homogenen Bestandteil v iar Oidnung als v te Inhaienz odei als Inhai enz 
v ier Oidnung von E 51a ) Wenn hiei nur der homogene Bestandteil eistei 
Ordnung aus der totalen Inhaienz abgesondert wird, so eihalt man 
die folgende Zerlegung einer beliebigen Menge E 
E=Er-\- Ei = Ei + U + C 9 

wobei U eme ab^dhlbmc homogene, m sich dichte Menge ist und C 
eme m sich dichte Menge, die in dei Umgebung jedes ikiei Punkte 
von nichtabzahlharei Machtigkeit ist Diese Teilmenge C [die also 
genau dem entspncht, was am SchluB dei vongen Nummer mit dem 
gleichen Buchstaben bezeichnet woiden ist] wird von W H Young 4G ) 
der Nucleus (Kern) 58 ) von E genannt Da dei Ausdruck „Kern“ auch 
m anderen Yeibindungen benutzt wild, wollen wn hierfur deutlichei 
„i miht-abzaliTbaie ) Kern u sagen 

Jede nicht nbzahlbare Menge E enthalt emeu solchen nicht-ab- 
zahlbaien Kein C 

Fiir abgeschlossene Mengen ist U = 0, also fallen dann dei mckt- 
abzahlbare Kem und die totale Inharenz zusammen (peifekter Be- 
standteil) 

Die fui abgeschlossene Mengen A von E Lmdelof (s Nr 5) ohne 
Benutzung tiansfinitei Zahlen erzielte Zeilegung A = E -f- C InBt sich 
m genau gleicher Weise auch fui eme nicht .abgeschlossene Menge E 

57) *TF H Young™), p 113* 

57 a) JEmen wirklichen Beweib fur diese Zeilegung hat erst M r Sicrpuiski, 
Fundamenta math 1 (1920), p 28/34 gegeben, und zwar laBl sich, wie er zeigt, 
Ei in hochstens abziiklbai unendlich viele, homogene Bestandteile zerlegen* 

58) *Abweichend hiervon bezeichnet F Bausdo)jf, Mengenlehre, p 22e, 
mit „Kem tl die totale Inhaienz, vrahrend H Balm, Reelle Funktionen, p 76, 
hierfur die ausfuhrlichere und dahei deutliclieie Bezeichnung „m sich dichter 
Ko n“ benutzt * 
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ausfuhien Duicli das gleiche Beweisverfahren ergibt sich dann, daB 
R wieder abzahlbar ist, urid daB 0 , welches mclit inehr abgeschlossen 
zu sem bi auckt, in sicb dicht ist 58ft ) So kann auch olme Benutzung 
transfimter Zahlen dei mcht-abzablbaie Kern (dagegen mcbt die to- 
tale Inbarenz) aus E abgespalten werden * 

*Wir haben soeben geseben, daB jede mcht-abzahlbare Menge 
emeu in sich dichten ; mclit-abzaklbai en Kern besitzt; speziell fur nieht- 
abzahlbaie abgeschlossene Mengen batte sicb abei in der vougen 
Nummei noch mebi ergeben, namlich daB sie einen perfekten Bestand- 
teil enthalten Es ist nun schon voi langerei Zeit 59 ) die Fiage ge- 
stellt woiden, ob diese Eigenschaft dei mcht-abzahlbaren abgeschlosse- 
nen Mengen fur jede mcht-abzahlbare Menge gilt oder mclit, d b die 
Frage nach der Existenz mckt-abzahlbaiei Mengen ohne perfekten 
Bestandteil Diese Fiage ist von F Bernstein 60 ) beantwortet woiden, 
mdem ei [auf Grund der Tbeone dei wohlgeoidneten Mengen 60a )] die 
Existenz von mcht-abzahlbaren Mengen ohne perfekten Bestandteil 
bewiesen hat Diese Mengen weiden von lhra total mipeifekte Mengen 
genannt 61 )* 

7. Maehtigkeit der Punktmengen. Die vorstehenden allgememen 
Untersuebungen hat G Caniot unteinommen, um zu emem allgememen 
Satze uber die Maehtigkeit dei Punktmengen zu gelangen 62 ) 

*Sehon fiuhzeitig ist G Canto * GS ) auf die wichtige Unteischeidung 
zwischen abzahlbar en 37 a ) und mcht-abzahlbaren Mengen aufmerksam 
gewoiden und hat msbesondere die Ntchtabzahlbaileit des linearm 
Koniinuums (d h der Menge allei Punkte ernes Intel vails) bewiesen 61 )* 

Wahrend er nun fur die absti alien Mengen die Existenz immer 

68a) *Vgl dazu auch W Steiyinski, Fundamenta math 1 (1920), p 1/6 [der 
den Beweis unter Venneidung dea Auswahlaxioms 100 ) fulirt], sowie 0 Kura - 
towslci, lb 3 (1922), p 91/6 * 

59) *Wohl zuerst von L Scheeffer, Acta math 6 (1884), p 287 * 

60) +F Bernstein, Benchte Ges Wiss Leipzig 60 (1908), p 329/30 * 

60a) + Hieruber aiehe I A 5, Nr 4—8 {A Schoenfhes ) und A Schoenfhes, Be- 
ncht I 19 H, p 88fF* 

61) *Sielie lnerzu fernei P Mahlo , Benchte GeB Wibs Leipzig 61 (1909), 
p 123/4, und Jahresb d Deutsch Math -Ver 26 (1916), p 201/8* 

62) *Dber den Begriff der Machtigleit siehe I A 5, Nr 4 [A Schoenfhes ), 
femer A Schoenfhes, Bencht I 1900, p 3 ft , Bencht I 1913, p 4ff* 

63) J f Math 77 (1874), p 268/62 * 

64) Cantor, J f Math 77 (1874), p 260/1, Math Ann 15 (1879), p 5/7, 
Acta math 2 (1883), p 308 u 353/6 Einen anderen noch emfacheren Beweis 
fur die Nichtabzahlbarkeit des lmearen Kontimiums (mifc Hilfe des sogenannfcen 
Diagoualverfabrens) gab ei spater Jahresb d Deutsck Math -Ver °1 (1892) 
p 75/6 * 
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hoherer Macbtigkeiten 65 ) aufzeigen konnte 66 ), liegt die Sache fur die 
Punktmengen ganz anders Erne Menge yon Punkten, die in emem 
Raume von n Dimensionen oder selbst m einem Raume von abzahl- 
bar unendlicb vielen Dimensionen entbalten sind, kann tatsachlich, wie 
wir welter unten [Nr 16] noch genauer sehen werden, niebt eme hobere 
Macktigkeit baben als diejenige des Uneaten Kontmuums Andeierseits 
ist, bei Bescbrankung auf Mengen von unendlicb vielen Punk ten, lkre 
Macbtigbeit mmdestens diejenige, welcbe G Gantox die erstc nennt, 
cL h die einei abzablbai unendlicben Menge 67 ) 

Infolgedessen entstebt die Frage besitzt jede Punktmenge not- 
wendig eme dei beiden eben genannten Macbtigkeiten, oder gibt es lm 
Gegenteil Mengen, deien Machtigkeit zwxschen der Macbtigkeit einer 
abzablbaren Menge und dei des Kontmuums liegt? Auf diese Frage 
(das sogenannte „Kont?miumpt oblem li ) kann man beute noch kerne Ant- 
wort geben Mancbe bezweifeln sogar, dafi die gestellte Fiage einen 
Smn babe Wir wollen mcbt auf die Emzelheiten diesei Frage 68 ) ein- 
geben und uns bier auf den wichtigsten Fall bescbianken, den der ab- 
geschlossenen Mengen, fur den diese Fiage gelost ist 69 ) Man kann 
daraus mcbts fui den allgememen Fall scblieBen, da die Ableitung 
einer Menge uns in kemer Weise uber die Macbtigkeit der Menge 
unteirichtet (Z B haben die Menge der rationalen Zahlcn und die der 
irrationalen Zablen dieselbe Ableitung, aber nicht dieselbe Macbtigkeit) 
Jede abgeschlossene Menge ist, wie wir oben [Nr 5] gesehen 
haben, die Summe emer abzablbaren und einer perfekten Menge 70 ) 


66) Siehe G Cantor , *Jabiesb d Deutsch Math -Ver 1 (1892), p 77,* die 
SchluBweise iBt wiedergegeben bei E Borel, Le^ns sur la th^orio des fonctions. 
Pans 1898, p 107, + vgl ancli G Hessenberg, Grundbegnffe der Mengenlehre, 
Gottingen 1906, p 40/2 == Abhandl d Fneaschen Schule (Neue Folge) 1 (1906), 

p 626/8 * 

66) *Z B ist die Machtigkeit j der Menge alter cmdeutigen reellen Funk- 
tionen emer Vet ancle) lichen grbBer als die Macbtigkeit des Kontmuums, f ist zu- 
gleich die Machtigkeit alter (etwa linearen) Punktmengen Vgl dazu I A 6, Nr 9 
{A Schoenflies) * 

67) *Die Machtigkeit einer abzahlhar unendlicben Menge bzw des linearen 
Kontinuums wird gewohnhch mit a bzw c bezeichnet* 

68) *Man sehe hieiuber A Schoenflies , Bencht I 1913, p 219/224, sowie auch 
daselbst das von dem Wohlordnungssatz handelnde Kap X (p 170/84), und ferner 
die L E J Brouuereche Besprecbung dieses Buches lm JahreBb d Deutsch 
Math -Ver 23 (1914), p 78/83 * 

69) *Fur eine noch umfassendere Klasee von Punktmengen, namlich fur 
die sogenannten Boielsclien Mengen , ist die Frage nach der Machtigkeit vollig 
entschieden, siehe hieruber Nr 9b* 

70) ^Wobei einer der beiden Bestandteile auch felilen kann * 
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(letztere ist die den Ableitungen endliclier odei ti ansfimter 
gememsame Menge) Da femei Gr Canto ) nacbgewiesen bat, 
perfekte Menge mcht abzablbar 1 st 71 ), so folgt darans, daB die 1 
emer gegebenen Menge dann und uur darm abzablbai ist ; 
perfekte Bestandteil Null 1 st Man siebt deinnacb, daB das 
der Macbtigkeit emei abgeschlossenen Menge sicb auf das dei 
keit einer perfebten Menge zuiuckfuhren laBt 

Nun aberbat & Canto t 72 ) bewiesen, daB jede emdimensio 
fekte Menge die Macbtigkeit des lmearen Kontinuums besitzt 72a ) 
seits hatfce ei scbon frubei 73 ) bewiesen, daB das n - dimension 
tmuum und das lineai e Kontinuum bmsicbtlicb lbiei Ma 
aquiyalent sind [vgl Ni 16 ] Man leitet bieiaus obne Sdrw 
den Satz ab, daB jede peifekte Menge m emem w-dunei 
Rauine die Macbtjgkeit des lineai en Kontinuums hat 

Kebren wn jetzt zu dei Korrespondenz einer emdimei 
perfekten Menge und des lineai en Kontmuuxns zuiuck 

Wenn die peifekte Menge uberall dicbt 1 st, so fallt sie n 
geradlimgen Strecke zusammen, und der Satz biaucbt daher 
eme migends dwhte perfekte Menge oder fui die nirgends 
Teile einer perfekten Menge bewiesen zu weiden, das fuhit G 
aus Obne bier semen Beweis 74 ) zu geben, durfte es docb 
sein, an emem Beispiel 75 ) zu zeigen, daB es tatsachlicb nngend 
peifekte Mengen gibt 

Teilen wn eme geradlmige Strecke, z B [0, 1], in diei 
Teile und schlieBen wir aus der Strecke die innohalb des 1 


71) Canto* , Acta math 2 (1883), p 409/12, Math Ann 23 (1884), 
Mit wesenthch derselben Methode hatte er schon fruher die Nichtabza 
des Imearen Kontinuums bewiesen G4 )* 

72) Acta math 4 (1884), p 381, *Math Ann 28 (1884), p 480/7 
zeitig auch 1 Bcnducson , Bihang Svensk Vet-Akad Handl 9 (1884), 1 
der Satz auch fur n-dimensionale perfekte Mengen bewiesen 1 st (We 
weise fur den n- dimensional en Fall bei A School flies, Bencht I 1913, 
[darunter ein heBonders emfacher yon L JC J Btouwer], und W L 
Quart J of math 36 (1905), p 282/4) * 

72 a) + Ygl auch Nr 8 * 

73) J f Math 84 (1878), p 246, Acta math 2 (1883), p 315 

74) + Vgl hierzu den SchluB von Nr 8 * 

75) *6r Cantor , Math Ann 21 (1883), p 590, Acta math 2 (1883 
Punktmengen von solchem Typus haben schon vorher A Hamad , Ma 
19 (1882), p 239 und P du Bois-Beymond, Functb 4 ), p 188 konstruie 
auch H J St Smith , Proc London Math Soc (1) 6 (1875), p 147/9, V 
Cfioin di mat 19 (1881), p 80, IT' Velimann, Ztscbr Math Phys 2 
p 176 u 199 * 
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Teiles gelegenen Punkte aus Behandeln wir ebenso die beiden bei- 
bebalteuen Strecken, dann die viei neuen Stiecken usw , die Menge 
der weggenommenen Punkte ist dann die Komplementm menge dei 
Menge E \ die wn betrackten wollen Diese Menge E besteht aus den- 
jemgen Punkten, die lecbte oder linke Endpunkte der ausgeschlossenen 
Strecken sind, nnd aus den Haufungspunkten diesei Punkte Sie ist also 
abgeechlossen, und es ist leicht zu seben, daB sie peifekt ist Sie ist 
sicherlich m Icmem Teile dei uispiunghchen Strecke uber all dicht 

Wn wollen an diesem Beispiele verstandlich machen 76 ), wie man 
eme eindeutige Konespondenz zvnsclien den Punkten von E nnd den 
Punkten der Strecke [0, 1] heistellen kann Kommt man uberein, 
die Abszisse ernes Punktes als triadischen Biuch zu sckreiben, so be- 
steht die notwendige und himeiehende Bedmgung fui die Zugehong- 
keit ernes Punktes zu E dann, daB man seme Abszisse nut Hilfe der 
Zahlzeichen 0 nnd 2 allem, mit AusschluB der 1, schieiben lann 77 J 

Lassen wir einera Punkte von E einen Punkt entsprechen, dessen 
Abszisse lm System von dei Basis 2 erhalten wild, mdem man nberall 
die Ziffer 2 durck die Ziffer 1 eisetzt (wakiend man die Nullen an 
ibrer Stelle kelaBt), dann umfafit die so erkaltene Menge F alle Punkte 
der Strecke [0, 1J, emem Punkte von E entspnckt ein Punkt von F, 
emern Punkte von F entspiechen em odei zwei Punkte von 2?, dem- 
nach haben E und F die gleiche Machtigkeit 

8. Die abgeschlossenen und die offenen Mengen Die systema- 
tische TJnteisuckung dei abgescklossenen Mengen kat der Analysis, und, 
wie man weiter unten seken wird, aueh dei Greometue auBeroident- 
licbe Dienste geleisfcet 

G Jordan 78 ) bezeicknet als „eca>t“ 19 ) zweier Punkte (x 7 y) 7 (x\ if) 
den Axisdruek | x _ x ' | _f_ | y _ y ' | 

Diese Ausdrucksweise laBt sick auf zwei Punkte ernes tt-dimensionalen 
Raumes R n ansdelmen In alien Fiageu, in denen komplexe Koordi- 
naten ausgescklossen sind, kann man okne Nachteil den „ccart Ci durck 
die Entfernimrf oder den Abstand 

+ V (* — x'f + O — y'f 

76) *Im Anschlufl an G Cantor, Acta math 4 (1884), p 386 * 

77) Man muB sagen „schreiben kann lt , denn es gibt Punkte, deren AbBzisse 

sick auf zwei Arten sclireiben lafit (z B kann man fur schreiben 0,1 oder 
0,0222 ) nnd es genugt fur die Zugehongkeit des Punktes 711 E dafi cine der 

beiden Schreibweisen die Ziffei 1 nicht enthalt 

78) J de math (4) 8 (1892), p 71, Couis d’ Analyse 12 ) 1, p 18 

79) Pringshem [II A 1, Nr 21, Note 233] ubersetzt den C Jordanschen 
u tcarL e mit „Untei schied" * 
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ersetzen Im folgeuden soli der Abstand veiwendet werden, alle aus- 
gesprochenen Eigenschaften bleiben uchtig, wenn man an seine Stelle 
den „eca}f setzt, man konnte auch andeie stetige positive Funktionen 
der beiden Punkte benutzen, die nur dann Null werden, wenn die 
Punkte zusammenfallen [Vgl Nr 2 G] 

Dei Abstand ernes Punktes von einei Menge ist die uutere Grenze 
dei Abstande des Punktes von den veischiedenen Punkten der Menge 
Diese nnteie Grenze ist positiv oder Null Gehort der betiachtete 
Punkt der Menge an, so ist sem Abstand von 1I11 Null Gehort er 
er ihi aber mcht an, so ist dafui, daB jene untere Gienze der Ab- 
stande Null sei, notwendig uud lnnreick^nd, daB der gegebene Punkt 
Haufungsstelle dei Punkte dei Menge ist, d li iliiei Able i tun g an gehort 
Ist die Menge abgeschlossen, so enthalt sie mindestens einen 
Punkt, dessen Abstand vom gegebenen Punkte p gleich deni Abstand 
dieses Punktes p von der Menge ist 

Dei Abstand zweiei Mengen ist die untere Grenze der Abstande je 
zweiei Punkte, von denen der erne in der einen Menge, der andere 
m dei andem beliebig angenommen wird Sind die beiden Mengen 
abgeschlossen und ist mindestens eme von ihnen beschrankt, so ent- 
halten sie mindestens em Paar von Punkten, deien Abstand gleich 
dem Abstande der beiden Mengen ist Die notwendige und hm* 
reiehende Bedmgung dafur, daB zwei abgeschlossene Mengen, von denen 
mindestens eine beschrankt ist, emen Punkt geineinsam haben, besteht 
darin, daB lhr Abstand Null ist 

*Die obere Grenze der Abstande *36 zweier Punkte einei Menge 
wird gewohnlich als Durchmesser [maudlin al auch als Breite 80 )] dei 
Menge bezeichnet* 

*Die ldemste Kugel, die um jede w-dimensionale Punktmenge vom 
Duichmesser d gelegt werden kann, hat nach H Jung 60 *) den Radius 

r = d l / — - — 80b V 

V 2(w + l) > 

80) B bei A Sthoenflies , Bencht II 1908 p 102 Gewohnlich versteht 
man aber unter „JBrcite einei Menge JE m Bichtung «“ die untere Grenze dea 
Abstands zweier zu a senkrechter Geraden, zwischen denen JE gelegen lat Dann 
1 st „Durchmessei lt — groBte Breite Manclnnal wird auch die kleinste Breite 
kurz als „Breite“ der Menge bezeichnet [z B 80b )]* 

80a) Jung, t)ber die kleinste Kugel, die eme raumliche higur em> 
schlieBt, Diss Marburg 1899, J f Math 123 (1901), p 241/57, l->7 (1910). p 310/3 
Siehe auch R Bficaid Nouv Ann de math (4) 14 (1914), id 19/25, J v Sz Nagy t 
Jab res b d Deutsch Math -Ver 24(1915), p 390/2, IL Reinhardt, Jahresb d 
Deutsch Math -Ver 25 (1916), p 157/63, St Strassewicz , Dissertation 498 ), p 41/56* 
80b) Rlaschle, Jahresb d Deutsch Math -Ver 23 (1914), p 369/74 (fur 
die Ebene) und daran anechlieBend allgememer JP Steinhagen , Abhandlungen 
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G Cantoi* 1 ) hat; ein Veifabren angegebeu, das die Konstruk- 
tion aller linearen abgeschlossenen Mengen erlaubt Dieses Verfuhien 
besteht darin, aus tier gegebenen geradlmigen abgeschlossenen Strecke 
zunachst die mneren Punkte ernes ersten Intervalls zu entfeinen, so- 
dann die inneren Punkte ernes zweiten, mcht m das erste emgreifenden 
Intervalls usw., wobei man erne (hochstens) abzahlbai unendliche 
Menge von Intervallen anwendet: dann bestand auch das in dem oben 
[Nr 7] gegebenen Beispiel angewandte Verfahien Die Menge der 
ubng bleibenden Punkte ist erne abgesclilossene Menge 

Umgekehrt kann jede beschiankte, abgeschlossene, lmeare Menge 
auf diese Weise eihalten werden lhie Komplementarmenge wild not- 
wendig von alien Punkten gebildet, die mneihalb gewis^er emandei 
ausschlieBender Intel valle 8 -) liegen 83 ) Die Menge dieser IntervaUe ist 
abzahlbai, denn nach emem Satz von G Canto ) lB8a ) ist es unmog- 
hch ; auf einer geiadlmigen Strecke eme unendliche Menge von Inter- 
vallen oline gemeinsame Punkte auzugeben, die mcht abzahlbai ist 

Geiade hierauf giundet G Cantor semen auf die Machtigkeit dei 
perfekten Mengen bezugliehen Beweis 72 ) [Nr 7 ] Jede eindnnensionale 
perfekte Menge umfaBt die abzahlbar unendliche Menge der Endpunkte 
der punktfieien Intel valle und auBerdem noch deien Haufungspunkte 
G Cantor laBt ersteren Punkten m passender Weise eine abzahlbare, 
auf emer geiadlmigen Strecke uberail dichte Punktmenge entspiechen 
(was moglich ist) und zeigt, daB dann die samtlichen Punkte dieser 
Strecke eindeutig denen der peifekten Menge entsprechen 
Math Seminar d Hambuig Umversitat 1 (195?1), p 15/26 (fur n Dnnensionen) 
geben emen dazu gewissermaBen dualen Satz Die groBte Kugel, die in jeclc 
konvexe w-dnnensionale Punktmenge von der (klemBten) Breite b 80 ) einbeschne- 
ben werden kann, hat den Radius 

b l/n+2 

9 ~ T n +T 

Ferner sei auf K Zmdlet , Monatsh Math Phys 30 (1920), p 87/102 hin- 
gewiesen * 

81) Cantor, Math Ann 21 (1883), p 55/G, Acta math 2 (1883), p 377/8, 
siehe auch Math Ann 23 (1884), p 481, 486, A. ta math 4 (1884), p S81 * 

82) + Diese Intervalle mogen die durch die abgeschlo&sene Menge bestimmten 
punltfreien Intervalle (oder auch Luclenintenalle ) heifien,* JR JBatre nennt Bie 
inter t all es contigus a V ensemble [Pauser These 18 1 J9 = Ann di mat (3) 3 (1899), 
p 38] — ,t)ber 8olche Interval Imengen (die zuerst von den in Anm 7B ) zitierlen 
Autoren betrachtet worden smd) siehe auch W H Younq , Proc London Math 
Soc (1) 35 (1902/31, p 215 * 

83) *Unter dieaen linearen abgeschlosseneu Mengen sind die perfekten 
Mengen dadurcb vollstandig cbarakteriaiert, daS bei lhnen alle punktfreien Inter- 
valle ganzlich voneinander getrennt liegen, derart, daB aie mcht emmal mit lhren 
Pndpunkten zusammenstofien * 
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Die vorstehende Eizeugungsweise laBt sick okne Schwierigkeit 
auf den Fall von zwei oder n Dimensionen ausdelmen s4 ) Es ge- 
nugt, die punktfreien Intel valle duick Kugeln zu eisetzen, von denen 
jede als Mittelpunkt emen del Menge nicht angehorenden Punkt, als 
Radius den Akstand dieses Punktes you dei Menge kat ; und die Punkte 
mnerlialb solcker Kugeln auszuscklieBen Man zeigfc, daB erne abzakl- 
bar unendlicbe Mamngfaltigkeit von lknen kmreicht, woiaus sick der 
folgende allgenieme Satz eigibt 

Man eikalt die allgememste, abgescklosbene Menge des n-dimen- 
sionalen Raumes, mdem man aus diesem Raurne diejenigen Punkte 
entfernt, welcke lmieikalb kockstens abzaklbai unendhek vielei w-dimen- 
sionalei Kugeln liegen 

+ Es sei nock eiwaknt, daB jede abgescklossene Menge P sick aL 
Ableitung emei abzahlba>en Menge auffassen laBt, und speziell als Ab- 
leitung emer isolieiten Menge, falls P augends dicht ist sia )* 

*Man kann dies alles nock etwas andeis ausdiucken, wenn man 
den Begriff der mnoen Punkte emei Menge emfukrt* 

Nach * G Cantor 8ih ) uni* G Jordan 85 ) wild em Punkt p emei 
m einem w-dimensioualen Raum gelegenen Menge E als mne>er Punkt 
(p mtei ieur) von E bezeicknet, wenn alle Punkte emei um p als 
Mittelpunkt beschnebenen j^-dimensionalen Kugel von bmlanglick 
klemem Radius dei Menge E angekoien 

JDie mneien Punkte der Komplementai menge F von E werden 
als aufiete Punkte von E bezeicknet Die ubrigen Punkte, die also 
weder innere nock aufleie Punkte von E sind, werden Begrenzungs- 
punkte von E (p. fiontieies) 85a ) genannt Die Gresamfckeit dieser Be- 
gi enzungspunkte keiBt die Begienzung der Menge P* 85b ) 

84) L Zoretti, Pans C R 138 (1904), p 674, J de math (6) 1 (1905), 
P 5 / 6 *Eine andeie Methode bat A Schoenfltes angegeben, Nachr Ges Gottingen 
1899, p 285/6, Math Ann 58 (1904), p 212, Bericht I 1900, p 81, Bencht I 1913, 
p 291 Hierzu auck E W Hobson , Theoiy, p 141, wo erne fur die ebenen 
perfekten Mengen charaktenstische Eigenscliaft angegeben isfc * 

S4a)*Diesei Satzwurde fur lineai e (peifekte'' Mengen \on I Bendixson [Acta 
math 2 (1883), p 427/9] bewiesen, fui den alJgememen Fall von L F J Bromve) 
[m A Schoenflies, Bencht I 1913, p 299] Vgl femer F Hausdorft, Mengen lehre, 
p 273/74, 459, und TF Gw/5 508c ), p 814 * 

84b) *G Canto* , Nachr Gott Ges Wiss 1879, p 130* 

85) C Jordan, *J de math (4) 8 (1892), p 72,* Cours d’Analyse 13 ) 1, p 20 

85a) *C Jordan* 6 ) Manche Autoien [z B A tichoenjhes, Ber II 1908, p 111 | 

haben in wenig zweckmabigei Weise hontiere bzw point fiontibie duich Gtenze 
bzw Grenzpunlt wiedeigegeben, was gelegentlich zu Verwechslungen nut Grenz- 
punkt = Haufungspunkt VeranliiBSung geben konnte Vgl hierzu II A 1, Nr 21, 
Note 239 ( A Prmgsheim) * 

85 b) Hau&dor/f [Mengenlekre, p 214] bezeicbnet -nfWdprn di 
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Seien E' und F' die Ableitungen Jei Menge E bzw lhiei Kom- 
plementarmenge F : dann geliort em mnerer Punkt von E zu E', obey 
mcht 211 F\ ein mnerei Punkt von F zu F\ abe) mcht ga E\ end- 
licli uinfaBt die Menge det Begienzungspunkte beidey Mengen odei 
die gemeinsame Begienzung dei beiden Mengen alle diejemgen Punkte, 
die zugleich emer von lhnen und der Abieitung der anderen ange- 
horen 85 c ) 

Es ist sebr leicht zu beweisen, claB zu jedei Menge, die mcht 
den ganzen Raum umfaBt, Begrenzungspunkte existieren Fernei ist 
die Menge diesei Begienzungspunkte abgescklossen 

Dagegen ist die Existenz mnerer Punkte mcht notwendig Z B 
besitzt die Menge dei Punkte mit rationalen Koordinaten kemen 
mneren Pnnkt 

^Eme Menge, die nui aus mneren Punkten bestelit, wird sehr 
treffend als „offene Menge“ bezeichnet 85d ) Beispiele fur solche offenen 
Mengen smd die offenen Intervalle oder Mengen von getrennt liegen- 
den offenen Intervallen 

Unmittelbai aus der Definition ergibt sick, daB die offenen Mengen 
die Komplementaimengen dei abgeschlossenen Mengen bilden und urn- 
gekehrt, dieses gegensatzliche, gewisseimaBen duale Verhalten der ab- 
geschlossenen und der offenen Mengen spielt beim systematisehen Auf- 
bau der Punkt raengenlehre erne groBe Rolle. 

Begrenzungspunkte von E, die zugleich Punkte der Menge E Bind, als „Rand- 
punkte“ von E und lkre Gesamtheit als den „Rand“ von E , so daB also die Be- 
grenzung von E sich aus dem „Rand“ von E nnd deni jjtand 41 der Komple- 
mentarmenge F zusammensetzt Eme Menge, die nur aus Randpunkten besteht, 
nennt er erne „Randmenge“ — Jedoch werden sonsfc zumeist ,,Rand u und „Rand- 
punkt“ in der gleicken Bedeutung wie „Begrenzung u bzw „Begrenzungspunkt u 
gebraucht, ohne emen Unterschied zu inachen * 

85c) % L Vieto)is y Monatsb Math Pkys 31 (1921), p 177, sagt allgemem 
Zwei Mengen A und B „grenzen m einem Punkte p aneinayidtr u , wenn p der 
einen angehort und ELiufungspunkt der andem ist Die Gesamtheit dieser 
Punkte p nennt ei die yi G)enze zwischen A und B“, so daB also hiei die „Be- 
grenzung von A“ als die Gienze zwischen A und semei Komplementarmenge 
erscheint 

Zwei elementenhemde Mengen, die mcht anemandeL grenzen, weLden [nach 
St Mazurkiewicz , Fundamenfca math 1 (1920), p 66] als „gctrennt“ („s^pares‘ l ; 
bezeichnet [Vgl dazu auch F Hausdoyff, Mengenlehie, p 334/5 ]* 

85 d) + Diese Benennung [„ensemble ouvert u J stammt wohl von H Lebesgue 
[Panser Th&se 1902, p 12 = Ann di mat (3) 7 (1902) p 242, J do math (6) 1 
(1905), p 157 ff] Besondeie Verbreitung hat diese Bozeichnung durch C Cara - 
theodoty, Reelle Funktiouen [p 40 ft ] gefunden Ygl auch uo ) 

Der Durchschmtt emer Menge E mit einer offenen Menge wild von C Cara - 
theodory, a a 0 , p 60, als eme „auf E (oder relativ zu E) offene Menge {{ be- 

" lphn^t * 
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Damit smd wir also zu der°obigen Ckarakterisierung der abge- 
schlossenen Mengen mit Hilfe lhrer Komplementarmengen zuiuekge- 
kommen Wir konnen die obige Aussage bezuglich der linearen 
Mengen jetzt auch so aussprecken: Die linearen offenen Mengen be- 
steben aus einem oder mebreren, kochstens abzablbar unendlich vielen, 
getrennt liegenden linearen, offenen Intei vallen, ini Falle der Nicht- 
beschranktheit konnen darunter auch ein odei zwei „uneigentliche 
Intel valle“ euthalten sem, namlich die voile Gerade bzw. ein oder 
zwei Halbgerade (ohne Endpunkt) Allgemein laBt sich dies entspre- 
chend fur n Dimensionen formulieren, wenn man „Gebiete“ [Nr 10] 
an Stelle dei Intervalle setzfc [vgl Ni 11] ^ 

9. Der Borelsche Uberdeckungssatz und seme Verallgememe- 
rungen E Borel 86 ) hat 1894 einen Satz angegeben, dei seitdem in der 
Mengenlehre eme auBerordenthche Wichtigkeit eilangt hat Dei Satz 
wnrde zuerst in dei folgenden Form ansgespiochen 

Hat man auf einer Geraden eme abgeschlossene Stiecke s sowie 
abzahlbar unendlich viele Intel valle d y und ist jedei Punkt von s 
mnerei Punkt mmdestens ernes dieser Intervalle, so kanu man unter 
diesen unendlich vielen Intervallen eme endhche Anzahl von Inter- 
vallen finden, welche die gleiche Eigenschaft besitzen (namlich, daB 
jeder Punkt von s mnerei Punkt mmdestens ernes von lknen ist) 

Der ursprungliehe Beweis gibt in gewissem Grade das Mittel, 
die endliche Zahl von Intel vallen, urn die es sick handelt, zu kon- 

86) E Borel , These, Pans 1894, p 43 = Ann fic Noun (3) 12 (1896), p 61 
A Schoenfhes bezei chnet den Satz m Bench 1 1 1900 (z B p 119) und Be- 
ncht II 1908 (z B p 76) zumeist als das Heme-Borelsche Theorem, wegen des 
engen Zusammenhanges, der zwischen E Boteh Bezels und demBeweis von E Heme 
[J f Math 74 (1872), p 188] fur die GrleichmaBigkeit dei Stetigkeit [vgl II A 1, 
Nr 9, Note 92 u 93 (A Pruigdieim )] vorhanden ist, doch eikennt er dort an, daB 
E Heme nur diese letztere Eigenschaft selbst ltn Auge hatte, *deshalb zieht er 
m Bencht I 1913 (siehe p 234) die einfachere Bezeichnung Borelaches Theorem 
vor ftbrigens sei erwahnt, daB G Lejeune-Diruhlet bereits lange vor E Heme, 
namlich schon im Jahre 1854, m semen Vorlesungen die GleichmaBigkeit der 
Stetigkeit bewiesen hat, siehe G Lejeune-Dinthlet , Vorlesungen uber die Lehre 
von den emfacben und mehrfachen bestimmten Integralen, herausgegeben von 
G Arendt, Braunschweig 1904, p 4/8 * 

Siehe wegen der Benennung des Theorems auch H Lebesgue, Bull sc math 
(2) 31 (1907), p 133 P Montel hat vorgeschlagen, dieses Theorem den Satz von 
Borel- Lebesgue zu nennen [vgl P Montel , Le^ns sur les series de polynomes a 
nne variable complexc. Pans 1910, p 6], *eme Bezeichnung, die wohl kaum sehr 
sachgemaB ware * 

*In zweckmaBiger Weise bezeichnefc man neuerdings nach E Zermelo- 
W Alexandrmv 95 ) und C Caratheodory [Reelle Funktionen, p 46] das Theorem 
als den „Borelschen Uberdeckungssatz “ * 
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struieien Spatei bat E Boyd 81 ) den Beweis in emei schneller zum 
Ziele fubieuden Foim gegeben, die aber diesen Voiteil nicht darbietet 
Man bat sick von gewissen, in der oben zitierten Foim des Satzes 
enthaltenen Voiaussetzungen befieien konnen Z B baben * W H 
Young 88 ) und* H Lebesgae s9 ) gezeigt, daB die Besebrankung auf erne 
absahlbay uneudhche Menge von Intervallen unnotig ist 

Die Verallgemeinernngen des Satzes sind zablieicb Man konnte 
solche nacb zwei Ricktungen sunken einmal, mdem man an Stelle 
der geiadlungen Stiecke s erne andeie lmeare Menge setzte, andeier- 
seits, mdem mail untei suckle, wie sicb dei Satz fur emen zwei- oder 
n-dimensionalen Beieick gestaltct 

Das allgememste Resultat, daB sicb bei Verfolgung des eisten 
Gesichtspunkles eigibt, ist die Ausdebnung des Satzes auf den Fall, 
daB man an Slelle eiuer Strecke eine beliebige abgeschlossene , be- 
sclirankte Menge betracbtet 90 ) Man erbalt so den folgenden Satz 
Daunt erne Punktmenge E die Eigenscbaft hat, daB sie immei, 
wenn jeder lbiei Punkte mneibalb mmdestens ernes von unendlicb 
vielen Intervallen liegt, bereits lm Innern emci endlicben Anzahl dieser 
Intervalle vollstandig entbalten ist, dafui ist notwendig und kmiei- 
cbend, daB E abgescblossen und beschrankt ist 91 ) 

Der Boyd scbe Ubeideckungssatz ist also fui die abgeschlosseuen 
und beschrankten Mengen dm > aide ) istibch 93 ) 

Legen wn z B um jeden Punkfc von der Abszisse -y, dei dem 
Inteivalle (0, 1) angehoit, das durcb die Ungleickungen 


87) E Boycl, Lemons sui la theone des fonctions, Pans 1898, p 42 

88) H Young, Proc London Math Soc (1) 35 (1902/3), p 384 * 

89) H Lebesgue , Lemons sm Integration et la recheiche des fonctions pri- 
mitives, Pans 1901, p 105 Sieke aueh E Borcl, Lemons sur les fonctions de 
vanables r^elles, Pans 1905, p 9, *sowie F JRiesz, Pans C R 140 (1905), p 224* 

90) + W H Young**), E Boy el, Pans C. R 130 (1903), p 105 5, J de math 
(5) 9 (1903), p 357 Vgl auch F Riesz* Q ) [Im Bencht I 1900, p 119 liatte 
.1 Schoenflies bereits gezeigt, daB der E IIcmc&chQ Sat ? &e ) fur l)ehebige perlokte 
Mengen gilt] * 

91) *0 Veblcn, Bull Amer Math Soc (2) 10 (1904), p 438,* E Borcl , Pans 
0 R 140 (1905), p 298 *Man kann bier, wie es bei E Borel gosckieht, den 
Satz dadiuck nock etwas veraUgememeru, daB man die Intervalle durcli behclnge 
linear© (derselben Geraden angekoiende) Punktmengen P eisetzt und die in Nr 8 
angegebene Definition der inneren Punkte von P beuutzt * 

92) *Also Zu jedei nicht abgeschlosseuen (oder nicht beschyanktcn) Punkt- 

monge E gibt es unmer unencllicke InteL vallmengcn «7\ so daB jeder Punkt von 
E inneier Punkt mindoslens ernes Intervals von J ist, wakrend keine ondheke 
Teilrn^nnrp yon T di<* Pio-P-nqrknft 1W '’lie Pnnt'tf* yon 7? -m * 
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bustiminte Intel vail Man kann n so °io(5 maclien, daB die Sumnit 
der* Langen allei diesei Intel valle beliebig klem wild Nimmt man 
eme noch so grofie endlicbe Anzahl A diesei Intervalle, so gibt 
es auf der Strecke (0, 1) Intel voile , welcbe aufleihall) A liegen 
uud folglicb weulen nicht alle Punkte, deren Abszisse eme lationaie 
Zahl ist, bedeckt 

Em noch emfacheies typisches Beispiel E sei die nicht-abgeschlos 


sene Menge dei Pimkte ~ (wo n eme gauze positive Zabl ist), und man 

betraebte die unendlich vielen (den Haufungspunkt 0 niebt enthalten- 
den) Inteivalle i i i i 

n 2 n ^ ^ ^ n ' 2 n 


Kerne endliche Anzahl diesei Intervalle wild E bedecken ^Gunz 
anders ist es, wenn man die abgeschlossene Hulle E von E be- 
trachtet und noch em 0 enthaltendes Inteivall hmzumiumt* 

Dem zweiten Gedankengang folgend, bat man den mspitinglichen 
Satz, sowie den eben ausgesprochenen auf emen Raum von beliobig 
vielen Dimensionen 93 ) ausdehnen konnen So ist E Borcl H ) zu dem 
folgenden Satz gelangt 

In emem ^-dimensionalen Raum seien vorgelegt eme beschrankte 
abgeschlossene Menge E und unendheb viele ra-dimensionalo Gebiete G yy4a j 
derart, daB jedei Pnnkt von E mneihalb mmdestens ernes Qebietes G 
bege; dann kann man aus den G eme endliche Anzabl von Gebieten 
so kerausgreifen, daB jeder Punkt von E innerhalb mmdestens ernes 
von ihnen liegt 


93) Und sogar ant emeu Raum von abzahlbar unendlich vielen DmienHiontn 
[H Vrcchet, Jiend Cue mat Palermo 22 (1906), p 22, 26 u insbes 43/14] virl 
auch Nr 26 * J' * e 


94) E Boiel™)* 1 ), *feiner WE Young, Quart J of math 37 (1905) p 27 

™ L ? 1 f * " 61 “ r »"» ““J. P 202] , tain* BewoiB 

n bei Yuun O> auoli ter A Capelh, Rendic Accad Napoli (3) 15 (1900) p ir,i 
Den urpprunghclien Borehchen Satz batte boats A Schocnflus, Bench* I 1900 
a L d ^ s Mebrdimensionale auagedebnt, im Bencht I 1913, p 242 wendot 
r dm e!be Methode auf den allgemeineren Pall an, daselbst, weTtere 

im A hi T t l ltragUI,g VOm luearfin aDf n-dimensionalen Fall, zum Tail 

eme weitere VoaIl» ^ ’ 7 f '“T ,Uch bel ’ ™ AnacWufi an E Zorel 1 c„ 
eme weitere Verallgememerung dadurch vorgenommen weiden daC m„n „ 

d =rl e„ Gebiete 8 tel. Fmlte «^ p ^ 

94 a) ^Gbei den Begriff des Gebietes sielie Nr 10* 
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Die Anzahl del JBeweise, die fui den Boi eZsclien Uberdeckungssat? 
(emsclilieBlick del gen arm ten Yeiallgememei ungen) gegeben worden 
smd, ist eme seln gioBe 90 ) 

Eme letzte wiclitige Yeiallgememei ung veidankt man endlich 
E Lmddof 96 ) und TT r H Young 97 ) Hiei liandelt es &ich 1m wesent 

95) AuBei den bclion im vorhergehenden augefubiten Beweisen amd noth 
tolgende zu nennen 

H Young, Rend Cue mat Palermo 21 (1906), p 127 Fernei A •Sthoen- 
fhes, Bencbfc I 1913, p 2u‘)/41 (woselbst eme frnhei gegebene Daratellung vei- 
bessert wird), es vuid bieibei von einer SchluBweise Gebrauch geinacbt, die zu- 
eisfc bei W Wntmgc) Bcnchte Ak Wien 10811“ (1899), p 1243/4 auftritt, m 
abnlieber Weise JR Heine [beL E Boicl 01 )]* C Ai^da, Rend Accad Bologna 
(2) 13 (1908/9), p 6-i, G Bagncrct, Rend Circ mat Paleuno 28 (19u9), p 244, 
B A Bockwinkel, Handelmgen Vlaamsch Natuur- en Geneeskundig Congies 
13 (1911b p 147/51 ^ ^Besonders emfacb sind die Beweise von E Hausdorff , 
Mengenlebre, p 231, 272, und E Zeunelo (in W Aleaand) ow, Elementare Gruhd- 
lagen fur die Theone des MaBes, Diss Zurich 1915, p 18/22) — Ein von C A 
delV Agnola , Atti Acc Torino 45 (1910), p 23, gegebener Beweis ist niebt volbg 
beweiskrafug (vgl A Schoenflics, Bencbt I 1913, p 240 Anm)* 

Im Zusammenhang mit dem Borel schen Satz steben auch Untersuch ungen 
von W H Young [Messengei of matb (2) 31 (1904), p 129, ^.Proc London 
Math Soc (2) 2 (1904), p 67*], G Vitah [Atti Accad Torino 43 (1907/8), p 229J, 
H Lebesgue [Ann Ec Noim (3) 27 (1910), p 361], Pal [Rend Circ mat 
Palermo 33 (1912), p 352/3J, TP II u G Chisholm Young [Proc London Math 
Soc (2) 14 (1914), p 111/30], G Chisholm Young [Bull sc math [54-, =J (2) 43 t 
(1919), p 245/7], W Sierpulsh [Fundamenta math 4 (1923), p 201/3] Vgl 
auch Nr 20b, bei FuBn 130fl ) — f ) * 

*Es sei hier noch erwahnt, dafi O Veblen 01 ), p 436, die Aqmvalenz des 
Boielechen Satzes mit dem Dedeland&chen Stetigkeitsa\iom [IIIABl, Nr 7 
(F E ungues)] nachgewiesen hat Vgl im uhngen auch Ni 26 bei den FuBn 

6 37^ 632cj * 

96) E Lmdelof, Pans C R 137 (1903), p 697, Acta math 29 (1905), p 187 

97) *Nul fur lmeare Mengen Proc London Math Soc (1) 35 (1903), p 384/6, 
dei betieffende Sat/ tritt hiei und auch sonst bei W H Young m der lolgenden 
Form auf Wenn eme behebige Intervallmenge J gegeben ist, so kann man ah 
jaldbai viele Inteivalle von J fiuden, welche die gleichen inneren Punktc besitzen 
wie die Intervallmenge J solbst Zwei weiteie Beweise Rend Circ ruat Palermo 
21 (1906), p lz5/7, der eiste auf Grund emei Methode von F Bernstein, der 
zweite ist vou A Schomflica [Bericht II 1908, p 80 Anm 1] ala mcht richtig ge- 
kennzeichnet worden, woian sich eme langere Diskussion zwischen W H Young 
und A Schoenjhes anschloB [Messengei of math (2) 39 (1909), p 69 Anm , (2) 42 
(1912), p 59, 113, 119, Rend Cue mat Palermo 35 (1913), p 74] 

Fur inehrere Dimensionen gab TP H Young [abgesehen von einem vom 
Autor selbst als unzulanglich bezeichneten Versuch Quail J ot math 37 (1905), 
p 5 u 25] die folgeuden Beweise Theory, p 180 u 199 [im AnschluB au die er- 
wahnte Methode von F Bernstein ] sowie Messenger of math (2) 42 (1912), p 125 

Fui aUgemeine Raume [Ni 26] siehe msbes TP. Gmfi 508t -), p 509/10 u 518, 

71 r- TT» ■» i r » 1 0 •'N >->/** 


n n 
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lichen urn die nicht abgeschlossenen Mengen Fur diese gab E Lmdelof 
den folgenden allgememen Satz, den sogenannten Lindelofschen Ubei- 
declung&satz 97 a ) 

Sei in emem ^-dimensionalen Raurn JR fl eine (nicht abgeschlossene) 
Menge P voigelegt, and nehmen mi an, da8 jeder Punkt p von P 
Mittelpunkt emei Kugel 97b ) S p vom Radius Q p sei, dann kann man unter 
diesen Kugeln abzahlbm unendlich viele so auswaklen, daB jedei Punkt 
von P mmdestens mnerhalb emei von llinen liegt 

+ Mit Hilfe dieses Satzes hat E Lmdelof 96 ), wie beieits oben (Nr 5) 
eiwahut, das Canto i -Bendixsotische Theoiem auf besonders einfache Art 
bewiesen * 

9a, ^Die Mengen erster und zweiter Kategorie JR Ba?re V8 ) 
bezeichnet eme m emem (offenen odei abgeschlossenen) w-dimensio- 
nalen Gebiete tr/ 4a ) (n = 1, 2, 3, ) gelegene Menge, die sich duieli 

Vereimgung von endlich oder abzahlbai unendlich vielen in G n nn- 
gends dichten Mengen erhalten laCt, als Menge eistet Kategone m G n 
Jede in. G n gelegene Menge, die daselbst nicht von eister Kategone 
ist, nennt ei eme Menge ziueite) Kategone m 6r w ") 

Wenn nur von den Mengen ernes und desselben Gebietes oder 

97 a),*So bezeichnet diesen Satz C Caiathcodoiy, lleelle Funktionen, p 46 + 

97b) *Die Kugeln kann man durcli w-dimensionale Gebiete [Nr 10] er- 
fcetzen, die p lm Innern enthalten * 

98) +R JBaue, Panser These 1899 = Ann di mat (3) 3 (1899), p 65, 
Le 9 ons sur les fonctions discontinues, Pans 1905, p 78 * 

99) *In bezug auf den Begriff dei Mengen erster bzw zweiter Kategorie 
herrbcht in der Liteiatur keine voile Uberemstimmung A Schoenjhes hatte nn 
Bencht I 1900, p 108/9, abweichend von R Retire , die Menge zweiter Kategone 
als die Eomplementarmenge einer Menge erstei Kategorie defmieit, lhm haben 
sick dann z B F Bernstein [Gottmger Dissertation, Halle 1901, p 47, Math 
.Ann 61 (1905), p 149], E W Hobson [Theory, p 114] und P Mahlo l0C ) ange- 
schlossen, lm Bencht I 1913, p 344/9, hat jedoch A Schoenjhes selbst genau die 
mrsprungliche Definition von R Baire angenommen Bei E W Hobson , a a O , 
ist der Definition der Mengen erster Kategorie die [sehr einschiankende] Be- 
dxngung hmzugeiugt, daB die betrelfenden nirgends dichten Mengen abgeschlossen 
sem sollen Diese aus abgeschlossenen nirgends dichten Mengen zusammenge- 
setzten Mengen erster Kategone sind von F Bernstein, a a O , als geschlossene 
Mengea erster Kategone bezeichnet woi den AuBerdem sei erwahnt, daB P Mahlo ,0B ) 
eme Menge, die in unserer Bezeichnung zugleich mit lhier Koruplementarmenge 
\on zweiter Kategorie ist, eme „Menge diifcter Kategone 11 nennt — heuerdings 
hat A Dcnjoy, Pans C R 160 (1915), p 707/9, J de math (7) 1 (1915), p 123/5, 
lm Franzdsischen neue Benennungen emgefukit er bezeichnet eme Menge erster 
Kategorie als „ ensemble ge)bc te t erne Menge zweiter Kategone (lm allgememen 
Paireschen Sinnj als ^inexhaustible^ und die Komplementarmenge emer Menge 
erster Kategorie als esiduel C( * 
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Rautnes die Rede ist, so kann man (wie aueli hier nn folgenden) okne 
nakeie Angabe sckleckbhin von Mengen eistei bzw zweiter Kategorie 
spreclien 

Unmittelbar ans dei Definition eigeben sick die folgenden Satze 
Jecle abzaklbare Menge ist eine Menge eistei Kategorie Die 
Mengen zweitei Kategone sind also mckt abzablbai 

Die Summe von endliek oder abzahlbar nnendlick vielen Mengen 
erstei Kategorie ist ebenfalls eine Menge eistei Kategorie 

Jede Teilmenge emer Menge eistei Kategone ist gleichfalls von 
eister Kategone und desbalb ist auck dei Duickscknitt so wie die 
Diffeienz von Mengen erstei Kategone wiedei erne Menge eistei 

o o o 

Kategorie 

Besondeis bedeufcsam ist der Satz 100 ) 1st P eine Menge erstei 
Kategone ini Gebiet G n , so gibt es in jedem ^-dimensionalen Teil- 
gekiet von G n Punkte, die mckt zu P gehoien 
Odei andeis foimuliert 

Em Gebiet G n ist, m bezug aitf sicli selbst , erne Menge ziveitet 
Katego) ic 

Die Komplemcntarmenge eine > Menge eibtcr Kategone ist eine 
Menge zweiter liategoue Sie ist ubeiall dicht m G n Ferner 101 ) enfc- 
halt diese Komplementai menge stets peifekte Teilmengen und ist, wie 
sick kieiaus ergibt, erne homogene Menge von Machtigheit des Kon- 
tmuums 102 ) 

Im AnsckluB*an H Lebesgue 108 ) heiBt erne Menge in einem n dimen- 
sionalen Gebiete G n nboall von zivcite) Kategone, wenn sie m keinem 
ra-dimensionalen Teilgebiete von G n von eistei Kategone ist Er be- 
weist sodann die folgenden Satze 

Ist eme Menge in G n von zweiter Kategone, so gibt es nundestens 
em w-dimcnsionales Teilgebiet H n von G n , m welckem sie uberall 
von zweitei Kategone ist 


100) *DieserSatz ist, unabbangig vonemander, \on mekreien Mathematikern 
gefunden worden, siebe auBer JR Bain*' 8 ) W F Osgood, , Amer J of math 10 
(1897), p 173, Math Arm 53 (1900), p 462, Ann ot math (2) 3 (1901), § 2, 
F Ha) togs, Beitiage zui elementaren Theorie der Poten/reihen und der ein- 
deutigen analyuscken Funktionen zweier Veranderhcken, Munckeuer Dies 1903 
(Leipzig 1904, p 30/31, vgl auck L Zoritti ' bl )* 

101) Schoen/hes, Beucht I 1900, p 108, Bencht I 1013, p 345/7, auch 

W H Young , Messenger of math {2) 38 (1908/9), p 46/^ * ' , 

102) + Auch eine Menge erstei Kategorie in G n kann erne in G h uberall 
dichte homogene Menge von Machtigkeit des Kontmuums sein, wofui E Bauc, 
Le 9 ons 08 ), p 79, em eiulaches Beispiel angegeben hat* 

103) 'H Lebesgue , J de math (6) 1 (1905), p 185 * 
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Jede Menge zweiter Kategone ernes Gebietes Q n ^efczt sich zu- 
ammen aus emei Menge erstei Kategone nnd aus eudlicli odei 
ihzahlbar unendlich vielen Mengen K£'\ deieu jede m eniem gewissen 
Peilgebiete von G tl ubeiall von zweitei Kateooiie ist 

O 11 11 o 

Die Fiage, ob dei Begnff dei Menge zweitei Kategone allgememei 
st als dei Begnff dei Komplementai menge emet Meuge eister Kate- 
^orie, wai lange! e Zeit bmdaicli unenfcscbieden Eisfc H Lebesguc 10i ) 
md spater aueh P Mahlo m ) liaben, anf Giund dei Wohloidenbaikeit 
les Kontimmms 10l, ) ? die Existenz von Mengen naclige wiese el, die zu- 
>leich mit lbiei Komplementai menge ubeiall von zweitei Kategone 
und 107 ) 

101) Lebesgae , Dull Soc math de Fiance 35 (1907), p 207/8 u 212 ’ 

105) *P MahlOj Benchte Ges Wiss Leipzig G3 (1911), p 346/7 * 

106) *2? Zeimelo [Math Aon 59 (1901), p 514, 65 (1908), p 107] hat lmt 
[life des sog Auswahlavioms den Naclnveis gekihifc, da 6 jede Menge emer 
Vohlordnung fahig ist [Ubei den Beguff dei Wohloidmmg siehe I A 5, Nr i\ 
1 Sckoenflics)] Dieses Auswahlaxiom (das jedoeh kemeswegs von alien Mathe- 
tatikern als zulassig angesehen wird) besagt m seind engaten Fassung [vgl 

1 Zermelo , Math Ann 65 (1908), p 110 u 266)] ZerhiJlt eme Menge S in ele- 
tentenfiemde Teilmengen iff, A 7 , R (deren jede mmdesteus ein Element ent- 
ait), so gibt es mmdesteus eme Teilmenge S 1 von S, die mit jeder der Mengen 
/, jY, R genau ein Element gememsam hat 

Naheres hiernbei siehe "bei A Schornfhes, Benckt I 1913, p 170/84 Vgl 
iBerdem F Hartogs, Math Ann 76 (1915), p 438/43 [dei hier bewei^t, daB 
uswalilaxiom und Wohloidenbarkeit mit der „Vergleichbarkeit dei Mengen* 
leichwertig Bind] * 

107) *Andeie Mengen, die zugleich mit lhier Komplementai menge uberall 
>n zweiter Kategone sind, stellen z B die von G VitaU JS6 j und F Hems- 
irff 400 ) (ebenfalk mit Hilfe des Auswahlaxioms) konstruieiten nicht-meBbaren 
engen dar [siehe Nr 20] Man erhalt hierbei sogai noch rnehr, namlich die 
i rspaltung ernes linearen Kontmuums G (Intervall oder Kreis) m ab?ahlbar un- 
dhch viele elementenftemde Teilmengen, die alle ubeiall m G von zweiter 
itegone sind Z B wird bei F JEtansdoift ein Kreis m abzahlbar unendlich 
3le, untereinancler kongrueute, elementenfremde Teilmengen zerlegt 

Ferner sei hiei auf folgenden Satz von H Lebesguc [J de math (6) 1 (1905), 
186/7] hmgewiesen Eme Menge, die zugleich mit lhiei Komplementarmenge 
erail vom zweitei Kategone ist, kann keme PoreZsche Menge und also mcht 
PoreZschen Smne mefibar sem [siehe uber diese Begnfie Ni 9 b und 20] — 
gegen kann man mit Hilfe emer den P Mahloschen Gedankengang 10S ) vei- 
ndenden (Jberlegung die Existenz von Mengen beweisen, die zwar zugleich 
t lhrer Komplementarmenge uberall von zweiter Kategone sind, die aber trotz- 
m im Lebesgue schen Smn [Nr 20] mefibar sind [Man biaucht nur bei 
Malild 1 * 5 ) die Veiemigungsmenge P der nirgends dicliten, perfekten Mengen 
speziell so zu wahlen, daB P vom MaB 1, also lhre Komplementarmenge 
= (r +F') vom Mafi 0 wild] 

Es sei noch erw&bnt, daB O JBursUn 400 R ) das lineaLe Kontmunm m c 
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Eudlich sei nock darauf hmgewieseu, daB dei Begnff dei Menge 
erster und zweiter Kategone erweiteit weideo. kanu, mdein man an 
SteUe des Gebietes G n eme keliehige, msbesondeie ngendeme offene 
oder eine peifekte Menge zu Giunde legt 105 ) Sei Q ngendeme, m einem 
Raum R n gelegene offene oder peifekte Menge und P eme Teilraenge von 
Q, dann wild P eme Menge e)ster Kalegone m odei ni bezug auf Q 
genannt, wenn P aus endlick odei abzahlbar unendlick vielen m Q 
mrgends dickten Mengen zusammengesetzt weiden kann Jede Teil- 
menge von Q 7 die in Q mcht von eistei Kategone ist, keiBt eme 
Menge zueitei Kategone m oder m bezug auf Q Alle ini voilier- 
gelienden ausgespi ochenen Satze lassen sick, unmittelbar auf diese 
Mengen erster bzw zweitei Kategone in einei ofienen oder perfekten 
Menge Q ubertiagen 1st z B P eme Menge eistei Kategone m Q, 
so gibt es in jedem Gebiete G /t , das Punkte von Q entkalt, auck 
sol eke Punkte von Q, die mckt zu P gekoien, insbesondeie ist dakei 
die offene oder peifekte Menge Q selbst eine Menge zweiter Kate r 
gone m Q 109 )* 

9b. JDie Borelschen Mengen Ist eme Klasse von Mengen E 
bereits bekannt, so wild man 1 m allgememen von da aus zu neuen 
Mengen duick Anwendung der beiden einfacksten Mengen operationen 
gelangen, namlick dadurck, daB man 1 

a) die Veiemigungsmenge von endlick oder abzahlbai unendlick 
vielen Mengen E } 

(}) den Durckscknitt von endlick oder abzaklbar unendlich vielen 
Mengen E bildet 110 ) 

Em dei ai tiger Gesicktspunkt ist zuerst in systematiscker Weise von 
E T3orel m ) verwendet worden und zwai nn Zusaramenbang nut der Auf- 
stellung seines MaBbegnffs [sieke Nr 20] Um eme umfassende Gesamt- 
heit der wicktigsten Mengen gleichzedig mit lkrem MaB konstruktiv zu 
erhalten, betracktet er die Gesamtkeit aller Mengen eines Raumes E n 
(n = 1,2,3, ), die sick, ausgehend von den Intel vallen, duick endlick 

odei abzahlbar unendlick haufige Anwendung dei [bei lhm allerdings 

el ementenfremde Mengen, die uberall von zweiter Kategone und (lm Ltbesgue- 
Hchen Sinn) mclit- mefibar wind, zerspalten bat Duich eindeutige und stetige 
Abbildung einer perfekten Menge P auf ein Intervall orgibt sich daraus auch 
die Zerepaltung jeder peifekten Menge P in c Teilmengcn, die in bezug auf P 
uberall von zweiter Kategone Bind* 

108) Bane, These 98 ), p 67, Lemons 98 ), p 106* 

109) *Diese Eigenscbaft (dagegen mclit alle ubrigen) bleibt auch erhalten, 
wenn man von dei Menge Q nur voraussetzt, dafi sie abgeschlosaen oder eme 
innere Grenzmenge [vgl Nr t)b] sei, sielie F Hausdorff Mengenlehie, p 327/8 T 

110) + Vgl anch FuBn 85 ) * 
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nui fur elementenfremde Mengen benutzten m )] OpeJtation a) sowie der 
Bildung der Diffeienz von zwei Mengen gewmnen lassen Man er- 
halt aber die gleiche Mengengesamtheit, wenn man 312 ) — und dies 
wollen wn* an diesei Stelle ausschlieBlick. zugrunde legen — [in all- 
gememei Weise] die Opeiationen a) und /3) vei wendet 113 ) 

Die so erzeugten Mengen weiden „uack Bo)el mefibare Mengen“ 
[ensembles mesuiables J? u ] 112 ) genannt (vgl Ni 20) oder nach F Haus- 
dorff lU ) kurzer als »Boielsche Mengen “ bezeichnet 

Die abgeschlossenen und die offenen Mengen sind die einfachsten 
Boiekthen Mengen, man kann statt dei IntervaJJe gei adezu die ab- 
gescblossenen und offenen Mengen zum Ausgangspunkt fui die sufe- 
zessive Eizeugung dei Borehchen Mengen nekmen, was den Vorteil 
hat, dieKomplementarmengen duichgeliend als gegensatzlicli und gleicli- 
wertig behanclein zu bonnen [vgl Ni 54 a] 

Wir betrachten zunaehsfc die einfachsten Mengen, die sich naeh 
den abgescblossenen und offenen Mengen durch die Opeiaiionen ct) 
und fi) eigeben Dei Durebschmtt von endlich odei abzablbar unend- 
lich vielen abgeschlossenen Mengen ist wiedei erne abgeschlossene 
Menge, und die Verenugiingsmenge von endlich vielen abgescblossenen 
Mengen ist wieder abgeschlossen, dies alles liefeit also mclits Neues 
Dagegen wird die Vet euugungsmenge wn ubzahlbai unendlich vielen ab- 
gesililossenen Mengen lm allgemeinen mcbt abgeschlossen sem Ebenso ; 
wenn wir die Komplementai mengen betrachten Die Vereimgungs menge 
von endlich oder abzahlbai unendlich vielen offenen Mengen ist wieder 
offen und dei Durebschmtt yon endlich vielen offenen Mengen eben- 
falls Dagegen braucht dei Durchschmtt von abzahlbcu unendlich vielen 
offenen Mengen mcht offen zu sem Diese Durchschnittmengen bezeichnet 
man nach W 3 Young 11 *), der sie emgeliend unteisucht hat, als inhere 

111) *Auck diese Einscbrankung hat ihren Grand m dei gleichzeitigen Kon- 
etruktion dei Mengen und ibrea MaBes* 

112) + Nach H Lebe^gue***) * 

H3) *Siehe hieiubei Nr 20, insbes 38S ) — Ubrigens kann man sick dabei 
darauf besebranken, a) und §) nur tur aufsteigende bzw abstugende Folgen von 
meinander gesckacbtelten Mengen anzuwenden, d b fui Folgen von Mengen, 
von denen jede m der folgenden enthalten ist bzw jede die folgende enthalt 11 

114) *F Hausdorff, Mengenlebre, p 301 ff Vgl auch n& ) * 

115) *W H Young , Benchte Ges Wiss Leipzig 55 (1903), p 287, woselbst 
er die Bezeicknung mnere Grenzmcnge einfuhrte Sp.iter kat er seine Ausdrucks- 
weise etwas modifiziert (seit 1904, siehe insbes Theory, p 63/75) er sagt „ordi- 
nary inner limiting set 11 Dagegen versteht er unter ^genei ahsed mnei limiting 
eet 1 ' 1 den Durchbcknitt emer absteigenden Folge von beliebigen Mengen, unter 
3 , generalised oule) limiting set“ die Vereinigungsmenge einer aufsteigenden Folge 
von beliebigen Mengen , und er gtbrauckt die Bezeicbnun g ^ordinary outer limiting 
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Grenzmengen , uud ihie Komplementarmengen, die Veiemiguugsiuengen 
von abzahlbar unendlick vielen abgeschlossenen Mengen, als aufierc 
Grenzmengen 

Die mneren Gienzmengen sind naturgemaB zuerst ini lmeaien Fall 
betrachtet woiden Und zwai wai folgendes der Ausgangspunkt in dei 
Theone der mneren Grenzmengen 11 b ) Man umgebe jeden Punkt q 
emer gegebenen Menge Q rnit emer Folge von ineinander geschack- 
telten, gegen Null abnelimenden Intel vallen {d^}, man fasse sodann 
alle zu einem fesfcen Index n gehorende Intel valle zu emei Intervall- 
menge J H zusammen und betiacbte den Duiclisclinitt SD (J"J Dies 
wird erne gewisse Punktmenge E (mnere Gienzmenge) sem ; welclie 
$ 117 ) und auBeidem eventuell nocb weitere Punkte umfaBt 

Diese eventuell zu Q neu kmzukomtnenden Punkte von E smd, 
wie leichfc zu sehen, samtlicli m dei Ableituug Q r enthalten 118 ) Des- 
halb gehort jede abgeschlossene M^nge zu den mneren Grenzmengen l19 ) 

Die mneren Grenzmengen liaben voi allem deskalb mteiessiert, 
well sie nack den abgeschlossenen und offenen Mengen die eiste 
Mengenkategoue waren, uber deien Machtigbeit man Klaibeit ge- 
wonnen bat [Fui die auBeren Gienzmengen ist das Entspi ecbende 
auf Grund der Kenntnis dei Maclitigkeit dei abgeschlossenen Mengen 
trivial] W H Young 120 ) hat nanilich bewiesen 

set“, weim in letzteiem Fall aufierdem alle Mengen der Folge abgeschlossen 
smd — Wir benutzen ausBckliefilick die oben lm Text gegebene Henennung 

A Schoenflies, Berickt I 1900, p 109/10, der zuerst mi AnschluB an ein von 
E Borel, Leijjona 87 ), p 39, angegebenes mteressantes Beispiel ausfubrln bei mnere 
Grenzmengen betrachtet bat, bezeichnet bier die inneien und iiuBer^n Grenz- 
meneren als Boielsche Mengen , beh.ilt jedocb spater lm Bericbt I 19 1 3, p 350, 
die Bezeichnung „Borelscbe Mengen 11 nur fur die inneien Grenzmengen bei Doeb 
ist es jetzt nach F Hausdorff 114 ) fast allgemem ublicb, daruutei die viel uin- 
fassendere, mi Text so bezeichuete Mengenge^imtbeit zu \er&tehen* 

116) *Ygl das 116 ) zitierte Beispiel von E Boiel und die daran anschlieCende 
Begntfsbildung von A Sclioc7ifhe^ lia ), siehe auch die an W H Young sich an- 
lebnende Darstellnng in E W Hobson, Theory, p 128 * 

117) *Die Punkte Q bat (in einem spezielleren Fall) E Borel, Bull Sol 
math Fiance 41 (191 i), p 1, Fimclamentalpunkte dei Menge E genaunt * 

11H) *Nack W H Young , Proc London Math Soc (2) 1 (190-i), p 265/6, kann 
man zu einer Menge Q immer eine solcbe, als Fundamentalpunkte enthaltende 
mnere Grenzmenge E finden, daB, falls mebt E mit Q ldentiscb ist, die zu Q 
neu binzutretenden Punkte nur H.iulung'-punkte der totalen Inbaienz von Q Bind 
[Doch ist bei W H Young der Beweis eines benutzten Hiltssatzcs (-ieli e L1 )) un- 
nchtig, vgl L E J Broun ei , ^eislag Akad Amaierdam 23 (1015), p 1-125/6 
= Proceed Akad Amsterdam lb (1915), p 48/9, der zugleick tur den bier ge- 
nannten Satz einen neuen lcurzen Beweis gibt ]* 

119) JV H Young 11 *), p 262 * 

120) H Young, Benchte Ges Wise Leipzig 55 (1903), p 287/93 — Eut- 
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Jede innete Grensmenge ist enhoedei endhcli ode) abaahlba) un- 
endhch oder von MachUgheit des Kontinuums , erne mne>e Gienzmenge 
ist dann und nur dann von Machtigleit des Kontinuums , ivenn sie 
etnen in sich dichten Bestandteil enthalt 

Erne abzalilbaie Menge ist demnach nur dann erne mnere Grenz- 
menge, wenn sie kemen in sich dichten Bestandteil enthalt Es laBt 
sicli abei hieruber noch mehi aussagen ; namlich 121 ) 

Die notwendige und lnnreichende Bedingung dafui, dafi eme ab- 
/ahlbaie Menge eme mneie Gienzmenge isfc ; besteht dann, daft sie 
kemen m sich dichten Bestandteil enthalt 

Also jede sepanerte Menge ist erne mneie Gienzmenge 
Darnit eme mcht-abzahlhare Menge eme mneie Gienzmenge sein 
kann, ist es (nach E W Hobson 122 )) notwendig, daJB sie nnr Punkte von 
der Maohtigkeit 122a ) 0, ct oder C enthalt und kemen m sicli dichten 
Bestandteil besitzt, der homogen von dei Machtigkeit a ist 122b ) 

Die vorstehenden Machtigkeitsaussagen haben dadurch sehr an 
Bedeutung verloren, daB es sich ermoghchen lieB ; em ganz umfassen- 
des Resultat fur alle Bo>ehdhen Mengen zu eihalten Es ist namlich 
F \ Hausdo)ff 12S ) und etwa gleichzeitig auch P Alexand) o/f m ) gelungen, 
den allgemeinen Satz zu beweisen 1£ift ), dafi jede Botdsche Menge end - 
hch, abzahlbar unendhcli ode 7 von Machtigleit des Kontmnnms ist und 
daft sie im letzteien Fall wnner eme peifekte Teilmenge enthalt — 

In enger Beziekung zu dem angegebenen Konstiuktionsverfahren 
der Boielschen Mengen stehen die folgenden von F Hausdo? ff l2b ) her- 
ruhienden Beguffsbildungen Ei bezeicbnet ein System Yon Mengen 

sprechendes ubei die Machtigkeit der Differenz von zwei mueren Grenzmengen. 
(die 1 m allgemeinen kemeswegs wieder eme mnere Gienzmenge ist) bei A Rosen - 
thal, tlber die Smgularitaten der reellen ebenen Kiuven, Munchener Habib- 
tationsschriffc, Leipzig 1912, p 23, Math Ann 73 (1913), p 499 * 

121) W Hobson, Proe London Math Soc (2)2(1904), p 323 [auch Theory, 
p 133] Em (sogar noch einfacherer) Beweis ist, Tvenn anch nur verateckt, schon 
bei W H Young I18 ) enthalten Vgl feiner L E J Brouiver n8 ), sowie A Schoenr 
flies, Bericht I 1913, p 3 '>9 11 355/6 * 

122) W Hobson 121 ), p 325 [auch Theoiy, p 134]* 

122 a) *Bezuglich der hierbei auftretenden Begnffe siehe Nr 5 u 6 * 

122 b) + Oder daB dex m der Menge entbaltene m sich dichte Bestandteil 
homogen von der Machtigkeit c des Kontinuums 1 st* 

123) Hausdorft, Math Ann 77 (1916), p 430/37 — Em ubei 12 °) beieits 
hxnausgehender Spezialiall schon fruher m Mengenlehre, p 465/6 * 

124) Alexandy off, Pans C R 162 (1916), p 323/5 * 

124a) *Em anderer Beweis bei TF Sierpihslu 13a ), letztes Zitat* 

125) Hanedorft, Mengenlehre, p 14/lb und 23/25, siehe auch a a 0 12S ) * 
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als „Rmg“, wenn die Summe und der Durchschmtt ie zweiei Mengen 
des Systems wieder d^m System angchoien, als „Kotpei u , wenn die 
Summe nnd die Diffeienz zweiei Mengen des Systems, als „ G-System 
wenn die Summe jedei Folge von Mengen des Systems, als System** 
wenn der Duiclisclinitt jedei Folge von Mengen des Systems wiedei 
Jem System angelioit Em System, das z B zugleicli Ring nnd 
tf-System ist, bezeichnet er als Bing iC 

Jedei Koipei ist gleichzeitig aucli e in Ring, abei mcbt umgekehit 
Jeder <y-Koipei ist zugleich ein d-Koipei, aber nicht umgekehrt 

IJbei jedem Mengensystem 9K gibt e^ emeu klemsten Ring udc! 
emeu klemsten koipei (welch ei den eisteien entbalten muB), ebenso 
em klemstes <5- bzw d-System bzw [bestehend aus den Summen 
bzw Duicbscbmtten von Folgen von Mengen von 9Ji] Das kleinste 
<?-Sjstem ubei wild dann mit %Jl 6a bezeichnet, analog 
9)^ o6(J? usw 1 - 5a ) Duicli abzablbai haufige deraitige abwechselnde Bil- 
dnng von klemsten n- und d-Systemen unci Zusammenfassung allei so 
entstandenen Mengen eibalt man dann das klemste System ubei 9Jt, 
das gleichzeitig 6- nnd d-System ist Em solches System, das gleicli- 
zeitig a- und d-System ist, bezeichnet F Hauscloiff als „(6d)-System 1 ' 
Ist © das System dei offenen Mengen, $ das System der ab- 
geschlossenen Mengen, so stellt ©^ die mneien Gienzmengen, 3* die 
auBeren Gienzmengen dar, und das klemste (tfd)- System uber © (und 
das System der Botehchen Mengen 

Die Mengensysteme %, 6), % a , © d , $ aS , % aSa , liefem 

erne Klassifilation det Boielschen Mengen , die zum Ausdruck bnngt, 
welcbe (endliche oder transfinite) Zahl von Opeiationen a), /3) zui Ei- 
zeugung der betreffenden Botehchen Menge notig ist, und die in diesei 
Form lm wesentlichen auf W H Young 1037 ) zuruckgeht [nachdem 
vorhei H Lebesgue 10 * 5 ) gewissermaBen auf einem Umweg zu emer 
Klassenemteilung der Borehchen Mengen gelaugt wai] Genaueres 
bieiuber in sachhcher und bistonscher Beziehung weiden wn erst m 
Nr 51a brmgen, wo wir die Klassifikation dei Bot ehchen Mengen 
im Zusammenhang mit dei Klassifikation der Bane schen Funktionen 
betrachten werden 

Zum SchluB heben wir hier noch eme wichtige Vet allgememerung 
dei Borel schen Mengen hervor 

Den oben [insbes bei 11G )] erwabnten speziellen Konstiuktions- 
piozeB dei (lmeai en) mneren Grenzmengen hat M Soudin derart ab- 
geandert, daB es lhm damit gelang, alle Botehchen Mengen und da- 

125 a) Wobei dieae Indexfolgen alien endhchen Zahlen und alien transfimten 
Zahlen der zweiten Zahlenklasse entaprechen konnen * 
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rubei hinaus eme noch umfassende) e Mengengesamtheit, die er die 
„Mengen (A ) 11 nennt, zu eizeugen 1 - 6 ) Er yerfahrt so Jedem endhehen 
System von ganzzahligen positiven Indizes ?? 2 , n k soli em Inter- 
val!. d' Wl) „ 2j entspreeben, das System dieser Infcervalle sei mit S 

bezeicknet 126a ) Ei betiacbtet nun die Menge E deijemgen Punkte x 7 
fur die mmdestens eine unendliche Indexfolge n 2} n &} existierfc, 
so daB x jedem del Intel valle 

angeborfc Jede so erzeugte Menge E bezeicbnet er als eme „Mengc (A/‘ 
Yeieimgung und Durchschnitt von endlicli oder abzahlbar unendlicli 
vielen Mengen (A) sind selbst wiedei Men gen (A) So eigibt sich ? 
daB jede Bcuehche Menge eme Menge (A) ist, abei mcht mugehhrl 
Jedocb eigeben sicb samtliehe lmeai en Mengen (A) als oithogonale 
Projektionen von z-weidmiensionalen Botelschen Mengen 127 ) (und analog 
die n dimensionalen Mengen (A) als Piojektionen dei (w + l)-dinien- 
sionalen Borel seben Mengen) Oder auch 128 ) Die lineal en Mengen (A) 
entsteben aus den lmeaien Botekchen Mengen 12Sa ) durcb emdeutige 
und stetige Tran sfoi mat ion Die Boielschen Mengen sind unter den 
Mengen (A) dadurch chaiahtensieit, daB jede von ibnen zugleicli mil 
line) Komplementat menge eme Menge (A) ist 

Wie die j&ne/sehen Mengen, so besitzen aucb die Mengen (A) 
die Eigenschaft, daB sie entwedei endlich oder abzablbar unendlicb 
oder von Maebtigkeit de& Kontmuums said nnd in letzteiem Fall eine 
perfekte Teilmenge enth.il ten l2d )* 

126) *lVf Soushn, Paris C R 164 (1917), p 88/91 Dazu auch N Lustn, 
ib, p 91/4 In beiden Noten ist vieles oLine Beweis angegeben, weitere Aus- 
fuhiungen hierzu bei N Lusm und W Sierpmsh, Bull Acad sc Cracowe (A) 
1918, p 32/48 [siehe dazu auch noch C KuuitowsLt, Fundaments math 3 (1922) 
p 107/8] * 

126a) *Man kann dabei dm Intervalle immer so wahlen, daB alle 6n lt ,?i kl n ki . , 
Ltn Intervall d nij enthalten sind * 

127) *Sogar von solchen hochstens erster Klasse [vgl Ni 54a] * 

128) *A r Lusm 126 ) Em Beweis bei W SierpihsU, Bull Acad sc Ciacovic (A; 
1918, p 161/7 (msbes p 163/6) [siebe auch lb , p 191/2], dieser charaktensiert 
die Gesamtheit der lineai en Mengen (A) geradezu als das klemste, die linearen 
Infcervalle enthaltende (cd)- System, welches nnt jedei Menge auch zugleich lhre 
emdeutigen und stetigen Abbdder enthult — Vgl dazu auch W Sierpihsh , 
Fundamenta math 3 (1922), p 27/30* 

128 a) *Sogar aus emei einzigen yon ibnen, namlich der Mengen der uratio- 
nalen Zahlen des Inteivalls (0,1)* 

129) + Dagegen ist uber die Maebtigkeit der Komplementurmengen der 
Mengen (A) noch mchts Allgememes bekannt * 
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Die Struktur der abgeschlossenen Mengen 
10. Einteilung der abgeschlossenen Mengen Die Uutersuchung 
der verschiedenen Arten von abgeschlossenen Mengen bietet em zwei- 
Taches Intel esse dai eistens ist sie bei emei groBen Zahl von An- 
wendungen vollkommen unentbekilich, nnd zweitens enthullt sie selt- 
same, geradezu paiadox erscheinende Umstande, die zeigen, mit welchei 
Sorgfalt man scblieBen muB, urn, wie es uneriaBlick ist, m sicherei 
^Veise die Analybis auf den Beguff dei ganzen Zahl aufzubauen 

Die Unteisuebung der linemen Mengen foideit nm wenig deraitig 
Uberraschendes zu Tage- Eme keschiankte, abgeschlossene, emdimen- 
sionale Menge enthd.lt lm allgemexnen uberall diclite Teile und mrgends 
dichte Teile Jene eischopfen die Funkte gewisser Intervalle, diese 
umfassen isolierte bzw dutch foitgesetzten AbleitungsprozeB lsolierbaie 
Pnnkte und peilekte (mrgends diclite) Mengen Nun ist aber der Be- 
griff des lmeai en Kontinuums emei jenei Beguffe, die wii (nut Recht 
oder Uni edit) als wohlveitiaut ansehen 150 ), andeierseits gleichen alle 
perfekten, mrgends dichten, lmearen Mengen einandei, wemgstens km- 
slchtlich ibier Erzeugungsweise, + sie lassen sick alle ordnungstieu auf- 
einander abbilden* Man brauckt nm em Beispiel zu studieren, um 
zu bemeiken, daB kiei zwar eme selir meikwurdige und wenig ge- 
■wolinte Punktgruppieivmg vorliegt, die jedoch mclits Paiadoxes hat 
In ganz andeier Weise sind dagegen die n-dimensionalen Mengen 
( ft > 1) mstruktiv Bei der Beschaftigung nut diesen Mengen wollen 
wit uns lm allgememen auf den Fall zweiei Dimensionen beschianken, 
■und zwai aus folgenden Grrunden 

1 In sehr vielen Fallen lassen sick die eikaltenen Resultate okne 
weiteres auf keliebig viele Dimensionen ausdelmen 

130) Siehe hierzu P du Boib-Rcymond, Functionenth 4 ) Er nennt [p 184] 
vollstandige Pantaclue das Zahlenkontmuum , d i [p 213] fui semen Ideal isten 
,,der Inbegnff dei gleichzeitig vorhandenen Vielheit allei moglithen GroBen 41 und 
fur semen Empir isten „der InbegritF allei denlbatcn durch geometnsche oder 
nmnerische Bestimmung festgelegten odei nocli festzulegenden Gi Often 11 

*Neuerdings haben mit besonderer Scharfe L E J Biouwcr und H Weyl 
gegen die ubliche Auftassung des lmearen Kontinuums und gegen die darnit 
zusammenhangende Inationalzahltheone uud viele Teile der Punktinengenlehre 
Stellung genommen, siehe L E J Biouwei, lakresb Deutsch Math -Ver 28 
(1920), p 203/8 und inshes seine dorfc aul p 203 in FuBn 1) augegebenen, mehr 
philosophischen Schnften, auBeidem „Begrundung dei Mengenlehre unabhungig 
vom logischen Satz vorn ausgeschlossenen Dntten ”, Veihandelingen Akad Amster- 
dam (1 Sectie) 12, Nr 5 (1918) uud Nr 7 (1919), sowie die (demnachst ersehemende) 
,,Begrundung der Funktionenlehre unabhangig \om logischen Sat/ vom ausgeschlos- 
senen Dritten u , 1 Teil, ibid 13, Nr 2 (1923), H Weyl, Das Kontmuum, Leipzig 1918, 
Jahresb Deutsch Math -Ver 28 (1019), p 85/92, Math Ztschr 10 (1921), p 39/79 4 
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2 In dei bei zwei Dimensionen gebiaucblichen Redeweise &md 
die angewandten Woite vertraut und anschaulieb, und folglich wild 
dei Nutzen einei solclien Untei suckling voi allem dann bestelien, 
genau zu bestinimen, was lem logisch clen allgemem gebianchhchen 
Begnffen der Lime, des Gebietes usw entspnclit 

° + I n den Fallen jedocb, wo die Ubeitiagung auf mebr Dimensionen 
mebt ganz selbstverstandlicb ist, sondein auf Schwieiigkeilen stoBt, 
weiden wn die diesbezuglichen TJnteifeuchungen (soweit solche ubei 
haupt bis jetzt gefubit smd) ausdrucklich bespiecben* 

G Canto *) 1S1 ) nennt Kontmuwn erne Punktmenge, die folgende 
Eigenscbaften besitzt 

1 Sie ist peifekt 

2 Sie ist misammenhangend ; das soli beifien wenn zwei beliebig^ 
Punkte p x und p 2 der Menge sowie eme beliebig kleme positive Zabl 
s o-ecreben sind, so kann man eme endlicbe Folge yon Punkten dei 
Menge finden, die in j\ und p 2 anfangt bzw endigt, derait, daB dei 
Abstand jedes Punktes vom folgenden klemei als s ist 

Ubngens ist sebon eme zusammenbangende, abgesclilossene Menge 
notwendig m sick diclit und folglicb em Kontmuuin 

Z B ist nacb G Cantor die Menge der Punkte mnohalb einei 
Stiecke kem Kontmuuin, da sie meht abgescklossen ist, ebenso auch 
niebt die Meuge allei Punkte zweiei abgescblossener Stiecken okne gc- 
meinsamen Punkt, da diese mebt zusammenhangend ist 

C Jordan 132 ) nennt eme abgescblossene Menge zusammenliangend, 
wenn man sie mclit m zwei abgesclilossene elementenfiemde Mengen 
zerlegen kann Die damit sich eigebende Definition des Kontinuums 
ist fur besckiankte Mengen mit der G Canto) seben gleicbbedeutend 
*Im Fall der nicht beschiankten Kontinuen weiden wir lm folgenden 
stets die an C Jordan anscblieBende Definition akzeptieren 132 a )* 

131) GCantoi, Math Ann 21 (1883), p 576, Actamath 2(1883), p 406 — *Den 
Veisuch, eme Definition des Kontinuums aufzustellen, hatte schon vorher B Bol- 
zano [Paradoxien des Unendlichen, herausg v Fr Bnhonshj, Leipzig 1851, p 73, 
83] nnternommen, aber mit semei Definition hat er meht das geti often, was man 
yon jehei anschauungsgeniafi unter einem Kontmuuin zu verstehen gewobnt war * 

132) C Jot dan , de math (4) 8 (1892), p 76,* Cours d’Analyse 12 ) 1, p 25 
*Die franzosischen Bezeichnungen fur „zusammenhangend u smd „bien enchalnv “ 
[6r Cantor] und „d*un seul tenant “ [C Jordan ]* 

132 a) JW Sieijpinski, Tohoku Math J 13 (1918), p 300/3, hat Lewiesen, 
dafi man em beschranktes Kontmuuin (ernes jn-dimensionalen Raums) aueh meht 
m abzahlbar viele elementenfremde, abgeschlossene Teilmengen zerlegen kann 
Dagegen gilt diese Bebauptung fur meht-besebrankte Kontmua mebt mebr Im 
3-dunensionalen Rauni kann man m der Tat Beispiele von mcht-beschuinkten 
Kontinuen bilden, die sicb also meht m znei (or\*r »ndhr*h vi 1 p 5 nbl h r m 
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Jn emem von G Cantor abweickenden Sinne baben neuerdings 
N J Zemzes 133 ) und F Hausdorff m ) ^zusammenbangende Menge“ de- 
finiert, mdem sie die Definition yon C Jot dan auf beliebige (mcht 
notwendig abgescblossene) Mengen ubeitiagen sie nennen eine Menge E 
„ connected “ bzw „0usanmenhangend“ lu a ), wenn sie sick mcht in zwei 
elementenfiemde, in E abgescblossene Teilmengen spalten laBt 134b ) 
Diesei Lennes- Hansdot /fscbe Begnff ist engei als dei Canto* sche Be- 
gnff, z B ist die Menge dei lationalen Zablen ernes Inter vails nacb 
G Canto) „zu&ammeukangend“, nicbt aber nacb N J Lennes und F Haus- 
dorff Wn weiden ini folgenclen eme nn Sinne von Lennes-Hausdorff 
„zusammenhangende“ Menge als f) luclenlos zn$ammenliangend“ bezeicbnen 
und 1m ubugen „zusammenhangend u scblecbthm stets ini Cantorscken 
Smn gebiaucben 136 ) Unmittelbai aus der Definition folgt als vielleiebt 
wicbtigste Eigenscbaft Entbalt eme „luckenlos zusammenbangende“ 
Menge Punkte zweier Komplementarmengen, so entbalt sie aucb miu- 
destens emeu Punkt von deren Begrenzung 336 )* 

Schoenflies 137 ) bezeicbnet das, was G Cantoi Kontmuum nennt, 
als abgescJilossenes Kontmuum Ei will damit den Gegensatz und die 
Beziebung zu emem andeien Begriff bervorkeben, den er als nicht- 

abzdhlbar miendhch viele elementenfremde, abgeechlossene Teilmengen (sogar 
Teilkontmuen) zerlegen lassen [Die Fiage, ob deiartiges auch in der Ebene 
mOgbch ist, scheint noch nicbt beantwortet zu sem] Ygl aucb den SchluB 
von 1S6 )* 

133) J Lennes, Amer J of math 33 (1911), p 303 * 

134) Hausdoift , Mengenlehie, p 244, siebe aucb p 458* 

134 a) ^Im Eranzosischen wird dafur der Ansdruck „connexe u verwendet * 

134b) *Oder in dei Ausdiucksweise von 86c ) wenn Bich E nicbt m zwei 
,,getrennte“ Teilmengen zerlegen laBt* 

135) ^AuBerdem nennt F Eausdorff [Mengenlebie, p 298] eine Menge E „q- 
jsusammenhangend “ bzw „0-zusammenhangend“ , wenn bei jeder Zerlegung von E 
in zwei elementenfremde Teilmengen deren gegenseitige Entfernung < q bzw = 0 
ist Dieser Begnff „0-zusammenhangend < ‘ deckt sick mit dem Cautor&chen Begnff 
„zuBammenhangend u 

Bezuglicb des von E Halm neuerdings eingefukrten Begnffes }} zusammen- 
hangend t m kletnen “ siehe Nr 10 Scklufi * 

136) Eine emgehende Unteisucbung der ,,luckenlos zusanimenbangenden“ 
Mengen bei L Vietoris, Monatsb Math Phys 31 (1921), p 173/204 [der biefur 
den Namen „stetige Mengen 11 verwendet] und bei B Knastei u C Knratow&Li, 
Fundamenta math 2 (1921), p 206/55 Vgl auch Nr 14, Schlnfi [bei 267a ) — 5 )] 

Mit Bezug aut 182a ) und 134 b ) sei nocb heivoigehoben Es gibt m der Ebene 
beschianlte , luckenlos zusammenhangende Mengen, die aich in abzahlbar unendlich 
viele, „getrennte u Teilmengen zerlegen lassen, vgl W Sierpinski, Fundamenta 
math 4 (1923), p 5/b * 

137) *Bencht II 1908, p 108 A Schoenflies mmmt das abgescblossene Kon- 
tmuum immer als beschiankt an, was wir mcht tun wollen * 



898 


IIC 9a Zoretti- Rosenthal Die Punktmengen 


abgeschlossenes Kontinuum bezeichnet, und zugleich dem Woit Kon- 
tinuum erne umfassendere Bedeutung beilegen, als es G Cantor tut 
A Schoenfhes m ) nennt nichtabgeschlossenes Kontinuum jede nichtabge- 
schlosseue Menge P, welche die Eigenscliaft hat, daB -je zwei lhrei 
Punbte in eiuein abgeseblossejGeii Kontinuum entbalten smd, das Teil- 
menge von P isb 138o> ) G Cantor gebraucht lnerfur die Be/eichnung 
SemiLontmium U9 ) 

Wir weiden untei „Kontinuum“, weun mchts andeies beigefugt 
ist, hiei immei (mit G Canto > ) das „abgeschlassene Kontinuum^ ver- 
steben 

Es sei bemeikt, daB die Ableitung ernes mchtabgeschlossenen 
Kontmuums em abgesclilossenes Kontinuum darstellt 

Em Spezialfall dieser mchtabgeschlossenen Kontmueu sind die 
Gebiete, die A Sdioenfhes deskalb auch als die engeien mchtabge- 
schlossenen Kontmua bezel chnet 1J0 ), [wogegen ei die sonstigen mcht- 
abgeschlossenen Kontmua „weitere ci Kontmua nennt 141 )] Damit em 
nichtabgeschlossenes Kontinuum G em Gebiet sei, muB noch erne 
Porderung erfullt sem ; namlich daB jedei Punkt von G em mnerer 
Punkt ist * 

Also wir konnen definieien Em Gebiet ist eine Menge, welche 
die folgenden beiden Eigenschaften besitzt 

1 Gehoit em Punkt zu der Menge, so gehoien alle Punkte emer 
gewissen Umgebung auch zu lhr, mit andeien Worten alle Punkte 
sind mneie Punkte der Menge 

2 Zwei Punkte der Menge konnen lmnier duich emen Strecken- 
zug von endlichei Seitenzahl veibunden weiden, dessen samtliche 
Punkte der Menge angehoien U2 ) 

138) *Berieht II 1908, p 117 Ahnlich auch bei E Study , Geometrie dei 
Dynamen, Leipzig 1903, p 217/8 * 

138 a) ^Es macht emen Unterschied, ob man fur das hier verwendete ab- 
geschlossene Teilkontinuum noch Beschranktheit voraussetzt odei nicht Vgl 
E JS Neville , Acfca math 42 (1918), p 78/80 Wir wollen die Voraussetzung der 
Beschuinkfcheit mcht hmzufugen * 

139) G Cantor, Math Ann 21 (1883), p 590, Acta math 2 (1883), p 407 

140) t A Schoenflies, Bench t II 1908, p 110/11 * 

141) ^Benefit II 1908, p 117 * 

142) *Fur die Definition des Gebietes ist es vollig gleichwertig, ob man 
in 2 von endlichem Streekenzug oder von abgeschlossenem Kontinuum Gebrauch 
inacht, vgl .4 Schoenflies, Bericht II 1908, p 111, Amn 2) 

Es sei ubugens hervorgehoben, dafi m Uboreinstimmung mit der itn Text 
gegebenen Definition das „Gebiet“ sich auch defimeren laBfc als „oifene, luckenlos 
zueammenhangende Menge“ Vgl F Hausdorff, Mengenlehre, p 215, C Cara - 
ihcodory, Beetle Funktionen, p 222 * 
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^Djese m der Funktiouentheone gebrauchliche Begnffsbildung 
durfte auf K WeiersO zimiekgehen, wenu ei aucli erne andere 

Ausdi ucks weise (Kontinuum, Beieich) bevoizugt hat In dei funk- 
tionentheoretisehen Literatui werden meistens die Woite „Gebiet k ‘, „Be- 
ieich‘' n dergl ohne Unteischied angewendet A Schoenfhes sclilagt 
vor, ausschlieSlich „Gebiet“ m dem angefuhrten Sinn zu gebrauehon, 
mit dem Wort „Bc)eich‘' hmgegen die abgeschlossene Meuge zu be- 
zeichnen, die aus emem Gebiefc uud semei Begtenzung besteht m ) Es 
ware gewiB sehr zvveckmaBig, wenn diese Unteisclieidung dei beiden 
Ansdrucke sich durchsetzen Iconnte Neuei dings wild ubrigens viel- 
fach 145 ) in diesem Sum fui Gebiet bzw Beieich auch offenes bzw 
abgeschlossenes Gebiet gesagt Wn weiden lnei diese Bezeiehnungen 
emeiseits „Bereich“ odei auch „abgeschlossenps Gebiet u , andereiseits 
,, Gebiet 11 (schlechthm) oder, wenn notig, „offenes Gehet u veiwenden, 
je nachdem ob die Begienzung dazu gehort odei mcht 

Yon inanchen Autoren ist dei Ausdi lick „ Gebiet“ u deigl in 
einem andeien Smn gebraucht woiden 116 ), wn wollen hier jedocli an 
der angegebenen fast allgemeili ublichen Begnffsbildung festhalten '' 

143) *Vgl II A 1, Ni 21, Note 244 (A PnvgsJieim) und II B 1, Nr 1, Note 1 

(W JP Osgood ) , s m&bes G Mittag Leffler , Acta math 4 (1884), p 2 * 

144) Schoenfltes, Benckt I 1913, p 24, Anm 1) * 

145) *Z B C Carcitheodory , Math Ann 72 (1912), p 118/9, Reelle Funk- 

tiouen, p 227 * 

146) C Joidan [Cours d 1 Analyse 1, p 22] nennt t ,domame“ jede abge- 
schlossene Menge, die mnere Punkte entbalt 

H Lcbesgue [Rend Cue mat Pa]eimo 21 (1907), p 377, *Ann iSc Norm 
(3) 27 (1910), p 367, 377*] bezeicbnet nut „domcmic“ eme besebrankte, abgo- 
achlos>»ene, zusammenkangende Menge, die mit der Ableitung lhiei mneren 
Punkte zusammenfalit *Dieser Begnff stimmt (wie er selbst kcivorbebt) mebt 
tmt dem lm Text angegebenen Begriff des Bereicbes ubeiein, da H Lebesguc von 
der Menge dei mneren Punkte nur voiaussetzt, dab sie zusammenhangend sein 
soil, wabrend oben lm Text voiausgesetzt i^fc , dafi zw,ei inneie Punkte durcb 
emen Streckenzug \on lautei mneien Punkten veibunden werden konnen In- 
lolgedessen stellen bei H Lebesque m eiuer Ebeno z B zvsei sich von auBen 
berubiende Kreisflachen oder die Li-mmskalenfLiche auch sebon ein ,,domame l dar * 

An dei eistgenannten Stelle fngte H Lebesgue m Hinsickt auf Bereicbe von 
unendlicber Zusammenhangszahl [s Nr 11] seinei Definition noch eine weitere 
Einscbrankung binzu, namlich wenn ein Punkt von einer emfachen ge^chloBsenen 
Kurve [s Nr 12] emgeschlossen werden kann, deien samtlicbe Punkte mnere 
Punkte Rind, und wenn diese Kurve beliebig kiem gowahlt weiden kann, dann 
soli jener Punkt gleichfalls em inneier Punkt sem 

*F Hausdoiff [Mengenlebi e, p 215] nennt jede offene Menge em „Gebiet“t 
and m gleicbem Smne gebraucht J Pirrpont [Lectures on the tbeorj r of func- 
tions of real variables 1 (Boston 1905), p it>7J den Ausdiuck „r(gion“ Was 
wir unter Gebiet veisteben, wird von F Haitsdo? ff „zusammenkangendes Gebiet 11 
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In der Ebene wird em Kontmuum als flachenliaft bezeichnet, 
werm es limeie Punkte (also Gebiete) enthalt, als hmenhaft (oder 
lurvenhaft), wemi es keme inneien Punkte entbalt, sondem aus lautei 
Begienzungspunkten besteht 117 ) 

A Schoenfltes 1 * 1 * ) nennt erne abgescblossene Menge, die keme zu- 
sammenbangencle Teilmenge (d. h kem Teilkontmuum) besitzt, durch- 
weg zusammenhanqlos odei kurz zusammenhanglos odei punUhaft 148 J 
+ Es eiweist sich als notig, nicbt nur dies auf nicht- abgescblossene 
Mengen zu nbertiagen, sondem fui mcht-abgeschlossene Mengen eme 
weitergehende Begnffszeigliedernng voizunebmen Wn wollen desbalb 
fur beliebige Punktmengen folgende Festsetzungen treffen Eme Punkt- 
menge, die kem Kontmuum als Teilmenge enthalt, weide als puvikt - 
haft bezel cbnet Eme Punktmenge, die keme (aus mebi als emem 
Punkt bestebende) „luckenlos zimmmenhangende“ Teilmenge enthalt, 
soil v olme luckenlosen Zusammenhang iC heiBen odei kann yielleicht aueh 
als „mhaclte a Menge bezeichnet werden 148a ) Eme Punktmenge, die 
kemen zusammenbangenden Bestandteil enthalt, heiBe durthiveg zh- 

genannt, er bezeichnet ferner eine „relativ offene" Menge 85 J ) als „Belahvgebict“ 
(a a 0 , p 240) J Pieipont verwendot nocli die Bezeichnung „ complete region" 
fur offene Menge nut Begronzung 

IF E Young [Theory, p 180, etwaB modifizicrt gegen Quart J of math 
37 (1905), p 6] gibt emeu Gebietsbegriif, der sachlich mit unseiem TFe?ersfra/3Bcheu 
uberemBtimmt, bo Behr anch seine Definition foimal abweickt Beschr&nken wir uns 
auf den zweidimenBionalen Fall IF 11 Young nennt zunachst eme Menge D von 
Dreiecken „mtransitiv u , weim man B in zwei Teilmengon JD t und D a zerlegen kann, 
so daft kem Dreieck von B 1 m em Dreieek von B t ilbeigieilt 1st eme solcbe Zei- 
legung mcht mdglich, so nennt ei die Dreiecksmenge JD „tran8jtiv“ Er defi- 
niert dann „domam“ (odei aucli »complticly open region “) alb die Gesamtheit dei 
mneren Pnnkte emer transitiven Monge \on Dieiecken, dies deckt sick rmt 
unserem GebietsbegnfF Fomei bezeichnet er nls 3} rcgion“ die duich Vereimgung 
des Gebietes nnt emigen odor alien ihren Begieuzungspunklen entstekende 
Menge, speziell nennt er „ closed ) eg ion ({ em Gebiet nnt seiner ganzen Be 
grenzung * 

147) Siehe A Schoen/ltcs , Ber II 1908, p 108 Daaelbst bezeichnet er die 
abgeschlossenen Kontmua, die m keinem Gebiet der Ebene lnnenliaft Bind, als 
1 lachen *Diee Bind also offene Mengen nut Begrenzung Eme znsammen 
hangende Fl&che, cl h einen Beieich, nennt ei auch einfache Fluche oder em- 
faches Flachenstitck — Im Haum \on mein als 2 Dunensionen wurde naan an 
Stelle von ^fiacbeuhaft 11 den Ausdruck }J raumhafi tf zu setzen kaben * 

147 a) a a O 147 ) 

148) L Zoeth [J de math (0) 1 (1905), p 7] veiwendet lnerfur die Be- 
zeichnung „partout chsc07itinu“ 

148a) *F Eausdorff Mengenlehre, p 322, bezeichnet, abweickeud von dem 
bier featgebaltenen Sprachgebrauch, eme solcbe Menge als „punkthaft“ , W Sio- 
pw'ibLi, Fundamenta math 2 (1921), p 81, bezeichnet sie als t ,dispe)se ff * 
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sammenlianglos odei kuiz zusammenhanglos U8b ) Eme zuBammenliang- 
lose Menge, deien Ableitung ebenfalls zusammenhanglos ist, raoge 
speziell eine ve)streute Menge genannt weiden USc )* 

Wn weiden demgemafi un folgenden ^zunaclist die Struktur der 
allgememsten abgesclilossenen Mengen behandeln und dann* nachem- 
andei untei sucben. 

die flachenhaften Kontinua, 
die hmenhaften Kontinua, 
die punkthaften Mengen 

10a. + Die Struktur der allgememsten abgesclilossenen Mengen. 
Nacli *dem Cantoi - Bendixsomchen Satz wud jede mcktabzahlbare ab- 
geschlossene Menge duich fortgesetztes Abspalten isolieitei Punkte m 
eme (hochstensj abzablbaie Menge R und eme perfekte Menge C zer- 
legfc Welches ist nun die Struktui dieses perfekten Bestandteils (7? 
Ist die perfekte Menge C mcht selbst ein Kontmuum, so eigeben sich 
fur sie sofoit zwei mogliche Typen, entweder sind m C 'isolietbai e Kon- 
hnua voihanden odei mckt Dabei ist untei emem isolierbaren Kon- 
tmuum eme Teilmenge von C verstanden, die em Kontmuum ist und 
von dei Restmenge emen von 0 veischiedenen Abstand besitzt li9 ) 
Eme peifekte Menge ohne isoherbaies Kontmuum nennt A Schoen- 
flies l6 °) eme peifelte Menge vom eisten Typus Diese hat die Eigen- 
schaft, daB sie sich unbegienzt m Teilmengen von gleicher Stiuktur 
wie die Gesamtmenge zeilegen laBt Da namhch diese Menge mcht 
zusammenhangend ist, laBt sie sich in zwei getiennte Bestandteile 
spalten, die ebenfalls perfekt und mcht zusammenhangend sem mussen 
und kem isoherbaies Kontmuum enthalten konnen Eme solche pei- 
fekte Menge vom ersten Typus braucht kemeswegs pimkthaft zu sein 
Em Beispiel dafui eihalten wir m dei Ebene, wenn wir m alien 
Pimkten einei linemen punkthaften peifekten Menge R gleichlange Lote 
enicbten, eme so entstehende peifekte Menge entbalt linienhafte Kon- 


148b) + Eme deiartige Unterscheidung zwischen „punkth.ift u und „zuBammen- 
hanglos 11 findet sich auch bei E 3Iazu)hiewic~ [Anz Ak Wiss Krakau 1913 A, 
p 47], wo hieifur die Ausdrucke „pnnctifoi me“ bzw „pcntout <liscontinu“ gebraucbt 
werden * 

148c) *Im AnscliluB an S Jamszewbki [J Ec Poljt (2) lb (1912), p 85], 
der eme solcke Menge discrct nennt Em Beispiel emci zusammenhanglosen, 

mcht verstieuten Menge ist die Menge der Punkte t = JL , y = — - (wobei p und 

q relativ prime ganze positive Zahlen smd und p < q) * 

149) + Auch in dem Fall, wo C selbst ein Kontmuum ist, wird man diese-. 
zweckmdfhg als „isolieibar u bezeichnen * 

150) Schoenflics, Beucht II 1908, p 131 * 



902 


II CO a Zoretti-Rosenthal Die Punktmengen 


tmua, die abei mcbt isolieibai smd Man eibalt sogar peifekte Mengen 
vom eisten Typus mit flachenhaften Konhnuen, wetin man jene Lote 
duich schmale Rechtecke eisetzt, die Teile dei punktfieien Inteivalle 
yon P als Griundlmien haben 

Enthalt die peifekte Menge lsolieibaie Kontmua, so lassen sicb 
diese foitgesetzt abspalten duich em Yeifdhren, ahnlich dem, welches 
die isolierbaren Punkte aus emei abgescblossenen Menge fortgesetzt 
abzuspalten gestattet Man erhalt schlieBhch den folgenden von A Schoen- 
fhes lhl ) aufgestellten und von L JE J JBrouicer 152 J bewiesenen Satz 

Aus jecler peifekten Menge lassen sich clinch endhch ode ) abz aid- 
bar anendlich viele Schntte nach und nach tsohetbaye Koniinaa ab- 
spaltm , bis die Menge entwecler volhg eischopft ist oder cine Menge 
vom eisteti Typus als Red blcibt 

Man kann dies alles noch etwas anders auffassen, wenn man nach 
L E J Brouite) 1 ^) als Elemeute dei Mengen mcht Punkte, sondern 
„Stucke“ betrachtet Unter einem Stuck einei abgescblossenen Menge 
M wird dabei em emzelner Puukt odei em Kontmuum veistanden, 
die mcbt einem andern m M enthaltenen Kontmuum angeboren Die 
betrachteten Mengen seien nun stillschweigend als beschiankt voiaus- 
gesetzt Em Stuck S wud Gyenzstuck einei unendlicben Mense von 
Stucken genannt, wenn unter cliesen erne unendlicbe Teilfolge von 
Stucken S t existiert, deien Abstand von S mit wacbsendem Index i 
unbegrenzt gegen 0 abmmmt Andernfalls (d b wenn S von dei Rest- 
menge einen von 0 veisclnedenen Abstand besitzt) beiJJt S ein isohertes 
oder isolieibaies Stuck der Menge Eine Menge M von Stucken heifit 
abgeschlossen , wenn mil/ zu jedei unendlichen Folge von Stucken nnn- 
destens em Gienzstuck geboit Erne abgeschlossene Menge von Punkten 
ist dann zugleich erne abgeschlossene Menge von Stucken Untei 
emer perfehten Menge von Stucken wird erne abgeschlossene Menge ver- 
standen, deien samtliche Stucke Gienzstucke sind Die peifekten 
Mengen von Stucken smd iclentiscb mit den Schoenfhes stken peifekten 
Mengen vom ersten Typus Man kann also den S chocn flies schen Satz, zu- 
sammengefaBt nnt dem Canto) -Bend izsonsck&n Satz, aucli so ausspiechen 

Aus jedei abgeschlossenen Menge lassen sich duich eme endlicbe 
oder abzablbaie Menge von Schritten nacb und nacb isolierbare Stucke 
abspalten, bis die Menge entweder vollig eiscbopft ist oder erne per- 
fehte Menge von Stucken als Rest bleibt 

151) Schouifhes , Math Ann 59 (1904:), p 145, Bencht II 1908, p 135 * 

152) *£ E J Brouwer, Math Ann 68 (190 m), p 429, Versl Amsterd Ak 
18 a (1909/10), p 835 * 

153) *Veral Amsterd Ak 18 a (1909/10), p 833 * 
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L E J Biomia 151 ) hat fernei die Stiuktui dei peifekten Meugen 
von Stueken nook. nahei unteisuckt und lneifui den folgenden Sat/ 
bewiesen 

Jede pof elte Menge P von St it cl cn besitzt dm geoynetnschen Ord 
nimgstypus l6isl ) day Uneaten punldhaften peyfelten Punltynerigeyi p, d b 
beide Mengen P und p lassen sich so umkehibai eindeutig aufem- 
andei abbilden, daB emem Gienzstuck emei Folge von Stueken von 
P ein Gienzstuck dei entspieckenden Folge von 2 ) zugeorclnet ist 
und umgekekit, mit audeien Woiten P und p konnen umkehibai 
eiudeutig und stetig aufemander abgebildet weiden 

In deiselben Weiso eigibt sicli 155 ) Jede abgeschlossene Menge 
von Stueken besitzt den geometnseken Ordnungstypus emei lmetuen 
punkthaften abgesehlossenen Punklinenge 155a ) 

Es sei nock darauf hingewiesen, daB alle diese Resultate von 
A Sthoenfhes und L E J Btoinvet sich unmittelbar auf behebige 
Mengen ubeitiagen lassen Das Vorstehende eiganzt den Cantoi- 
Bendixsonschen Satz duich erne genaueie Analyse dei Stiuktui des 
perfekten Bestandteils einei abgesehlossenen Menge, analog kann man 
die allgem erne Cantorscke Zerlegung emei beliebigen Menge m den 
separierten und den m sich dichten Bestandteil durcli Untersuchung 
der Stiuktui dieses m sich dichten Bestandteils weiterfuhien statt ; 
wie oben, isolieibaie Kontmua abzutiennen, wild man jetzt isolierbare 
zusammenhangende Stucke foitgesetzt abspalten Man erhalt ubei- 
haupt aus den obenstehenden Resultaten wiedei uchtige Resultate, 
weun man ubeiall „Kontmuum“ „perfekt“ „abgesehlossen“ bzw dui eh 
„ zusammenhangende Menqe" , „m sich dicht „bchebig (i eisetzt 166 j Dei 
Beweis hieifui eigibt sich am emfachsten, wenn man von dei zu be- 
tiachtenden Menge M zu der abgesehlossenen Ilulle M ubeigeht, auf 
diese aboeschlosscne Menge M che obigen Betiachtungen anwenclot 
und 8chheBlick wiedei zui Menge M selbst zuiuckkebrt 

154) E J JBrouwo l8y ), p 835/d * 

154a) *Uber den Begnftdes Ordnunystifpu^ siebe I A 5, Nr 5 (A Sthoenflun >, * 

155) +L E r / Biouuer, Vers lag ^msteid Ak 1% (1910/11), p 1419 = Pror 
Vmaterd Ak 1911, p 139* 

15oa) E J liiouuci, Tans C K 159 (1019), p 953/4, Pjoc Amsterd 
Ak 22 (1919/20), p 471/4, bat auch die Stiuktur von abgesehlossenen Mcngun 
unterouebt, die auf Flachen gelegen sind * 

166) *Bci dieser Ubeiti.igung aus dem obigen ist die Definition dei abge- 
seblossenen Meugen von Stueken vegzulassen , krnei ist dabei in dem Satz \oia 
Oidnungstjpus dei peifekten Mengen von fetucken Mengen zu er- 

setzen durcb „emer Menge da zwar alle lmeaieu punktbalten perfekten 
Mengen denselben Oidnungstypus besit/cn, nicht aber alio linearon punkthaften 

It} *i/*h flinhfp 1U nrr-n * 
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Zu nocli wiclitigeren Beguffen kommt man, wenn man bier statt 
?} zusammenliangend“ mit F Hansdo) ft ^luckenlos zusammenliangend^ 
verwendet 156a ) Ei bezeiclmefc das hieibei dem „Stuck' entspiechende 
Gebilde als „Komponentef\ , d li ei veistelit untei emei Komponente 
emer Menge M emeu Punkt odei eiue luckenlos zusammenkangende 
Teilmence von M. die mclit in emer andeien luckenlos zusammen- 

O ' 

hangenden Teilmenge von ilfentbalten ist 157 ) Als Quasikomponente 157a ) 
von 31 bezeiclmet ei feinei die Menge aller Punkte, die bei jedei 
Zeilegung von M m zwei eleinentenfremde, lelafciv abgescklossene 
Teilmengen gleiclizeitig eme ) Teilmenge angehoien Mehieie Kompo- 
nenten konnen sich zu emei Quasikomponente zusammensclilieBen l57L ) 
Bei abgeschlossene n } beschankten Mengen smcl jedoch die Stucke, Tfom- 
ponenten, Quasikomponenfcen l57c ) ldentiseb 15S )* 

11. Flaclienliafte Kontinua Die Haupteigenschaften dei flaclien- 
haften Kontmna (^bez 1 m Rauni von diei oder mein Dimensionen 
der raumhaften 147 ) Kontmua*) beziehen sick auf line Begienzung, des- 
halb finden sie lhien Platz bessei m Ni 13 und 13a ffn wollcn 
uns Inei auf emige andeie Eigenscbaften kesckianken 

Zunachst sei auf emen schon fiukei [Ni S] gelegentluli erwaknten 
Satz von Gr Cantoi 158 a ) kmgewiesen 

In einem ^-dimensionalen Raume jR„ gibt es lioclntenb abzalilbai 
unendlicb viele Punktmengen, von denen jede nmeie Punkte entkalt ; 
und von denen keme zwei lrgend welche gememsame innere Punkte 
besitzen (w = 1, 3, 3 ) 

Z B kann man auf emei Geraden mekt mehr als eine abzalxl- 
bar unendliche Menge von Strecken angeben, so daJS keme derselben 
m eme der andeien emgreift, ebenso ist es unmogliek, m emei Ebene 
(odei un gewolmlichen Raimi) eme mclit abzahlbai unendlicbe Menge 

156a) ^Entsprechend kann man m Stelle von „luckenlos zuBammeuhanoend a 
die „mcht-abgeschlosseneu Kontmua 11 verwenden v°l da/u E H Neville I88a ), 
p 85/6 * 

157) Hausdorff, Mengenlehre , p 245 

Wird dabei „luckenlofl zusammenbangend u durdi ,,0-zusammenhtLngend 1 
[= „zuaamwenhangend u lm gewohnlichen Sinn, s I3j j] ersetzt, wahlfc er die 
Bezeichnung 0- Komponente [p 290] ^ 

157 a) *a a 0 , p 248 * 

157 b) *Dies kann sogar bei Mengen „ohne lnckenlosen Zufeaiutnenbaug 11 ein- 
treten, bei denen also die Komponenten aus emzelnen Punkten bestehen, wie 
W Sierpihsh 2G,J ) gezeigt bat [Vgl dazu auch St Pundamenta 

math 2 (1921), p 201/5]* 

157 c) *P fl d ^O-Komponenten^ * 

158) + F Hausdoift, Mengenlehie, p 303 * 

158a) G Ccintoi Matb Ami 20 n 1 1 7 m Hi 0 /'i ft° « °fi' 
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von zwei- (bzw diei-)climensionalen Gebieien untei zubi mgen, okne daB 
sie meinandeigieifen Die Beschianknng, daB che Gebiete nicht luein- 
andeigieifen sollen, kann teihveise aufgehoben weiden Es genugt, 
wemi jedei Punkt von R n mnerei Punkt von hochstens abzalilbai un- 
endlich vielen clei gegebenen Mengen ist 

G Cantor beweist fernei den Satz 

Hebt mail aub dem Raume JR tl erne belie big e ubzahlbare Menge 
heiaus, bO ist die ubugbleibende IComplementaimenge E, wemgsteiib 
fai ri^>2, so besekaften, daB zwei beliebige lbier Punkfce duieh erne 
bfcetige Lime 159a ) veibunden weiden konnen, dLe nui Punkte von E 
entkalt 100 ) *Also E isfc ein Semikontmuum (mehtabgeschlossenes Kon- 
tmnum) * 

Hieiber gelioien aucli die folgenden Satze 161 ) 

Die Summe von abzahlbai unendlich vielen abgeschlos^enen 
Mengen, von denen kerne ein Kontmnum als Teilmenge enthall, uni 
fa, lit ebenfalls kein solches 

Ferner entbalt die Snmme von abzahlbai unendlich vielen ab- 
geschlossenen Mengen, von denen keme mneie Punkte entbalt, eben- 
falls keme solchen 

+ Diesei letzteie Satz ist ubugens m dem fiuhei bespiochenen 
Theorem enthalten, daB ein Gebiet des R n erne Menge zweitei Kate- 
gone in R a ist [siehe Ni 9 a, msbes FuBn 100 )] m 

159) G Canto), Math Ann 20 (1882), p 118/21, Acta math 2 (1883), p 307/71 
Siehe auch C Scvcrmi , Atti Ist Veneto (8) 8 (1905/6), p 1301/6 ^Vgl aucli 
2 '*) a Srt7b ) * 

159 a) *Ubei den allgememen Begutf der stetigen Lmie smhe Nr 12 — 
Hier lm Text genugt es, statt „sfcetiger Linieu 11 speziell „Lueisbogen u /u nebmcn * 

160) G Canto t untei sucht lm AnscbluB claian die Frago dei Be/iehungen 
zwischen dem wd Kitchen stetigen Rauni, den wn geometnscb eifassen, und dem 
anthmetischen stetigen Raum [der Clesamtheit allei S^terue dreiei reeller Zahlen, 
siehe bei FuBn *)] Die tlberemstunmuug diesei beideu Begnffe, die man g» - 
wahnlich postulieit, ist ,,a.n sich willkuilich* 1 

Sogai die Menge E, die man erhalfc, ludom man aus dem anthmetischen 
Raum eme uberall dichte abzahlbai e Menge aussckheBt, kaun ebensogut die 
Rolle des geometnschen Raumes spielen, eine Mecbamk l^fc m diesem Raume 
wegen des lm Text angegebeneu Satzes moghth, ,,es atellt sick also merkwur- 
digerweise beraus, daB aus der bloBen Tafcsacke der stetigen Bewegung auf die 
durchgangige Stetigkeit des 7ui Eiklarung der Beweguugseischeinungeu ge- 
brauchten dreidimensionalen Raumbegaflcs zunackst kein Bcklufi gemacht wer- 
den kann 11 Abei mdem man die Resultate emer solchen Mechauik mit don Tat- 
sachen vergleicht, konnte man vielleicht Folgeiungou fiu den gewohnhehen Raum- 
begnff ziehen 

161) L Zoietti, Pans C R 138 (1004), p 674, Lemons sur h l prolongcment 
analytique, Paris 1911, p 17, 10 
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JFui besckiankte Gebiete enier Ebene hat man allgemem mengen- 
tkeoietisck dLe Zusammenhangszahl 162 ) defimeit Em Gebiet, dem die 
Zusammenban gszahl n zukommt, wild als n-fach zusammenhangend 
bezeichnet* 

Nack C Jo)dan 16S ) ist em ebenes Gebiet w-fach zusammenhangend, 
wenn es begienzt ist 

1 durch (« — 1) gescklossene stetige Lmien okne vielfache Punkte, 
you denen jede auBeikalb der ubrigen liegt, 

2 durch erne ebensolche Lime, die sie alle in lhi em Inneren enthalt 

t Diese Begnffsbildung von C Joidan laBt sich aber keineswegs 

auf alle ebenen Gebiete anwenden , sie veisagt schon fur folgende 
emfacben Beispiele von Gebieten erne Kreisflacke obne lhien Mittel- 
punkt odei em Gebiet, das begienzt ist von emem Kieis und einei 
nmeikalb von lhm gelegenen Lemmskate, odei em Gebiet, das von 
zwei sick von mnen beiukrenden Kieisen begienzt ist 

Man muB deshalb, wie es F Hausdorff 164 ) getan hat, die ange- 
gegebene Begnffsbildung etwa so vei allgem emem Em beschianktes 
ebenes Gebiet wird n-fach zusammenhangend genannt, wenn seme Be- 
grenzung aus n „Stucken“ („Komponenten“) [siehe Ni 10a] besteht* 

A Schomflies l65 ) defimeit die Zusammenhangszahl, mdem er von 
den appioximierenden Polygonen 3 ® 6 ) dei Begienzung des Gebietes 
ausgeht 

JO Caraiheodoty 1 * 31 ) gibt eme Definition, m welcher von der Be- 
grenzung des Gebietes ubeihaupt mcht die Rede ist, die sich also nui 
auf die mneien Punkte des Gebietes bezieht Em beschianktes ebenes 
Gebiet G ist n-faeh zusammenhangend, wenn von n beliebigen ge- 
schlossenen Polygonen, die 6 angekoien und von denen jedes auBer- 
halb dei anderen liegt, mmdestens ernes die Eigenschaft hat, daB sem 
Inneies aus lautei mneien Punkten von G besteht, wahiend (tz — 1) 
aufierhalb einandei liegende Poly gone m G gefunden weiden kormen, 
welehe diese Eigenschaft mcht besitzen* 

Ubugens kann die Zusammenhangszahl endlich oder unend- 
licli sein 

lo2) + Sieho auch III A Bo, p 195, Note 97 ( M DcJin und P Heegaard) * 

163) Couis d ’Analyse 12 ) 1, 2 dd , p 100, *3 6d , p 99* 

164) ^Meugenlehre, p 351* 

165) Beucbt II 1908, p 112/14, + bt-zvigl der Cbeittagung auf «-dimensiormle 
Gebiete («> 2) siehe p 136* 

106) *Bericht II 1908, p 104* 

167) *Math Ann 73 (1913\ p 326 * 



12. Limenkafte Kontmua, 


907 


12. Lmienliafte Kontmua ^Dei Begriff des limenhaften Kon- 
tmuums steht in engstei Beziehung zu dem Begnff dei Lime (Km ve) 
Bezuglich dei histonschen Entwicklung, die diesei Begnff dei Lmie 
genommen hat, sowie bezuglicli der veischiedenen Gesichtspunkte, 
unter denen ei zu veischiedenen Zeiten und far veischiedene Zwecke 
m Analysis und Geometrie aufgefaBt worden ist ; sei auf den Artikel 
IIIAB2 (H v Mangoldt) verwiesen Hiei soli dei Begriff dei (m 
erner Ebene gelegenen) Lime in semer allgemeinsten Form vom 
geometnsch-mengentheoietischen Standpunkt ans betiachteb weiden 

Auf diei ver&cbiedene Wei sen kann man allgemein m einer Ebene 
die „Lmie“ (in Anleknung an den gewohn lichen Gebiauch des Wortes) 
defimeren 1 als hmenhaftes Kontmumn („Lange ohne Breite“ d h 
Kontinuum, das kein FI achen stuck enthalt), 2 als Bahnhmve odei 
Paranuterlurve (Baku ernes sich stetig bewegenden Punktes), 3 als 
Gebietsbegrenzung 

Diese drei Begnffsbildungen stimmen kemeswegs miteinandei 
uberem, lhr Umfaug ist duichaus verschieden, nur 3 ist in 1 enfc- 
halten Wn weiden hier die Eigenschaften dieser Begnffsbildungen 
und die zwischen ihnen bestelienden Zusammenhange zu betrachten 
haben Dabei soil alles, was sich auf die dntte Definition bezieht, 
in die nachste Nummei hmubei genommen weiden, und vieles, was 
die zweite Definition betrifffc, wird (sofein nicht ebenfalls in die 
nachste Nummer gehong) erst m Ni 16 zur Sprache kommen * 

Die hmenhaften Kontmua einei Ebene smd schon in Ni 10 als 
Kontmua ohne mnere Punkte definiert worden P Pamleve 16S ) und 
L Zoretti 169 ) wenden zu lhrer Bezeichnung auch den Namen Cantor scho 
Lime (ligne cantor mine) an l69a V 70 ) 

168) Notice sur sea travaux scientifiques, Paris 1900, p 16 

169) J de math (6) 1 (1905), p 8 

*£ Zoietti, Pans C R 150 (1910), p 1506, und Acta math 36 (1912/1J), 
p 265/7, gibt ubngens als erne charakteristibche Eigenschatt fui die Cautorschen 
Limen, d h als notwendige und hmreicbende Bedingung datui, daB ein in der 
Ebene gelegcnes Kontinuum C limenhalt sei, die folgende an Duich jeden Punkte 
von C gibt es mmdestens, erne Geiade, die mit C kein den Punkt c entbaltendcs 
Kontmuum gememsam hat Seiu Beweis hiefur ist allerdings unrichtig, kann 
aber durch emen nchtigen ersetzt werden [D.igegen ist aem Versuch einei Aus- 
dehnung aut den Baum ganzlich miBgluckt, da der von lhui fur raumliche Kon- 
tmua aufgestellte analoge Satz beieits durch das Beispiel einer Kugel widei- 
legt wird ]* 

169a) *Eine andeie (fur Rautne von beliebig vielen Dnnensionen aufgestelHe) 
allgerneine Kurven- und Flacbendefimtion von ahnlichem Lharakter, die E H Nc- 
vtlle* lfih ) angegeben hat, ist ah veifehlt anzusehcn, vgl hieiuber A Rosenthal 315b ) * 

170) H Young [Quart J of math 37 (1905), p 29, Iheory, p 206,219] 
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JDie Definition dei Balmlmrve ist von C Jot dan gegeben woiden* 
0 Jordan in ) nennfc stetige Kiuve (ligne continue) erne Menge von 
Punkten, deren Kooidmaten emdeutige und stetige Funktionen emea 
Paiameteis snid, dei alle Weite ernes bescbiankten, abgeschlossenen 
Intel valles anmmmt Man bat 

* — f(J)> y = </(t), 

wobei t den Ungleiehungen 

ft, 

genxigt, m denen a und ft gegebene Zahlen bedeuten ^Die stetige 
Kuive ist also das emdeutige und stetige Abbild einei Strecke 

fi] m y 

^Ubrigens smd dabei die Balm ernes beweglicben Punktes und 
die Punktmenge, anf dei ei lauft, wobl zu unterscbeiden Demgemafi 
bezeicbnet A Schoenflies m ) die Punktmenge als stetige Kiuve , die 
Babn dagegen als Bahnhuve (von mancben wild hieifiu Pen (mete) - 
lu)ve gesagt) 

Cbaiaktenstiscli fui die Bahnkuive ist die von ihi gebildete 
Punktmenge sowie die duicli die Abbildung dei Stiecke bewirkte 
Anoidnung dei Kurvenpunkte Zwei Baknkiuven smd demnacb als 
identisch zu betrachten ; wenn sie m Punktmenge und Anoidnung da 
Kurvenpunkte ubeieiustimmen Abei es kaim dieselbe Bahnkurve m 
verschiedenster Weise anf die Pai ameterstrecke [a, ft] bezogen werden, 
also duicb veiscbiedene Paaie von emdeuhgen und stetisen Funktionen 
daigestellt weiden, d h (wenn man den Paiametei t als „Zeit“ auf- 
faBt) die „Duiclilaufungszeit“ der emzelnen Kuivenstucke soli keine 
Roile spielen Ubngens konuen zu einer stetigen Kuive nodi sebi 
veiscbiedene Babnkuiveu (Anoidnungsmoglicbkeiten) geboieu 

Bei mancben Fiagen kommt es aucb auf das Veibaltms dei 
„Durcblaufungszeiten“ veiscbiedener Babnstucke an Es ist deshalb 
zweckmaBig, fur Babnkuiven, bei welcben dieses Veibaltms dei Durcb- 

bezeichnet als ,,Kuive“ erne in emer Ebene gelegene, migends diclite Ptinktmenge, 
welche die folgende Eigenachaft besitzt Legt man, bei voigegebenei Zahl s, uni 
jeden Pnnkt der Menge ngendein Gebiet, dessen Duicbmessei klemer als e ist, 
so soil die Vereimgung dieser Gebiete ein einziges Gebiet G h ergeben, dessen 
Dnrchmesser mcht gleichzeitig nut s unbegrenzt gegen 0 abnimmfc + 

171) C Jordan, Coure d’ Analyse 1 , p 90 

172) *Hierbei ist die Kune ganz anf das Endliche beschrankt Will man 
ins Unendlicbe gehende stetige Kurven baben [„verallgememerte stetige Kurven u ], 
so benutze man entweder die stereographiache Piojektion der Ebene anf die 
Kugel odei man lapse den Paiametei t die voile Geiade oder erne Halbgerade 
duichlaufen* 

173) * Bench! II 1908, p 201, 237 * 
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laufungszeiten beruck&ielitigt wild, einen besondeien Namen, etwa Be- 
wegungskurven einzufuhren Zwei Bewegungskurven weiden dann und 
nur dann als identisch angesehen werden, wenn die Funktionenpaare 
der beiden betiachteten Kuiven durcb die Substitution t = a hr 
(Ahnlickkeit&transformation der Durchlaufuugszeit) ausemander heivor- 
gehen * 174 ) 

Es eihebt sicb natuihck die Fiage, welcbe Beziehungen zwiscben 
den voistehenden Definitionen des lmienkaften Kontinuums und dei 
stetigen Kurve bestehen Zunacbst ist jede stetige Kurve ( 1 m Smne 
von C Jo>dan) eme perfekte Punktmenge Wegen dei gleiehmaBigen 
Stetigkeit [siehe II A 1, Nr 9 (A P) ingsheim)] dei Funktionen f und 
q ist sie auch zusammenhangend Also ist sie em [Continuum mi Sinne 
von G Cantor Abei man wird weitei unten [N i 16] sehen, daB sie 
mcbt notwendig ein limenhaftes Kontinuum ist 3 sie kann vielmebi 
auch FLiehenstucke entbalten 

Komplizieitei ist die Untersuchung, mitei welehen Bedmgungen 
em limenhaftes Kontinuum einc stetige Kurve (Bahnkurv^e) ist Es 
gibt Canto) scbe Lmien, die nicht als Babnkuiveti aufgefaBt werden 
konnen 375 ) Man hat also den Canto) sclien Lmien noch gewisse Be- 
sclnankungen aufzuerlegen, damit es moglicli ist, ^ie als Baknkurven 
aufzufassen J3as Nalieie hiei ilbei sielie m Ni 16 Hier wollen wir 
uns zunacbst nnt emigen spezielleien Fiagen beschaftigen * 

Im AnsckluB an C Jo/dan in ) bezeichnet man als stetige Kurve okne 
vielfaclie Punktc } haufiger als etnfache Kune odei Joidansche Kurve 1 ™*) 
eme stetige Kurve von dei Ait, daB mcbt zwei veiscluedene Weite 
von t existieren, die denselben Punkt dei Kuive liefem, ausgenommen 

174) + AUes dies laBt sick ohne weiteres auf Babnkuiv<.n im 3- oder n-di- 
meii'uonalen Rauin ubeitragen Tm 3-dimensionalen Raum wild man ansetzen 

^“AO. V = 17(01 z = h (*)* 
wobei f{t), git), h{t) emdentige und stetige Funktion von t tin 

a t <T ft 

“ind * 

175) *Ein emfach.es Beispiel hierfur ist 

y ~ sin - fui t =y= 0, | c , <[ 1 
y = Interval! [ — 1, -{- lj fur ^ = 0 * 

175a) „Da,B abweicliend von dom sonst (liiBbea m Deutschland) allgemem 
ubhchen, im Text festgehaltenen Spracbgebrauch gelegenthcb [z B durchgebend 
in den Fundamenta matkematicae] mit „lignes de Jordan 11 die „stetigen Kurven“ 
bezeichnet werden, ist bedauerhcb, da dies zu Irrtumern AnlaB P*eben kann * 
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vielleicht die Anfangs- bz w Endweite t — cc, ^ *= /5 17C ) Geben diese 
beiden Weite veisdnedene Punkte, so heiBt die Joulctnsche Kurve 
offen odei ungeschlossen odei auek „Jo} danseker Krnv enhogen“ odei 
„emfacliei Kurven logen‘% sie ist geschlossen , wenn jene Punkte zu- 
sammenfallen, m letzterem Fall wnd sie als „emfache geschlossenr 
Kuive“ oder v geschlossene Joidansche Kurve“ bezeiclinet + Also ist die 
ungescblossene (bzw gesclilossene) Joydansche Kuive mclit nui em 
emdeutiges und stetiges, sondem sogai ein umkelnbar emdeutiges und 
stetiges Abbild emei abgesclilossenen Stiecke (bzw ernes Kieises)* 
+ Wie R L il/oore l7Ga ), H Tietie mh ) und St Maswhcwics 1 ™*) 
neueiclmgs unabliangig vonemaudei gezeigt haben, ist m jeder stetigen 
Kuive, die zwei veischiedene Punkte a, b veibmdet, em von a nach b 
fuhiender Jordanseker Kuivenbogen entkalten 176d )* 

Es liegt nun die Frage nahe, wie eme Canto) sclie Lime bescliaffen 
sem muB, damit sie zugleich eme einfacbe (Joidansche) Kuive sem 
kami Diese Fiage ist auf verschiedeue Aiten, emeiseits von A Schoen- 
flies (*sowie aucli von P Nalh, R L Mooie und von C Cat aiheodory* ), 
andererseits von L Zoietti und S Jamszcwslij *sowie von N J % Lennes 
und veiscbiedenen anderen Mathematikein* bebandelt woulen Die 
Kesultate dei eistgenannten finden (da sie sich auf Gebietsbegrenzung 
bezieheiD linen Platz bessei weitei unten [Ni 13] Beschianken wn 
uns hiei auf die Untersucbungen dei andeien genannten Autoren 
L Zoi etti 1 ' 1 ' 1 ) nennt ein Kontmuuni, dem die Punkte a und b an- 
gehoren und von dem niebt sekon em Teilkontmuum die Punkte a 
und b entlialt, em zivisclien den Punltcn a und b ineduziblcs Kon- 
tinuum (c n i eductible) 178 ) 17Sa ) 

176) *0 Vcblen [Trans Amer Math Soc 6 (1905), p 86/9] hat die „em- 
taclien Kurven“ durcli em System von Forderungen defimert, in welche eme 
auf Kuivenpunkte sick beziekende Ordnungsielation emgelit Vgl aucli III AB 1, 
Ni 14 ■ (F Enriques) * 

l7oa) *7t L Mooie, Bull Amer Math Soc (2) 23 (1917), p 233,6 [dazu 
auch Math Ztschi 15 (1922), p 254/00] * 

176 b) Tietze, Math Ztachi 5 (1919), p 284/8* 

176c) *Sk Mazmhewicz 29S ), msbes letztes Zitat, p 196/205 * 

176 d) „Vgl dazu auch L T letons, Monatsh Math Phys 32 (1922), p 278/80, 
(J Kiuatousli, Fundameuta math 3 (1922), p 59/04 * 

m ) L Zoietti , Arm Ec Noim (3) 26 (1909), p 487 

178) *Diese Definition eowie das nu folgenden uber irrediuible Kontmua 
Grcsagte gdt (wo mcht ausdrucUich anders angegeben) obne weiteres auch fur 
Kontmua im 3- oder n dimensionalen Raum * 

178a) Jamszeicshi ? These 180 ), p 7/8, bezeiclinet, hieian anlmupfend, all- 
gememei eme Menge M als v Dreduzibel bezuglich emei gegebenen Eigenschait 
^ < n n T* >r h r m rht T ihn«nnro \ on 1\T flip Ficrenschaft E besitzt 
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+ Sind a mid b beliebige Punkte ngendemes besclnankten 178b ) Kon- 
tmuums C, dann umfafit C unmei (mmdestens) em zwiscben a und l 
irreduzibles Kontmuum (eventuell C selbst) 179 )* 

Em zwiscben zwei Punkten lneduzibles Kontmiuira, + das m emei 
Ebene gelegen ist*, ist lmienbaft 18 °) 

^Jedei einfache Kuivenbogen ist ein zwiscben semen Endpunkten 
nreduzibles Kontmuum 177 ) Man muB abei dem Begiiff des lrre- 
duziblen Kontmuums noeh eine weitgehende Emschrankung hinzu- 
fugeu, um erne Uberemstimmung nnt dem Begiiff des emfachen Kuiven- 
bogens zu eizielen Wn fiagen also nacli einei notwenchgen und Inn- 
leicbenden deiaitigen Einscbrcinkung * 

Zeilegt man em Kontmuum in zwei abgescblossene Mengen, die 
emen einzigen Punkt gememsam kaben, so ist jede einzelne von 

Und m ahnhcher Weise bezeichnet er eme Menge 31 alb „gesaUigt ( satuie ) be- 
zuglich emei Eigenscbaft -wenn 31 die Eigenschaft E besitzt, aber mcht 
echte Tcilmenge einer die Eigenschaft E beaitzenden Menge ist 

Insbesondeie kann man als Gegenstuck zu den zwiscben a nnd b medu- 
ziblen Kontimien die zwischcn a und b in eduziblen, luclenlos zusammenliangenden 
3lengen definieren, eine ausfuhrliche Untersuchung biember bei B Knaster u 
C Kuratouski 136 ), p 216ff und L Vietons 136 ) * 

178 b) + „Beschrankt“ darf bier mcbt weggelassen werden, wie C Kura- 
iowsl p 218, dutch em sehr emfaches Beispiel zeigt * 

179) +S Jamszeiish, Paris C R 151 (1910), p 198, andeie Beweise gaben 
E [= St ] 3Iazurliewicz } ih p 296, Bull Acad Cracovie A 1919, p 44, L E J Biou- 
wer, Verslag Amsterdam Ak 19 a (1910/11), p 1418 = Pioc Amsterdam Ak 1911, 
p 138, besonders emfach bewiesen bei L Zoietti , Acta math 3b (1912/13), p 246, 
\gl feraer G Kuratowslu, Fundamenta math 3 (1922), p 88/90 — Ein Be- 
weisversuch von K Yoneyama , Memoirs of the College of science and engineering, 
Kyoto Univeis 5 (1913), p 261/2, mufi als mifilungen bezeichnet werden — 

Der entsprechende Satz gilt nichtmehr fur „nreduzible luckenlos zusammen- 
hangende“ Mengen, vgl L Vietons 136 ), p 198/200, B Knastei und C Kura - 
towsh 136 ), p 225, B Knaster 180tt ), p 286 * 

180) *Dagegen kann ein irreduzibles Kontmuum lm 3- (bzw n-) dmien- 

sionalen Raum emeu ebenen (bzw (n — 1} dimenaionalen) Bereicb enthalten S Jam- 
ssenski [Pariser These (1911^ = J fic Polyt (2) 16 (1912), p 110/8] hat sogar gezeigt, 
daB jedes beliebig vorgegebene, in einem ( n — l)-chmensionalen Raum ge- 

legene Kontmuum dei vollbtandige Schnitt von mit einem irreduziblen Kon- 
tmuum des w-dimensionalen Raumes JR n sein kann 

Uberhaupt kann, auch m der Ebene, em lireduzibles Konlinuum wesentlich 
kompbzierter sem, alb man auf den eisten Bhck vormuten mochte Z B kann 
em zwiscben zwei Punkten irreduzibles Kontmuum G die Ebene (in der es liegt) 
m zwei oder beliebig vicle Gebiete teilen und es konnen sogaL meluere dieser 
Gebiete vom ganzen Kontmuum C begrenzt weiden, vgl das Beispiel in Amu 183 ) 
sowie insbesondere L E. J Brouwer , Math Ann 68 (1909/10), p 423/G und 179 ), 
Verslag, p 1419/24 — Pioc , p 139/145, S Janiszewski, a a O, p 113/4 Siehe 
femei 186 a ) * 
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llmen em Kontmuum, ist das mspiungliclie irreduzibel, so smd 
die beiden andean aucli (zwischen passend gewablten Punkten), und 
die Zerlegung ist fui eme gegebene Lage des gemeinsaroen Punktes 
nur auf eme einzige Weise moglick 1S1 ) 

Ist em zwisclien a und 6 meduzibles Kontinuum gegeben, so ist 
es mcht lmmer moglicb, es in zwei Kontinua zu zeilegen, yon denen 
das eme a ; das andeie b entbalt, so daB beide 11m emen einzigen 
vorgegebenen Punkt c gemeinsam liaben 182 ) 183 ) 

Diejemgen bescbiankten lrieduziblen Kontinua, fui die eme solche 
Zeilegung moglicb ist, was auch c sei, smd von S Jamszewsla 184 ) „aics 
simples" (emfacbe Kurvenbogen) genannt woiden 185 ) Sie smd, wie 
er zeigt, mit den Jotdamchew Kuaveubogen ldenti sell 185 a ) 

181) Zorett i 177 ), p 489* 

182) Las Beispiel der Lime y — Bin -i- 176 ) zeigt dies deuilick — 

+ Dagegen ist bei den ,, lrieduziblen luckenlos zusammenhangenden Men- 
gen u178 *) eine entspiechende Zerlegung Btets moglick, so daB hier die Punkte 
linear geordnet weiden konnen, sieke L Vicious 1S0 ), p 179/81, B Knaste ) u 
C Kuiatoiush 130 ), p 218/21 * 

*Nach H Hahn, Sitzgsbei Ak Wiss Wien Ila 130 (1921), p 217/50, kann 
man m jedem bescbiankten, lrieduziblen Kontinuum 6, wenn auch mckt die 
Punkte, so dock gewisse „Pnmteile“ (geeignet defimerte Punkte ocler Teilkontinua 
\on (£) linear oidnen, sofern (5 aus mehr ala einem „Pinnteil a bestekt* 

183) *Weiteres Allgememe uber irreduzible Kontinua siehe bei S Jam - 
fttetcdU 180 ) und Pans C It 152 (1911), p 752/5, Anzeiger Ak Wiss Krakau A 
1912, p 909/14, K Yoneyama, Tolioku Math J 12 (1917), p 43/158, 13 (1918), 
p 33/157, 18 (1920), p 134/86, 205/55, A Rosenthal 1 ™), H Hahn 182 J, L Vieto- 
ns l3Q ), msbes p 195/204, C Kuratowsh, Fundamenta math 3 (1922), p 200/231, 
sowie in den kier (in dieser Nummer) zitierten Aibeiten von L Zoretti Letztere 
entkalten allerdings (die von uns bier refenerten Dmge ausgenommen) vielfack 
falscke oder unncktig bewiesene Satze Ygl die gegen 177 ) und Pans C It 151 
(1910), p 202, gencbteten treffenden kntiscken Bemeikungen \oni E J Brouwe) , 
Ann fic Norm (3) 27 (1910), p 565/6 und I70 ), Yersl , p 1423/4 = Proc , p 144/5 
[die auch gegenuber L Zo)etti s Ann fic Norm (3) 27 (1910), p 567 und m ), 
p 229, Gel tun g haben] Insbesondeie entkalt auch die neuere Abbaudlung L Zo~ 
rettiB in den Acta math 170 ) viele unrichtig bewiesene und falscke Satze, vgl lbq ) 
und A Rosenthal 208 ), msbes p 91/3 Z B ist der in Acta math l7n ), p 258/9, auf- 
gestellte Satz „Jedes Teilkontmuum ernes irreduziblen Kontmuums ist selbst n- 
reduzibel zwischen zwei seiner Punkte 41 nicht nchtig, Gegenbeispiel Zwei um 
einen Kreis K asymptotisch sich keiumwindende Spnalen S a und S b , von denen 
die eme in einem Punkte a, die andere in einem Punkte h anfangt, bilden ?u- 
sammen mit K em zwischen a und 5 irreduzibles Kontinuum, dagegen ist dei 
Kreis K zwischen keinen zwei Beiner Punkte irreduzibel * 

184) S Jamszewsh 17Q ), p 200, + 180 ), p 129, 135/7 * 

185) L Zoretti hatte anfanglich eine derartige Mbnge als ^ensemble com 
pletement fermd“ bezeichnet 

185 a) ¥ Yiel allgememer und ohne den Begntf der irreduziblen Kontinua 
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^Hiermit ist also eme notwendige und himcichende Bedmgung, wie 
wn sie veilangten, gefunden Andeie Foimen dei notwendigen und hm 
1 eiclienden Bedingung dafui, daB ein gegebenes beschianktes inedu- 
zibles Kontmuum (7 em/oKtozscherKuivenbogen ist, sind die folgenden* 
Nach S Jamszewsli 186 ) darf C kein Hanfungshontmiuim ( contmn 
de condensation ) entkalten, wobei ei so em Kontmuum H nennt, das 
ganz aus Haufungspunkten dei mcbt m H enthaltenen Punkte von 
C besteht, [d h die Ableitung von (C — H) ist C selbst] 18Ca ) 

zu benutzen, ist dies von W Sicrpu'ish, Annali di mat (3) 2b (1916/17), p 131/50, 
und von S Straszeioicz f Math Ann 78(1918), p 369/74, bewiesen worden, sie 
zeigen Em die Punkte a und b enthaltendes beschrauktes Kontmuum C ist 
dann und nui dann em fordanachei Kurvenbogen mit den Endpunkten a und 5, 
wenn jedem seiner Tunkte c eme Zerlegung von 0 in zwei abgeschlossene Teil- 
rnengen zugeordnet werden kann, derart, daB die eme Teilmenge den Punkt a, 
die andere den Punkt b enthalt und beide mu den Punkt c gememsam haben — 
Bei W Sierptnslt (dei ubngens die Untersucbung lin R n fuhrt) noch etwas all- 
gemeinei, da ei gai nickt voraussetzt, daB G ein Kontmumn ist [Es mufi dann 
nur noch ausdrucklich hinzugefugt werden, daB die beiden abgescblossenen Teil- 
mengen, wenn c=\=a Oder b ist, aus mekr als emem Punkt be&tehen ] 

Noch eme andeie Foim emer solcben Zerlegungsbcdingung bei R L Moore, 
Tians Amer Math Soc 21 (1920), p 333/47 — Vgl femei J R Klme , Proc 
National Acad America 9 (1923), p 7/12 ^ 

186) JamszetosU 17y ), p 200, 18 °), p 81, 131 [Vgl dazu auch St Mazm- 
Uewicz™*), letztes Zitat, p 208/9, sowie B Knastet u C Kiuatoicsli 10fi ), p 224, 
und R L Mooic , Bull Arnei Math Soc 25 (1918/19), p 174/6 J 

Bei R Halm 18 *) ergibt sich die Bedmgung, duB alio „Pnmteile u von (' 
nur Punkte sem sollen * 

186a) *Es sei bier bervoigehoben, daB auch dei andeie extreme Fall vor- 
kommen kann, namlich, daB bei emem Kontmuum (X jedes ecbte Teilkontmuum 
von (X em Haufungskontimium von C£ ist Em eiates deraihges Beispiel hat 
L E J Brouwa IB0 ) angegeben Wie Z [£] Jannzewsh, Fundamenta math 1 
(1920), p 210/14, gezeigt hat, ist fur derartige Kontmua (E chaiaktenstisch, daB 
Bie sich mcbt als Veremigungsmenge von zwei cchtcn Teilkontinuen darstcllen 
laBsen, weshalb (E als ,continu indecomposable “ (, ^unzeilcgbares Kontmuum “) be- 
zeichnet wird (E ist dann auch mcht Veieimgungsmenge von endlich oder ab- 
zahlbar uuendhch vielen echten Teilkontinuen Mit dieson ,,unzeilegbaren Kon- 
tinuen“ bat sub beieits K Yoncyama 18n ) [insbes 12 (1917\ p 54/87, 18 (1920), 
p 135/83] eingebend beschdftigt Wie er zeigt [a a 0 12 (1917), p 67, 18 
(1920), p 135/6], ist em Kontmuum (X dann und nui dann „uuzerlegbar“, wenn 
zu jedem Punkt a \on (mmdestens) em Punkt x existieit, so daB (X zwischen 
a und c meduzibel ist St MazuiLiewicz, Fundamenta math 1 (1920), p 35/9, 
und Z [S] JamszeiLsh u (J I\in atouski, ib , p 210/22 (msbes p 215/17), be- 
weisen dieselbe Bedmgung und vor allem auch die folgende Das Kontmuum © 
ist dann und nui dann „unzeilegbar u , wenn in (X drei Punkte existieren, so daB 
(X zwischen ngend zweien von ihnen irreduzibel ist — B Knastci , Fundamenta 
math 3 (1922), p 247,86, hat neuerdmgs em Kontmuum konstiuiert, von dem 
jedes Teilkontmuum ,,unzerlegbar‘ l ist * 
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Nach L Zorettz 187 ) clarf C kem Teilkontmuum enthalten, das auf 
raehrfache Weise, d h zwischen veischiedenen Punktepaaien, ine- 
duzibel isfc 

+ Die eiste dieser beiden Bedmgungen kann man auf Grund yon 
Satzen von St MazwUeivicz 187a ) m die folgende seln einfache Form 
brmgen G muB erne „stetige Kurve“ sein.* 

+ Eme etwas andeisaitige Charakterisieiung deijenigen Kontinua ; 
die emfache Kurven sind, ist von N J Lennes m ) gegeben woiden 
Ei zeigt namlich, dafi die Jo?danschen Kurvenbogen (mit den End- 
punkten a und b) identiscli smd mit den beschrankten 189 ), abgeschlos- 
senen, „luckenlos zusammenhangenden“ Punktmengen, die a und b ent- 
halten, abei keme a und b enthaltende „luckenlos zusammenkangende“ 
(ecbte) Teilmenge besitzen Odei in der Ausdrucksweise von l78a ) und 
mit Berucksicbtigung von 189 )- Die Jo)danschen Kuivenbogen (mit 
den Endpunkten a und b) smd identisch mit den abgeschlossenen, 
zwiseben a und b irreduziblen, luckenlos zusammenhangenden Mengen * 

+ Alle diese Bedmgungen fur emfache ungeschlossene Kuiven fuhren 
unmittelbai auch zu notwendigen und bimeichenden Bedmgungen dafur, 
daB em Kontmuum erne emfache geschlossene Kuive sei (da ja jede 
emfache geschlossene Kuive durch ligend zwei lhier Punkte a und b 
m zwei emfache Kurvenbogen zeilegt wird, die nui die Punkte a 
und b gemeinsam haben) Im ubngen siehe hiembei Ni 13 Hiei 
sei noch darauf hmgewiesen, daB S Janiszeivski gezeigt hat 

Ein Kontmuum ist lrnmei dann und mu dann eme emfache ge- 
schlossene Kuive, wenn es durch lrgend zwei beliebige seinei Punkte, 
a und b 7 in zwei Kontmua zeilegt wnd, welche nui diese Punkte a 
und b gemeinsam haben 190 )* 

187) L Zouth, Pans C K 151 (1910), p 202, *Actamath 36 (1912/13), p 257/8 
Diese und einige andere deraitige Bedmgungen auch bei K Yoneyama 179 ), 
p 262/3, u I8S ), TCboku Math J 12 (1917), p 142/53 * 

187a) *St Ittazurhewicz-'*-), letzfces Zitut, p 176, 191, 205 Ygl auch 
C Kiircitoiusli 176d ), p 62* 

188) J Lenncs, Amer J of math 33(1911), p -308/12, auch Bull Amer 
Math Soc 12 (1905/O), p 284/6, 17 (1910/11), p 525 (wo darauf hingewiesen ist, 
dafi das Gesagte auch fur emfache Kuiven un Raum gilt) — [Ygl auch 
H Ttetze 17db ), p 2s8/90 |* 

189) *Die Beschranktheit biaucht mcht besonders vorausgesetzt zu uerden, 
vgl G H Hallett , Bull Amer Math Soc 25(1919), p 325/0, B Knastei u C Kura- 
towsh 1S0 ), p 222/25 * 

190; Jamszemh 18 °), p 137/40 Er geht hieibei umgekehifc vor durch 
die angegebene Eigenschaft defintert er die „einfachen geschlosaenen Kurven 11 und 
zeigt dann, dafi diese mit den sonst als ,, einfache geschlossene Kurven ‘ bezeich- 
neten Gebilden identisch smd — Ein andeier Beweis bei S Stra^eivicz 



12. Luiienhafte Kontinua 


915 


+ Zuin SchluB sei luer uoch auf ganz andeisartige Unteisucliuno-en 
hinge wiesen, welch e die daistellenden Funktionenpaaie emei geschlosse- 
uen Joidanschen Kuive betieffen 

J Pal lQl ) hat die Fiage beantwoitet, welchen Bedmgungen die 
stetige, nach 2% penodische Fnnktion f(t) genugen muB, damit erne 
„ Erqcuvjungsfimldion u g(f) exibliert, derait, daB die Gleichangen x = f(t), 
y = g\i) eine geschlossene Jotdamche Kurve nut dei Umlaufszeit 2% 
daisteJIen Ei findet Damit zu f(t) erne Erganzungsfunktion existieit, 
ist notwendig und himeicliend, daB kem Intel vail [7 0; i Q -f- 2st] mehr 
als zwei „Bt Liclemnta valle 11 entkalt Odei mit anderen Woiten Fui 
fit) sollen nui zwei „voneiuander unabhangige“ Bi uekemntei valle 
exisheien 

Untei einem „Bi uekemntei vall“ wild dabei folgendes veistanden 
Sei mi Intervall ci^t^Lb die stetige Funktion F(t) definiert, deren 
Maximum bzw Minimum daselbst mit M bzw nut m bezeichnet weideo 
soil Dann heiBt \ a, /J] em B) uclenintovnll von F{t), weun F[o.) = M 
und F(fi) = m (odei F(a) = m und F{(3) = M) ist und zwischen a 
und /? die Weite M und m von F(t) mcht angeuommen weiden 

Man kann den erwahnten Satz noch audeis ausspiechen 192 ) Man 
denke sich, (um die Penodizitat nach 2 % auszudLucken) den Paiameter 
t auf dem Umfang des Einkeitskieises laufen Damit es dann zu einei 
gegebenen stetigen Funktion x = f(t) erne zu emer geschlossenen 
Jot cfanschen Kuive fuhiende Eiganzungs funktion ?/ = g(t) gebe, ist 
notwendig und lnnreickend, daB die (absoluten) Maxima und die (ab- 
soluten) Minima dei Funktion f(t) auf dei Kieislnne emandei mcht 
trennen 193 )* 

P d75'7 — Vgl auch luerzu H Tietzc lS8 ), sowie K Yonei/ama 1 * 7 ), ltfczles Zitat, 
p 153/7, und J P Kline 1 ™*)* 

191) J Pul, J f Math 143 (1913), p 2'il/9 * 

192) „Nach H Pctac, J f Math 145 (1914;, p 17, dei daselbst auch emeu 
anderen Beweis hieifui gegeben hat 3,1 

19-1) *Die analog© Fiage fui taumhche Joidansche Kurven ist bis jefczt noch 
mcht endgultig beantwortet, nauiln h die Fiage Unter welchen Bedmgungen gibt 
es zu zwei voigegebenen stetigen Funktionen f{l) und g(t) mit kleiustei gemein- 
scbafdicher Penode 2 n eine Ergciuzungsfuuktion h(t), so daB diese drei Funk- 
tionen eine geschlossene Jordansche Rauinkurve nut dei Umlaufszeit 2?r orgeben 
J Pal [J f Math 145 (1914), p 4A3] hat bewiosen, daB es fur die Exit. ten/ dei 
Erganzungsfunktion h(t) hmieichend ist, wenn die ebene Kurve = /*( i), y » y(t) 
mindestens emen emfachen Puukt t = t 0 besitzt (d h emeu solchen, der nui mit 
den Punkten t = t 0 (mod 2 tc) zusammenfallt) J Pal [a a 0 , p 7] und H Tictzi 
I 192 ), p 19/23] haben noch allgememeie hmieichende Bedmgungen bewieseu 
Aber alle diese hinreichenden Bedingungen smd mcht notwendig und man kennt 
bis jetzt kerne notwendigen und himoichenden Bedmgungen fur die Eustenz dei 
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13. Die Begreuzung ernes ebenen Gebietes. C. Jot dan lS< ) hat 
bewiesen, daB erne in emer Ebene gelegene, geschlossene Jordansche 
Knive G die folgende wichtige Eigenschaft besitzt 

Die Punkfce dei Ebene, die nicht zu G gelioien, bilden zwei 
durch C getiennte Gebiete, d h. zwei Punkte ernes derselben konnen 
stets durch eine emfache stetige Kurve (z B emen endlichen Stieeken 
zug) verbunden werden, dei kemen Punkt von G enthalt, dagegen 
kann ein Punkt des einen Gebietes mit einem Punkte des andern mcht 
durch eine stetige Kurve veibunden werden , ohne daB man dabei C 
begegnet 

Dieser Satz wild dei Jo>dansclie Kurvensatz 195 ) genannt Der von 
C Jordan gegebene Beweis lauft darauf hmaus, folgendes nachzuweisen 
man kann zwei Polygons S t und S s ohne vielfachen Punkt, von denen 
das eine mnerhalb des andeien gelegen ist, finden, so daB G zwischen 
ihneu eingeschlossen ist und jedei zwischen lhnen eingeschlossene Punkt 
emen klemeien Abstand von C hat als ein vorgegebenes e 

Andere Beweise fur den Jottfewschdh Kuivensatz sind von Ch J 
de la Valle'e Poussin 196 ), 0 Veblen m ), WE u G Ch Young m ), 
A Schoenfhes m ), L E J Btouwei 20 °), N J Lennes- 01 ), L Bieberlacli *> 2 ), 
A Winter mtz i9 ‘ <K ) , A Deujoy' 20 - 1 ) , JW Ale%ande> ma ), A Fungs- 


Erganzungsfunktion h(t) [Ygl dazu auch J Pal, Math es phys lapok 24 (1915), 
p 236/42 (ungansch), Referat Ftschr d Math 45 (1914/15 [1922]), p 1330] 

M Tzetze [a a 0 ] formnliert nbngens noch andere verwandte Fragen * 

194) G Jordan, Cours d’Analyse *1 , Rd 3 (1887), p 587/94,* 2 u 3 ed , 

Bd. 1 (1893 bzw 1909), p 90/99 

195) A Schoenfhes, Bericht II 1908, p 168 

196) .Cours d’Analyse infinite si male, Bd 1, 1 ed (Louvam-Paris 1903), 
p 308, 2 dd (1909), p 357/9, der Beweis ist ausfuhrlicher dargestellt in 3 £d 
(1914), p 374/9 * 

197) *Tians Amer Math Soc 6 (1905), p 92/8 * 

198) *Theoiy, p 224/8 * 

199) *Math Ann 68 (1910), p 439/442 * 

200) *Math Arm 69 (1910), p 169/75 (dieser Beweis ist ganz besonders 
durchsichtig), ein zweiter Beweis ist lmphzit m den allgememeren Betiach- 
tungen Math Ann 72 (1912), p 422/5, enthalten * 

201) .Amor J of math 33 (1911), p 314/8* 

202) *Jahresber d Dentsch Math -Vei 22 (1913), p 144/51 * 

202a) *Math Ztschi. 1 (1918), p 329/37 * 

202b) *Paus C R lb7 (1918), p 389/91, Verelag Amsterdam Ak 27 (1918), 
p 146/51 — Aufleidem hat A Denjoy , Pans C R 106 (1918), p 207/9, erne 

lem analytische Definition der auBeihalb bzw mnerhalb der Jojdawschen Kurve 
gelegenen Punkte gegeben * 

202 c) *Ann of math (2) 21 (1920), p 180/4* 
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heim 202d ) gegeben woiden S08 ) Eimge cliesei Autoren 201 ) fubren den 
Beweis ; mdem sie den Satz m die folgenden drei (einzeln zn bewei- 
senden) Bestandteile zeilegen 1 Die Begienzung ernes von emei ge- 
schlossenen Joidanschen Kuive bestimniten Gebietes ist mit der ganzen 
Kuive identiscli 2 Eme gescblossene Joidansche Kuive bestimmt 
hochstens zwei Gebiete 3 Eme gescblossene Jordayiscbe Kurve be- 
stmimt mmdestens zwei Gebiete* 

Die Jordanschs und die meisten der anderen Be weisfubi ungen 205 ) 
setzen den/oidawsebenKurvensatz fui Polygone voraus undbeweisen lim 
dannnui noch fur die Kurven JEs smd aber aucb mebiere elementare Be- 
weise fur den Polygonsatz gegeben woiden, d b fui den Satz, daB jede$ 
einfacbe gescblossene Polygon 206 ) die Ebene m zwei Gebiete teilt 207 )* 

+ Eine weitgebende Vei allgem ememng de^ Jordan scben Kurven- 
satzes bat A Rosenthal 208 ) gegeben 

202 d) *Sitzgsber Bayei Ak Wiss 1922, p 187/212 * 

203) AuBerdem ist der Jordan sche Kurvensatz noch veisckiedentlich untei 
sehr emscbrankenden Voraubsetzungen [abteilungsweise monotone Joidanache 
Kurven, zum Teil noch als (stetig) differenzierbar vorausgesetzt] bewiesen worden, 
und zwar von A Schoen flies , Naebr Ges Wiss Gottingen 1896, p 79/89 [ + ein«? 
kleine Yervollstandigung, deien dieser Beweis bedarf, ist leicht /u erbringen*], 
L D Ames, *Bull Amei Math Soc (2) 10 (1903/4), p 301/3 und Dibs Havard 
University 1905 =* Amei J of math 27 (1905), p 345/58, +G A Bhss , Bull 
Amer Math Soc (2) 10 (1903/4), p 398/404 * 

204) # O Veblen 107 ), A Schoenfhes L E J Bromiei [eistes Zitat von 
,00 )], L Biebei bach soa ), A Benjoy *«*), J W Alexander™'*)* 

205) + Ausgenommen nur O Veblen 101 ) (sowie die in S05 ) genannten Beweise 
von Spezialfallen von L T> Ames und G A Bliss) — N J Lennes 201 ) und 
A T \' mtermtz**- 0 ) schicken erst einen Beweis des Polygonsatzes voiaus 

Bei eimgon Autoren, die den Polygonsatz fur den Beweis des KurvenBat/es 
verwenden, werden die Polygone allerdmgs mcht zui Approximation der Jordan - 
sch<-n Kurve, sondern mehi topologisch veiwendet Dies ist dei Fall l)ei A Schoen- 
flies 19fl ), L E J Broun er 20i ), N J Lennes 201 ) und A Wintei nitz™ 2 *)* 

206) *Em gescblos8enes Polygon wird einfacli genannt, wenn die Ecken des 
Polygons samtlich voneinandei verschieden smd, keine semei Ecken in eme 
seiner Seiten fallt und keine zwei seiner Seiten sick sckuoiden * 

207) *Solcbe Beweise werden gegeben von O Veblen, Tians Amer Math 
Soc 5 (1904), p 365/6, H Hahn , Monatbk Math Phys 19 (1908), p 289/303, 
W Killing u H Hovestadt, Handbuch deB mathematischen Untemchts 1, Leipzig 
u Berlin 1910, p 62/66, N J Lennes [mebieie Beweise] Amer J of math 33 
(1911), p 42/6, 47/8, 292/9, nnd [fur „Treppenpolygone‘ l ] von A Prtnqshem, 
Sitzgsber Bayer Ak Wiss 1915, p 27/52 Der entspiechende Satz uber Polyeder 
im 3- bzw w-dimensionalen Baum ibt bewiesen woiden von JV J Lennes, a a O, 
p 50/55,0 Veblen, Trans Amer Math Soc 14 (1913), p 65/72, Lilly Hahn, Monatsh 
Math Phys 25 (1914), p 303/20 * 

208) +A Rosenthal, Sit/gsber Bayei Ak Wiss 1019, p 91/109 — 

Schon L Zoieiti , Acta math 36 (1912/13), v 261/3, katte die durch (S' m 
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Betiacbtet man in der Ebene statt der gescblossenen Jot dan schen 
Kurve (oder, was dasselbe ist, statt der Veiemigungsinenge von zwei 
emfachen, sick mebt sclmeidenden Jo> ttoischeu Kui venbogen mit gemein- 
samen Endpunkten) allgemeiner die Veiemigungsmenge E von zwei be- 
schiankten, zwiseben den Punkten a uud b meduziblen Eontmuen und 
(S 2 , die auBei a und b keme Punkte gemerasam haben, so kann 6 in der 
Ebene beliebig viele, sogar abzahlbar unendlich viele Komplementar- 
gcbiete bestimmen Es giebt aber stets genau zwei ausgezeichnete 
Komplementaigebiete von G, die namlick von dein ganzen Kontmuum 
G begrenzt weiden Die ubugen von G eventuell bestimmten Kom- 
plementargebiete smd (von a und b abgesehen) von Punkten von G x 
odei von G 2 allem begt enzt "° 9 ) 

1st G ligend em Kontmuum m dei Ebene, so weide jedes Kom- 
plementargebiet von C, dessen Begienzung mit dem ganzen Konti- 
nuum G ldentisch ist, als (von C bestimmtes) „Hauptgelnet‘ bezeich- 
net, jedes andeie (also nui von emern Teil von C begienzte) Kom- 
plementargebiet von G als „Nebengehet li m ) Dann kann man den 
vorstehenden Satz aucli so foimulieien 

G bestimmt m dei Ebene sfcets genau zwei Hauptgebiete Die 
etwa vorhandenen Nebengebiete weiden von G A odei von G 2 allem 
begrenzt 

A Rosenthal 211 ) bat (bei Ableitung des voistelienden Resultats) 
nocb eme andere Verallgememerung des Jot dan schen Kurvensatzes 
bewiesen 2Ua ) 


der Ebene heivorgerufene Teilung ins Auge gefaCfc, aber sem kieruber aulge- 
stellter Satz ist mcht konekt, wurde aucli bei emwandfieiei Fassung nicht viel 
beaagen und sem Beweisgang isfc mckt nchtig, sjehe dazu A Rosenthal, a a 0 , 
p 91/d* 

209) *Der Satz gilt auch nock, wenn nur ernes dei boiden Kontmuen 
odei G* besclnankt ist, abei mclit mehr, wenn (3^ und (X 2 beide niebt besohidnkt 
sind, a a 0, p 107 Dei Satz laBt sich fernei noch etwaa allgememer fdRsen, 
wemi man © aus endlich vielen, zyklisch geoidneteu, besebrankten, /wiseben 
ihien Endpunkten meduziblen Kontmuen zusannnenBetzt, die, abgesehen vom 
gemeinsameu Endpunbt zweier lm Zyklus aufemandeifolgendei Kontmuen, paai * 
weise keme Punkte gememsam haben, a a 0, p 108/9* 

210) Rosenthal 20s ), p 106* 

211) Rosenthal™ 8 ), p 102/3* 

211a) *Diese beiden Satze ergeben sick aus eimgen [von A Rosenthal™*) 
bewiesenen] allgememen Zerlegungssatzen \on Gebieten 

Es sei G em einfacb zusammenbangendes Gebiet, dessen Begienzung B be- 
schrankt ist und aus mebi als einem Punkt bestebt Eme in G gelegene, Incken- 
Ios zusammenhangende Menge C, die eme punktkafte (abgeschlossene) Menge 
1 nT1 ^ dmmH- n vnn H- mm do tens ^bei zwei Randpunkte approximiert , zer- 
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Bestimmen die beideu elemeuteiifiemden, besekiankten, luckenlos 
zusammenkaugenclen Mengen C i uod C 2 je ein em/iges Ivomplementai- 
gebiet in dei Ebene uiid appioxmneien beide zugloick genau zwei 
Punkte, a und b 9 dann wird die Ebene duieb clie Veiemigungsmenge 
{G 1 + C 2 ) dei abgeschlossenen Hullen von C x nnd C 2 in genau zwei 
Teilgebiete zeilegt 211 b ) 

Wenn C t und C 2 mclit je em emziges Komplementaigebiet be- 
stimmen, sondein nm jedes von ibnen in einem emzigen Komple- 
mentaigebiet des andern liegt, so gibt es imtei den Komplementar- 
gebieten von (C 1 -f C 2 ) stets genau zwei, die (vod a nnd b abgeseken) 
zagltich von Punkten von G l und C 2 begienzt weiden [Bestimmen 
C\ und C 3 m der Ebene m x bzw m 2 Komplemer.targebiete, so wire! 
die Ebene duieb (C l + C 2 ) msgesamt m ()>i 1 + w 2 ) Teilgebiete zeilegt] * 
> anderei Weise, namlich unnnttelbai von dei Zweiteilung dei 
Ebene ausgekend, batte A Schoen/hes eme Verallgemeineiung dei ge- 
scblossenen Jordan seben Kuiven gegeben A Scliqenfhes 2IS ) bezeichnet als 
, geschlossme Kit) ve il jede ebene beschiankte J12a ) Punktmenge K, welebe 
m dei Ebene genau zwei Gebiete G a und 6r 2 bestimmt, derarfc daB K 
mit dei vollen Begrenzung sowobl von (tj wie von G 2 identisch ist 
[also m der vorstekenden Bezeicbnungsweise K bestimmt genau zwei 
Hauptgebiete ohne Nebengebiete] 2JS ) Die gescblossene Kmve ist em 
limenbdftes Kontinunm 

legt G m minde4ens zwei Teilgebiete (an deren Begienzung der Rand B und 
die abgoschlosseue Hulle C von C gememsam tcilnekmen) 

1st G erne m G gelegene, luckenlos zusammenhangende Menge, die genau 
zwei Randpunkbe approximieit und die ferner in der Ebene ein emziges Kom- 
plementargebiet bestimmt, dann wird G durcb G m genau zwei Teilgebiete zerlegt * 
211b) Z Jamszewbli hat m einer polnisck geschnebenen Abliandlung [Prace 
matematyezno-fizyezne 26 (1015) , p 1 1/6-J] die notwendigen und hmreickenden 
Bcdinguugen untersuebt, unter denen die Veiemigungsmenge von zwei be 
Bchiankten Kontmuen und C 2 , \on denen jedes in der Ebene nur ein em- 
ziges Komplementaigebiet bestimmt, die Ebene in mnulebtcns zwei Teilgebiete 
zeilegt, ei findet Der Durckscbniit von C t und C 2 daLf wedei leer noth zu- 
sammen bang end sein 

S Straszcuicz , Fundamental matb 4 (1923), p 12^/35, folgeit daraua gan? 
neuerdings (ebenfalls ala Verallgememerung des Jordmnchen Kurvensat/es) Wenn 
der Durcbscbnitt der beiden ljeschiankten Kontmuen und C 2 , ^on denen jeues 
nur ein einziges Komplementrirgebiet in dei Ebene bestimmt, aus zwei Kompo- 
nenttn besteht, so wird die Ebene durch (C t -f- C a ) m qnmu zwei Gebiete zerlegt 
Wegen mcht bescbi ankter Kontmuen siehe B Kna&tei u C Kuratowski , 
Fundameuta math 5 (1923), p o5/0 * 

212) Schoen flies, Matb Ann 69 (1904), p 147, Bencbt II 1908, p 119* 

212a; + Wegen des Falles ernes mebt beschranktcn K siebe E W Chitten- 
den , Tians Amei Math Soc 21 (1920), p 451/8* 

21d) Sclioenflies , Bericbt II 1908, p 121 [Sat/ XI] bat das obenstekende 
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Die in die Definition der gescblossenen Kuive aufgenommene Be- 
dmgung, daB K die voile Begieuzung dei beiden Gebiete G x und G* 
bilden soil, ist naturlick wesentlicb 2U ) Doch, aucb wenn dies© Be- 
dmgung mcht eifullt ist, kann man wemgstens nock folgendes aus- 
sagen* Zeifallt die Komplementarmenge emes beschiankten, abgeseblos- 
senen, lmienliaften Kontmuums K in zwei Gebiete G x und G 2 , so 
gibt es erne gescblossene Kurve, die in K entbalten ist und G x von 
# 3 trennfc 215 ) Man bi audit namlich nur die m K entbaltenen, ge- 
raeinsamen Begienzungspunkte von G x und G 2 ins Auge zu fassen 

A Schoenflies 2L6 ) bezeicbnet als Aufienrand ngendemes beschrank- 
ten, emfach zusammenhangenden Gebietes G die Menge dei Punkte, 
welcbe gleichzeitig Begienzungspunkte von Q und desjenigen Kom- 
plementargebietes Sind, das sick ins Unendlicke eistreckt Dei AuBen- 
land ist ein Kontmnum, brauckt aber kemeswegs eme geschlossene 
Kuive zu sein 

Da der Begnif der geschlossenen Kuive eme Vei allgem emeiung 
der Jwdanschen Kuive ist, so ist natmgemaB die folgende von A Schoen- 
flies gestellte und beantwoitete Frage besonders mteressant Unter 
welchei Bedmgung ist eme gescblossene Kuive zugleich eme Jordan- 
sche Kurve?* 

A Schoenflies gibt zunachst die folgenden Definitionen 

Em Punktjp dei Begrenzung B emes Gebietes G lieifit erreichba> 
fur 6r 217 ), wenn man lhn mit emem behebigen Punkte von G duich 
emen in G veilaufenden Stieckenzug veibmden kann, dei entwedei 
aus emei endlichen Anzabl von Sfcrecken bebteht, odei aus unendlich 
vielen, die in p ibien emsigen Grenzpunkt besitzen [siehe Ni 15] 
Ei nennt emen solcben Stieckenzug emen einfachen Weg odei Wcq 

noch etwas verallgememeifc, indem er die G-ebiete 6r 1 und G 2 duich zwei zu K 
komplementare, mcht-abgescklossene Kontinua ersetzt K ergibt sick dann wie- 
der als eme geschlossene Kurve Diesen Satz hat ei unter dei besonderen Vor- 
aussetzung, daB K em abgeschlossenes Kontmuum ist, bewieBen Man kann sich 
aber von dieser Yoraussetzung sofort befreien, mdem man zeigt, daB sie immer 
von selbst erfullt ist * 

214) *Sei z B 0 cm Quadratumfang nut nach mnen gehenden Stacheln, 
dann teilt Q zwar die Ebene m zwei Gebiete G x und C? s , ist aber kerne ge- 
schlossene Kurve * 

215) *^1 Schoenflies, Math Ann 59 (1904), p 158, Benekt II 1908, p 122* 

216) *Matk Ann 68 (1910), p 438 * ’ 

217) t A Schoenflies , Math Arm 62 (1906), p 296, Bencht II 1908, p 126, 
176 Wie leicht zu seken, is>t jeder Punkt der Begrenzung von G entweder selbst 
erreichbar fur G oder wemgstens Haufungspunkt von eneichbaren Begrenzungs 
punkten * 
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schlechthia 218 ) Gilt die Eigenschaft fur jedes [durcb ?J Queischmtte“ 236 ) 
abgetiennte] Teilgebiet von G, zu dessen Begienzung p geboit, so 
heifit p allseitig eneichbat fin G m ) 

A Schoenflies beweist sodann, um die vorige Fiage zu beantworten, 
den folgenclen Satz ; dei als die Umhehrung des Jot danschen Kurven- 
satzes bezeichnet wird 

*Eme geschlossene Kuive E ist dann und nur dann eine Jordan - 
sihe Kurve, weun jedei ihrei Punbte fur die beiden Gebiete, in welche 
K die Ebene teilt, eneicbbai ist 219a ) 

Bei A Schoenflies wird dieser Satz m seme beiden Bestandteile 
zeilegt 1 Ei bezeichnet eme geschlossene Kuive K als „emfache ge- 
schlossene Kurve", wenn jeder lhiei Punkte fur die beiden Gebiete, in 
welche K die Ebene teilt, erreichbar ist 22 °) Ei beweist sodann, daB 
jede „einfache geschlossene Kuive“ sich iraikehibai emdeutig und stetig 
auf eme Kieislinie abbilden laBt 221 ) 2 Ei zeigt, daB alle Punkte 
emei geschlossenen Jot danschen Kurve fur beide zugehongen Gebiete 
erreichbar (und sogai allseitig eneichbar) sind 222 ) 

218) *Es sei erwahnt, daB man keineswegs einen allgomemeien Eireichbar- 
keitsbegriff erhalten wuido, wenn man diesen „emfachen Weg lt durch ein be- 
liebiges abgeschloBsenes Kontmuum ersetzen wurde, das, abgesehen von p, ganz 
dem Innern von G angekort Dies ergibt sich unmittelbar aus dem Borehch-en 
tlberdeckungssatz, vgl Anm lia ) 

0 Veblen 197 ) betracktet speziell die fur G „endhch ct ) eichbat en“ , d k nut 
Wegen von endlickei Stieckenzabl eireichbaren Punkte (oder, wie F Hausdorfl, 
Mengenlekre, p 347, sagt die „(jeradhnuj tn eichbat en“ Punkte), sie liegen gleich- 
falls auf der Begienzung von G uberall dicht * 

219) Schoenflies, Math Ann 62 (1906), p 298, Berickt II 1908, p 176 * 

219 a) *Der Satz laBt sick nock folgendeimaBen verallgememem Em be- 

schrauktes Kontmuum K , das in der Ebene mmdebtens zivei Hauptgebiete (auBer- 
dem eventuell Nebengebiete) bestimmt, ist dann und nur dann eme geschlossene 
fordunsche Kuive, wenn jeder Punkt von K fur jene beiden Hauptgebiete er- 
leickbar ist Vgl A Schoenflies , Math Ann 68 (1910), p 440/1* 

220) +A Schoenflies , Matk Ann 58 (1904), p 217, Bencht II 1908 p 178 4 

221) +A SchoenfliCb, Nacbr Ges Wiss Gottingen 1902, p 185/92, Math Ann 
68 (1904), p 230/4, Math Ann 62 (1906), p 310/6, Berickt II 1908, p 180/5 
Weitere Beweise gaben F Riesz , Matk Ann 59 (1904), p 409/15 [lm AnschluB 
an Betracktnngen von B Hilbert, Math Ann 56 (1902/3), p 381 = Grundlagen 
der Geometne (2,3, bzw 4 Aufl , Leipzig 1903, 1909 b/w 1913), Ankang IV] 
sowie N J Lennes * 01 ), p 312/14 

Wegen mckt besckranktei K aiehe J R Kline, Trans Amer Math Soc 18 
(1917), p 177/84 * 

222) *A Schoenflies , Berickt II 1908, p 189/90 [dazu eme kieme Erganzung 
von L E J Biouwei , Matk Ann b8 (1910), p 433/4] und Math Ann 68 (1910), 
p 439/40 Andere Beweise fur die Erreichbaikeit bei K J Lennes* 01 ), sowie bei 
L Biebcrbcich 802 ), p 151/2* 
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1, 2 und dei Joulansche Kurvensatz zusammengeno mmen zeigen 
die Identitat dei eben defmieiten „emfacLen geschlossenen Kuiven' 
init den m Nr 12 nach C Jordan andeis defmieiten „einfachen ge- 
schlossenen Kuiven“, d h rmt den gesiLlossenen Jtidau sclnn Kuiyen 

Weiterbin hat A Schoen flies"- 6 ) den Saiz bewiesen Sind alle 
Punkte einei geschlossenen Kuive K fui ernes dei beiden zugehoiigeii 
Gebiete allseitig erreichbar, so smd sie es anch fui das andeie 

Ddiaus ergibt sich eine andere Foim dei Umkehiung des Jotdan- 
schen Kurvensatzes Erne geschlossene Kuive ist dami und nut dann 
eme Jordamdhe Kuive, wenn sie fur (rmndestens) ernes dei beiden 
zugehongen GebLete allseitig eueicbbai ist 22aa ) 

Noch eme andere Foim dei Umkehnmg des Jo? danschcn Kuiven- 
satzes hat PiaNalh 22i ) gegeben, indem sie zeigte Damit eme gescblossen e 
Kuive K eme Joidansche Kuive sei, ist die Eifullung dei folgenden 
Bedingung notwendig und hnueichend sei a ein beJiebigei Punkt von 
K und a eme beliebige Umgebnng von a , dann soli es nioglich sein, 
mnerhalb cc eme andeie Umgebung cc von a zu fin den, dei ait daB 
man jeden beliehigen mneihalb a gelegenen Punkt b von K duicb 
eme ziisarmnenhangende Teilmenge \on K } die ganz mneihalb a liegt, 
mit a veibmden kann 

Diese Bedingung bedeutet nicbts andeies als, daB (m der neuei- 
dmgs emgefubrten Ausdrucksweise von E Hahn [siehe Nr 16, 
SchluB]) die geschlossene Kui ve K ^usamwenhangend mi ldemen u sei 221a ) 
Man bdt hier also emen Spezialfall dei allgememeien in Ni 16 (SchluB) 
benebteten Betiacbtungen 225 )* 

223) *Bericht II 1908, p 215 * 

223a) *Dies kanu man wieder [almlich wie 219a )J verallgemeinern Ein be- 
schranktes Kontmuum AT, das iu der Ebene imndc&tens zwei Llauptgebicte (aufier- 
dem eventuell Nebengebiete) bestinmit, ist dann und nui dann eine Joi dansche 
Kurve, wenn K fui (mmdestem-) ein Hauptgebiet allseitig eneichlar i*t* 

224 ) +l ) iuAalh i Supplement Rend Cue mat Palermo b (1911), p 81/2, Rend 
Cue mat Palenno 32 (1911), p 891/401 — Vgl aucli J R Alive, Bull Amer 
Math Soc 24 (1918;, p 471, liana Amer Math Soc 21 (1920), p 451,8 

Auch bier ergibt sick eme atmliche Veiallgememerung ^vie in 210a )und 22Su ) * 

224 a) *Eme andere, ebenialls aui dem Begnft „zusammenhangend ini 
klemen" berubende Umkebiung des Jot tfawseben Kunen&atzes bat neuei dings 
R R Moot e, Pioceed Isational Acad Amei 4 (1918), p 864/70, gegeben, v^obei 
die Begienzung R eines beschrankten, emtach zuBammenhangenden ebenen Ge- 
bietes G nui duicb eine enlsprecbende, aui G allein (mcht ant JB) sich bezie- 
hende Bedingung charakten&iert ^ird* 

225) *Eme Umkehiung dee Jordanschen Kurvensatzes beantwortet lmmer 
zugleich die Fiage [&iehe hr 12J, unter vrelchen Bedmgungen ein Kontmuum 
eine geschlossene Joidctmche Kurve ist Jm AnschluB daran findet man auch 
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*AuBer der Eneichbai keit hat A Schocvfheb dem Jo)dav schen 
Kuivensatz noch eme andeie Eigenschaft dei Km veil punkte als Er- 
ganzung hinzugefugt 226 ); die [uach L E J B)Oiute) 226a )] als die Un- 
fmialltlmt bezeichnet wild Sei B die Begienzung ernes Gebietes Q, 
seieu by und & 2 11 geiid zwei fiu G eneichbaie Punkte von B, iv eui 
by und b 2 m G veibrndendei Weg ; /x das Maximum dei Entfernung 
dei zu w gehoienden Punkte von by unci sei endlick m die untere 
Greuze von g, fin die veischiedenen bei festem by und b 2 moglichen 
Wege w Danu wild diese GioBe m als die Weychstans- 2,1 ) von by 
und b 2 fur das Gebiet G bezeichnet Wenn diese Wegdistanz stets zu- 
gleich nut dei gegenseitigen Entfeinung del Punkte by und b 2 gegen 
Null konveigieit ; so wild B als „ mileitoUi fui das Gebiet fir“ 226a ) be- 
zeichnet 227 a ) 

Es gilt daim dei Satz 226 ) Jede geschlossene Jo>dcmsche Kune 
ist fui die beiden zugebongen Gebiete unbewallt 2 * 7b ) 

Also Ist eme geschlossene Kuive fur ein zugehouges Gebiet G 
allseitig eneichbai, so ist sie (well sie eme Jotdansohe Kune daistellt) 
auch unbewallt 227b ) Dagegen konnen alle Punkte emei geschlossenen 
Kurve fui ein zugehouges Gebiet G eneichbai sem, olme claB darans 
die Unbewalltheit fui G folgt 228 ) Fui die Begienzung B ernes be- 

weitere Antworten auf die Frage [Nr 12], untei welchen Bedingungen ein Kon- 
tmuum eme dftene Joydowsche Knr\e ist Es ergibt sich leicht, daB hieriur not- 
wendjg und himeichend ist t daB die Komplenientaimenge des Kontmuums em 
einzigts Gebiet ist und daB das Kontmuum zwiscben zweien seiner Punkte irre- 
duzibel und fui das Komplementargebiet allseitig erreicbbai ist Eneizt man 
hierin die AVoite „fui das Koinplementm gebiet alibi ltig erreichbar 1 durch die 
Woite „zusammenhangend im kleinen 11 , so eihult man wieder eme notwendige 
nnd binreicbende Bedmgung Ubngens fuhren andeierseits aucb die m Nr 12 
angegebeuen Eeantwortungen dieser I ragen zu weiteren Umbehiungen des Joidan- 
scben Ivurvensatzea Eme letzte, \on C Carathcodory beirubiende Form dei Um- 
kebrung des JoidanBchen Kurvensatzes wird erst weitci unten bei 242 ) angegeben * 
22b) Schoenfhis , Math Ann 62(1900), p 308/10, Bencbt II 1 (| 08, p 179/80 

Em Beweis im diese Eigenschaft aucb bei L Bicberbach 20 b, p 152* 

226 a) E J Biouwcr, Math Ann 71 (1911), p 321 * 

227) *A Schoenlhcs, Bench t II 1908, p 175, fruher in Math Ann 62 (1906), 
p 300 als Ausbtcgung bezeichnet * 

227a) *Dem Begnff dei ,, Unbewalltheit fui das Gebiet 6“ sollte man noch 
die „ allsedige Unbcualltheit fur das Gebiet an die Seite stellen und hieiunter 
die Unbewalltheit dei Begienzung B von G fm ledes (durch „Queischnitte“ 23b ) 
abgetiennte) Teilgehiet \on 6 s vemtehen Z B ist Line Stiecke nnt dei nach 
emei Seite genchteten Mutelsenkrechten fur das Komplementurgebiet unbewallt, 
aber ni ht allseitig unbewallt * 

227b) *Und aucb allseitig unbewallt* 

228) *Ein einfaches Gegcnbeispiel ist die geschlossene Kurve, welche das 
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iiebigen einfach zusammenhaugenden Gebietes folgt auek aus der all- 
seitigen Erreichbarkeit kemeswegs die Unbewalltheifc 

J)ie allseitig eireichbaien Kontmua spielen fui die in Nr 16 an- 
gefdhiten weLtergehendenUntersuchungeii von^d. Schoenfhcs exne weseut- 
licbe Rolle, hiei ist hiervon nur der folgende Satz hervoizuheben 230 ) 
Die Begrenzung B eines emfach zusaminenhangenden Gebietes G ist 
dann undnur daun erne stetige Kurve [nicht notwendig eme ^geschlossene 
Kuive“ 231 ) oder gar eme JWfcmsche Kuive], wenn alle Pnnkte von B 
fur G allseitig eneichbar smd 231 *)* 

^Hieraus und aus der zweiten Form dei Schoenfliesschen Umkeh- 
rung des Jordansohen Kuivensatzes ergibt sicli dann nocli eme andere 
Form diesei Umkehiung Erne geschlossene Euive ist daun und nur 
dann eme Jordansche Kurve, wenn sie eme stetige Euive ist 231 b )* 

Die allgem eme Unteisu chung der gesclilossenen Kuiven ist ; wie 
erwahnt, von A Schoen flies m Angriff genommen woiden, aber L E 
J B)ouiver 232 ) hat durch sehr merkwurdige Beispiele, welche er an- 
gegeben (und welche neue, bis dalnn unbekannte Moghchkeiten dar- 
stellen), gezeigt, dafi emige der eihaltenen Resultate umichtig smd 

zwischen folgenden viei Kurveu emgeschlossene Gebiet G begicnzt 

y = sin — fur x > 0 
* x ^ 

y =3 Intel vail [ — 1, + 1] fui x = 0 

y = — 1 fur % < 0 

229) ^Gegenbeispiel Quadratumfang mit emein nach mnen geheuden 
Stachel * 

230) Schoenfhes , Bericht II 1908, p 215 Vgl auch 291 ) * 

231) ,Em Beispiel ernes solchen Gebietes G , dessert Begrenzung eme fur G 
allseitig erreichbare stetige Kurve ist, die aber keme geschlossene Kurve dar- 
stellfc, ist das Gebiet, das von zwei sicb von mnen beruhrenden Kreisen begrenzt 
wird, oder das Innere ernes nut nach mnen geheuden Stacbeln besetzten Quadrates * 

231a) + Diese Bedmguug kann man durch die Fordeiung des „Zusammen- 
hangs im klemen“ von B ersetzen, vgl die allgemeinen Kriterien fur stetige 
Kurven [Nr 16 hei J9 *)] Nach Marie Toihorst, Math Ztechr 9 (1921), p 44/65, 
ist damit auch die Bedmguiig gleichwertig, dafi der Rand von G ausschliefilich 
aus Pnmenden 1 Art [siehe bei 210 )] hestehen soli — Eine andere Bedmguug 
bei R L Moore 203b ), p 235/7* 

231b) *Dies folgt aucb aus dem Satz von Pm Nalh*-*), zusainmen inifc den 
Resultaten von Ni 16 Schlufi [bei 202 )] 

Aufleidem hangt damit zusammen der folgende Satz, den R L Moore 1 ™*), 
zweites Zitat, msbes p 258/bO, neuerdmgs bewiesen hat Wenn die Begrenzung 
B des beschrankten Gebietes G eine stetige Kurve ist, dann ist dei Aufiemand 
von G eme geschlossene Jontosche Kurve * 

232) L E J Riouive), Math Ann 68 (1910), p 422/34, *sielie auch Verslag 
Ak Amsterdam 19 2 (1910/11), p 1419/24 = Proc Ak Amsterdam 1911, p 139/45 * 
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Von diesen duich L E J Btouwet aufgedectten sondeibaien Moglich- 
keiten fnhren wir z B folgende an 232 a ) „die Existenz eines Kontiuuums, 
das auBei zwei Hauptgebieten nock Nebengebiete bestnnmt*, die Exi- 
stenz einea Kontmuums, das gememsame Begienzung yon endbcb oder 
abzahlbai unendlich vielen Gebieten ist [ + das also melir als zwei 
Hauptgebiete bestimmt*] 238 )- die Existenz emer gescblossenen Kuive, 
die man nicht m zwei veischiedene (eigenthche) Kiuvenbogen zeilegen 
kann 233a ), ^geschlossene Kurven, die sich m zwei uneigentlicbe JKurven- 
bogen zerlegen lassen, eigen tliche Kurvenbogen, die sich in zwei mit 
dem ganzen identisclie Kuivenbogen zeilegen lassen* 

J)ie von L E J Btouwer angegebenen Beispiele zeigen, wie 
komplizxert die Begienzung ernes einfacb zusammenhangenden, ebenen 
Gebietes sein kann Es erhebt sich dahei die allgemeine Fiage Wie 
ist ubeibaupt die Begrenzung ernes ebenen (nicht nnt der ganzen 
Ebene identiscben) Gebietes G bescbaffen? Es ergibt sich zunachst 
unmittelbar, daB die Begienzung irgendemes ebenen Gebietes G eine 
abgesdilossene , punldhnfte odei hmenhafte Menge ist Gibt es zu einem 
Gebiete 6r auBeie Punkte, so enthalt, wie scbon E Pfaagmen™) zeigte, 
die Begrenzung von G einen zusammenliangenden Bestandteil, also ein 
Kontmuum Daiaus folgt Die Komplementarmenge emei abgeschlos- 
senen, punkthaften Menge bildet ein emziges Gebiet 2SJ:a ) Pernei folgt 
Die Begrenzung jedes besckrankten, emfach zusammenhangenden Ge- 
bietes G ist ein Kontmuum Die Komplementarmenge ernes Konti- 
nuums C besteht aus emem oder mehreien Gebieten, die samtlich ein- 


232a) % Die beiden eietgenannten Moglichkeiten haben wir ychon nn vorhei- 
gehenden Text verwendet* 

233) Auf diese Moghchkeit hat auch A Denjoy, Pans C R 161 (1910), 
p 138 hmgewiesen 

233a) *Em Kiuvenbogen [odei geuauei gesagt Bogen emei gesehlosseneu 
Kurve] wird dabei von L E J Bioawei, [ 2 S 2 j, erstes Zitat, p 423] defimerfc durcli 
zwei Schmtte m emem zykliscben, abzahlbaren, uberall dichten Oidnungatypus 
von fur das inneie (bzw auBere) Gebiet erreichbaren Punkten Dies ist efcwas 
allgemeiner als eine entspiechende DeBmtion von A Schoenfhes [Bencbt II 1908, 
p 128], wo nnter diesen Schintten nur die durch eneichbare Punkte gebildeten 
zugelassen werden Feinei versteht L E J Biouwe) untei emem uneigentlichen 
Kurvenbogen einen duicb zwei Schmtte defimerten Kurvenbogen, welcher mit 
der ganzen Kurve identisch ist, andernfalls spricbt er von emem eigenthehen 
Kurvenbogen * 

234) E Pluagmen, Acta math 7 (1885/6), p 43 + Ein andeier Beweis hier- 
fur bei A Pnngsheim™ iA ), p 188/204 * 

234a) ^Schon fruhervonl? Pluagmen gesondert bewLesen in Ofvers Vetensk 
Akad Forhandl 41 (1884), Nr 1 , p 121 — Bezuglich del Komplementarmenge 
einer beliebigen punktbaften Menge siebe den Text bei 207 b ) * 



926 


IIC 9a Zontii-Bosenthal Die Ptmktmengen 


fact zusammenhangend sind, deren Begienzung also jeweils eni in 6 
entkaltenes Kontinuum ist 234b ) 

Naeli A Schoenflies me ) kann man die Begrenzung B jedes be- 
sebranbten einfuch zusammenliangenden Gebietes G beliebig gut dureb 
einfacbe Poly gone, dLe in G liegen, appioximieien, d h Bei beliebig 
vorgegebenem r liana man em m G gelegenes emfaches Polygon 
finden, so daB jedei zu gekoiende Punkl urn wemgei als s von B 
und jeder zu B geborende Puukt um wemgei als s von $|3, entfeint ist 

Die genaueie allgememe Analyse dei Begienzung eines beliebigen 
besebi ankten, einfacb zusammenbangenden, ebenen Gebietes G (dessen 
Begieuznng aus mebi als einem Puukt bestebt) ist eist von C Cciia- 
theodonj 2S5 ) geliefeit worden, ei verfolgt dabei zugleicb das Ziel, die 
Stiuktui der Begienzung des Gebietes allein mit Hill'e dei mneten 
Punkte des Gebietes zu cbaiaktensieien 

C Gatatheodon; bezeiehnel als „Quersclmitt‘' des Gebietes G em 
Joidanscbes Kuivenstuck, dasnm seme zwei Endpunkte auf dei Begien- 
zung des Gebietes bat, sonst ganz im Inuein veilauft 2!G ) (Inter einer 

234b) *Vgl dazu auck L E J Brouwer 200 ), erstes Zitat, p 170/71, St Ma 
zuilciewicz, Fundamenta mat 3 (1922), p 20/5 * 

234c) *Bencht II 1908, p 114* 

235) * C Caiatkeodoiy , Math Ann 73 (1913), p 323/70 

In enger Beziehung dazu steken auck die gleichzeitigen Unleisuchungen 
von E Study , Voiles ub ausgew Gegenst d Geometne II Konfoime Albildung 
einfach-zu^ammenhangendei Bereiche (unter Mitwirkung \ on W Blaschle ), Leipzig 
u Berlin 1913, § 8 Aber die Unteisuchungen E Study s (die 7um Teil in be- 
wuBter Weise hypothetisck sind) geben nicht so selir eme Analyse der Stiuktur 
der Begrenzung ernes Gebietes, als vielmekr eme Befcracktung dei Rundemiord- 
nung bei konforuier Abbildung des Gebietes auf em Kreiagebiet Fur die hier 
vorhegenden Zweeke der PunUmengenlehre kommt daher die Study bche Unter - 
suchung weniger m Betrackt Dasi-elbe gilt im wesentlichen auch fui die andern 
auf die Randerzuordnung bei konformer Abbildung sich beziehenden Abhand- 
lungen [siebe msbesondeie die ubrigen in diesen Fufinoten s " r, j — =42 ), sowie 840 j 
zitieiten Arbeiten] 

Die Bezeicknungen E Studya smd von denen C Cm ctthcodorys durckaus 
verschieden, dock smd die lefczteren vorzuziehen, wtshalb wir iknen im Text ge- 
folgt smd, E Study verstohfc z B unter „Gien7punkt“ [a a 0, p 60/61] emen 
Begienzungspunkt des Gebietes, dei als emem bestimmten Pinnende angebong 
betrachtet wild, unter emem „Randpunkt tt [a a 0 , p 47] emen erreichbaien 
„Gienzpunkt“ 

Es sei noch daiauf kmgewiesen, daB eme von E Study aufgostellte und 
wesentlich benutzte (die konfoime Abbildung betreffende) Hypotkese neuei dings 
\on E Lmdelof Acta Soc sc Fenmcae 4b (1915), No 4, bewiesen ^oiden ist* 

23b) *Die von lkm nock kinzugefugte Forderung, daB jedes ganz im Innern 
von G gelegene Teilkuivenstuck des Querscknitts aus endlich vielen analytischen 
Kurvenstucken bestehen soli, ist uberflussig * 



13. Die Begrenzung ernes ebeneu Gebietes 


927 


„Kette von Teilgebieten" veistebt ei erne Folge von Teilgebieten von 
6r, deien jedes alle folgenden entbalt und deien jedes durcb einen 
„Querscbmtt" abgescbnitten ist, wobei kerne zwei diesei Querscbnitte 
Funbte geraemsam baben Die betiefifenden Queischnitte nennt er eme 
„Kette von Queischnitten" Jede Kette von Teilgebieten g x , g 2 , , g nJ 

bestimmt ein „Ende iC E g (dei Kette, des Gebietes) Dei Begriff des 
„Ende" wild von C Cai atlieodo) y axiomatisch duicb folgende fnnf Er- 
klaiungeu festgelegt 237 ) 

I 1st H em beliebiges Gebiet, Welches samtliche mneren Punkte 
ernes Gebietes g n dei Kette entbalt, so sagen wir, daB das Ende E g 
der Kette in H entbalten ist 

II Sind m G zwei Kelten von Teilgebieten g n g 2 , nnd Ji xy h 2> 
gegeben, smd E g und E h lhie Enden, und ist (nacb Def I) das Ende 
E h m jedem g n entbalten, so sagen wn, daB E h in E g enthalten oder 
daB E g durch E h teilba ) ist 

III Von emer unendlicben Punktfolge sagen wn, daB sie gegen 
em Ende E q konveigieit, wenn auBerhalb jedes Gebietes g n der Kette, 
die E g defimert, jeweils nur endlich viele Punkte der Folge liegen 

IV Von emem Punkte sagen wn, daB er lin. Ende E g entbalten 
ist, wenn ei in dei Ableitnng jedes g n dei Kette, die E g defimert, 
entbalten ist 

V Zwei Enden E g und E h von G sollen dann und nur dan n als 
idenhscb angeseben weiden, wenn jedes von lhnen duicb das audere 
teilbar ist 

Em Ende entbalt entweder einen emzigen Punkt oder em Kon- 
tmuum Em Ende, das kemen ecbten Teilei besitzt, also nui duicb 
sicb selbst teilbai ist, wild von C Cmatheodonj em P) mi ende ge- 
nannt' i37a ), wogegen P Koebe 2 * b ) die (wobl zweckmaBigeie) Bezeich- 
nung Bcmdelement voiscblagt Die Prim enden smd identiseb mit den 
Enden, die duich erne Kette von Queiscbmtten defimeit werden, welcbe 
gegen einen Punkt konvergieien Insbesondeie kann man diese Quei- 
scbmtte nnmei so annehmen, daB sie auf konzentuscben Kieisen liegen 
Em Primende entbalt nui Punkte dei Begienzung von G 

P Kocbe 23Sl1 ) iubit den Begrifif des Randelements = Pumende in 
anderei (emfacbeiei) Weise em Ei gebt von den eneicbbaien Punkten 
p dei Begienzung JB des Gebietes G aus Em solebei Punkt soil ge- 

237) Ccn athcodory saB j, p 331/3, cliosei Begriff dea ^Ende 1 - steht m enger 
Beziehucg zu dem gemeinsamen Darchschnitt emer Kette von Beieicberi * 

237 a) + £i \ 0, p 33b * 

238) *P Koebc , J f Math 145 (1015), p 217* 

238a) Koebe- ss ), p 214 u 217/8* 
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gebenenfalls mein facb geiechnet weiden und ei betiacbtet ihn als 
eindeutig bestimmt eist nacli Angabe eines zu dim hmfuhienden 
Weges l Zwei erreicbbaie Punkte p 1 und p 2 von B mit den zuge- 
liongen defimeienden Wegen X i und 1 3 weiden dann und nui daim 
als ldentisch angesehen, wenn eistens p t und#> sicb decken und wenn 
auBerdem die beiden Wege X 1 und A 2 , die man von demselben mnein 
Punkt ausgeben lassen kann, nui solche Gebiete emschlieBen, die m 
lbiem Innern keme Begieuzungspunkte von G enthalten 2S8b ) Die 
Menge dei so zum Teil als melnfach aufgefaBten eireicbbaien Punkte 
p von B ist nun zyklisch geoidnet, m diesei Menge kaim man (ahn- 
lich. wie m der Menge dei lationalen Zalilen) „Sclmitte“ defimeren 238c ) 
Ein solchei Selmitt kann zui Darstellung gebiacbt werden durch eme 
Folge von memander gesehacbtelten Paaien eneichbaier Punkte (p n p' H ) 
Jedes diesei Punktepaare werde duich emeu Querscbnitt % n vei bun- 
den, dabei sollen diese Querscbnitte emandei niebt schneiden und 
sollen mit unbegienzt wachsendem Index n gleichmaBig dei Begren- 
zung B zustreben, d h, von emem genugend kolien n ab, auBerhalb 
jedes beliebigen, vollig dem Innem von G angehorenden Teilbereichs 
liegen Wird das durch % n abgeschmttene Teilgebiet von G mit g n 
bezeichnet, so definiert P Koebe nun als Bandelement die Menge der- 
jenigen Begrenzuugspunkte von G , welclie gleichzeitig Begrenzungs- 
punkte alier Teilgebiete g n unseier Folge smd Zwei Randelemente 
werden dann und nur dann als versclneden augesehen, wenn die zur 
Definition benutzten Grebietsfolgen { g tl ) bzw [g* n j von emem gewissen 
n ab kemen mnein Punkt gememsam haben 

Ferner weiden von G Cat atheodorg Hauptpunkte und Nebenpunktt 
ernes Pnmendes unterschieden 239 ) Als Hauptpunkte ernes Pnmendes 
E g werden diejemgen Punkte bezeichnet, gegen welche imndestens eme 
E g definierende Eette von Querschnitten konvergiert 2S9a ) Die ubngen 
Punkte von E g weiden Nebenpunlte von E g genannt AUe erreich 
baren gm ) P unkte voni^ smd Hauptpunkte, ein Pnmende E g kann lioch- 

238 b) *So auch schon bei W F Osgood , Bull Amer Math Soc (2) 9 (1902/3), 
p 233 1/4 und W F Osgood u E H Taylot 242 ), p 293/4 Vgl feinei C Poll R * 

238e) *Vgl Fufinote 283a )* 

239) Catatheodory™% p 353/4 * 

23 a) *Die Gesamtheit dei Hauptpunkte von E g wild von E Study 285 ), 
p 64, als „Ke)n“ von E g bezeichnet Dieser Kern eines Pnmendes bildet die 
kLun&te Punktmenge, die von jeder m G gegen dieses Pnmende konveigierenden 
Kurve approximiert werden mufi, vgl C Cai athcodoi y 2a5 ), p 362 und E Study, 
a a 0 , noch etwas abgememer bei A Rosenthal 208 ), p 96/7* 

239 b) + Gememt ist naturheb lmmer em Punkt, dei mittels eines gegen E v 
konvergieienden Weges eneicht werden kann, em uneneickbarei Punkt von 
E a kann erreichbaiei Punkt omes °ndpien Prirnp-ndoo sfiiri * 
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sfcens emen eneichbaren Punkt besitzen Weiterhm zeigt C Cauxtheo- 
dory* i0 ) 9 daB jedes Pnmende emem der folgenden viei Typen ange- 
horen muB 

1 Em Pnmende 1 Ait besteht aus emem emzigen eireichbaien 
Punkt 

2 Em Pnmende 2 Art besteht aus emem eneichbaren Haupt- 
punkt und aus uneudlich vielen uneneichbaien Nebenpunkten 

3 Ein Pnmende 3 Ait besteht aus emem Kontmuum von lautei 
nicht eneichbaien Hauptpunkten und enthalt kemen Nebenpunkt 

4 Em Pnmende 4 Art enthalt ein Kontmuum von nicht erreich- 
baren Hauptpunkten und unendlich viele ebenfalls uneneichbaie Keben- 
punkte 

Ein Punkt dei Begienzung B des Gebietes G soli ein emfache/ 
Punkt von B genannt werden, wenn ei in emem emzigen Pnmende 
entbalten ist ; ein mehfachm Punkt dagegen, wenn er in mehreren 
Pnmenden liegt 241 ) Die Vielfacbheit ernes Punktes a dei Begrenzung 
B wird durch die Anzahl dei verschiedenen Pnmenden, die a enthalten, 
defimert, solange diese Anzahl endlich ist Gibt es unendlich viele 
verschiedene Pnmenden, die den Punkt a enthalten, so kann man noch 
die beiden Falle unterscheiden, je nachdem diese Menge abzahlbar ist 
oder nicht Dannt ein Punkt a ein emfacher Punkt del Begrenzung 
von G sei, ist es notwendig und hmreichend, daB von ligend zwei 
kieisfoimigen Queischmtten des Gebietes G, die kemen gememsamen 
Punkt besitzen, mindestens der erne ein Teilgebiet von G bestimmt, 
das a auf semei Begrenzung nicht enthalt 

C Ca)atheodoiy 2i2 ) gibt lm AnschluB hieran erne weitere emfache 
Form dei Umkehiung des Jo/^awschen Kurvensatzes 

Erne notwendige und himeiehende Bedingung dafui, daB die Be- 
grenzung ernes Gebietes G eme Jordansohe Kuive sei, ist die, daB 
diese Begienzung lautei emfache und fur G erreichbare Punkte ent- 
halte * 

13*3. + Die Begrenzung ernes n-dimensionalen Gebietes In dei 
vorhergehenden Kummer haben wn die Begienzung von ebenen Ge- 
bieten besprochen, wenden wn uns jetzt noch dei Begienzung von 
drei- ode) n-dimensioncden Gebieten zu 

Die Begienzung ernes Gebietes G n ist erne abgeschlossene, mrgends 

240) *a a 0 38C ), p 362 [Vgl cUzu auch Mane loihotst 2!la )]* 

241) *a a 0 SJ6 ), p 362/3 Die oben bei ,a8a ) u 28Sl ) angefuhrte Vielfacb- 
heit dei errcichbaien Punkte ordnet eich dem hiei angegebenen Begnff unter * 

242) ,a a 0 * 35 ), p 366, kuiz darauf auch W F Osqood u E II Taylor, 
Trans Amer Math Soc 14 (1913), p 295 * 
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dickte Punktmenge Gibt es zu einem Gebiet G n auBete Punkte, so 
entkalt die Begienzung von G n einen zusaminenhangenden Bestandteil, 
also ein Kontinuum 

Der A Schoenfliessdhe Beguff der ^geschlossenen Kuive“ laBt sich 
ohne weiteies ubertiagen und faint lnei za dem Beguff clei 7 ge- 
schlossenen Fla<Jie“ m ), das ist erne besckiankte Punktmenge, welche 
im R u genau zwei Gebiete bestimmt unci zugleicli nut der Begienzung 
dieser beiden Gebiete identiscli ist Eben&o lassen sicb auck ohne wei- 
teres die Begriffe ( allseitige ) Eiteiclibcuheit und Unbewalltheit ubeitiagen 
Fernei laBt sick (in Analogie zui geschlossenen Joidanschen Kurve) 
der Beguff der [( n — l)-dunensionalen] geschlossenen Joidanschen Flache 
odei del Joidanschen Manmgfaltigleit 244 ) im R n bilden Man bezeichnet 
so das utnkebrbai emdeutige und stetige Abbild dei Oberflaclie emei 
rt-dimensionalen Kugel, oder wesentlich allgememei das umkekibar 
emdeutige und stetige Abbild einei zweiseitigen 244a ), geschlossenen 
[n — l)-dimensionalen Mannigfaltigkeit 2J5 ) Im Falle n = 3 wuide 
letzterem entspiechen das umkehrbai emdeutige und stetige Abbild 
der Obeiflacke emer 3-dimensionalen Kugel odei emei solcben Kugel 
nut Henkeln 246 ) 

Es gelmgt sodann (allei dings untei TJbeiwindung yon eikeblicli 
gioBeren Schwiengkeiten als in dei Ebcne) dei Beweis cles 77 Jo>dan- 
sdien Satzes im n-dvnensionalen Raum“ } namlich des Satzes 

Im H-dunensionalen Raum R n bestimmt erne Jmdan&cthe Mamng- 
faltigkeit J genau zwei Gebiete und ist mit dei Begienzung dieser 
Gebiete identiscli 

Dieser Satz laBt sick (analog wie in clei Ebene) m die folgenden 
drei Bestanclteile zerlegen 1 Die Begienzung ernes von J m R n be 
stimmten Gebietes ist nut J identisck 2 J bestimmt koebstens 2 
Gebiete in R u 3 J bestimmt mindestens 2 Gebiete in R n 


243) Schoenfhcs , Bencht II 1908, p 137 * 

244) E J Brouive ), Math Ann 71 (1911), p 314* 

244a') *Ubei den Begnff der t) Zwei$citiglat“ siehe 1IIAB3 (M Bchn u 
P Hecgaid ), Grundlagen, Nr 2, 5* 

245) *Uber den Begnif der Maniiigfaltigleit (van etc) sielie L E J Rrouioer, 
Matli Ann 71 (1911), p 97, J Eadamard [Note mj Tamieiy, Intioduction a la 
tkeorie des fonctions d’une variable, Bd It (Pans 1910), p 441/65], \gl aucli 
H Weyl, Die Idee dei Riemannscken Flache (Leipzig u Beilm 1913), p 16/25 Vgl 
feiner IlIABl, Ni 15 (F Ennqucs)* 

246) *VgI dazu III AB 3 (JJT Behn u P Heegaaid ), B II, Nr 2 u 4 
Das umkehibar emdeutige und stetige Abbild emer Kugelobei flache ware 

als einfach znsammenhangende Jordansche Manmgfaltigleit {Flache) zu be- 

n * 
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Eme Beweismethode fur 3 hat H Lebesgue 2l7 ) augegeben, die 
Teile 1 und 2 dagegen smd erst von L E J JB> omvei 2AS ) bewiesen 
woiden 249 ) 

L E J Biouive) hat feinei bewiesen, dafi jedei Punkt emei Jor- 
^a^schen Manmgfaltigkeit fur beide zugehongen Gebiete eircichbar 
1 st 250 ), und daB eme Joidansoke Manmgfaltigkeit fur beide Gebiete 
unbeivallt 1 st 251 ) AuBeidem hat er gezeigt, daB eme Joidamoke Manmg- 
faltigkeit mimer eme ziveisextige 2Uii ) Manmgfaltigkeit 1 st 252 ) 

Dagegen hat ei duich Angabe ernes BeispieJs 253 ) nachgewiesen, 
daB beieits 1 m d) eidimensionalen Raum das Analogon zu der in dei 
Ebene gulhgen Schoenfliessclien Umhehnmg des Jordanschen Satzes mcht 
meh nchtig i»t Das Analogon diesei Umkelnung wuide ini Raume 
B n lauten Eme gesehlossene Flaclie, von dei jedei Punkt fur beide 
zugehongen Gebiete eireichbar 1 st, 1 st eme Jotdanscke Manmgfaltigkeit 
Diese Aussage 1 st also beierfs mi J? 3 mcht mehr nchtig * 

14. Punkthafte Mengen Die punWiaften Mengen smd eist neuer- 
dings etwas nahei unteisucht woiden Manche lhier Eigenschaften 
nehmen sich, wie wir sehen weiden, lecht paiadox aus 

*Wn betiachten im folgenden zunachst die abgeschlossenen punkt- 
haften Mengen; statt der abgeschlossenen punkthaffcen Mengen konnte 
man dabei ubeiall von beliebigen Teilmengen deiselben reden, also 
von den Mengen, die wir fruher (Ni 10) verst) eute Mengen genannt 
haben Eist gegen SchluB diesei Nummer werden dann aUgemeineie 
punkthafte Mengen ms Auge gefaBt* 

Die einfaclisten Beispiele abgeschlossenei punkthaftei Mengen 
werden von den nngends dichten perfekten lmearen Mengen geliefert 
[Nr 7] Viel meikwuidigeie Punktgiuppiei ungen stellen abei die zwei- 
diniensionalen abgeschlossenen punkthaften(bzw vei sti eu ten) Mengen dai 

Die wichtigsten allgeinemen Eigenschaften diesei Mengen smd 
die beiden folgenden 

247) Lrbesgue, Pans 0 R 152 (1911), p 811 * 

248) „!/ E J Brouwer , Pans C R 153 (1911), p 542/4, Math Ann 71 
(1911), p 312 u 814/9 * 

249) *Einen sebr speziellen Fall des Jouian schen Satzes fur den dreidimen- 
sionalen Raum (wobei fuL die betreffende Jbrdanscke Flache sehr viele, aufierst 
spezielle Einschrankungen gemacbt weiden) liatte bereits truher L JD Amets be- 
wiesen Bull Amer Math Soc (2) 10 (1903/4 1, p 803/5, Amer J of math 27 (1905), 
p 3b5/80 * 

250) E J Biouive), Pans G R 248 ), Math Ann 71 (1911), p 320/1* 

251) *Math Ann 71 (1911), p 321/22 * 

252) Jbid , p 322/3 * 

2o3i E J B) oawer ijl ), p 321.* 

(31 
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Jeder Punkt a emei abgeschlossenen punkthaften Menge kann 
you emer emfachen geschlossenen Kuive nmgeben weiden, die kemen 
Punkt der Menge entkalt und deien Punkte samtlicli von a ejnen Ab- 
stand ? klemei als lrgendeme voigegebene Zahl, baben Die Kuive, 
yon dei 1 m Satze die Rede ist, kann als analytisch odei aus endlich- 
vielen analytischen Lmien (z B geiadlinigen Stiecken) zusammen- 
gesetzt angenommen weiclen Diese Eigenscbaft hat P Painlevt~ u ) 
angegeben 254 a ) 

Ferner ist 1 m AnschluB an L Zoretti bewiesen wouleu, daB man 
erne gesehlossene Joi dansche Kuiye duick alle Punkte emei gegebenen 
bescbiankten abgeschlossenen punkthaften Menge legen kann 255 ) 

*Eme unnnttelbare Folgeiung dieses Satzes ist, daB alle besehiank- 
ten peifekten punkthaften Mengen homoomoiph sind, d h umkehibai 
emdeutig und beideiseits stetig aufemandei abgebildet weiden konnen 256 ) 
[ygl aucb Ni 10a]* 

P Painleve 257 ) hat eme Emteilung der abgeschlossenen punkt- 

254) Der Beweis finclet sicb bei L Zoietti , J de math (6) 1 (1905), p 9/11 
*Dieser Beweis ist nicht ganz korrekt, kann aber sehr leicht m Ordnung gebracht 
werden — Eme Veiallgememeiung dieses Satzes bei L Antoine *™ a ), zweitea 
Zitat, p 296/7 * 

254 a) *Vgl dazu den in Nr 13 angegebenen Satz von L PJuagmen 2 * 1 ) u 
2nia ), daB die Komplementai menge emei abgeschlossenen, punkthaften Menge em 
emziges Gebiet bildet* 

255) L Zoretti 264 ), p 12 selbst hatte etwas wemger bewiesen, namlich daB 
man durch alle Punkte emer beschrunkten abgeschlossenen punkthaften Menge 
eme Ccuitoi sehe Lime legen kann, welche die Begrenzung ernes emfach zusammen- 
hangenden Gebietes ist F Riesz [Pans C E 141 (1905), p 650] hat den weiter- 
gehenden Satz des Testes zuerst ausgesprochen nnd zu beweisen versucht Aber 
sem Beweis ist unnchtig *Dagegen hat A Sclioenfhes, Bencht II 1908, p 257/9 
emen vollig emwandfieien Beweis dieses Satzes gegeben * 

^Neuei dings hahen R L Moore u J It Kline , Annals ol math (2) 20 
1919), p 218/23, noch folgenden allgememeren Satz bewiesen Dannt eme ahge- 
schlossene und beschrunlte Punktmenge M Teilmenge ernes Joidanaohen Kunen- 
bogens sem kann, ist notwendig nnd himeichend, daB jede Komponente yon M 
entweder em emzelner Punkt oder em Jo? tfanscher Kuryenbogen C sei, deraifc, 
daB kem Punkt yon C (auBer semen Endpunkten) em Hauf ungspunkt von (M — C ) 
ist — Den Fall, daB M mckt abgeschlosBen ist, hat J R Kline , Toboku Math 
J 18 (1920), p 116/25, betrachtet* 

256) *Hieizu siehe auch P Malilo, Leipzig Ber 61 (1909), p 125, sowie 
F Hausdoift , Mengenlehre, p 322/4 

InBbesondere smd also alle punkthaften peifekten Mengen des R n (ebenso 
alle punkthaften abgeschlossenen Mengen und alle punkthaften auBeren Gienz- 
inengen [wegen dei letzteren siehe St Mazuilienicz^), p 70]) homoomorph zu 
lmearen Mengen Dagegen ist dies hereits nicht mehr allgemem der Fall fur 
die punkthaften rnneren Gienzmengen, was St Mazurheivicz, Fundamenta math 
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haften Men gen gegeben ^Seme Einteilung ist jedoeli mchts anderes 
als erne Einteilung damacb, ob dei Inbalt bzw dei Lineal mhalt [siehe 
Nr 20c] Null, endlicb odei unendlieh ist Diese Klassifizienmg entbalt 
also mchts, was speziell anf die punkthaften Mengen zugeschmtten ist* 
Es sollen jetzt eimge Beispiele yon solchen pnnkthaften Mengen 
angegeben werden, die, wie man sehen wild, Eigenschatten besitzen, 
die a pnon den Kontmuen allern eigentumlich zn sem schemen diese 
logischen Konsequenzen scbaifei Defhntionen laufen unleugbai unseiei 
gewolmlichen, gefuhlsmaBigen Voistellung von dei Stetigkeit zuwidei 
unci lehien uns, iln zu miBtiauen 

Betrachten wn die Menge dei Punkte mit den Kooidmaten 

x = a n 

V = OAMs b n > 

wo x m dem Zablensystem von dei Basis 3, und ij in dem System 
von der Basis 2 geschneben ist, die a bezeicbnen in beliebiger Kom- 
bination die Ziffem 0 und 2, che b smcl mit den a folgendeimaBen 
verknupft es ist 

K = wenn a n — 0; 

und 

h = 1, ^enn a n = 2 

Die so erhaltene Menge ist peifekt und zwischen zweien ihrei Punkte 
unzusammenhangend Sie entbalt also kem Eontmuum Nun abei 
ist line Piojektion anf die #-Achse eine peifekte, nirgencls dichte 
Menge, wahrend lhie Piojektion auf che ij - Acbse alle Punkte dei 
Stiecke [0, 1] urnfaBt Man hat hiei also eme abgeschlossene punkthafte 
Menge, cleien eme Piojektion em Kontmuum ist~ G7a ) 

Aus dem vorstehenden Beispiel kann man ancleie, nocli meik- 
wuuligeie eihalten Sei E die soeben hebachtete Menge und sei eme 
abzalilbaie abgeschlossene Menge von leellen, zwischen 0 und 1 liegen- 
den Zahlen a gegeben Unteiweilen wu E alien Botationen vom 
Wmkel uni den Anfangspunkt Die Menge dei so eihaltenen 

Mengen ist abgeschlossen unci pimkthaft Ibie Piojektionen auf Ge- 
lade von abzaklbai unendlicb vielen Ricbtungcn, namhcb denjenigen, 

1 (1920), p 61/81, gezeigfc hat, siehe auch W Sie)2^'tsh, Fundamenta math 2 
(1921), p 81/95 Dieser gibt [lb , p 89/94] eme notwendige mid hinieichende 
Bedmgung dafur, daft eme punkthafte Menge des B n zu hnearen Mengen homoo- 
morph sei * 

257) P Pamleve 1 ™), p 16, etwas abweichend spater Pans C R 148 (1909), 
p 1156/7 

257a) *Andeie Beispiele hieifur gahen B Bane [in A Schoenfhcb, Math 
Ann 61 (1905), p 287/8] und IV H Young Math Ann 61 (1905), p 281/6 * 
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welche mit der y - Achse den Wmkel 2na bilden, enthalten Intervalle 
A U p, diejemgen Geiaden, welche zu einei der Richtungen, die den Wmkel 
2 ? ta nut dei a,-A.chse bilden, paiallel sind und vom Aufangepunkt eine 
klemeie Entfemung als 1 haben, begegnen dei Menge 
Bezeicknen wn nut 

V = f(S) 

die duich die Menge E definieite Beziekung, dann ist aucli die Menge 



wo q und & di.e Polaikooulmaten ernes Punktes smd, perfekt und 
punkthaft, und jeciei Kieis, dei den Anfaugspuukt zum Mittelpunkt 
und emeu Radius klemei als 1 hat, begegnet dei Menge 258 ) Dagegen 
wird die peifekte, punkthafte Menge 

9 = 2 

von alien vom Anfangspunkte aus gezogenen Geiaden m wenigbtens 
emem Punkte getroffen 209 ) 

JL Zotettt 260 ) hat, mdem er diese Menge noch em wemg rnodi- 
fiziert und dann unendlich viele 260a ) dazu ahnliclie Mengen veieinigt, 
erne abgeschlossene Menge M erhalten, die von jeder Geiaden der 
Ebene getroffen wird Er gibt an, M sei punkthaft, doch fehlt bei 
ihm der Nachweis diesei Eigenschaft, die demnach zweifelhaft bleibt 
Nun ist etwas spatei aueh von A Denjoy 260 13 ) ein (sogar noch em- 
facheres) Beispiel emer abgeschlossenen, sicheilich punkthaften Menge 
gegeben worden, die von jeder Geiaden dei Ebene getroffen Wird 
Wir geben deshalb hiei 260c ) em derartiges Beispiel, das dem Denjoy- 
schen Beispiel nachgebildet ist 

Fugt man zur obigen Menge E alle diejemgen bonzontalen 
Stiecken d n hmzu, deren beide Endpunkte E angehoien, so eihalt 
man einen (mit x monoton ansteigenden) Jordansoken Kurvenbogen J y 

258) Hieiaus eraiebt man, clafi man als Kurve, von welch er lm ersten Satze 
am Anfang dieser Nummei die Rede ist, niclit immer emen Kreis wablen kann , 
ferner anch, dafi dieter Satz, den man fui selbstverstancllicli zu kalfcen \eisucht 
sein konnte, erst bewiesen werden rauft 

259) Bei der Bildung des Mittag- Left lei schen Steines [siebe II B 1, Nr 13 
(TF F Osgood j] kann also das erbaltene Grebiet beschiankt sem, aucb wenn die 
Funktion nur singulare Punkte, kerne smgularen Lmien besitzt 

260) L Zoietti, Pans C R 142 (1906), p 768, Le^ns 101 ), P 23/4 

260a) *Eine Gesamtheit von dei Macktigkeit c* 

260 b) A Denjoy, Pans C R 149 (1909), p 726/7 + Em anderes Beispiel 
gibt St Mazuihewicz, Place matematyezno-fizyezne 27 (191b), p 11/16 [polmsch] * 

260c) *Stafcfc des Zoi ettischen Beispiels, das in der fianzdsischen Ausgabe 
der Encyklopadie an dieser Stelle repioduzieit wird * 
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dessen Endpunkte mit 0 nnd P bezeichnet seien Zusammen mit den 
IntervaLlen [y — 0, 0 <1 x 1] und [x = 1, 0 y 1] begienzt <7 
ein dieieckfoimiges Gebiet A Daraus kann man iolgem, daB E mcht 
nur von den [OP] schneidenden, zur a-Ackse paiallelen Geraden ge- 
tioffen wird, sondem aucli von alien denjemgen Geiaden g, die [OP] 
sclineiden und mit der positiven #-Ackse emen positiyen Winkel 

<^- emschlieBen 260d ) P v seien die auf dei Geiaden OP gelegenen 

Punkte mit ganzzahligen Abszissen Man yeischiebe nun E auf alle 
moglicken Weisen deiait, daB Anfangspunkt und Endpunkt m zwei 
aulemanderfolgende Punkte P v und P v+1 fallen, und veremige E und 
alle diese zu E kongruenten Mengen zu emer Menge P* Mit E * 
veremige man diejenigen Mengen, welcbe aus E * durch Drehung urn 

die Winkel y, -y entstehen Mail eilialt so erne abgescblossene, 

punkthafte Menge E**, die yon jeder Geraden der Ebene getroffen 
wird * 

t Nach E [= St ]MazmheiviC2~ Ql ) kannmansogar folgendes eiTeicben 
Man kann zu ugend zwei Punkten a und b inneihalb ernes Quadrates Q 
eme durchweg zusammenkanglose [s Nr 10 ] Menge M angeben, welche 
die beiden Punkte trennt, d k so daB es m Q kem Kontinuum gibt, 
das a nut b veibmdet und M mckt tnfft 262 ) Er erzielt dies daduich, 
daB er auf der Stieeke ( ab ) eme migends dichte, peifekte Menge an- 
nimmt, in den Punkten dieser Menge Lote auf (ab) erricktet und 
diese Geiaden einemdeutig den m gleichei Machtigkeit vorkandenen 
Kontmuen zuoidnet, weleke a und b enthalten, sodann zeicknet er 
einen Scknittpunkt p jedes dieser Kontmuen mit dei entspreebenden 
Geiaden aus; die Menge aller Punkte p bildet die gewunsckte zu- 
sammenhanglose Menge M Ei gibt ubiigens em in jedei Beziekung 
emdeutiges Konstruktionsveifalnen an, welches den Gebraueh des Aus- 

260 d) *Denn g tnfft J", und zwar bilden die Schmfctpunhte eme abge- 
schlossene Menge, durclilauft man g in Ricbtung dei abnehmenden y, so gibt 
es emeu Idzten Schmttpunkt, namlich A auf g A muB zu K gehoren, denn 
andeinfalls ^aie A inneihalb emei fetiecke 8 n gelcgen und q muBte (wegen der 
Annabme uber die Neigungswinkel) nach A in A eindringen, muBte alao A wie- 
der yerlassen und J noch einmal schneiden + 

261) *E [= St] Mazurhcii'icZj Anz Ak Wise Krakau 1913 A, p 49/51 u 
52/55 * 

2b2) ^DaB man dies mcht iui eme abqeschlossene punkthatte Menge M er- 
reichen kann, iolgt aus dem in Nr Id [b« i Anm 2JIa )J angegebenen Satz von 
E Pliiagmin (Oder aus dem in Nr 17 [bei Anm S1J )] angefuhiten L E J 
Brotuuerschen Satz, der die llberemstimmung \on Dimensionagiad und Dimen- 
sionazahl aussast) * 
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wablaxioms [s 106 )] veimeidet unci voi allem erne emzige vollig be- 
stimmte Punktmenge M liefeifc 

Mifc Hilfe dieser zusammenbanglosen Mengen M gelmgt es E 31a- 
surJuewiC2 m ) weiterbin, zu zeigen, dafl jedes Kontiuuum 263 *) m 2 
(elementenfiemde) punktbafte Mengen zeilegt weiden kann Erne 
an dei e solcke Zerlegung clei Ebene und daunt ngendemes in lhr 
enthaltenen Kontmuums m 2 pimktkafte Mengen gibt (ebenfalls in 
vollig emdeutiger Weisej W SieipihsL 264 ) Dieser weist daiauf bin, 
daB die Zeilegung in 3 punktbafte Mengen sebi leickt ist (was fur 2 
mckt bebauptet werden kann) 265 ) Man biauckt namlicb die Punkte 
dei Ebene nui zu zeilegen m 1 die Menge allei Punkte nut nm 
rationalen Kooidmaten, 2 die Menge allei Punkte rnit nur mationalen 
Koordmaten, 3 die Menge dei Punkte, fui welcbe die eme Kooidinate 
lational, die andeie matLonal ist Neuei clings bat jS^ 31azmhewicz 2Gta ) 
nocb gezeigt, claB jedei ebene Beieieb sogai m zwei punktbafte Bo)d- 
sche Mengen [duttei Oidnung 26{>b ), vgl Ni 51a] zeilegt weiden kann 

Femei zeigen E 31azu)liewicz u W Sieipivsli™) die Existenz 
emei Menge E, welcbe sick so in zwei eleoientenfiemde Teilmengen A 
und B zeilegen laBt, daB die uispi unglicbe Menge E nnt jedet llnei 
beiden Teilmengen A und B kongruent ist 266a ) Betracbtet man namlicb 
m dei Ebene der komplexen Zablen die Rotation B(z) = && und die 
Tianslation T{&)=&- f- 1, dann soil die Menge E aus alien [ab- 
zablbai unendlich vielen] Punkten dei Ebene besteben, die man aus 
dem Nullpunkt eibalten kann, daduicb daB man diese beLden Ope- 
lationen endlicb oft m beliebigei Oidnung anwendet Die Teilmenge 
A seien diejemgen Punkte, welcbe sich eigeben, wenn die zuletzt an- 

263) Jb 2G1 ), p 46/52 * 

263 a) v Tn dei Ebene Oder nn /i-dimensionalen Ramn * 

264) Sierpiiish, Anz Ak Wiss Krakau 1913 A, p> 76/82 * 

265) *Ib , p 82 [Vgl aucb W Sieipiu&lt, Fundamenta math 4 (1923), p 1/2 J* 

265a) *St MciziulaevncZj Fundamenta math 3 (1922), p 65/75 * 

265b) *Er beweist zugleich, daB eme solcke Zerlegung in zwei punktbafte 
Borehche Mengen zweiter Oidnung niebt moglick ist Vgl dazu auch O Kura- 
toiosli u W Sieipi/idi, Fundamenta matb 3 (1922), p 303/13 * 

266) *E 3IazailieiLicz u W Sierpihsla , Pans C R 158 (1914), p 618/9 
[Siebe bierzu aucb St JRuziewicz, Fundamenta math 2 (1921), p 4/7]* 

266 a) +F Hausdoift, Meugenlehre, p 469/72, Matb Ann 75 (1914), p 428/433, 
bat (ungefahi gleichzeitig) m anderer Weise auf der Kugel erne deiartige ab- 
zablbare Menge E konstiuiert und dann [mit Hilfe des Auswablasioms 100 )] 
sogai eme solebe mcht-abzaklbare Menge, letztere entstekt bei lkm so, daB ei 
die Kugeloberflacbe (von einer abzaklbaien Menge abgeseken) m drei elementen- 
fremde Mengen A, JB , C zeilegt, derart, daB A, I>, C und (2? -f- C) paaiweise kon- 
gruent Sind Ygl Nr 20, FuBn 404 ) * 
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gewendete Opeiation die Kotation R(z) isfc, die Teil menge B seien 
diejemgen Punkte, dL© sick ergeben, wean die zuletzt angewendete 
Operation die Translation T(d) ist Dann wird [mit Hilfe dei Tat- 
sacke, daB e l mckt Wmzel einei algekiaiscken Gleickung mit ganz- 
zakligen Koeffizienten sem kann 266 b )] bewiesen, daB A und B okne ge- 
meinsame Elemente sind, und es ist deskalb 

E — A + B, R{E) = A , T(E) = B 

In aknlichei Weise kann man die Menge E m beliebig endlick yiele 
oder in abzaklbai unendlich viele Teilmengen zerlegen, dLe paarweise 
okne gememsame Punkte smd und von denen jede mit E zur Deckung 
gebiackt weiden kann* 

Die Eigentumlickkeiten der punktkaften Men gen kaben Veran- 
lassung gegeben zui Emfukiung des Begriffes der Winching (sinuostte) 
emer punktkaften Menge 

Veibmden wn zwei Punkte a und b dei Ivomplementai menge 
einei punktkaften Menge E auf alle Aiten, die moglick smd, okne 
daB man duick emeu Punkt dei Menge E hinduichgekt Sei 1 + X 
die unteie Gienze des Veikaltnisses dei Langen dieser Wege zui Lange 
ab Dei obeie Limes von X, wenn a und b gegen emen gegebenen 
Punkt dei Menge E konvergieren, ist dann die Windung (sinuosite) 
von E in diesem Punkte 2G7 ) 

JEs sei bemerkt, daB diesei Begriff im wesentlicken auf abge- 
scklossene punktkafte bzw auf verstieute Mengeu zugesckmtten ist 
In der Tat kann bei allgememeien punkthaften Mengen M (wie die 
vorkm eiwaknten Resultate von E Mazurhiewicz zeigen) die Eom- 
plementai menge K ebenfalls puuktkaft sem, so daB es mckt moglick 
ist, ngend zwei Punkte a und b von K durck emeu (nock dazu lek- 
tifizieibaien) Weg zu veibmden, okne die Menge M zu treffen Je- 
dock kaben, wie W Sieipuiski™*) neuerdmgs gezeigt hat, ebene 
Punktmengen, die zugleirk nut lkiei Komplementai menge punktkaft 
smd, die bemeikensweite Eigensckaft, auch luckenlos zusammenkan- 
gend zu sem Er beweist ubngens allgemem, daB die Komplementai - 
menge emer ebenen (oder ubeikaupt einei mi i? n , fui n>l, ge- 

266b) *Vgl IC3, Nr 7 (P Badimann)* 

267) A Duijoy, Pans C R 149 (1909), p 726, 1048 Sielie aucli L Zoretti, 
Pans C R 150 (1910), p 162, wo andeie Aiten der Einfuhrung solcher cbarak- 
tenstischer Zablen fui die Punkte einei (nicht einmal mekr notwendig punkt- 
haften) Menge ausemandeigesetzt smd *Ubrigens sei darauf hmgewiesen, daB 
dieser Begriff der Windung (smuosite) aufs engste mit dem A Schoe>ifhes&ch.en 
Begriff der Wegdibtanz bzw. der Unbewalltheit [vgl Nr 13J zusammenh&ngt * 

267a) * W Sieipitish, Pundamenta math 1 (1920), p 7/10* 
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legenen) punktbaften Menge luckenlos zusammenbangend ist 267b ) Eme 
andere Klasse von Mengen, die zugleick pnnkttaft nod luckenlos zu- 
sarDinenhangencl sind, baben S Kna&te) und C Kuratoivshi 267 c ) ange- 
geben 267d ) Sie bezeichnen eme luckenlos zusainmenkangende Menge 
(„ens connexe“), die sick mcht m zwei elementenfiemde, luckenlos 
zusammenhangende Teilmengen zeilegen laBt, als „biconnexe u und sie 
beweisen. cluicb em meikwuidiges Beispiel 2670 ) die Existenz solcliei 
Mengen Dieses Beispiel hat zugleick die Eigen3chaft 267f ), nacli Weg- 
lassung ernes emzigen Punktes kemen luckenlos znsammenkangenden 
Bestandteil mehi zu entkalten 267 e )* 

+ Zum SckluB sei hier nock auf einen Satz hmgewiesen, dei (in 
efcwas spezielleiei Form) von L Schcefiet 26S ) aufgestellt worden ist 
Sind auf einei Geraden eme beliebige nugends diebte Pnnktmenge 
P und eme beliebige abzaklbaie Menge A vorgelegt, dann kann man 
zwiseken beliebig gegebenen Gienzen g 1 und r/ a lmmei Zaklen g so 
bestimmen, daB die Menge A, wenn sie um die Stiecke g veischoben 
vrnd, m lkrei neuen Lage kemen emzigen Punkt von P enthalt 

Diesel Satz laBt sich mit Leicktigkeit auf beliebig viele Dimen- 
sionen ubeitiagen 26Sa )* 

15. Mengen, die von einem Parameter abhangen Man bat 
baufig veiandeiliche Mengen zu beti acliten , die von emem Paia- 
meter abbangen Man kann dann fui diese Mengen die Gtenzmenge 
definieien Wir finden hiei das Woit „Grenze“ in semei alten, aut die 

267 b) +W Sieipirish , Fundamenta math 2 (1921), p 94/5, [vgl auch 
B Knaste) u C KiuatoiLshi lSQ ) } p 236/7] — DaB die Komplementaimenge einer 
abgeschlossenen, punktbaften Menge em emziges C4ebiet ist, hat schon liuher 
E Fkragmen gezeigt, siehe 234 tt ) * 

267 c) Knaster u C Kuratowsli 1SG ), mahes p 214/16 * 

267 d) *Noch andere Beispiele punkthafter, luckenlos zuaarnmenhungender 
Mengen a a 0 2b7c ), p 245/53, L Vietons 150 ), p 202/4, C Kuratowblaw II Sirr- 
ptnshi 265 1 ), p 303/6 * 

267 e) + a a 0 Sb7c ), p 241/5* 

267 f) + a a 0 267c ), p 244, siehe dazu auch J E Kline , Fundamenta math 
3 (1922), p 238/9 * 

267g) *Hiei sei noch darauf hingewiesen, daB St Mazurlicwtcz, Fundamenta 
math 2 (1921), p 96/103, em sehr eigentumliches Beispiel emer ebenen, lucken- 
los zusammenhangenden Menge angegelen hat, die keine beschranhte, luckenlos 
zusammenhangende leilmenge enthalt [Vgl auch JB Kua&ta u C Kura- 
touski 13d ), p 244/5 ]* 

~GS) *Acta math 5 (1884), p 291, dort handelt es sich nur um eine peiftLte 
nirgends dichte Menge P, doch ist leicht eisicbtlich, daJ3 sich dei Satz ebonso 
auch in der olugen allgememeien Fassung beweisen laBt* 

268 a) *Vgl etwa Y TJclnda, Tohoku Math J 15 (1919), p 284 * 
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Anfemandofolge veianderlichei Elemente bezuglichen Gebrauclisweise, 
wahrend man sonst in der Mengenlehie die in unendlicher Zahl ge- 
gebenen Elemente gleichzeitig betiaclitet 

Der Emfachbeit halber wollen wu aunehmen, daB die Mengen E n 
von emem Index n abbangen, dei ubei alle Gienzen wachst, also eme 
Mengenfolge bilden - 68b ) 

Em Punkt lieiBe Gienzpunkt do E n , wenn es m jedei seiner 
Umgebungen fm unendlich viele Weifce von n Punkte gibt, die zu 
K gelioien Er beiBe Gienzpunld fit) fast alle E n) wenn man zu. 
jedei seiner Umgebungen eine Zahl v deiait fmden kann, daB fm 
n^v jede Menge E n m diese Umgebung emdungt 2C9 ) 

Die Menge der Gienzpunkte deL E n wild kuiz Gienzmenge dei E n 
genannt Diese Menge enthalt stets mmdestens emen Punkt, ^wenn 
die E n gleiehmaBig besclnankt sind*, und ist dann abgeschlossen ^Da- 
gegen biauchen Gienzpunkte fui fast alle E n (auch bei gleiehmaBig 
besclnankten E n ) mcht lmmer zu existieien, wenn aber solche Punkte 
existieren, dann ist lhre Menge ebenfalls abgeschlossen* 

Jm Zusammenhang damit stehen die folgenden Begnffe, die auf 
E Buiel m ) zuiuckgehen' Als „vollstandige Gi ensmenge" („ ensemble h- 
mite complct“) der Mengen E n bezeichnet ei die Menge dei Elemente, 
die unendlich vielen E n angehoien, als „en(/e>e G) enzmenge u ( , } e l 
rest)emt u ) die Menge der Elemente, die fast alien E n (d h alien bis 
auf hochstens endlich viele Ausnahmen) angehoren Die vollstandige 
Gienzmenge emei Mengenfolge und die engeie Gienzmenge der Edge 
dei Komplementaimengen smd zuemander komplementar 

F Hansdoiff hat fm voistehende Beguffe abweichende zweckmaBige 
Bezeichnungen emgefuhit und auch einige weiteie hieiheigehonge Be- 
gnikbildungen angegeben Er bezeichnet zunachbt 271 ) (nach dem Vorbild 


268 b) ^Allgememere Betiachtungen bei L Vietous ljy ), p 184/l f <4* 

269) Dieser Begnft cleb Grenzpunktes emer Mengenfolge ist von P Pamlcm 
emgefuhit worden, siehe L Zoietti , J de math (6) 1 (1905), p b. Bull Soc 
math Fiance 37 (19u9), p llb/9 — Zoiettis Bezeichnung „p himti pour iou^ 
les ist lm Text mit „Gienzpunl\t fur fast alle JE n “ wiedeigegeben, dem Wort- 
gebrauch von G Koualcivski folgend [zueist m Einfulirung m die Infinitesimal- 
rechnung, Leipzig 1908, p 11J fust alle == alle bis auf hochstens endlich viele 
Ausnahmen * 

*Eiue von der vorigen abweichende Bezeicbnung hudet sich bei S Jam- 
szensli, These 180 ), p 93/1 ensemble d' accumulation = Menge der Gienzpunkte 
der E n (Grenzmenge) , ensemble hmitc — Menge der Gienzpunkte fast aller E n * 

270) Borelj Le^ns sur les fonctions de variables reelles, Pans 1905, 

I 18* 

271) Havstfoiff, Mengenlehie, p 21 * 



940 


II C 9 a Zoretti- Rosenthal Die Punktmengen 


der Analysis 271 a )) die „vollstandige Grenzmenge" der E n als den obeien 
Limes (limes superioi) dei Mengenfolge, femer die „engere Grenz- 
menge“ der E n als den anteien Limes (limes mfenor) dei Mengen- 
folge, sind beide gleich, so bezeichnet ei sie kuiz als den Limes 
der Mengenfolge, und ei nennt m dieseni Falle die Mengenfolge \on- 
veigent 271L ), ei scbreibt Lim sup E n , Lim inf E n bzw Lira E n 
Sodann bezeicbnet er 272 ), was oben Menge der Grenzpunkte der E n 
(Grenzmenge) bzw Menge dei Grenzpunkte fur fast alLe E n genannt 
wrnde, als obeien abgesehlossenen Limes bzw als untei en abgeschlossenen 
Limes von E tl und lm Falle der Gleichbeit beidei kuiz als abgeschlossenen 
Limes , ei scbieibt dies Lim sup E n bzw Lim mf23 rt bzw Lim E n 272a ) 
AuBeidem bildet ei nocb folgende neuen Beguffe 273 ; die Menge der 
Punkte, deien Umgebung unendlieli vielen E n angeboit, nennt er das 
obeie Limesgebiet dei Mengenfolge, die Menge dei Punkte, deien Um- 
gebung fast alien E n angeboit, bezeicbnet ei als das untei e Limes- 
gebiet der E smd beide emander gleich, so bezeicbnet er sie emfacb 
als Limesgebiet der Mengenfolge 278 ), mit Eucksicbt auf Nr 8 [msbes 
bei 85 d l] batten wir dafur konsequent zu sagen „obeien bzw untei en 
offeuen Lnne$ Ct bzw :j offeuen Lmies (t scblecbtbm, F Hausdoiff scbieLbt 
bieifiu Lim sup E n bzw Lim mf E n bzw LimA^ Alle diese Beguffe 
lassen sicb mit Hilfe von Summe und Dmcbscbnitt [siebe Anm 85 )] 
m Formeln ausdiucken 273 a )* 

271a) *Vgl I A 3, Nr 15 (A Prmgsheim)* 

271b) + Z B Erne anfsteigende bzw absteigende Folge memander gesehach- 
telter Mengen konvergieit and zwar gegen die Yeieinigungsmenge bzw gegen 
den Durchschmtt dei Folge * 

272) *F Hausdurff, Mengenlehre, p 236 * 

272 a) *Sebi ansdrucksvoll smd die Bezeicbnungen, die neuei dings H Hahn , 
Reelle Funktionen I, p 4u 74, lneifnr veiwendet Er bezeicbnet einen „Grenz- 
punkt der E tl u bzw „fui fast alle E n u als „a ufieien bzw mneien N ahei mujs- 
puiihi" der Folge die Menge dei eisteren bezeicbnet er als „obere Nohe- 
lungs grenze“, die der letzteren als i} uyiteie Naheningsqienee “ der E n , wenn beide 
zusammenfallen, spucbfc ei knrz von der „Naherungsqi enze“ der E n Dagegen 
bezeicbnet er den ,, obeien bzw nnteien Limes 11 als „obere bzw untere Game in- 
schaftsgrenze“ * 

273) *Siehe Anm 14 °) [soweit sie sicb auf F Hansdoiff beziebt] — Em 
Ansatz zu dem Begnff des „Limesgebietes“ findet sicb bei G Carathtodory , Math 
Ann 72 (1912), p 124/5* 

273a) *Z B 

Lim sup E n = [(F 1 + E t E, + + E n -j- ) (E^ + E s + + E n -f ) 

(F a + * + E n + ) ] , 

Lim mf E n = [(-E , 1 E i E s E n ) + (E 2 E z E n ) 

+ (E 3 E )+ . r 
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Eb ist von Intel esse, zu fiagen, m welchem Falle em veiander- 
hches Kontinuum wieder em Kontinuum als Gienzmenge hat 

P Painleve gibt den folgenden Satz 

Wenn jedes dei beschiankten Koutmuen E n aile folgenden ent- 
balt, so ist die Gienzmenge 273 b ) em Kontinuum (odei leduzieit sich 
auf emen Punkt) 273 c ) 

L Zoretti 2U ) vei allgem emert den Satz so Hat man erne ^gleich- 
maBig bescbrankte 274 *)* Folge von Kontmuen 274b ) E n und existiert 
mmdestens ein Punkt a, der Grenzpunkt fui fast alle Kontinua E n 
ist, so ist die Gienzmenge ein Kontinuum (odei reduzieit sich auf 
emen Punkt) 

Man kann weitei fiagen, ob es m dem Falle, wo Kontinua E n 
zur Gienzmenge em Kontinuum E baben, notwendig Punkte von E 
gibt, die Gienzpunkte fui fast alle E n smd, oder auch ob man untei 
den E n solche Mengen G p auswahlen kann, daB die neue Gienzmenge 
ebenfalls noch em Kontinuum ist und Gienzpunkte fast allei G p ent- 
halt Emfacke Beispiele zeigen, daB dafui Bedingungen notwendig smd 

E Zo)etti m ) hat hieuibei den folgenden Satz bewiesen 

Haben die + gleichmaBig beschiankten* Kontinua E n ein Kontinuum 
E zur Gienzmenge nnd existieit em Punkt a , dei Grenzpunkt fast 
allei E n ist, so kann man unter den E n unendlich yiele Mengen Q 
auswahlen, dei ait, daB deieu Grenzmenge G em Kontinuum ist, und 
daB jedei Punkt von G Gienzpunkt fast aller G p ist 

Alle diese Resultate finden vielfache Anwendungen m der Funk- 
tionenlehie 

Korrespondeuzen zwischen Bereichen von m nnd n Dimensionen 

16. Die Machtigkeit des ?l-dimensionalen Kontmuums Peano- 
Kurven Schon weitei oben [Ni 7] ist auf den allgememen Satz von 
G Cantor™) uber die Machtigkeit des w-dimensionalen Kontmuums 
hmgewiesen woiden Diesen Satz hat G Canto) m den beiden folgen- 
den Foimen angegeben 

I Seien x L , x 2 , , x n n Verandeihche, von denen jede alle leellen 

273 b) + Hier = Limes * 

273 c) *Vgl dazu 31 ) * 

274) Zoretti 280 ), erstes Zitat, * 

274 a) *0kne diesen Zusatz ,,gleichmdBig bescbiankt 11 ware der Satz mcbt 
ncbtig , \gl F Hansdo) ff 27ih ) * 

274b) * Allgemeiner zusammenhangende Mengen, siehe F Hansdorff, 
Mengenlebre, p 301/2 * 

275) Zoietti 209 j, zweites Zitat* 

276) G Canto), J f Math 84 (1878), p 242ff, Acta math 2 (1883), p 311 ff 
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Werte zwischen 0 und 1 annekmen karm, unci sei t eme andeie Vei- 
anderliche, die deiselben Weite fakig ist, dann kann man alle Werte 
von t alien Wei tesystemen dei £ 1? a: 2; , x n einemdeutig zuoidnen 

II Em n-dimensionales Kontmuum laBt sich emein lineal en Kon- 
tmunm odei auch emem Kontmuum von m Dimensionen (m = n) ein- 
emdeutig zuordnen 


Der Beweis (z B lm Falle n — 2) beiuht auf der Daistellung 
jedei leellen Zakl zwischen 0 und 1 durcli emeu Kettenbiuck [I A 3, 
Nr 9, 45 und 47 (A Pnnc/she?m)~\ 


X = 7 ‘ + 

a. 


JJ 

la. 


+ +iv+ 


wo die a 13 a 29 , a n , ganze positive Zablen &md 277 ) JDiesei 

Kettenbruch ist endlicb oder unendlich, je nacbclem x eme lationale 
oder eme lirationale Zahl ist* 

Dieser Zabl x kann man beispielsweise das System dei Zablen 


X- 


JJ_1_ JJ_|_ 

K ^ K ‘ 

jy + jj + 

In 1 Is, 1 


+ 


fl,, 


I _JLJ 
^ I 


+ 

+ 


entspreeben lassen, und man siekt, daB jeder Zabl i zwiseben 0 und 1 
ein System von Zablen X , Y zwischen 0 und 1 entspncht 

*Es gilt auch das Umgekekite, wenn man nur mationale Koor- 
dmaten x bzw X, Y ms Auge faBt (wo aEo alle Kettenbi uche un- 
endlicb smd) Man erkalt demnacb fui diese mationalen Punkte x 
und X, Y eme umkekrbar emdeutige Abbildung aufemandei Diese 
Abbildnng mufi man nun duicb Hmzunahme dei rationalen Weite in 
geeignetei Weise zu emer Abbildung alle) leellen Weite eiweitein, 
dies ist moglick, da man die irrationalen Zablen zwischen 0 und 1 
auf alle leellen Zablen zwischen 0 und 1 ememdeutig bezieben kann 
Auf diese Weise eikalt man die gesuebte Zuordnung 278 j 27y )* 


277) ^Man kann statt von dei Kettenbiuck enWicklung auch von der Dezi- 
malbruchdarstellung ausgehen, bierbei ist es zwechmaBig, \on emem Kunstgnff 
von J Komg Gebrauck zu machen, urn eine em emdeutige Abbildung zu er- 
halten, siehe bieiuber F Klein , Elemental mathematik vom boheren Standpunkte 
aus, Teil I, 1 Aufl Leipzig 1908, p 559/65, 2 Aufl Leipzig 1911, p 561/7* 

278) *Wenn man die Dezimalbruchdarstellung [mit dem m 277 ) zitieiten 
Kunstgnff von J Komg] verwendet, so erbalt man ganz dnekt und also ein- 
facber die nmkebrbar emdeutige Abbildung alien Zablen x auf alle Zablen- 
paare X y Y* 

279) *Die gleiche Methode laBt sich mebt nm auf beliebige endlicbe Dimen- 
sionen ubertiagen, sondein G Cantor [J f Math 84 (1878;, p 256, Acta math 
2 (1883 j, v 32b | hat nut dieser Meth ode BOcr n i nark orp wi^en rbRfin 
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Hat man erne solche Zuoidnnng aufgestellt, so kann man. sagen, 
daB X uud Y Fnnktionen yon x smd , diese Funktionen sind abei un- 
stdig 280 ) 

G Peano 2S1 ) hat das eiste Beispiel enier stetigen Abbildung der 
Stiecke auf das Quadiat gegeben er bat zwei stetige Funktionen der 
Veicindei lichen t Y(x) 

bilden konnen, die, wenn x alle Weite von 0 bis 1 duicblauit, alle 
Weitesjsteme annebmen, btn denen die beiden Vauabeln zwischeu 0 
und 1 liegen (mklusive 0 und 1 selbst) Dei Punkt X, Y besckieibt 
also eme stetige Ivuive [N"i 12] und diese Kuive gebt duich alle 
Punkte ernes Quadiates von dei Seite 1 

Man bezeicbnet solcbe Kuiven nnt dem Namen Peano-Km vcn 
Das Beispiel von G Peano ist folgendes Sei die Zabl ^ ua System 
von dei Basis 3 gescbnebeu 

x = 0, a i a 2 a n 

Nennen wn die Zifiei (2 — a) das Komplement dei Ziffei a , und be- 

von abzahlbai unendlichvielen Dimensional [vgl Nr 26 a] sick eben falls auf das 
Lmearkontinuum umkehibai emdeutig abbildon 1 a 6 fc, so daB also boide diegleicne 
Machtigkeit besitzen 

Ferner hat F Benistem [Dissertation 00 ), p 44, Math Ann 61 (1905), p 146] 
gezeigt, daB nicht nur die Meuge dei Punlte des w-dimensionalen JEtaumes, aondern 
auck die Menge der abzahlbaren Mengen, die Merige da abgeschlossenen Mengen, 
die Menge der peifclten Mengen des w-dimensionalen Ramues die Machtigkeit c 
des Liuearkontmuums besitzen [Vgl auch B Levi , Rendic Istit Lomb (2) 35 
(1902), p 864/8, F Benistem, Gott Nachr 1904, p 559 J 

Ebenso ergibt suh leicht, daB die Machtigkeit der Menge aller Boi clschen 
Mengen sowie auch die der Menge aller Mengen (A) [Nr 9 b] gleich c ist * 

280) + Wnd ein beliebiger Bereich B der Ebene auf erne btrecke J um- 
kehibar emdeutig abgebildet, wobei diese Abbildung duich die Funktion X — f(x ), 
Y = g(%) daigestellt wird, dann kann man einen Punkt x (von J), fur velchen 
f[x) und g\ l) bade stetig smd, einen Stetigkeitspunkt der Abbildung nennen, 
und einen Punkt %, fur welchen mmdestens eme dei beiden Funktionen unatetig 
ist, ala Unstetigkeitspunkt bezeichnen S Kakeyct [T6hoku Math Journ 5 ("1914;, 
p 185/8] hat Member den folgenden Satz bewiesen In jeder umkehrbar em- 
deutigen Abbildung einer Stiecke J auf einen Beieich B muB die Menge der 
Stetigkeitspunkte m J eme mnere Gienzmenge sem und die Menge der Un- 
stetigkeitspunkte in J eioen in sich dichten Bestandteil enthalten 

H Hahn [Ann di mat (3) 21 (191 J), p 31/42] hat duich ein Beispiel ge- 
zeigt, dafi man die umkehrbar emdeutige Abbildung ernes Quadiates auf die 
Stiecke 7 so ausfuhren kann, daB dabei die eme der beiden Abbildungslunktionen 
X = f(x), Y=g(x) auf der ganzen Strecke J stetig ist* 

2S1) G Peano , Math Ann 36 (IS90), p 157/bU [Ein ahnliches Beispiel, das 
sich ebenfalls auf mehr als 2 Dimensiouen ausdehnen laBt, hat spater A Schoen- 
flics, Nachr Ges Gott 1896, p 255/6t>, gegeben ] 
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zeichnen wn sie nut k a > so da6 

h = 2, 1,-1, fc 2 = 0 

ist Sei k* das Resultafc der w-mal an a wiedeiholten Operation k 
Man. hat dann ? s» a Jc -n + i = j t 

1 a la 1 (i 

Lassen wir der Zalil ^ das System der beiden Zalilen 

X = 0,b 1 b 2 b n , 

Y = 0, c t c 2 c n , 
entspiechen, mdem wir setzen 

li = a 1: c t = 1?, 


«4 


h a i + a \ + + a 2 n — 2 £ ] L a i + a 2w — 1 

” a 2n-l ? w c 2 ?i 5 

mit andeien Woiten, die w te Ziffei von X soli a 2w-1 odei sein Kom- 
plement sem ; je naclidem die Summe, die aus den vorkeigehenden 
Ziffei n von geiadei Ordnung m x gebildet wild, geiade odei ungeiade 
ist, entspieckend ist die Regel fui Y 

Jedem Weit von x entspncht dann em System X , Y, und diese 
Zuoidnnng ist stetig Denn Wenn zwei Werte von x benachbait smd ; 
so haben sie ( + mi allgememen*) eme gioBe Anzahl von Ziffem gexnem- 
sam, die entspi eclienden Zaklenweite X, Y haben denmacli auch viele 
Ziffei n gememsaru ^AuBeidem gilt (was fui die Stetigkeit der JPeano - 
schen Abbildung entsckeidend ist) der folgencle Umstand 282 ) Wenn x 
und x zwei tuadisclie Biuche von gleicbem Weite, abei versclnedenei 
Form smd 2S3 ) ; und wenn X, Y bzw X', Y' deni x bzw x entspi ecken, 
so kat man 

Wert von X — Weit von X' } Weit von Y = Wert von Y' * 
Man muB kier sogleick bemerken, daB zwai jedem Wert von x 
genau em Weitesystem X, Y entspnckt, daB abei imigekekit emem 
System von Werten von X und Y zwei odei viei Weite von x ent- 
sprecken konnen, die Zuoidnung ist also meld umlehlar emdcutig 
Em andeies Beispielhat m geometnsck-ansckaulicbei Foim D Hd- 
be>i m ) gegeben Es besteht m folgendem Man teile die Stiecke [0, 1] 
in 4 ; 16, 64, , 4* gleicke Teile und ebenso das Quadiat von der 


282) Jjr Peano, a a 0 28;l ) T p 158 * 

283) *Z B - r==0ja ^ 2 a n _ t a n 222 

r'= 0, a i ct 1 a /l _ 1 af l 0 00 
wobei a n = 0 odei 1, a ? ' = a„4- 1 ist* 

284) D Hilbert, Math Ann 38 (1891), p 459 
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Seite eins m dieselbe Zalil gleicli groBei Quadiate, hieiauf setze roan 
unter diesen 4" Quadiaten erne geeignete Oi driving, erne Numeneiimg 
fest ; die jedes von lhnen emei der Strecken entsprechen laBt Em 
beliebigei Punkt dei Stiecke (0 ; 1) ist dann m jedem Stadium dei 
Teilnng (^wenn mcbt selbst em Teilpunkt*) em mneiei Punkt emer 
der Strecken, lhin entspucbt also jedesmal em Quadrat, man beweist, 
daB diese Quadiate memandei eingescbachtelt smd und gegen einen 
Punkt konvergieren Jn abnlicher Weise ist auck emem Teilpunkt 
der Stiecke em Eckpunkt der Quadiatteilung zugeoidnet * Jedem 
Punkt x dei Stiecke entspucbt denmacb genau em Punkt X, Y des 
Quadrates und die Zuoidnung ist stetig 

Aucb bier entspucbt emem Punkt e des Quadiates mcbt limner 
nui ein Wert von + Wenn wn von den Punkten dei Begrenzung 
des Ausgangsquadrates (welcbe emfacbe oder zweifacbe Punkte smd) 
abseben nnd nur die mneien Punkte des Ausgangsquadiates betiacbten, 
so ergibt sicb* liegt dei Punkt auf exnei Seite ernes dei Teilquadiate, 
so entspiecben lbm zwei, ist ei Eckpunkt ernes dei Teilquadiate, so 
entspiecben ibm + zwei ; diei oder* vxei Weite a, 285 ) Die Menge der 
Punkte des Quadrates, denen mehi als em Punkt entspneht, ist f/wie 
ancb bei G Peano*] un Quadiate iibei all dicht 

Seitber smd nocb andere Beispiele von Peano- Kiuven gegeben 
worden 286 ) 

JP Balm-* 1 ) bat bewiesen, daB jeile eindeutige und sfcetige Ab- 

285) + Die Vielfachheit der Punkte bei dem Hlberlschen Beispiel wird kaufig 
unuchtig angegeben Erne ricbtige Darstellung findet sich z B bei J Piopont , 
Lectures on the theoiy of functions of real variables, Bd 2 (Boston 1912), p 590/2 * 

2S6) Schocnfhes [Bericht I 1900, p 121/3] bat erne emfache (dei Hilbtit- 
scben Betiachtungsweise entsprechende) geometnscke Intel pi etation des P<ano- 
scken Bfispiels und zugleich eine Yeiallgememerung dessdben gegeben Ebonso 
E II ]\Ioo)e, Trans Amer Math Soc 1 (1900 p 72 Vgl auch flefi, Stetige 
Abbildung emei Lime aut em Quadiat, DisBeil Urnv Zurich 1905 Audeie Bei- 
spiele gaben TT Sieipiush , Anz Ak Wiss Krakau 1912 A, p 152/78, Place 
matematyczno-fizyczue 23 (1912), p 193/219 [letzteies polmsch], G Polya, Anz 
Ak AYiss Krakau 1913 A, p 305/13 , * sowie msbesondere H Lebesguc, Lemons 
sur 1’integration 80 ), p 41, letzteier bat sem Beispiel sogar aut den Fall von ab- 
zablbar unendlich vielen Dimeubionen ubertragen [J do math (G) 1 (1905\ p 210] 
+ Femei H Hahn 280 ), p 50,55 und K Knapp, Arckiv Math Phys (3) 2b (1917), 
P HO" 

287) *H Hahn 28 °), p 42/50 Die aut die dieifacheu Punkte sich beziehende 
Bebauptung ist schon fmher von H Lebesguc , Math Ann 70 (1911), p 108, (obne 
Beweis) ausgesinocben und neuerdings, Fundamenta math 2 (1921), p 256/85, 
insbes p 277/85, von lkm bewiesen woiden, und zwai gleicb fm n Dimensionen, 
wo mindestens (to -f- l)-fache Punkte auftreten [Dazu (fui n = 2) auch St Ma- 
zurlaeioicz, Place matematyczno-fizyczne 2o (1915), p 113/20 (polmscb)]* 
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bildung dei Strecke auf das Quadrat folgende Eigenschaften besitzt 
Es gibt immer un Quadrat em Teilkontmuum, dui eh dessen samtliche 
Punkte die Peano-Kurve rumdestens zweimal hmduichgeht Peinei 
gibt es immer eme lin Quadiat ubeiall dichte Menge von Punkten, 
die samtlich mindestens dteifache Punkte smd, lhie entspiechenden 
Punkte liegen auf der Strecke ebenfalls uberall dicht AuBeidem haben 
H Hahn 2SS ) sowie G Polya™) Beispiele yon Peano Kuiven angegeben, 
welebe nur liochstens dieifache Punkte besitzen* 

A Schoenfhes hat die Fiage anfgewoifen, ob oder untei wolchen 
Bedmgungen em beliebigei Beieich der Ebene duieh eme Peano - Kuive 
bedeckt weiden kann ; d h emdentiges nnd stetiges Abbild dei Stiecke 
sem kann 

JZugleich hat ei die folgende, noeh viel allgememeie Frage ge- 
stellt und beantwortet Welches smd uberhaupt die Gebilde der Ebene, 
die als emdentiges und stetiges Abbild der Strecke, d h als stetige 
Kurye aufgefaBt weiden konnen? Dam it kommen wir also zu der 
schon m Nr 12 aufgewoifenen Fiage zuruck nach den notwendigen 
und himeichenden Bedmgungen dafiu, daB em KonLinuum eme stetige 
Kmve daistelle A Schoenfhes ist hierbei zu dem folgenden wichtigen 
nnd die Fiage entscheidenden Resultate gelangt 289 ) 

Es sei zunachst bemeikt, daB die Komplementai menge ernes Kon- 
tmuums G sich aus endlich oder abzahibar unendlieli vielen (^emfach 
zusammenhangenden) Gebieten G % zusammensetzt, deien Begienzuug 
ganz aus Punkten von C gebildet wird 

Eme notivenchge und lumeichende Bedmgung da fur , da/3 em ebe - 
wes 2S9a ), beschi anltes Kontinuum G als emdentiges und stetiges Bdd cine > 
Sti echo darstdlbar ist , besteht nun da>in 9 da/3 1 fm jedes Komplemen- 
targebut G % von G seine Begienzung alheitig eiieichbar id, und da/3 
2 Komplementcugebiete von G, deien Dwchmcsser eme beliehg voige- 
gebene, positive Gro/3e iibei steigen, mu m endheher Anzalil aaftreten m ) 


2S8) *H Hahn 280 ), p 50/1, dies ist eme emfacke Modifikation der geo- 
metrischen Fassung- 86 ) des Pecumehen Beispiels — Auf die Exiatenz derartigei 
Peano-K urven hat bereits D Hilbert 284 ) hingewiesen — Siehe auch H Lebes - 
#M 0 S87 ), eistes Zitat und zweites Zitat, p 281 /i* 

289) *A Schoenfhes, Bencht II 1908, p 212/37, msbesondere p 237, zum 
Teil auch schon G-ott Nachr 1907, p 28/47 * 

289 a) *Wegen der un 3-dimensionalen Raum vorliegenden Moglichkeiten 
siehe It L Moore , Proc National Acad Americas (1922), p 3-VS* 

290) *Ba un Falle unendlich vieler Kom piemen targebiete das Grenzgebilde 
dieser Gebiete kemer weiteien Bedmgung unterliegt, so ergibt sich (wie bei 
A Schoenfhes angedeutefc ist) die eigenartige Folgerung, daB eine liruenhafte 
Menge, die emdeutiges und stetiges Abbild der Strecke ist, Bestandteile ent- 
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Man kann hieraus fui die speziellere Frage, warm em einfach 
zusammenliangendei Bereieh jB 290a ) von einer Pecinoknrye bedeckt wei- 
den kann, erne kmieichende, aber keineswegs notwendige [vgl 290 )] 
Bedmgung in folgender emfaclier Form erhalten 

Em einfach zusammenliangendei, bescbianktei, ebener Beieick B 
ist sicherlicb dann em stetiges und emdeutiges Abbild emer Strecke, 
wenn seme Begienzung fur B allseitig eireichbar isfc 2£)1 ) 

H Hahn und etwa gleichzeitig auch St Mazmlueanc, & haben auf 
die obige allgemeine Frage erne andeie, emfachere Foim der Ant- 
woit gegeben, die zugleicb fui den w-dimensionalen Raum R n gilt 292 ) 

Ewe notivendige und hmeicliende Bedmgimq , damit erne Punltmenge 
em stetiges und emdeutiges Abbild dei ( abqesddossenen ) Stucke sein kann, 
bedeht day in, daft sie em bcscluanUes Kontmuum set , das „zusammen- 
hangend mi ]deuieii i{ ist 

H Hahn nennt dabei erne Menge 31 ^zusammenhangend mi ldeinen i( , 
halten kann, die fur &ick diese Eigensckaft mclit besitzen Siehe - 80 ), erstes 
Zitat, p 232 

Man kann sogai Beispiele ernes besckmnkten, emfach zusammenkangen- 
d eu 29°ftj J3ereiehs angeben, der emdeutiges und stetiges Abbild dei Strecke 1 st, 
also erne stetige Kuive darstellt, wahrend seme Begrenzung nicht als stetige 
Kurve aufgefaht weideu kann Siebe A Rosenthal , Math Ztschi 10 (1921), 
p 102/4 Ubrigens ist aus den nn obigen Text angegebenen Bedmgungen un- 
imttelbar eisickthch, daB umgekehit, wenn die Begienzung ernes besebrankten, 
einfach znsammenhangenden Beieiches B sich als stetige Kurve auffa&sen laBt, 
immer aucli der Bereieh B sick als stetige Kaive daistellen lafit * 

290 a) *Ein Bereicli B heiBb einfacb zusammenkangend, wenn das Gebiet 
seiner inneien Punkte einfach zusanamenkangend 1 st * 

29 1) + Denn Nach A Schoenflies [Ni 13 , bei Anna 280 )] 1 st die Begrenzung £ 
ernes einiacii zusammenhangenden Beieiches B dann und nur dann eine stetige 
Kurve, wenn (£ ±m B allseitig erreithbar 1 st Andereraeit& 1 st nach dein Schoen- 
jhe^ schen allgememen Satz des Textes dies dann und nur dann dei Fall, wenn 
die in dLesem Satz des Textes> angegebenen Bedmgungen fur £ eitullt sind 
Daiaus folgt 

Ist die Begrenzung G ernes einfach zusammonh.mgenden Bereiches B fur 
B allseitig erreichbar, so 1 st jedei Puukt von G lur jedes Komplementaigebiet, 
zu dessen Begrenzuug ei gehort, alKeitig eireichbai, und Komplementaigebiete, 
deien Durchmessei erne vorgegebene GroBe uberschieiten, treten nur in endlicher 
Anzahl auf* 

292) Hahn, Jahresber d Dcutsck Math -Yer 23 (1914), p 318/22, 
Sitzgsber Ak Wiss Wien 123 II a (1914), p 2433/89, (in diesei zweiten Abkand 
lung beweist ei semen Satz auch nock fur Mengen einer noimalen Klaaae (V) 
[vgl Nr 2G]), St Mazurhetcicz , C R Soc sc Yarsovie, classe III, 6 (1913), 
p 305/11, 9 (1916), p 429/42 [polnisth] , Fundamenta math 1 (1920), p 166/209 
[franzosisck] — 

H Hahn, Math Ztscbr 9 (1921), p 66/73, hat nock dnekt die Aquivalenz 
der SclioenfUeb schen Bedmgung nut der seimsren (m der Ebene) n^ch^pwi^s^n * 
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wenn sie in jedern llirei Punkte p ;; zusammenliangetid ini Lleinen“ 
ist, d h die folgendo Eigenscbaft besitzt Sei p eni Punkt der Menge 
Mj zu jeder positiven Zalil s sol I dann erne positive Zalil rj geboien, 
deiart daB es zu jedem m dei Umgebung 293 ) yj von p liegenden Punkt 
p von 31 ein die beiden Punkte p und p enthaltendes Teilkontmunm 
von 31 gibt, das gauz m der Umgebung e von p gelegen ist 293a )* 

Neuerdmgs hat W Steipiusfa 293 *) nodi erne andeie, sehi emfacbe, 
notwendige und himeichende Bedmgung dafui gegeben, daB ein [ 1 m 
R a gelegenes] Kontmuum C sich als stetige Kurve auffassen laBt 
Wenn ein beliebiges positives s gegeben ist, so soli sick C als Vei- 
einigungsmenge von endhch vielen Kontmuen, deien Duichmessei 
klemei als £ smd ? darstellen lassen * 

17. Die Invananz der Dimensionszahl bei umkehrbar ein- 
deutigen und stetigen Transformationen Betiachten wn emersoits 
die umhehbcu emdeutigen und stetigen Tiansfoimationen sie bilden 
eme Q-iuppe G Andeieiseits bilden dLe emseitig emdeutigen und 
stetigen Tiansfoimationen aucli eme Ginpjie, P, von dei die eiste eme 
Unteigiuppe ist A Schoenflies 29i ) nennt die eiste (he cngeie G)iippe, 
die zweite die utiteie Gnippc 

Nun bat C Jordan 29j ) den Satz bewiesen Wenn eme umkehibar 
eindeutige Transformation, *die auf eme abgeseklossene und beschiankte 
Menge ausgeubt wird,* stetig ist ; so ist die mveise Tiansformation eben- 
falls stetig 296 ) 290 a ) Mandaif dabei, *wenn es sich nm um abgeseklossene, 

293) JQnter der „ Umgebung tj von p“ wird bier das Inneie ernes mit dem 
Radius 7] nm p bescliriebenen Kieises (bzw Kugel) ver=>tanden * 

293 a) *St MazurUemcz 20 -) nnterscheidet die Punkte p ernes Kontmuums 
C als Punkte von 1 Oder 2 „ genie ", je naclidem C m p „zusammenhangencl lm 
klemen 14 ist ocler mcht — 

H Tietze, Math Ztschr 5 (1919), p 288/9 [vgl auch Math Ann 88 (1923), 
p 297] und C Kuiatoiosli, Funclamenta math 1 (1920), p 40/3, haben diese De- 
finition des „Zusain men bangs un klemen 41 m eme xem topologische (mchH Me- 
tnsches mehr enthaltende) Form gebracht und damit eigibt sich zugleich eme 
neue Poimulierung fm die obige noWendige und hmreicbende Bedmgung Ygl 
da/u auch H Balm , Fundaments math 2 (1921), p 189/92 * 

291b) *TF Siapu'tsla , Funclamenta math 1 (1920;, p 44/60 [Siebe dazu 
auch H L Mooie, lb 3 (1922;, p 232/7]* 

294) *A Schoenflies, Benoht II 1908, p 149/50 * 

295) Ionian, Couis d’analyse 12 ) 1, p 53* 

296; Oapelh [pLendie Accad Napoli (3) 11 (1905), p 427/34 u 470/b, 
ferner Istutizioni di Analisi algehnca, 4 ediz , Napoli 1909, p 525/8] hat die 
Umkehrung emei stetigen Abbildung auch noch m dem allgememeien Fall unter- 
sucht, wo die Abbildung mehideutig ist* 

296a) *In Beantvoitung emei von W Siupn'isla [Funclamenta math 1 (1920), 

T, 0^1 n sfolifon Prrrp W C K m atowsh fib 2 (1921), T> 158/60] durch sehr 
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bescbrankte Mengen kandelt,* fur die engeie Giuppe nacli Belieben 
annehmen, dafi das Woit „umkebibar u sick auf die beiden Woite „em- 
cleutig“ und „stetig“ bezielit, odei auf das eiste allem JOm Zwei- 
deutigkeiten auszusckheBen, wollen wn jedoch daian festbalten, daB 
„umkehibai“ sicb lmmei nui auf das nachststekende Woi t bezieken soil* 

+ Es ist you besondeiei Wicktigkeit, zu unteisueken, welcbe der 
giundlegenden Begnffe odei Eigenscbaften invariant bleiben gegenuber 
den umkebrbar emdeutigen und stetigen Tiansfoiuiationen 297 ) Dabei 
soli sicb die Tiansloitnation nn allgememen mcbt auf den ganzen 
Raum [vgl 209 )], sondein nui auf die behacbtete Punktmenge bezieben 
Man sagt dann, eine Menge 31 sei m eme Menge M 1 umkebibai em- 
deutig und stetig tiansfoimmit, wenn die Punkte umkebibar emdeutig 
emandei zugeoidnet sind und jedem m 31 enthaltenen Haufungspunkt 
em m entbaltenei Haufungspunkt entspucbt 

Die emfacbste und fast selbstveistandlicbe Invanante der engeien 
wie dei weiteien Gruppe [sofem bei letzteiei die Umkebiung dei Trans- 
formation nui endlicb-vieldeutig ist 297a )] ist der HaufanqsjpmiU , daiaus 
folgt Invananten fur beide Giuppen sind die Begnffe abgeschlobsen 
[diesei, sofem es sicb um bescbiankte Mengen handelt], femer „lnchen- 
los msammenhangend * ‘ 297b ), daber [wenn es sicb nur um besckrankte 
Mengen bandelt 298 )] ancb Kontinuum [wobei jedock zu berucksicbtigen 
ist, daB bei Transformationen dei weiteien Giuppe, deren Umkebrung 
unendlich-vieldeutig ist, emem Kontinuum aucb em emzelner Punkt 
entsprecben kann] 

„Zusammenhcingcnd u (lm gewobnlicben Sinn) ist lm allgememen 

einfache Beispiele gezeigt Wenn eme Punktmenge P umkehibar-emdeutiges und 
stetiges (aber nicht beideiseits stetiges) Abbild der Menge Q ist und wenn Q 
umhehibai-eincleutiges und stetiges Abbild von P ist, dann bi audit noth keme 
uinkebibai emdeutige und beiderseits stetige Abbilduug zwischen P und Q zu 
exiatieien Em solcbes Beispiel linearei Mengen ist P besteht aus den Punk ten 
von dei Foim 3 -[— 2 und aus den offenen Inteivallen (3 n, 3 n 1) iur jedea 

ganzzahlige 0, Q entsteht aus P, mdem man den Punkt 2 duicb den Punkt 1 
ersetzt * 

297) *Die Analysis situs , der allgememste Zweig dei Geometne, ist nichta 
anderes als die Untersucbung deijemgen geometnschen Eigcnschaften, welcbe 
gegenuber umkehrbai emdeutigen und beiderseits stetigen Tiansformationen un- 
geandert bleiben Siehe bierubei Nr 24 * 

297 a) Jst die Umkebiung der Abbilduug imendlieb-vieldeutig, so kann z B 
emer Punktfolge mit Haufungspunkt ein emzelnei Punkt entspiecben * 

297b) *P Hausdoifj , Mengenlebie, p 3bl u 3b3 * 

298) ^Ygl F Hausdorft , Mengenlebro, p 458, das dort angegebene Beispiel 
zeigt, dab das (nicht bescbrankte) Kontinuum keme Iuvanante dei weiteren 
Gruppe ist, man kann leickt aucb Beispiele angeben, die zeigen, daB es aucb 
fur die engere Giuppe keme Invariante ist * 
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leine Invariante wedei fur G nocli far JT ; sondern nur m den eben 
eiwahnten speziellen Fallen (luckenlos zusammenkangend, beschianktes 
Kontmuum) [oder aucb z B nn FaLl emei m einem Kontinuum C 
ubeiall dichten Teilmenge ; wenn die stetige Abbildung sick auf ganz 
G bezieht] 

Wenn es sick urn besckiankte Mengen kandelt, ist; „pe}feU (( fur 
die engeie Grnppe mvauant, fui die weiteie Giuppe lin allgeinemen 
nur dann, wenn die Umkekrung der Abbildung nur endhcli-Y leldeutig 
ist 299 )" 

Die durck die Peanokmven klargestellte Tatsacke kann man so 
ausspiecken, daB man sagt die Zahl de i Dimensionen ernes Raumes 
ist keme Invanante dei Giuppe F 

Dagegeu ist sie erne Invanante dei Giuppe G, was duick folgen- 
den Satz von dei Invauanz der Dtmensionszahl ausgedruckt wnd 

Betiacktet man die vollstamdige Umgebnng ernes Punktes m 
emem w-dimensionalen Raume E /iy so ist es niekt moglick, lhi duick 
eme umlehba } emdeutiqe und detige Tiansfoimation die vollstandige 
Umgebung ernes Punktes in emem w-dimensionalen Raum R m ent- 
spiecken zu lassen, wenn m und n vonemandei veischieden smd 

G Canto ) 30 °) foimulieit den folgenden ; damit m Zusammenkang 
stebenden Satz Wenn zwei Gebiete von m und n Dimensionen derait 
in umkekibai stetigei Beziekung zuemander steken, daB jedem Punkte 
des eisten, G m , mmdestens em Punkt des zweiten, G n , entspncht, 
und jedem Punkte des zweiten kockstens em Punkt des eisten, so 
ist n m 

Der Satz von der Invananz dei Dunensionszakl ist zuerst fur 
spezielle Weite von m nnd n bewiesen worden 

J Lmoth 301 ) kat zuerst den Fall m = 1, n 2 bewiesen, er hat 
diesen Beweis anf den Fall m — 2 } w 3 ausgedeknt 302 ), spater kat 
ei auch den Fall m = 3 , n ^ 4 bewiesen 30S ) 

299) + TVenn die Abbildung sick mclit nur auf die betracktefce Menge M, 
sondern auf em giofieies, M umfassendes Gebilde (z B den Gesamtraum odei 
emen Bereicli) bezieht, so kann man vielfack noch mehr uker die Abbildung 
von M aussagen Wirel z B der beschrankte Bereicli B auf sich selbBt oder 
auf einen anderen beschrankten Beieick B x stetig abgebildet, so ist dabei [fur 
die Teilmengen M von B] auch „zusaminenkangend u eme Invanante dei engeren 
und der weiteren Gruppe* 

300) Canto), Naclir Ges Gott 1879, p 131* 

301) J Luroth, Sitzungsb phye -med Soc Erlangen 10 (1877/8), p 190/1 

302) t Ib , p 191/5 Emen anderen Beweis kat A Wintermtz-°~ & ), p 338 
gegeben * 

303) J LmotJi, Sitzungsb pkys -med Soc Erlangen 31 (1899), p 87/91, Math 
Ann 63 (1907), p 222/38 RLetztereB ist eme Ausarbeituug der frukeren Noten *] 
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Fur m = 1 und baben S Mdebi A0 *) und A Schoeti flies 305 ) 

emen besondeis emfacbea Beweis gegeben Jedes ?i-dimensionale Gebiet 
G n enthalt einen w-dimensionalen Wuifel W jn wegen der Invananz 
des Zusammenhangs bei beschiankten, abgescblossenen Meugen nniBte 
]edem Scbmtt von W n dmcb eme Ebene em Iuteivall auf dei Geiaden 
entspiecben, nun kann man abei auf diesei nui eme abzablbaie Folge 
von mcbt ubeieinandeigieifenden Inteivallen unteibungen, wahiend 
man m W fl eme nicht abzahlbare Beibe von Paiallelschmtten an- 
nebmen kann 305 a ) 

+ Veischiedene allgememe Beweisversuche, die yon J TJiomae 306 ), 
G Canto) m ) und E Netto 308 ) beiruhien, sind als unzuieicbend zu be- 
tiacbten 809 )* 

Em allgememei Beweis fui den Satz yon clei Invananz der 
Dimension szalil ist erst von L E J Bfomvet 8i0 ) eibiacht worden 311 ) S12 ) 

^Wegen des Satzes von der Invananz dei Dimensionszabl laBt 
sicb die Dimensionszabl emei Manmgfaltigkeifc 2J!i ) defimeien als die 
Anzabl dei Paiameter, durcb welcbe sicb die Manmgfaltigkeit in der 
Umgebung ernes beliebigen lbier Punkte umkebrbai emdeutig und 
stetig daistellen laBt 

304) Rivi&ta mat 2 (1892), p 103/6 

305) + Math Arm 62 (1906), p 325, Bericbt IT 1908, p 165, auf ahnliche 
Weise hat ei auch den Fall m = 2, w > 3 behandelt * Nacbr Ges Gott 1899, 
p 289/90, *auch Bencbt II 1908, p 168 * 

305 a) *Ein anderer emfachei Beweis fur den Fall m — 1, n> 2 beiJT Hahn, 
Reello Funktionen I, p 147 * 

306) *Nacbr Ges Gottmgen 1878, p 466/8 * 

307) Canto ; so °), p 127/35 * 

308) *J f Math 86 (1879), p 263/8 * 

309) + Siehe die Kutik diesei Beweis\ersuche bei E Jiugen s, Jahresb d 
Deut^cb Math-Ver 7 (1S99), p 50/55, und bei A School flies , Beiuht II 1908, 
p 167 * 

310) L E J Bionaer, Math Ann 70 (1911), p 161/5 

311) Kurz darauf bat aucb H Lebcvgue, Math Ann 70 (1911), p 166/8, 
*den Satz zu bewusen versucht, jedoch ist hier der Beweis ernes (den Kern der 
Ubeilegungen bildenden) Hilfssatzes umichtig, diesen Hilfbsatz bat dann eLst 
L E J Biouuer 81S ), p 150/2, bewiesen Neuerdings bat II Lcbcsguc, Funda- 
menia math 2 (1921), p 256/85 (msbes p 256/68), emeu [dem Biouwet^chen 
Abnlichen] Beweis seines Hilfssatzes angegeben und im ubngen semen Gedanken- 
gang ausfubilicber dargestellt * Emen anderen Beweis iui den Satz von der In- 
vananz der Dimensionszabl, *dessen Gedankengang sicb aber von dem L E 
J Biouwers 810 ) mcbt wesentlicb unterscheidet,* gab H Lebcsgue in Pans C R 
152 (1911), p 841/2 

312) + AuBerdem folgt die Invananz der Dimensionszabl aus der weiter nnten 
besprocbenen Invananz des w-dimensionalen Gebietes, siebe dazu JR Baire, Bull 
sc math (2) 31 (1907), p 96/7 * 
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L E J R) 0 iiwej ziz ) setzt dem nocli erne andeie, an emen An- 
satz you H Pomccue anknupfende (lekunente) Definition, die auf 
dei Zeilegbaikeit diuch Gebilde medrigeiei Dimension beiulit, an 
die Seite, wobei er den auf so ganz andeie Weise eingefuki ten 
Begriff als allgemeinen Dimensionsgiad bezeichnet Sei P eme voi- 
gelegte Punktmenge, und seien P 1? R, R diei Teilmengen von P, 
die m bezug auf P abgeschlossen 333a ) sind und keme gememsanien 
Pnnkte besitzen Dann heiBe R und P_ m P durek P x getiennt, 
wenn P x m P eme R enthaltende, abei R mckt enthaltende (mitbin 
anck eme R enthaltende, abei R mckt enthaltende) offene Menge be- 
gienzt Dei Ausdiuck „P besitzt den allgemeinen DimensLonsgiad n“ 
(wobei n ngendeme ganze positive Zakl bezeichnet^, soil nun besagen, 
daB fui jede Wahl von R and R eme tiennende Menge P x existieit, 
die den allgemeinen Dimensionsgiad (ji — 1) besitzt, daB aber mckt 
fui jede Wahl you R und R eme tiennende Menge P L existieit, die 
emen genngeren Dimensionsgiad als (A — 1) besitzt Weitei soli dei 
Ausdiuck „P besitzt den allgemeinen Dimensionsgiad 0 bzw emen 
unendlicben allgemeinen Dimension sgiad“ bedeuten, daB P kem Kon- 
tmuum als Teilmenge entkalt, bzw cUB wedei 0 nock lrgendeme natur- 
liche Zakl als lki allgememei Dimensionsgiad gefunden weiden kann 

L E J Biouive) weist sodann nack, daB in emer w-dmiensionalen 
Manmgfaltigkeit die Umgebung ernes beliebigen Punktes immei genau 
den Dimensionsgiad n besitzt 313 b ) + 

31 F}echet ni ) hat eme allgememe Definition der Zabl (oder bessei 
des Typus) dei DimensLonen emei abstiakten Menge gegeben 

^Wn konnen uns bier fui unseie Zwecke daiauf besckianken, von 
Punktmengen zu leden (Jf Fic'chets Betiacktungen gelten allgemeiner 
far alle i-Klassen [vgl Ni 26] ) 

Den Dimensionstypus m a ) einei Menge E bezeichnet er mit dE 
und tnfft kieruber folgende Festsetzungen 

313) JL E J Brouwer, J f Math 142 (1913), p 146/52, sowie eme dem- 
nackat (1923 odei 1924; m tlerselben Zeitschrift erachemende Beucktigung dazu * 

313 a) *Da8 in P abgescklossea ist, iat durebaus wesentlick, vgl dazu 
den Test bei 20 2 ) * 

313 b) *Eme andere rekunenfce Definition der Dimensionszakl, die neuer- 
dings von E S Neville , Acta math 42 (1918), p 63/93, msbes p 91, autgestellt 
worden ist, mufi ala durchaus miBlungen bebrachtet weiden, vgl hieiuber die 
Bespiechnng von .1 Rosenthal in den Fortscln d Math 46 (1916/18 [1923];, p 304/5 * 

314) M Frechet, *Paris C R 148 (1909), p 1152/4,* Matb Ann 68 (1910), 
p 145/68 

314a) Mahlo, Ber Ges Wiss Leipzig 63 (1911), p 319/47, bezeichnet 
den Dimensioustypus, indem. er von der Beziehung zui Dimension absieht, als 
, } Homoic“ , (er untersncht speziell die Homoien gewissei Imeaier Punktmengen) * 
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Kami eme Menge E 1 umkehibai emcleutig und beiderseits stetig 
abgebildet weideu auf erne Menge E 2 odei anf emeu Teil von ibr, so 
setzt ei (lE 1 <zdE 2 Kann man aujlndem E 2 urakebibar emdeutig 
und beideiseits stetig auf die Menge E L odei einen Ted von dii ab- 
bilden, so setzt ei c(E x =dE 2 Kann man eisteies, abei nicht letzteies 
ausfuhien (d h ist dE x dE 2) olme daB dE t = dE 2 ist), dann setzt 
ei dE x < dE 2 

Diese Festsetzungen stimmen wegen des Satzes von dei Invananz 
der Dimensionszabl fm lmeaie Punktiaume JR )o mit dem Gewobnten 
ubeiem, und man ist deshalb biei beiecbtigt, den Dimensionstypus 
des lmeai en Punktiaumes R n imt dei Zabl n zu bezeicbnen M Fta'chet 
zeigt nun, daB es Punktmengen gibt, deien Dimensionstypus < 1 ist, 
und daB sogai unendlicli viele veiscbiedene solcbe Dimensionstypen 
< 1 existieien, und ebenso, daB es zwiscben n und n + 1 unendlicb 
viele veiscbiedene Dimensionstypen gibt Besondeis bemerkensweit 
ist dabei, daB es unter alien Dimensionstypen, die < 1 sind, emeu 
gxjfiUn gibt, namlicb den Dimensionstypus allei nrationalen Zablen S15 ) 
Ebenso gibt es untei alien Dimensionstypen, die < n smd, emen 
gioBten, namlicb den Dimensionstypus allei Punkte des w-dimensionalen 
Raumes Ii n) fui die mcbt alle Kooidmaten lational smd Ubngens 
gibt es Paaie veiscbiedener Dimensionstypen von Punktmengen, die 
beide z B gioBei als 1 und kleiner als 2 smd, obne daB sie ver- 
gleicbbai smd, d b obne daB die eme >, < odei = der anderen ist 316 )* 

JEme ganz andeie Veiallgememeiung des Dimensionsbegi iffs, die 
auf dem MaBbegriff beiubt, jedocb kerne Invanante dei Analysis situs 
ist, bat F, Ilausdo') gegeben; man sebe bieiubei den SchluB von 
Ni 20c* 

17 a. JDie ubngen Invananten der umkekrbar emdeutigen und 
stetigen Transformationen Wir veilassen mmmebi den Dimensions- 
begnff und geben zu sonstigen Invananten do um\ehbay emdeutigen 
und stetigen Abbildungen ubei 316 a ) 

315) *Den gleicken Dimensionstypus besifczt ubngens auck che Menge der 
Punkte des Jt n mit lauter irrationalen Kooidmaten, wie aus dei nut Hilte vod 
Kettenbiuchen ausgefuhrten G Canto) schen Abbildung [Nr 10, Anfang] bervor- 
gekti * 

31b) *Die Dimensionstypen emer Kreishnie y uml dor ebenen Puuktiuenge 
F, welebe aus dem Punkt mit den Kooidmaten x = 0, y = 0 und den Strecken 

0 <[ x <] 1, y — - (n — 1, 2, 3, ) besteht, baben diese Eigenschatt, es smd dy 

und dF beide > 1 und ohne daB dy mit dF veigieichbar ist [Math 

Ann 8U ), p 158 Anm ] * 

316 a) *Die allei einfacbsteu Invananten smd beroits am Anfang \ou Nr. 17 
besprocben worden* 
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Zunachst ist das Gebiet eme solche Invanante Dies wmde fur 
ebene Gebiete zueist von E Jurgens ausgespiochen und bewiesen 317 ), 
andeie Beweise gaben spater A Schoenfhes dls ), W F Osgood 319 ) ; F Bern - 
stem™), L Bieberbach^ 200 ), F Hausdor ff 321 ) Die Invauanz des n-di- 
mcnsionalen Gebietes wuide erst von L E J Brouwer 332 ) nachgewie- 
sen. In exnei n-dimensionalen Manmgfaltigkeit ist das mnkehibar 
emdeutige nnd stetige Abbild ernes w-dnnensionalen Gebietes WLedeium 
ein Gebiet Em weiteier Beweis Ineifui folgt nach Metboden von 
R Bane 323 ) und J Hadamar d^) aus dem anf n Dimensionen eiwei- 
teiten Jordansdhen Satz [Ni IBaJ 325 ) 

Die Invauanz der emfach geschlossenen (Jor danschen) Kune gegen- 
ubei dei engeien Gruppe folgt unmittelbar aus dei Definition als um- 
kebibar emdeutiges und stetiges Abbild ernes Eueises, und das Analoge 


317) Jurgens , Allgememe Satze uber Systeme von zwei emdeutigen nnd 
stetigen reellen Functionen von zwei reelleu Yerandeilichen, Leipzig 1879 — 
E Jurgens hat auch bewiesen, daft m dei Ebene bei emdeutigen und stetigen 
Tiansformationen, deren Umkebrung mir endlich vieldeutig ist, das Abbild ernes 
Bereiches wieder emeu Bereich entkalt * 

318) *Nacbr Ges Gottingen 1899, p 282/90 * 

319) *Ib 1900, p 94/7 * 

320) *Ib 1900, p 98/102 * 

320 a) *Jahresb d Deutscb Matli-Yer 22 (1913), p 152/3* 

321) ^Mengenlehre, p 378/80 * 

322) +L E J Brouwer, Math Ann 71 (1911), p 305/13, ein zweiter Beweis 
Math Ann 72 (1912), p 55/6 * 

323) *Pans C R 144 (1907), p 318/21, Bull sc math (2) 31 (1907\ p 97/9 * 

324) % J Hadctmar p 409/72 [Dazu siehe aufter dem Jordrwschen Satz 

fur >z-Dimensionen noch L E J Brainier, Math Ann 71 (1911), p 323/1]* 

325) Weyl [Die Idee der Riemannschen Plaehe, Leipzig U Berlin 1913, 
p 19] bezeichnet die Abbildung einer nur aus mneien Punkten bestehenden 
Menge E auf einer Manmgfaltigkeit ala „gebietsstehg t( , wenn das Abbild emer 
jeden ganz in E gelegenen Umgebung ernes beliebigen zu E gehongen Punhtes 
p stets den Bildpunkt p von p im Inner n entbalt Eme umkehibar emdeutige 
und umkehrbar gebietsstetige Abbildung ist auch mi gewohnhehen Smne stelig 
Wegen des Satzes von der Invananz des Gebietes ist umgekehrt auch jede utn- 
kehrbar emdeutige und stetige Abbildung emer nur aus mneren Punkten be- 
stebenden Menge samt der inversen Abbildung gebietsstetig [Gelegentlicb ist 
nut „Gebiets3tetigkeit“ ein anderer Begnff (namlich „gleickmaftige Stetigkeit im 
Beieicb 41 ) bezeichnet worden, vgl II A 1, Nr 22 bei Fuftn 20C ) (A PnngJieim)] 

Hierher gehort auch G Caraihcodory u H Rademacher, Aiehiv Math Pbys 
(3) 26 (1917), p 1/9, wo bei stetigen Abbildungen von (ebenen, emfach zusammen- 
hangenden) Gebieten Beziehungen zwischen Ememdeutigkeit im Kleinen (d li. 
m der Umgebung der emzelnen Punkte) und im Gi often (d b furs ganze Ge- 
biet) unteisucht werden Vgl dazu noch B y. Kerelejarto, Math Ztsclir 8 
(1920), p 310/19 * 
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gilt fur die Invauanz der gesclilosscnen Joidanschen Flache sowie fur 
die Invauanz dei „stetiqen Kiuven ({ 

Die Invauanz der r get*chlossenen Kmve ( ' [Nr 13] wuide von L E 
J Biouite) 8 - G ) bewiesen 327 ) Das ebene, umkehibai eindeutige und 
stetige Abbild einer geschlossenen Kurve ist wieder eme gescblossene 
Kuive 328 ) Ei hat aber gleichzeitig 326 ) noch viel mein bewiesen, 
namlich den folgenden Satz Die Gebietsmengen, die von zwei ebenen 
beschiankten, emandei umkehibai eindeutig und sfcetig entsprechenden 
Kontinuen in der Ebene bestimmt sind, besitzen die gleiclie Anzald 
bzw Machtigkeit von Gebieten 

Feiner ist die Zusammenliangsjahl ernes ebenen Gebietes eme 
Invanante, dies hat F Hansel o> ff bewiesen duicli Aufstellung des fol- 
genden Satzes 329 ) Das ebene, beschrankte, umkehrbar eindeutige und 
stetige Bdd ernes ebenen, beschiankten, 7L-fach zusammenbangenden 
Gebietes ist wieder ein Z,-fach zusammenhangendes Gebiet [Dabei 
kann L eme endliche Anzahl oder die Machtigkeit a odei obedeuten] 

DaB ferner die Shuldw cine) abcjeschlossenen 7 besdu anlden Menge 
gegenubei umkehrbar emdeutigen und stefcjgen Abbildungen mvanant 
bleibt, ergibt sich ganz unmittelbai aus den Betiachtungen von Ni 10a 

Wie A Schoenfhes gezeigt hat, ist die allseihge E) / eichbarleit einer 
ebenen Kuive eme Invanante, und zwai meht nui der engeien, sondern 
auch der weiteien Giuppe Ei bewies namlich den Satz 830 ) Ist die 
Begienzung B ernes ebenen Gebietes G emdeutiges und stetiges Ab- 
bild ernes Kieises oder Kieisbogens, so smd alle Punkte von B fur 
das Gebiet G aLiseitig eneichbar Dazu gehoit noch em anderes 
(schoii Nr 16 SchluB angegebenes) ResuDat von A Schoenfhes , daB 
jedei Punkt einei stetigen Kurve der Ebene fui alle Gebiete, zu deien 
Begienzung ei gehoit, allseitig eneichbai ist Dagegen ist die bloBe 
(nicht allseitige) Eireichbaikeit emer Kuive fui em Gebiet bzw die 
Eneichbarkeit eines emzelnen Kuivenpunktes keine Invanante wedei 
der weiteien noch dei engeien Gruppe 3o M 

32b) +L E J BrouitC), Paris C R 154. Q912), p 862, Math Ami 72 (1912), 
p 422 5 * 

327) *Ausgespiocben vurde die Invariauz der geschlossenen Kune Leieits 
von A Schoenfhes , Bencht II 1908, p 160, [siehe dazu L E J Brouuei , Math 
Ann 68 (1910), p 429/31 u 434] * 

328) + Dies ist zugleich eme weitgehende Yerallgemeinerung des Jordanschen 
Kurvensatzes * 

329) +F j Sciusdoiff, Mengenlehre, p 380/2 * 

330) +A Schoenfhes , Bencht II 1008 , p 189 90 [dazu eme Ergunzung von 
L E J B)Oinver zt7 ), p 433/4], siehe auch A Schoe)i flies, Math Ann 68 (1910), 
p 439/40, sowie Nr 13 bei Anna * 30 ) * 

331) *Vgl L E J Bioutver 337 ) * 
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Ferner hat L E J Btoicwet 332 ) die Invananz der Zwasedigletl 
bzw Einsoitigheit 332a ) von M-dnnensionalen Manmgfaltigkeiten gegen- 
uber umkehibai emdeutigen und sfcetigen Abbildungen bewieseu 

Bei emei Anzabl andeier lin fmheien eiwahnten Begnffe eigibt 
sich die Invananz gegenubei umkehrbar emdeutigen und sletigen Ab- 
bildungen fast unmittelbai aus dei Definition diesei Begnffe, beispiels- 
weise sind, sofem es sich nui um besclnankte Mengen haudelt, solcke 
Invarianten „u ) ecluzibles Kontmiatm u xm&„Haufmgsl\.ontiRauni (t [Ni 12], 
sowie fui besckiankte, abgeschlossene Mengen „ziisammenhangend im 
Uemen “ 3da ) [Ni 16, SchluB] 

Die Invananz dei J3o;e?scken Mengen und llnei Klassifikation 
[Ni 54a] gegenubei umkehibai emdeutigen und beideiseits stetigen 
Abbildungen ist von W Sie) jnhski 3330 ') bewiesen worden DaB dagegen 
dei Begnff dei Ifcu^scbeu Mengen gegenubei mu emdeutigen und 
stetigen Abbildungen nicht mvanant ist, geht aus den fiuhei ange- 
gebenen Iksultaten von 31 8oushn 12G ) und N Lusm 126 ) [Nr 9 b] hei- 
voi, jedoch besitzen die y Mengen (A)“ [Ni 9b] diese letzteie Eigen 
schaft [was wemgbtens fui die hnccuen „ Mengen (Aj“ von W Sie)- 
ptnslu mh ) auf Gumd ernes Satzes von A 7 Lusin bewiesen worden ist] 333c ) 

Es sei nun nock auf erne wicktige Invanante dei engeren 
Gruppe hmgewiesen, die von L E J Biouwe) emgefuhit wurde und 
in der Mehizakl semei Untei suchungen erne wesentliche Rolle spielt 
der „Abhlduugsguid ii334: ) Der Abbildungsgiad ist eme endliche ganze 
Zahl c } die chaiaktenstisch ist fui erne eindeutige und stetige Abbil- 
dung emei zweiseitigen, geschlossenen / 2 -dimensionalen Maunigfaltigkeit 
g auf erne w-dimensionale Maunigfaltigkeit g\ die Bildmenge von g 
muB namlich jedes Teilgebiet von g genau uni c-nial ofteis positiv 

332) E J Brouwer , Math Ann 71 (1911), p 324, FuBnote, siehe auch 
H Weyl iib ), p 61/3 * 

332a) *Uber diese Begnffe siehe III AB 3 ( M JDehn u P Heegaard ), Griund- 
lagen, Nt 2, 5 * 

333) *Wie eiufache Beispiele zeigen, ist „zusammenhangend im klemen 11 
fui nich t-abgesch los&ene, beschiankte Mengen im allgeineinen nicht invariant, man 
eihielte in diesem Fall Invananz erst bei umkehrbar emdeutigen und beuln soils 
stetigeu Tiansfoimationen * 

333a) *TF Sicipinsla , Pans C R 171 (1920), p 24/6* 

333b) *TT Sietpu'tsU 1 - 6 ), erstes Zitat * 

333 c) *Wegen dei Invananz anderer spezieller Mengengattungen siehe 
W SiopaibU, Fundamenta math 1 (1920), p 11/16, 3 (1922), p 119/22, 4 (1923), 
p 319/23, C Kmatoiosh u W SieipihsU, Tohokn Math J 20 (1921), p 22,5, 
St Mazuiliewic Fundamenta math 2 (1921), p 104/11* 

334) *Siehe hieiuber L E J Broinoer, Math Ann 71 (1911), p 97/106, 
sowie 33G ) * 
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als negativ ubeidecken Diese Konstante c bleibfc imgeaudeit, wenn 
die Abbildung stetig geandeit wild 1st ji emseitig odoi offen, so 
isfc imrnei c= 0 Feinei 335 ) 1st anch p geschlos^en und zweiseitig, 
und ist die Abbildung emeindeutig und stetig, so ist c = + 1 L E 
J B)omve>& Satz von dei Invananz des Abbildungbgiades 336 ) sagt so- 
dann aus ; daB bei umkehibai eindeutigen und stetigen Tiansfoimationen 
dei Manmglaltigkeiten f.i und /(/ dei fui die Abbildung zwischen /x 
und [i ' bestekende Abkildungsgiacl ungeandeit bleibt 

ScblieBhcb sei nocb liei voigeboben, daB J W Alcutndet II J3Ga ) 
die Invananz dei fui die veisekiedenen Tjpeu dei ??-dimensionalen 
Manmgfaltigkeiten ckarakteri&tiscken topologiscben Konstanten be- 
wiesen bat* 

17 b. ^Sonstige Untersucliungen uber umkelirbar emdeutige 
und stetige Transformationen Nacbdem wn so die wesentlicksten 
Invaiianten dei umkebibar eindeutigen und stetigen Tiansforinationen 
bespiocben kaben, pollen wn noch kiuz auf emige andeie lneimit 
zubaimnenhangende, abei sicli dock m andeiei Riektung bewegende 
Unteisucliungcn kinweisen 337 ) Es bandelt sick, allgemem gespiochen, 
insbesondeie urn Fiagestellungen folgendei Natui 

Es seien zvtei Cfebilde y und y vorgelegt, die sicli duich urn- 
kehibai emdeutige und stetige Tiansfoimation memandei ubeifuliren 
lassen, kanu man dies nocb. beweikstelligen, wenn man ubei die Ait 
dei Tiansloimation gewisse spezielleie Voianssetzungen maclit? Man 
kann lolgendes veilangen 1 Gewisse Teilgebilde von y und y, die 
sich, fm sick behachtet , memaiidei umkehibai emdeutig nnd stetig 

abbilden lassen, sollen bei der Transformation von y Back y mem- 

andei ubeigefukit weiden 2 Man fuge zu y ein Gebilde y , zu y 

ein Gebilde y' kinzu, dann soil die Abbildung von y nack y dakin 

erweiteit weiden, daB nunmeki (y + y) in {y -f- y') umkekibai ein- 
deutig und stetig abgebildet weiden, ohne daB dabei die Abbildung 
von y nack y lrgendwie abgeandeit wud 3 Wenn y und y Teile 

335) *L E J BiOiiwei s ™), p 324 * 

33 6) E J Brouwer bat hierfui zwei Beweise gegebon Math Ann 71 
(1911), p 32b / 7 und [einfacher] p 598 * 

336a) W Aleutndei If, Tians Amer Math Soc 16 (1915), p 148/54 — 
Im ubngen sei deswegen auf den Aitikel IIIAB13 (H Tictzc) veiwiesen* 

337) ^Ubugens gchoreb hieiher eigenfclick alle Fragen der Anahjb'ib situs 
[Siehe Anm * 07 ) u Nr 24, sovne den Artikel III AB3 (31 Dehn u P Heegacnd )] 
Dock ist vieles nocb mcbt mengentheoreiiscb miter dem Gesichtbpunkfc dei Inva- 
rianz gegenubei umkehrbar eindentigen und beideiseits stetigen Tiansfoima- 
tionen, sondern nui kombmatoriscb behandelt Es sei bier auf den geplanten 
Artikel „Geometna situs 1 * III A B 13 ( H Tietze) bmgewiesen * 
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ernes Gebildes G smd, kaim man veilaiigen. Die Abbildung y nacb 
y soli ersetzt weiden dutch erne steUge Deformation , die mneikalb G 
veilaufend you y nacb y fuh.it, d h es soil moglicb sem, zwischen 
y und y erne endliclie Anzahl yon andeien, ebenfalls G angehoienden 
Gebilden zwischenzuschalten, so daS in del so entstehenden Ileihe von 
Gebilden jedes em umkebibai emdeutiges und stetiges Abbild des 
vorkeigehenden ist, wobei zugleick die Veiiuckung, die jedesraal von 
ligendemem Punkt ernes Gebildes zu emem entspreclienden Punkt 
des naebsten Gebildes fukit, eme gewisse vorgegebene GioBe niclit 
ubeiscbieitet 

Zu 1 sei der folgende Satz von L E J B>ouue> m ) eiwahnt 
Wenn m emem n dimensionalen Kubus zwei abzablbare, ubeiall diebte 
Punktmengen M nnd E gegeben sind, so kann dei Kubus emschlieB- 
beb semei Begienzung deiaitig umkebibar emdeutig und stetig auf 
sich selbst abgebildet werden, daB dabei M m E ubeigebt Femer 
der folgende Satz von C Car atheodor y m ) Man kann das Inneie von 
zwei emfack zusammenbangenden ebenen Gebieten umkebibar emdeutig 
und stetig aufemandei S39a ) abbilden, deiait, daB die Randelemente 
(= Primenden) [Nr 13, ScbluB] diesei Gebiete umkebibai emdeutig 
emander entspreeben 

Zu 2 gekort dei folgende Satz von A Schoenfhes m ) Sind zwei 


338) E J Brouwer, Verslag Ak Amsterdam 21 (1913), p 1416 = Proc 
Akad Amsterdam 15 (1913), p 1260 Siehe hierzu auch E Boiel, Bull Soc math 
de France 41 (1913), p 1/19, The Rice Institute Pamphlet 4 (1917), p 1/21 == Me- 
thodes et probleme* de theone des fonctions, Pans 1922, p 20/38 * 

339) Caratheodonj, Math Ann 73 (1913), p 350/1 Weitere Beweise wur- 
den g-'geben von P A'oe&e 238 ) und E Lmdelof 23S ) * 

339a) + Mit Hilfe ligendeinei konfoimeu Abbildung* 

340) Sclioenfheb, Math Ann 62 (1906), p 319/24, Beneht II 1908, p 209/12 
[Emen anderen Beweis hierfui hat J B Kline, Proc National Acad U S A 6 
(1920), p 52 m/ 31, gegeben ] 

Die Umkekiung dieses Satzes ist, wie an Beispielen leicht ersichtlich , lm 
allgemeinen mcht ri.htig, d k eme beliebige umkebibai eindeutige und stetige 
Abbildung des Innern von zwei Joulcin seken Kurven C 1 und O, lafit sicb im 
allgemeinen mcht so auf die Kurven selbst ausdebnen, daB dann die leiden Be- 
reiche mit linen Begienzungen umkehrbai emdeutig und stetig aufeinander be- 
zogen Bind 

Wenn aber speziell das Innere dei beiclen Jorda nschen Kurven und C £ 
lonfoim aufeinander abgebildet ist, dann laI3t sicb immei diese Abbildung stetig 
so eiweitern, dafi auch die Rander C 1 und C i umkebibar emdeutig und stetig 
aufeinander abgebildet werden, dies wurde zuerst ausgesprochen von W F Os~ 
good 338 b ) auch II B 1 , Nr 19], zuerst bewiesen von C Caratheodonj , Math 
Ann 73 (1913), p 305/20, unci W F Osgood u E H Taylo ? 242 ), p 294, weitere 
Beweise gaben E Lmdelof, Pans C R 168 (1914), p 245/7, B Courant, Nachr 
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emfaehe geschlossene Kurven C t und C 2 umkehibar emdeutig und 
stetig aufeinandei abgebildet, so kami mail djese Abbildung zu emer 
analogen Abbildung des Innein der beiden Kuiven eiweitern, die 
stetig m die gegebene Abbildung der beiden Kurven ubergeht 

Hieimit hangen aucb die neueien, ebenfalls zu 2 gehoienden 
Unteisuchuugen von L Antoine™*) zusammen Dieser stellt die all- 
gememe Frage Wenn zwei Gebdde y und y ernes w-climensionalen 
Raumes umkehibar emdeutig und beideiseits stetig aufeinander be- 
zogen smd, unter welchen Umstanden kann man die Abbildung auf 
Teile des umgebenden Raumes ausdehnen? Also Untei welchen Um- 
standeu kann man zwei n dimensionale Gebilde y * und y * finden, die 
y bzw y lin Innein enthalten, und die sieh so umkehrbar emdeutig 
und beideiseits stetig aufemandei abbilden lassen, daB dabei y und y 
emander entspiechen? Er fuhit diese Dntersuchung lm 2- und 3 di- 
mensionalen Rauni a) fm die (ungeschlossenen und geschlossenen) 
Joulan$> chen Kuiven und b) fui die beschiankten, peifekten, punkt- 
haften Mengen 3101 ') aus Fui n = 2 ist hieibei die Erweitemng dei 
Abbildung auf die gauze Ebene moglich, dagegen gibt es lm 3-cli- 
mensionalen Raum [sowubl bei a) wie bei b)] Falle, wo eine deiaitige 
Eiweiteiung nui teilweise oder ubeihaupt nicht moglich ist 

Endlich sind Fiagen, welche den Fall 3 [zum Teil gleichzeitig 
auch den Fall 1 und 2 ] betreffen, von H Tielze eingehencl hehandelt 
woiden Doch sei zunachst auf emige dam it m Zusammenhang stehende 
Untei suchungen von L E J Biouwei hingewiesen L E J B) ouaei 3A1 ) 
stellt folgende Definition auf Sind {i und \l geschlossene Manmg- 
laltigkeiten, dann sagt ei, daB zwei eindeutige und stetige Abbildungen 
von ti auf (I tleiselben Klasse angehoien, wenn man von der emeu 
Abbildung zu dei andeien duich stetige Modifikafcion kommen kann 
Zwei Abbildungen yon gleicher Klasbe besitzen nach dem oben [bei 
83G )] Gesagten den gleicken Abbildungsgrad L E J Biouive ) zeigfc 
nun, daB untei gewissen Bedingungen auch die Umkehiung zutrifft, 
ei beweist namhch den folgenden Satz 842 ) Irgencl zwei eindeutige und 
stetige Abbildungen einei geschlossenen, emfach zusammenhangenden 

Ges Wiss Gottingen 1914, p 101/10 u J f Math 144 (1 9 1 4\ p 207/10 Ubugens 
ist diesei Satz mu em Spezialfall des ohen lm Text bei S30 j angegebenen Satzes 
von C Gamtheodoi y * 

340a) Antoine , Pans C h 171 (1920), p 601/3, These, StraBburg 1921 

— J de math (8) 4 [= 80] (1921), p 22l/32o* 

340 b) *\Yegen des Zusammenhangs von a) und b) sieheNr 14 bei i5b ) u 25G ) * 

341) *Proc 5 mternat Cougr of Math 1912, Bd II (Cambridge 1913), p 9 * 

342) E J Brouwer Sil ) , und Veislag Akad Amsterdam 21 (1912/3), 
p 300/9 = Proceed Akad Amsterdam 15 (1912/3), p 352/60 Hier ist nur von 
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Jordanschen Flache auf sich selbst [oder auf erne andeie ebensolehe 
Flache], welche die Indikatiix 342a ) niebt umkekren, gekoien zu der 
gleichen Klasse, wenn sie beule vom gleichen Grad sind 

Bei JT Twtee s TJntersuckungen spielen die umkekibai emdeutigen 
und stetigen Abbildungen ini wesentiicken dieselbe liolle, wie bei 
L E J Biomve ) die emdeutigen und stetigen Abbildungen H Tictze 34J ) 
beweist den folgenden Satz Jede umkekibai emdeutige und stetige 
Abbildung emes beschrankten, von emei gescklossenen Jo) danschen 
Kuive beiandeten Bei eiclis 314 ) auf sicli selbst, bei dei die Indikatnx 
dei Flache erbalten bleibt, ist eme Deformation des Beieicks m 
sicli , d h die Punkte des Beieicbs lassen sich so bevegen, dab 
dabei, wabiend dei Beieicli als Ganzes ungeamdeit bleibt, jedei Punkt 
schlieBlick m den lhm veimoge dei gegebenen Abbildung eutspie- 
cbenden Bildpunkt gelangt Dieses Resultat erbalt ei aus dem fol- 
genden Satz 343 ) Ist Q die Flaclie emes Quadiates (emscklieBlick dei 
Begienzung) und smd j 1 und j 2 zwei duicb das Inneie von Q fuh- 
rende Joidcinsche Kuivenbogen, die beide dieselben zwei Begrenzungs- 
punkte a und 1) veibinden, dann gibt es eme stetige Defoimation des 
Quadrates Q m sicb, die jeden Begieuzimgspuukt ungeandeit laBt und 
j 1 in ; 2 ubeifubit Hieiaus leitet ei auck nock folgenden Satz 316 ) ab 
Irgend zwei geschlossene ebene JWZcmscke Kuiven lassen sich mem- 
andei ubeifdbien durcb eme in emem beschiankten Teil dei Ebene 
sick abspielende stetige Tiansfoimation dei Ebene m sicli 

Bei alien diesen Fiagen bat, wie wir geseben haben, dei Fall 
besondeies Interesse, wo die beiden memandei zu transfoimieienden 
Gebilde y und y identiscb smd, d b wenn es sich um die umkebi- 

Kugelflacben die Rede, es ist aber selbstveistandhck, dab alles aucb fui die 
umkekibar emdeutigen und stetigen Bilder der KugelfLicken gilt 

fJbngens vgl man beizu auck LET J3) omoci, Pans C R 170 (1920), 
p 834/5, 171 (1920), p 89/91, Math Ann 82 (1921;, p 280/6, wo fui beliebige 
endlichfach zusammenkangende ft und /t' samtlicko Klassen von emdeutigen und 
stetigen Abbildungen von fi auf p aufgezaklt werden * 

342 a) *D b emeu bestimmten Umlaufssmn, Biebe III AB3, Grundlagen, 
Ni 2 u 5 (M Eehn u P Heegcud)* 

343) Tictze, Pans C It 157 (1913), p 509, Rendic Cire mat Paleimo 
38 (1914), p 247/ ]04 , vgl aucb E L Smith, Annals of math (2) 19 (1917), 
p 137/41, und tui mekrere Dimensionen 0 Vehlen , Pioc National Ac U S A 
3 (1917), p 654/b * 

344) *tJbiigens debnt H Tietze [Sitzgsber Ak Wisa Wien, Bd 122, Abt II a 
(1913), p 1658] den Satz aucb auf geschlossene, emfack-zusammenkangende zwei- 
dimensionale Jo?dansch.Q Flacben aus, d h auf die uinkekibar emdeutigen und 
stetigen Abbilder der Kugelflacken des drei-dimensionalen Raumes * 

345) *£T Tietze 344 ), p 1655 Siebe dazu aucb L ./Interne 34011 ), zweites Zitat, 
msbes p 252/6, 264/6, 276/7 * 



171). Sonstige Untersuch uber uinkebibar emdeut u stefc Txansfoimationen 9bl 

bai eindeutige und stetige Tiansfoimation des Gfebildes y in sicb bandelt 
In diesem Falle eibebt sicb noch die folgende weiteie wichtige Fiage- 
Gibt es bei der ememdeutigen und stetigen Tiansfoimation von y m 
sicb selbst Teilgebilde g ; die bei diesei Tiansfoimation invariant blei- 
ben ; d b dabei ebenfalls in sicb ubeigefuhit weiden? Mit diesei Fiage 
bat sicb msbesondeie L JE J JB)Ouue j eingebend beschaftigt 31G ) Von 
semen weitgebenden Resultaten 317 ) seien nur die folgenden bei voigeboben 

Jede ememdeutige und stetige Tiansfoimation emei Kugelflacbe 318 ) 
geiadei Dimensionenzabl m sicb, welcbe den Sinn dei Indikatns 3128 ') 
mcbt andeit, sowie jede ememdeutige und stetige Tiansfoimation emei 
Kugelflacbe ungeiader Dimensionenzabl in sicb, welcbe den Smn dei 
Indikatrix nmkebrt, besitzt mmdestens emen Fixpunkt 3i9 ) 

346) E J Biomvei , Verslag Amsterdam Akad 17 2 (1909), p 741/52, I8j 
(1909), p 106/117, 19 2 (1910/11'), p 737/47, 20, (1911), p 24~34 = Proceed Amster- 
dam Akad 11 (1909), p 788/98, 12 (1909), p 286/97, 13 (1910/11), p 767/77, 14 
(1911), p 300/10, Math Ann 69 (1910), p 17G/180 [Referat ubei die ebon /i- 
tierten kollandiscben Arbeiten], 71 (1911), p 112/115 u 325/6, 72 (1912), p -*7/54 
Fernei Matb Ann 80 (1919), p 39/41, 82 (1921), p 94/6, Verslag Amsterdam 
Akad 27 (1918/19), p 840/1, 1201/3 = Pioceed Amsfceidam Akad 21 (1919), 
p 935/6, 1143/5, Pans C R 168 (1919), p 1042/4 An die genannten Arbeiten 
L JE J Bionwera knupft dann B von Kerchjario an Math Ann 80 (1919), 
p 29/32, 33/5, 36/8, Verslag Amsteidam Akad 28 (1919), p 379 = Pioceed 
Amsterdam Akad 22 (1919), p 475 Siehe dazu aucli J Nielsen S48 ) and Math 
Ann S2 (1921), p 83/9 3 — 

Im Zusamm^nhang mit diesen Untersuch un gen stehen auch die giuppentheo- 
retischen Abhandlungen \on L JE J. Brouivei [Die Theorie du endlichen kon- 
tmuieilichen Gruppen, unabhangig von den Axiomen von Lie], Math Ann G7 
(1909), p 246/67, 69 (1910), p 1S1/203, auch Atti 4 CongL intern Mat (Rom 
1908), 2 (1909), p 296/303 * 

347) *Die sick teilweise auch auf nur eindeutige und stetige franstoiniationen 
bezieken * 

-34b) *Naturlich. kann man statt der Kugelfhiclie lrgeudein umkehibar em- 
deutiges und stetiges Abbild vou ihi, d h erne gescblossene, emfach zusammen- 
hangende Joi dan&chQ Flache nehmen Dagegen gilt die Aussagc mcht mohr far 
eine zweiseitige gescblossene FJache vom Geschlecht p > 0, vgl L E J Biouwa, 
Pans 0 R 168 (1919), p 1042/4, sowie J Nielsen, Math Ann 81 (1920), p 94 b * 

349) E J Broitiver, Math Ann 71 (1911), p 114 u 32 r »/b [hereits in 
Math Ann 69 (1910), p 180 foimuliert] Den Spe/ialtall einer zweidimensionalen 
Kugel hat er schon voider bewiesen in Vei slag Amsterdam Akad 17 2 (1909), p 750 
= Procced Amsterdam Akad 11 (1909), p 737 , emen anderen Beweis iur diescn zwei- 
dimensioualen Fall hat B ion Kcrtljmto, Math Ann 80 (1919), p 30/2 gegeben — 

Vgl auch G JD Bulhofl, Trans Amcr Math 8oe 18 (1917), p 286/94, der 
noch emen weiteren deraihgen Satz beweist — Verallgememerungen des Brouwa- 
beken Satzes und andeie analoge Satze bei / IT Alexande) , Tians Amei Math 
Soc 23 (1922), p 89/95, G I) BirlJioj] u 0 I) Kellog , ib , p 96/115, S Lefschctz , 
Pioc National Acad U S A 9 (1923), p 90/93 * 
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Jede ememdeutige und stetige, den Umlaufsmn mcht andernde 
Transfounation dei Cai tesisclien Ebene in sick, ist entwedei uber die 
ganze Ebene ememdeutiges und stetiges Abbild emer Translation oder 
besitzt mmdestens emen Fixpunkt 350 )* 

Der Inhalt der Punkfcmengen 

18. Die Cantorsche Inlialtsdefimtion. Man bat sich seit den An- 
langen dei Mengeulehie die Aufgabe gestellt, jeder Puuktmenge Zablen 
zuzuoidnen, die eme Veiallgememerung dei die Langen, Flachenmkalte, 
Raummhalte daistellenden Zablen sein sollten und demgemaB als In- 
halt der Punltmenge bezeicbnet weiden konnten Es sind ltn Laufe 
dei Zeit mekieie sacblich von emandei verscbiedene InhaltsdefimtLonen 
gegeben woiden 

+ Die eisfce Inkaltsdefmition ist, nacb voiausgegangenen Andeu- 
tungen H Hanlels 3&1 ), an d'e verscbiedene andeie Matberuatiker 852 ) 
angeknupft baben, von O Stol r 353 ) und von A . Harnach 3o4 ) aufgestellt 
woiden* Man scblieBe die Punkte dei (als linear voiausgesetzten) 
beschiankten Menge m eme endhche Zabl von mcht ubeiemandei- 
gieifenden InteivaUen em, man nelime an, daB die Lange dieser Intei- 
valle (des gioBten unter ihnen) gegen Null konvergieit, dann ist der 
I halt dei Menge der (immei existierende) Qrenzweit, gegen den untei 
diesen Bedmgungen die Summe dei Langen der Intervalle konveigiert 
Stoh 3j3 ) zeigte, daB diesei Gienzvveit von dei Wahl der be- 
nutzten Intel valle vollig unabkangig ist A Hamad dU ) wies die Be- 
stimmtbeit des Gienzwei tes dadureh nacb, daB ei em eindeutiges Ver- 
fahien angab, um den Grrenzweit zu eikalten, namlicb * 

Um den Inbalt emer Menge auszuweiten, deren Punkte uber 

350) E J Biouwer , Verslag Amsterdam Akad 18 x (1909), p 117 = 
Proceed Amsteidam Akad 12 (1909), p 297, Math Ami 72 (1912), 37/54, vgl auch 
Verslag Amsterdam Akad 27 (1918/19), p 840/1 = Proceed Amsterdam Akad 21 
(1919), p 935/6 * 

351) H Hanlel, *Griatul -Progiamm llmv Tubingen 1870, p 25/6* == Matb 
Ann 20 (1882), p 87/8 = Ostwalds Klassiker Nr 153, p 72/3 

352) *Iusbesondere die in Anm J00 / ) b,a S64 ) genannten Antoren [ H J St 
Smith , V Volteira } P chi Bois-Rcymond , A Harnach y W Veltmann ], welebe 
die Tatsache erkannt kaben, duieb die em welter unten angegebener Irrtum 
H Hanhd s wideilegt wuide AuBerdem die m Anm SS9 ) zitierten Stellen bei 
U Dim und A Harnach , schlieBbch gehort bierber aucb G Cantor 86S ) — Vgl 
auch I A 5, Nr 15 ( A Schoen flies) * 

353) + 0 Slob, Math Ann 23 (1884), p 152/6* 

354) A Harnach , Matb Ann 25 (1885), p 241/50 *Vorher waren bereits 
die m Anm J69 ) u a6 °) zitieiten Abbandlungen G Cantors ersclnenen * 
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eme Stiecke von tier Lange l veiteilt sind, entfemt man aus l die (offenen) 
Intel valle, die gioBer als — smd und keinen Punkt dei Menge enthalten, 
kierauf aus den ubugbleibenden Intel vallen alle diejemgen, die groBei 
als “ smd und keinen Punkt dei Menge enthalten, usw In jedeiu 
Stadium des Verfahrens behalt man dann eme endlicbe Anzalil von 
abgeschlossenen Komplementarmtei vallen, welcke die Punkte dei 
Menge enthalten, und kann lhre Gesamtlange und deien Gienzweit 
berecbnen 

# Etwas spatei hat M Pasch Vjb ) die Unabkangigkeit des Inhalts 
von der Wahl dei Intel valle daduich nachgewiesen, daB ei zeigte, 
daB die oben angegebene Inhaltsdefimtion mit dei folgenden Defini- 
tion des Inhalts ubeiemstimmt SchlieBt man auf alle moglichen Weisen 
die Punktmenge M in endlich viele, mcht ubeieinandergieifeiule Intel- 
valle em, so stelle die unteie Gienze dei Sunnne dei Intervallangen 
den Inhalt von M dar* 

Die Definition des Inhalts laBt sich auf emen w-dimensionalen 
Raum ausdehnen, mdem man che Intel valle duich n-dimensLonale Kugeln 
^oder bessei duieh w-dnnensionale Intel valle* eisetzt 

1st der Inhalt Null, so nennt A HmnacJc^ b ) die Menge dishet , 
^wogegen P du JBots-Beymond 363 ) sie als vitegnoba * , M Pasch m ) als 
unausgedehnt bezeichnet * 

A Hamach 357 ) gibt an, daB es auf den eisten Blick schemen 
konnte, als ob jede abzahlbaie Menge diskiet waie, denn man kann 
<uck eme Folge \on Zalilen s n deiait geben, daB die Reihe 

£ 1 + f 2 + + £ n + 

eme seln kleine Summe hat, und kann dann jeden dei Punkte x 1} dei 
Menge in ein Intervall von dei Lange e n einschlieBen allein die Zahl 
der Intervalle ist jetzt mcht mehr endlich 

A HamacJ i^ 58 ) gibt feiuei eimge allgemcme Eigenschaften dei 
diskreten Mengen Die Summe einei endlichen An/ahl von diskieten 
Mengen ist gleichfalls eme diskrete Menge Jede Menge, deien Ab- 
leitung diskret ist, ist selbst diskiet 

Jede Menge, von der lrgendeine Ableitung Null ist, ist diskiet 
JLetztere Eigenschaft hatte voihei scbon G Canto) bewiesen 3r 'V 

S55) *il/ Pasch, Math Aim 30 (1887), p 14 2 4 * 

356) + 1 Hamad 56 '), p 259 &o\ue ' G '), v,l i* 

357) Hamad'* 1 ), p 2424 * 

358) + A Hamad 56 '), p 244 0 Vgl auch G Canto) 10H ; * 

159) Cantor , Math Ami 21 (1883 ■, p 54/7, siehe aucli G Canto) 1b8 ) 

Ubngons hatte bereits U Hint, Fondameuti per la teonca delle funzioni 
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DaB eme diskiete Menge nugendu diclit ist, ist zienilich belbsi- 
versfcandlick, das Umgekekile jedoch (was H Hanlel 351 ) zu beweisen 
geglaubt hatte) gilt nicht + Die Tatsaehe, daB eme mrgends dichte 
Menge nicht notwendig diskret seiu muB, odei, was dasselbe ibt ; daB 
eme lm Intel vail d uberall diebte Intel vallmenge emen Inhalt < d 
besitzen kann, wnrde zneist von R J Si dann auch von 

V Volterrci m ), F du Bois-Reymond* G2 ) 7 A Rauiach m ), W Yeltmami m \ 
eikannt und durch Beispiele eiwiesen 3Co )* 

JDie Inhaltsdefimtion von G Cantu 1 S6(3 ) ist foimal zwai ganz andeiB, 
dei Sache nach jedoch nut do vongen identisch * 

Sei m emem M-dnnensionalen Rauin E n erne besclnanktc Mengt 
E von Punkten p voigelegt Umgeben wn jeden Punkt p mit einer 
Kugel vom (fui alle Puukte gleiehenj Radius q Die Gesamtheit allei 
dieser Kugeln eifnllt emen Raumteil (dessen Inhalt man duich eiu 
>z-faches Integial erhalten kann) Dieser Raumteil F(p) ist eme ste- 
tige Funktion von p, sie konvergieit gegen emen bestimmten Gienz- 
wert, wenn q gegen Null konvergieit Diesei Grenzweifc stellt fui 
G Canto) den Inhalt der Menge dai 3(j7 J 

di vauabili leali, Pisa 1878, p lb/9, gezeigt, daB jecle Menge erster Gattung 
[d h jede Menge, von der eme Ableitung rmt endhehem Index verschwmdetj 
diskiet ist, ebenao auch A Hamad , Die Elomente der Differential- und Integral 
rechnung, Lpz 1881, p 261/2 * 

350) J St Smith, Proc Loud Math Soc (1) 6 (1875), p 148/50 * 

361) ^Giorn di mat 19 (18S1), p 80/2 * 

362) ^Functionentheone 4 ^, p 188/90, eine kuize Andeutung bereita Math 
Ann 16 (1880), p 128 Amn * 

363) *Math Ann 19 (1882), p 23b/9 * 

364) *Ztschr Math Phys 27 (1882), p 176/9, 199, 313/4 Daselbst auch ein 
era tea Beispiel, das den zweidimensionalen Fall betrifft * 

31 6) Ein typisches Beispiel fur eme nirgends dichte Menge, die nicht diakret 
ist, ist das folgende Sei eme Folge von Bruchen a 1 , a £ , a 31 gegeben, die 
em konvergentes Piodukt bildeu Teilen wir das Ip.teivall [0, 1] in 

drei Teile, von denen die beiden aufieren gleich groB smd, wahrend der nutfclero 
sicli zum gauzen Intervall wie (1 — a t ) 1 veibcdt SchlieBen wir die mneren 
Puukte des mittleren Teiles aus Yerfahren wn ebenso mit den veibleibenden 
Teilen, mdern wir nur duich a t eisetzen, usw Die (peifekte) Meuge der ubng 
bleibenden Puukte ist nugends dmht und besitzt als Stolz- Hamadacken Iuhalt 
das Produkt ^Dieses Konstxnktionsverfahren laBt sich naiurlich auch 

a ill den Fall von mehreren Dimensiouen ubertragen * 

3<>6) G Canto), Acta math 4 (1884), p 388/90, Math Ann 23 (1884), p 473/9 

367) *Die m der Ccuttoi seken Definition auftretende InhaUsbesfcimmung des 
Haumteiis V (q), der als Yeremigungsmeuge von unendlick vLeleu Kugeln ent- 
stebt, ist begufflich nicht ganz emfach Es laBt sich abei [vgl A Schoenfhes, 
Benefit I 1913, p 303] nut Leichtigkeit alles auf nur endlich viele Kugeln vom 
Radius g zurucktufiren Denn mit dei Menge E werden gleichzeitig auch alle 
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^Da zugleicb nut rlei Menge E aucli alle lbie Haufungspunlvte 
mneibalb V(p) enthalten sind, so eigibt sicb nach G Canto) 36S ), daB 
der Inbalt jedei Menge nut dem Inhalt lbiei Ableitung ubeieiustimmt, 
imd daraus weiteibm, daB jede Menge den gleichen Inhalt besit7t wie 
dei m lliiei Ableitung enthaltene peifekte Bestandteil, vpeziell bat 
also (wie oben scbon erwabnt) eme Menge, von dei erne Ableitung 
versckwmdet, den Inbalt Null* 

Es ist zu bemeiken, daB dei Canto) sche Inhalt (wie aucb alle 
sonstigen Inbaltsdefimtionen) von der Zabl dei Dimension en des 
Raumes abkangt, m dem die Menge E nacb Voiaussetzung liegt Eme 
Strecke z B odei eme lineal e Menge bat emeu verscbiedenen Inbalt, 
]e nackdem man sie m einem emdimensionalen Raum, m dei Ebene, 
1 m gewobnlichen Raum gelegen voiaussetzt So bat ein jp-dimen- 
sionalei Beieieh m jedem ^-dimensionalen Raum (n>p) den Ln- 
lialt Null 

19. Der Jordansche Inhalt G Peano 3G0 ) und G Joidan 37 °) haben 
(in etwas verscbiedener Forinulieiung) folgenden Inbaltsbegriff an- 
gegeben 

Sei eme beschiankte Menge E z B m emer Ebene vorgelegt 
Betracbten wn eme Emteilung der Ebene dmch Pai allele zu den 
Aelisen m Quadrate von dei Seite a Gevvisse diesei Quadiate bestehen 
aus lauter mneien Punkten von E , andere entbalten Begrenzungs- 
punkte von E , nocb andeie endlich entbalten gai kemen Punkt von 
E Sei S der gesamte Flacbenmbalt del ersten Quadiate, S' der 
Flacheninbalt dei zweiten 

Konveigieit a gegen Null, so kann man beweisen, daB S und S' 
gegen Gienzweite konvergieien, S + S' konveigieit aRo aucb gegen 
emen Gienzweit Dei Gienzweit von S beiBt dei inneic Inhalf (ane 
mteneure), dei von S + S' dei aufiete Inhalt (aire exteueuie) dei 
Menge E Die Menge E wild „(nach Jot dan) mefibar “ odei aucb 

ihro Haufungspunkte von den unendhch vielen, l^p) Inldenden Kugeln emge- 
schlossen Man kann desbalb den HoreZscben Uberdeckungssatz anwenden, worauR 
Bicb ergibt, daB von diesen unendhcb vielen Kngeln beieits endlicb viele zur 
iJedeckung ausreichen Es ist dann aucb leicbt zu sehcn, daB die Ven migungs 
menge chesei endlicb uelen Kugeln mil gegen 0 abnekmendem q dem gleicben 
Grenzweib wie V (q) zu^tLebt * 

3G8) *G Cantor 6 **), aucb A Hamath 3C8 ) Vgl ferner die fiuheie Abband- 
lung von G Cantor Sf ’ 9 ), ssowie den ubngen Text von sc(> ) * 

369) G Peano, Applicazioni geometnche del calculo mbmibesiinale, Tunn 1887, 
p 154/5, 156, 158 

370) C Jordan, *J de Matb (4) 8 (1892), p 70/9/ Corns d’Analjse l ~) 1, 
p 28/31 
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}} qmduetlm iimx ) (quarrable) genannt, wenn diese beiden Flachenmhalte 
emandei gleicb smd, d k wenn dei Grenzweit von S' Null ist In 
diesem Falle keifit dei gemeinsame Gienzweil von S und S + S' em- 
facli dei (Jot dansche) Inhalt dei Menge JE 

Wuule man E statfc m emem zweidimensionalen Raume m einem 
^‘dimensionalen Raume befindlich annekmen, so wuide man durcli 
em ganz alinlickes Verfalnen den aufieren Inhalt (etendue exteneuie) 
bzw den mneten Inhalt (et mteneuie) dei Menge defimeien Und 
sie wuide „?ncssbai u (mesuiable) odei genauei „nach Jot dan me/iba *"" 11 ) 
keifien, wenn diese beiden Inkaltszahlen emandei gleicb smd Deien 
gememsamei Weit wad dann wieder als (Jot da n seller) Inhalt bezeicbnet 
+ Die voistehende Foimulienmg des Inkaltsbegnffes ist die von 
G Jordan , G Peano bat genau denselben Beguft in etwas andeier 
Weise defimeit, namlick S71a ) 

Der auBeie Inhalt, dei Menge E ist die unteie Gieuze dei Inkaltu 
dei aus endlicb vielen Quadraten bestekenden, E emscklieBenden 
Mengen Der mneie Inhalt dei Menge E ist die obeie Gienze dei 
Inhalte dei aus endlich vielen Quadiaten bestekenden, in E enthulte- 
nen Mengen Stimmen aufieiei und mneier Inhalt ubeiein, so heiBi 
lhr gcmemsamei Weit wiedei dei Inhalt von E* 

% Summe, Diffeienz und Duiehscbnitt von endlich vielen nach 
Jordan meBbaien Mengen smd wiedeL nach Jot dan meBbaie Mengen 
Speziell ist die Summe dei Inhalte von endlich vielen elementenfiem- 
den Mengen gleicb dem Inhalt der Summe diesei endlich vielen Mengen 
Dies alles gilt nicht mehi fui abzahlbai unendlich viele Mengen (Fm 
letzlere leistet dies eist dei Hotels che und dei Lebesgae sehe MaBbe- 
gufl [Ni 20 J, und dann besteht geiade dei Hauptfoitschritt, den 
diese MaBbegnffe eizielen) 

Dei aufietc Inhalt ist, wie unmittelbai eisicbtlich, zdcntisch nut 
dem (Stoh-IIat nacL-)Cantot schen Inhalt 

Wain end jede Menge nach Canto t emen Inhalt besitzt, ist dies 
nach Jot dan nicht der Fall Wenn abei erne Menge emen Jotdan- 
schen Inhalt besitzt, so stimmt chesei imt dem auBeien Inhalt, cl li 
mit dem Gan tot bchen Inhalt dei Menge uberem 


370 a) Curathtodo) y bildet noch die Begnilc , } nadt ait fit n quadnttbai 1 
und „nach innen quctdrierbcn ‘ Siehe lneruber FuBnote * 

371) *Zum Unteisclnecl von anderen Mefibarkeitsbegnften [siehe Ni 20 1 
Die Franzosen bezeicbnen [nach dem Vorgang von E Ltbesgue SR *)] die „nacli 
Jordan meBbaien Men gen “ violfach als „ ensemble & me^utahlcs (7)° * 

371a) *Vgl dazu auch die bei E Schmidt , Math Ztschi 11 (1921), p 29S lib, 
gegebene ausfohrliehe Daistellung > 
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Eme Menge A ist dann und nur dann nach Joy dan meBbai, 
wenn die Begienzung yon A den (Jo/dcmschen) Inhalt Null hat* 

Es ist sehi leicht, Mengen zu konstiuieien, die nielit nach Jordan 
meBbai smd Eme ubeiall diclite Menge, die (wenn sie auf emei 
Geiaden liegt) kem Intel vail enthait odei (wenn sie in emei Ebene 
liegt) kem Gebiet, ist offenbar mcbt naeh Jordan meBbai Aucli 
bei emei nugends dicbten Menge kann es voikommen, daB sie meht 
nach Jordan meBbai ist, *die m Ni 18 erwahnten nugends dickten 
Mengen, deien Cantor^chei Inhalt von Null veisclneden ist [vgl Anm 
360 ) bn. 365^ ^ SO wie* die sogleich zu eiwahnenden Kuiven smd Bei- 
spiele dafur 

Betiachten wir eme m emei Ebene gelegene stetige Kurve, die 
kemen Beieich erfullt Ihr mnerei Inhalt ist Null, abei lhi auBerei 
Inhalt kann von Null verschieden sem, sogai wenn die stetige Kurve 
eme Jordansohe Kurve ist S71b ) Beispiele hierfui, die emander ziemlich 
dhnlich sind, haben zuerst H Lebesgne™) und W F Osgood™) ge- 
gebeu 37t ) 

Das Beispiel von W F Osgood besteht m Folgendem Ziehen 
wir ul einem Quadrat zu jeder Seite vier Paiallelen, derait, daB sie 
vier Streifen bilden, von denen je zwei zu jedei Seite paiallel sind 
AuBeihalb der Streifen bleiben neim Quadiate c Die Streifen schnei- 
den sicb in vier weiteren Quadiaten Wir wollen jetzt eme geordnete 
Iteibe von klemen bonzontalen und veitikalen Strecken nach folgen- 
dem Bilclungsgesetz berstellen man begmne an der linken oberen 
Ecke und endige an dei lechten unteren Ecke, der Anfangspunkt 
ngendeinei der Stiecken ist deijenige Eckpunkt des Quadiates c , m 
das wn eben emgetreten sind, dei vom voiheigehenden Endpunkt am 
weitesten m dei Diagonale entfernt ist Dieses Yeifahien liefeit die 

aT lb) *Also these Kuiven smd (im Sinnc \oil 11 Ltbesgue [Nr 20]) von po^i- 
tivem Flachenmafl * 

372) H Lehtsgue , Panser These 1902, p 17 = Ann th mat (3) 7 (1902 1, 
p 217, Bull Soc math France 31 (1903), p 197/203 

37 >) IF F (hgoofl, Tians Amer Math Soc 4 ^1901), p 107/12 

374) *Andere deraitige Beispiele smd gegeben woiden \on Q Chisholm 
Young, Quart J of math ->7 (1905), p 87/91 [aucli in IF H u G Ch Young, 
Theory, p 244/7], TF Sicipinski, Auz Ak Wiss Krakau i l H3 (A), p 251/63, 
F HciUbdoiff, Mengenlebre, p 374 5, und K Knopp, Arclm Math Phy3 (3) 20 
(1917), p 109 hO Die beiden letzteren Beispiele smd besonders oiufach — Die 
Beispiele von TF SiapuYh nnd K Knopp haben den \oi/ug, daB jedcs Stuck 
der Kuive die gewunschte Figenschaft hat (wahiend die andoren Beispiele ge- 
ladlimge Stucke enthalten)* 



968 


IIC 9a Zoietti-Rosenthal Die Punktineugen 


in dei folgenden Figur angegebene Numenerung von 0 bis 17 und 
die acht aufemandeifolgenden (dickgezeiclmeten) houzontalen und vei- 
tikalen Strecken Maikieien wn nun auf einern Intel vail von dei 

Lange 1 die Punkte von dei Ab- 

szisse ii , und lassen wn dein lmt 
dei Nummei n bezeiclineten Punkt 
des Quadiates den Punkt ^ des 

Intel vails entspieehen Wenden wir 
hieiauf auf jedes dei nenn Teil- 
quadrate c das&elbe Yeifahien an 
Emteilung duicb Streifen und Bii- 
dung von 8 X 0 neuen klemen lio- 
nzontalen bzw vertikalen Stieeken 
mdem man z B fui das die Punkte 
2 und 3 enthalteude Quad i at von 
dei Ecke 2 ausgelit und an dei 
Ecke 3 endigt, und feiner den so erhaltenen Punkten dieses Quadrates 
auf dem Intel vail [0, 1J die Punkte 

JL_i__L A _l JL _2, ji6_ A_L.iL A1 

17 3L7* 5 17 17 J ’ 7 17 “A 17* 7 17 17 2 17J 

entsprechen laBt; usw 

Die Kuive C wnd dann dujcli die Gesamtbeit aller diesei bon- 
zontalen und vertikalen Strecken und lhier Gienzpunkte gebildet, die 
Koordmaten ernes Punktes von C sind Funktionen der Abszisse des 
Punktes auf dem Inteivall [0, 1], die stetig und fur eme ubeiall dichte 
Menge von Werten des Paiameters defimeit smd, was genugt Die 
Kuive ist eme (ungescblo&sene) Jo)dan$>cke Kuive, die emeu von 
Null verscbiedenen auBeren Inbalt besitzt Diesei Jordawsche Kuiven- 
bogen G ist dann, da dei mnere Inhalt Null ist, mcht quad) letbar 
+ Veibindet man die Endpunkte diesei ungeschlossenen Jordansohen 
Kurve C dureh emen das Quadrat nicht tieffenden Jordanschen Kuiven- 
bogen, so erhalt man em von eme ) geschlossenen Jo ) tfamschen Kuive 
begrenztes Gebiet, das mcht quadiieibai ist 

Das allgememe Piinzip, solehe mcht quadnerbare Jotdanscke 
Ivurven zu konstiuieien, besteht 375 ) m folgendem Nach dem m Nr 14 
[bei 255 )] eiwabnten Satz kann man duicb jede beliebige punkthafte 
abgescblossene Menge P der Ebene eme geschlossene Jordan sebe 
Kurve © legen Wablt man die Menge P so, daB lbi auBerer Inbalt 
m der Ebene von Null veischieden ist, so ist S mcht quadneibai 

375) *Nach emei Bemerkung von A Schoenflies , Bencht II 1908, p 202 * 
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Endlich sei m diosem Zusammenbang nock daiauf hmgewiesen, 
daB G Joidan bewiesen hat° 76 ) Jede t eld ifiziet bate [siehe Ni 40 
bei 753 )] Jordansche Kuive (sowie, worm sie gescblossen l^t, das von 
lhr begienzte Gebiet) ist auch quad) ie)ba> * 

20. Das Borelsche und das Debesguesche Mafi Die iui die 
Anwenduiigen so wichtige Fiage nach dem Inhalt dei Mengen hat 
erst dutch E Boyel und H Lebesgue eme Losung eihalten, die voll- 
kommen befnedigt Die oben [Nr 18 u 19 ] bekaudelten Defimtioneu 
hatfcen uamlich alle lhie Ubelstaudc Jlei Canto) sche Inhalt der Surumc 
/weiei elementenfieiudei Mengen kann veischieden sem von dei Samme 
dc-i Inhalte dei beiden Mengen 877 ),* die Definition von G Ca)itor ist 
uberhaupt ejgentlich auf die abgeschlossenen Mengen zugeschnitten, 
da sie emei Menge und lhiei Ableitung den gleichen Inhalt erteilt 
Die Definition von G Joidan gibt eme zu gioBe Anzahl mcht meBbaiei 
Mengen Wie man sehen wild, besitzt die Definition, die H Lebesgue 
dui ch Veiallgememeiung dei von E Boiel heuulnenden Definition er- 
halten hat, keme deiaitigen Ubelstande 

E Bo)el slb ) sucht den Inhalt odei (wie man bei dieseu allgememeien 
Defimtionen von E Boiel und H Lebesgue zu sagen pflegt) das J/a/3 370 ) 
emei Menge „von innen heiaus (du dedan->)“ 330 ) zu definieien, d h 
(hvenn man sicli der Emfachheit halber m den Fall emei Dimension 
verse tzt) an'statt die Greiade willkuilich m Strecken zu teilen und die- 
]emgen zu zahlen, die Punkte dei Menge enthalten, geht man gerade 
umgekehit von dei Menge aus und versucht, line Punkte mittels 
370) J' Joidan , Coins d’analyse l2 ) 1, 2 ed , p 107, 3 ed , p 10b 
Ch J dcla Vail re Poussin [Cours d’analybe lnfimtesimale 1, 2 ed (Lou\ain- 
Paris 1909), p 366, 3 6d (1914;, p 385] hat einen nock allgemeineLen Satz ge- 
geben Jede gescklossene Jordansche Kurve y = ip(t) ibt quadrieibar, 

wenn mmdestens eme der beiden Funktionen qp(£), ^(t) von beschianktei Schwau- 
knng [vgl Nr 22 und Nr 40 (Lei " B3 ))] ist * 

377) ^Beispiel Die Summe der Menge der rationalen Zaklen und der Menge 
dei irrationalen Zaklen zwiseken 0 und 1 * 

378) E Borel } Lemons sur la tkdone des fonctions, Pans 1898, p 4b, [„eben- 
bo 2 ed 1914 *] 

379) + Diese Unteiscbeidung zwiseken n Inhalt u [Cuntoreche und Joidunsche 

Definition] und „.ZJih/3 u [Boielsche und Lebesgue seke Definition] ist in analoger 
Weise auck lm Franzobischen und Engliscken ubhek un Franzosiscben pflegt 
man entspreebend zwiseken J} etendur <{ und im Engliscken zwiseken 

„ content 14 und „mcasu)e li zu unteibclieiden Dock bat sick im Deutscben und m 
den anderen Sprachon dieser Wortgebiauck nock mclit \olhg unumsekrankt 
durckgesetzt [Z B gebiaucht nenerdmgs C Cat atheodoiy , Reelle Funktionen, 
Kap V, das \Yorfc „Inkalt“ fur die Lebesgue seke Definition, wakiend er sick den 
Ausdruck fur seme eigene Mefibaikeitstkeone (\gl Ni 20 b) vorbekaH]* 

380) Sicke E Borel, Revue gen des sciences 20 (1909), p 320 
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klemei Stiecken, die man konstiuiert, zu bedecken JDas acsentluh 
Neue isk aber, daB E Eo)el sicli dabei mcht auf endlich viele, mebt 
uberemandergieifende Strecken beschiankt (wie es bei den frukeien 
Inhaltsdefinitionen gescbelien ist), sondein abmhlbc n unendlich viele 
solche Stiecken zulaBt* 

Nekmen wir an, daB eine Menge M duich die Puukte emei ab- 
zahlbar unendlichen Menge von Inteivallen gebiidet wnci, die mcht 
ubeiemandeigieifen Ihie Langen mogen eme konveigente Reike von 
der Summe S bilden Diese Summe sei dann das MaB dei Menge 31 

Um das MaB einer anderen Menge zu definieien, stellt E Bo? cl 
die folgenden Pnnzipien auf 

a x ) Eme Menge, welcke die Summe zweiei oder melneiei andem 
vorn MaBe S 1) S 2 , , S n ist, hat zum MaB 

$1 + & + + ) 

wofem diese Teilmengen kemen Punkt gememsam haben 

a 2 ) Ist eme Menge die Summe abzahlbar unendlich vieler Mengen 
vom MaB S lf S 2} , S v , , die keme gememsamen Punkte besitzen, 

so hat sie zum MaB die Summe dei Reibe 

$1 + & ~f" “1" + 

b) Euthalt fernei eme Menge E vom MaB S aide Punkte einei 
Menge E r vom MaB S lf so hat die Menge E — E 1 das MaB S — S x 

E Botel nennt „meBbaP £ diejenigen Mengen, deren MaB man, von 
endlich oder abzahlbai unendlich vielen Inteivallen 331 ) ausgehend, 
mittels der vorstehenden Pnnzipien bestimmen kaim Zui Unterschei- 
dung von andeien MeBbarkeitsbegnffen werden diese Mengen als „nach 
Borel mefibar “ oder „im Boielschen Smite mcfibai“ bezeichnet Lebes- 
(fue SS2 ) defimeit diese Mengen [die ei „< ensembles mesurcibles B‘ nenntj 
m abweichender Weise als diejenigen Mengen, die man, ausgehend 
von endlich oder abzahlbar unendlich vielen Inteivallen 381 ), duich 
endlich oder abzahlbar haufige Anwendung dei beiden folgenden Ope 
lationen erhalten kami a) Bildung dei Veremigungsmenge von end 
lich oder abzahlbar unendlich vielen Mengen, /J) Bildung des Duich- 
schnitts von endlich odei abzahlbai unendlich vielen Mengen Es 
laBt sich zeigen daB die beiden Mengensjsteme, die durch diese beiden 
Konstiuktionsveifahien (tf 1; a 2 , b) bzw («, /3) eizeugt werden, identiscli 

3S1) + Bei mehreren Dimeusionen bat man von der Gesamtheit der >i-dimen- 
sionalen lnteivalle auszugehen * 

382) Lebe'iQuc, J de math (6) 1 (1905), p 105 Fruher aelion so aim- 
lich, jedoch mit der spatei beseitigten Emscbranknng, daB die Operationen a) 
und /3) nur endlich oft augewenclet veiden sollen, m Parisei These 1902, p 10 
= Annali dL mat (3) 7 (1902), p 240, Lemons but 1’mUgiation H9 ), p 108/9* 



20. Das Boielsche und das Lebesguesche MaB 


971 


sincl 3b3 ) Djese „naeh Hotel meBbaien Mengeu“ die nach F Ectusdo? ff iu ) 
kurzei als „J3oiclsc\te Mengen “ bezeicimet wet den, bind demnach genau 
die beieits in Ni 9b m andeiem Zusammenhang betrachteten Mengen * 

Das MaB ist memals negativ, es kann abei Null sein, und zwai 
aucb fui erne niebfc abzahlbaie Menge Z B bat die Menge, die [in 
Ni 7] daduicb eihalten wuide, daB man aus dei Stiecke [0, 1] suk- 
zessive erne Stiecke gleich zwei Stiecken gleicli J, ; ausscbliefif, 
das MaB Null, obwolil sie peifekt ist Smd zwei auf dei Stiecke [0, 1J 
gelegene Mengen komplementai, so haben lhrc MaBe (falls sie existieien) 
die Einbeit zur Smnme 

Da em emzclnei Punkt das MaB Null bat, so besitzt aucb jede 
abzablbaie Menge das MaB Null Jede offene Menge ist nn Hotel- 
scben Sinne mefibai und desbalb (als Iu> m pie mental menge) auch jede 
abgesclilossene Menge Jm ubrigen sei bier auf die Ausfulnungen von 
Nr 9 b venviesen* 

383) *Zuna,ckst ergibt sick aus Betracktungeu von H Lebcsguc, J de math 
(b) i (1905), p 160/5, dafi dio Gesamtheit der in angegebene^Weiae durch (a, P) 
entbtehenden Mengen identiacb ist mit der Gesamtheit der duicb (a, b) erzeugten 
Mengen Es bleibt aber dabei gegenuber der ursprunglichen Motel schen Fassung 
der wesentliche Untorschied bestehen, daB bei dieser [a 1>2 ] nui elementenfremdc 
Mengen veremigt werden, dagegen hier bei der Lebesgue schen Fassung [a] auch 
Mengen mit gememsainen Elementen Das Borel ache Konstruktionsverfahren 
ist also hieinacb sicherlich nicht weittragender als das Lehcsgue&chQ , daB aber die 
beiden Konstruktionsverfahren (ft ti b) und (a, b) genau das gleiche Mengen - 
system erzeugen, kann man, nach emer fieundhchen brief lichen Mitteilung von 
Herrn F Hausdorff, folgendeimaBen zeigen (uber die dabei verwendcten Begrifte 
[Ring, Koiper, <7-SystemJ siehe den SchluB von Ni 91>) 

Im eindimensionalen bzw «-dimensionalen Baum biklet die Gesamtheit der 
otfenen Mengen einen Rmg S J{ 0 Der klemste Korper uber diesem Ring SR 0 
laBt sicb durch Differenzbilduug und Summation von endlich vielen, elementen- 
fremden Mengen eizeugeu [siehe F Hausdoifl , Mengenlehre, p 16], also durch 
das Borelsche Koustiuktionsverfahien (a x , b) Fernei fubit \on diesem Ivorper 
aus die Operation (a) nicht weiter als die Operation denn statt 

S (zb, zl 2 , A s , , A, f ), wobei die A n Mengen von smd, ivann man 
S (JB 1 , B* 1 i 1* n > ) — (D, — 1j x ) -f- (7A, — B*) 

schieibeu, wo B n — ^(J. L , A x , A n ) bedeutet und wieder /u gehort, 
und wo nun die ebenfalls /u gelioienden Mengen (B n — B n _ ^ sdinthch 711 
emandei elementonfiemd smd Die Mengen 6 (A x , A , l, n ) bilden 
das klemste ^-System ukr , das wieder ein Bing ist [siehe Mengenlehre, 

P 2 V 4 J 

Man kann nun wiedei genau ebenso wie S R 0 belnindeln, und so laBt 
-,ich dieses Beweisverfakien unbegienzt weitoifuhien, und es laBt -ach (da die 
V ercimgungsmenge emer anfbtcigendeu Folge von incmandeigGsckaektelten Rmgen 
wieder em Ring ist) auch 111 s Pianshnite fortset/en * 
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H Lebesc/ue m ) stellt erne neue Definition cles MaBes auf, mdem 
ei sicb, alinlicli wie E Hotel, lm voraus die Eigenschaften gibt, die 
er dem MaB beilegen will 

Ei will mogliclist jeder beschiankten Menge eme mclit negative 
Zahl (ilir zuoidnen, die folgende Eigenschaften hat 

1 Es gibt Mengen, deren MaB von Null vei&clneden ist 

2 Zwei kongruente Mengen haben dasselbe M*iB 

3 Eme Menge ; welche die Sum me von endhcb vielen odei von 
abzablbai unendlicb vielen Mengen ohne gememsame Punkte ist, bat 
al3 MaB die Summe der MaBe diesei Teilmengen 

+ Die Fiage nacb emer solcben MaBzahl nennt H Lebesgue das 
Inhaltbp) obleyn * 

Im Falle emei Dimension legen wn willkuilicb emei Stiecke 
von der Lange 1 das MaB 1 bei Man sieht ohne Muhe, daB das 
MaB emei beliebigen Stiecke line Lange ist ScblieBen wir nun die 
Punkte emei auf dei Stiecke [0, 1] gelegenen Menge E in endlieh 
oder abzahlbar unendlicb viele Inteivalle em ; deien Summe die Lange 
(oder das MaB) A bat; dann soil das MaB von E, wenn es existiert, 
klemei odei gleicb A sem H Lebesgue bezeich.net die unteie Gienze 
dei Menge dei Zahlen A als aufie>es Mafi (niesuie exteneure) von 
E und stellt es duicb das Symbol m e E dar, + im Deutscben bezeichnet 
man es nnt yn a E* 

Sei C(E) die Komplementarmen ge von E m [0, 1] Dann nennt 
ei den Ausdiuck 

1 — m a G{E) 

das innete Maft (in mteneuie) von E und stellt es durch das Symbol 
m % E dar 385 ) 

Dann ist das auBere MaB von E groBei oder gleich dem inneien 
MaB m t E 

Man nennt „im Lebesgueschen Simie ynefibm*' odei v nacli Lebesgue 

384) E Lebesgue 9 [*Parisei These 1902, p 5/15 =*] Ann di mat (-5) 7 (1902), 
p 235/45, Le 9 ons sur Pintegiation 89 ), p 102/10 E Lebesgue erklart [Le^ns sui 
^integration 89 ), p 109 Anm], m der Definition von E Borcl die Amegung zu 
seiner eigenen Definition gefunden zu haben 

Eme gute Daistellung der Lebesgue schen Mefibarkeitstheorie findefc sich bei 
Oh J de la Vallee Poussin , Corns d’analyse lnfinitesimale, Bd I, 2 dd (Pans et 
Louvam 1909), p 240/52, *3 ed (1914), p 59/69, Bd II, 2 ed (1912), p 103/5, 
sowie [etwas anders, xnebr im Sinn von W E Young™*)] m Integrates de 
Lebesgue, fonctions d’ensemble, classes de Baire, Pans 1916, p 16/27* 

385) Caratheodo'i y , Reelle Funktionen, p 232 u 275, gebraucht tur 
m a und m t die zweckmafiigen Bezeichnnngen m* und Vgl aucb 379 ) und 
Ni 20b* 



973 


20. Dae Borelsche und das Lebesguescke MaB 

mejibar“ odei meist kuiz } ,mefiba> <c diejemgen Mengen, fui die das 
mneie MaB gleich dem auBeien ist; 4 m diescm Fall lieiBt dei geinem- 
same Wei t von m a unci ?n l clas Mciji dei Menge E und wild ruit 
mE bezeicknet* Fui die meBbaien Mengen ist das weitei oben ge- 
stellte Inkaltspioblem losbai und gelost, und e& gibt keme andeien 
Losungen desselben (wenn man solche Lo&ungen, die sick um emeu 
konstanten Faktoi unteisckeiden, als meht veischieden ansielit) 3S6 ) 

*Fui die MeBbaikeit emei Menge E ist notwendig und himei- 
chend, daB man die Menge E in eine Intervallmenge ct und die Kom- 
plementarmenge C(E) in erne Intel vail menge /3 einscblieBen karrn, 
deiait, daB das MaB des Duichschmtts diesei Intel vallraengen a und 
jd klemei als erne beliebig vorgegebene positive Zahl s ist* 

*Zu genau demselben Mafibegnff wie IT Lebesgue bind etwas spater, 
abei offenbai unabliangig von ihm ; aucli G Vitah s87 ) und (auf anclerem 
Wege) W H Young 888 ) gelangt W H Young defimert das auBeie MaB 
emei Menge E als die untere Greuze clei MaBe cler E einscblieBen den 
oftenen Mengen , das mnere MaB von E als die obere Gienze dei MaBe 
dei m E entkaltenen abgeschlossenen Teilmengen 389 ), wenn auBeres und 
mneres MaB uberemstimmen, wud lhi gememsamer Weit wieder ein- 
fack als MaB bezeicknet und die betiefiende Menge wud wiedei meB- 
bai genannt Dabei wud natuigemaB clas MaB emei Menge von mckt 
ubereinandeigieifenden Intel vallen duick die Snmrne clei Langen clei 

386) *Eme genaue axiomatische Cliaiaktensieiung der mi Eebesgucscken 
Sirme mefibaien Mengen und lhrer MaBe hat W Sierpinsh, Bull Acad Ciacovie (A) 
1918, p 173/8, gegeben [Dabei spielfc eme wesentlicbe Rolle die Forderung, da(3 
■jede Teilmenge eineL Menge vom MaB Null selbfet meBbar sem boII J Vgl dazu 
aucb M Fuchet, Pans C R 170 (1920), p 563/4 * 

387) m G Vitah, Rendic Isfcit Lomb (2) 37 (1901), p 69/73, wo du Begrifi 
des auBeren MaBe^ [„minima estensione 11 ] behandelt wild, und Rendic Circ mat 
Palermo 18 (1901J, p 116/26, wo dei Begnft der MeBbarkeit gegeben wud, als 
Definition der MeBbarkeit wixd die iib obigen Text unmittelbai vorhergehende 
notwendige und hmreicliende Bedmgung genommen, lm wosentlicbeu also wie 
bei H Lebcbgue * 

388) *IF H Young , Pioc Loncl Matb Soc (2) 2 ^1904), p 10 51, systema- 
tische Darstellung seiner Unteisuchung in W H u G Ch Young, Theoiy, Kap V, 
p 76/120 

Er gebraucbt meist die Bezeichnung „ content ‘ und „m nu b?w outci content “ 
[Vgl dazu 878 ), die dort angegebene Unteischeiclung zwiscben „content“ und 
,measuie“ bndet sich z B bei E W Hobson, Tbeois, siehe p 102]* 

389) *Da das innere MaB die obeie Gienze dei MaBe der abgeschlossenen 
Teilmengen und (well die abzahlbaien Mengen das MaB Null haben) aucb die 
obere Gienze der MaBe der perfekten Teilmengen ist, so ergibt sicb Jede 
Menge, die mckt vom inneren Maj , 3 Null ist, besitzt die MuthligLeit des Kon- 
tinuums * 
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Teilmtervalle defimeit und das MaB euiei abgeschlossenen Menge 
7 B mit Hilfe des MaBes der komplementaren punktfreien Intervalle * 
H Lebesgat entwickelt seme Definition auch lin Falle zweiei 
Dimensionen, mdem ei zunachst dem Quadrate von dei Seite 1 das 
MaB 1 zueiteilt und dann das MaB ernes Dieiecks, ernes Polygons 
defimett Fui eme beliebige Menge defimert ei das anfiete Mafi 
als die unteie Gienze dei Summe dei Flacbenmbalte dei Dieiecke, 
welche die Menge bedecken, das mne>e Mafi mittels des auBeien 
MaBes dei Komplementai mengen Mefibat siud wiedei diejemgen 
Mengen, fui die beide MaBzahlen uberemstimmen + Genau analog ist 
alles ini Falle von noch mebi Dimensionen Auch W E Youngs Be- 
tiachtungsweise laBt sich auf mehi Dimensionen ubei tiagen 389 tt ) + 

JEme m Form und Bezeiclmungsweise von E Lebesrjue abwei- 
ckende Daistellung semei Theone haben neueidings E Zcnnclo und 
Tr Alcxandrow™) gegeben* 

^Heben wir noch zwei Bezel chnungen lieivoi, die sich jetzt ali- 
gemem emgebuigeit haben Eme Menge vom Lcbesgtte schen MaB Null 
wild kuiz als „Ei&l)nenge a bezeiclinet, und fui ;; ubeiall, au&genoinmen 
eme Nullmenge“ wild noch kuizer , fast uberalV 390a ) gesagt* 

Die wichtigsten Eigenschaften des Lebesgue schen MaBes smd die 
folgenden 

Die Veremigungsmenge S von abzahlbar unendlich vielen meB- 
baren Mengen 31 1 ist selbst meBbar, *sind speziell die Mengen M i 
elementenfremd, so ist das MaB von S gleich dei Summe der MaBe 
von * Dei Durchschmtt von abzahlbar unendlich vielen meBbaren 
Mengen ist ebenfalls meBbar JEbenso ist die Difieienz emer meB 
baren Menge M und emer meBbaien Teilmenge il/j selbst mefibai, und 
zwar ist das MaB dei Differenz gleich dei Diffetenz dei EinzelmaBe * 
+ Daraus folgt Jede nach Boiel meBbare Menge ist auch lm Lcbe^ 
^weschen Smne meBbar, und zwar stimmen dann auch die MaBzahlen 
uberein * 

389 a) *7gl W E u G Gh Yoiong , Theory, Kap XII (p 2o8,6o) * 

390) *In dei bei E Zermelo entstandenen Zunehei Disseitation \on TF Air 
xandrou\ Elemental e Grundlagen far die Theone des MaBes, Zurich 1913 Hiei 
ward das Lebesgue sche auBere MaB als „MaB £l schlechthm bezoichnet, und an die 
Stelle des mneren MaBes von j? tntt hiei die Differenz zwischen auBeiem und 
mnerem MaB von E , sie wird „DislrcpanJ f von E genannt fin Zeicben b Ei 
und zwai wild diese emgeluhit als die nnteie Gieuze des MaBes deL Duich- 
schmtte aller E umfasbenden Intervallmengen cc mit den die Komplemenlarmenge 
(\E) nmfassenden Inteivallmengen (5 TVenn bJB = 0 ist, lieiBfc die Menge F 
wiedei ,,meBbai u — Ygl ubugens 387 ) * 

390a) *„2))csguc $aitont“ , E Lebesgue , Ann Eo Norm 27 (1910), p -iTc F 
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Jede im Lcbesque schen Sinne meBbai e Menge enthalt eme nach 
Bo? el meBbaie Menge von gleichem MaB, „namlich die Veremigungs- 
menge erner Folge von abgeschlos&enen Teilmengen/ nnd ist in eniei 
nacli Bo? el meBbai eu Menge von gleichem MaB, + namlich dem Duich- 
^cknitt emer Folge von emschlieBenden offenen Mengen,* enthalten 391 ) 

JDaiaus folgfc Fur die MeBbai keit emer Menge ist not wen dig und 
him eicliend, daB sie Veiemigungsmenge von endlicb odei abzahlbai 
tiinendlicb vielen peifekten Mengen und emei Menge vom MaBe Null 
ist (wobei emei diesei Bestandteile aucb feklen kann) Femei ist fur 
die MeBbarkeit emei Menge notwendig und hmieichend, daB sie Diffe- 
renz zwischen emem Duiclisclimtt von endlich oder abzahlbai un- 
cndlich vielen offenen Mengen und emei Menge vom MaBe Null ist 
(wobei die abzuziehende Nullmenge aueh fehlen kann) 3( ’ 2 )* 

^Bezeichnet man den auBeien Jo? danschen Inhalt mit i a und den 
mneren Inhalt mit i t , so i&t 

*, ^ »*, ^ lll n ^ >a 

Daraus eigibt sich, daB eme Menge, die im Jo) dunsohen Sinne 
jnefibai ist, unmer aucb nach Lebesgue meBbai ist und daB dann In- 
halt und MaB dem Werte nach ubeieinstimmen Dagegen gibt es 
Mengen, die nach Jo? dan meBbai sind (und z B den Inhalt Null be- 
sitzen), und die tiotzdem meld im Boyehdien Sinne meBbai smd 
[Siehe hierubei weitei unten ] + 

Dei limeze Inhalt C Jot dan s ist das MaB dei Menge der inneieu 

391; ^Ubrigens enthalt jede beliebige Menge E vom tnneicn MaB L eme im 
Match ckeu Smne meBbai e Menge vom MaB L (namlich die Veremigungsmenge 
einer Folgo von abgescblossenen Teilmengen) und jede bchobige Menge J' vom 
aupeten MaB L ist in emer nach Sot el meBbaien Menge vom MaBe J (namlieb 
dem DuiehBchmtt einor Folge von emscblieBenden oiTenen Mengen) enthalten 
Ilierliu (sowie allgememer, vvenn man deraitige Meng< n hat, die wenn auch niebt 
iiritb Boid , so dock nach Lebesgue meBbar sind) werden die Bezeicknungen „ma$- 
gleichet Ac ru b/w ,i)iaftgleiche Hidle“ von E gebrauckt, [letztGu. Be/eicknung 
stamrnt von b Zumelo ^bei W Alcxandtow^), p 0 n 62), ei store von C Cara 
theodory, Reelle Funktionen, p 261 u 279] Dcr Ubeiscbub im eisten Fall und 
die Diifeien/ im /wciben Fall ist jeclesmal eme Menge vom innetcn MaB Null 
und vom aufieicn MaB A, wenn X die Diffcienz des auBeien und mneien MaBes 
von A bezeichnet * 

392) *Speziellere Unteisuchungen dei Nullmengen, ibiei Stmktui und Klassi- 
bkation bei E Boul , Fans 0 R 162 (1911), p 57b 151 (1912), p 56b/70, 
a a 0 Bull boc math Frince 47 (1919), p 97 12"), [diese Aibeiten smd, 

abgeseheu von der ersten Note, abgedruckt in 2 v Boicl, Metbodes et pioblemes 
tie theone des functions, Fans 1922, p 12 15 20/3b, 38'66], (r Vahron , Paris 
C Ft 169 (1919), p 95-1 1, S Motion , Fans (J R 169 (1919), p 766/S, 171 (1920), 
p 5 *9 41 * 
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Punkte, dor aufieie In halt ist das MaB clei abgeschlossonen Hulle cW 
Menge Die notwendige imd kimeickende Bedmgimg dafur, daB eme 
Menge 1 m Jot dansokeii Sirme meBhai sei ; bestekt daim ; daB line Be- 
grenzung das Lebesgursc he MaB Null besitzt 393 ) 

+ Fui abge&chlossene Mengen stimmt dei Canto) sche Inhalt (dei 
aufiete Joidansdie Inhalt) mit dem Bo) el-Lebesguc^cben MaB ubeiem 
[wie unmittelbai aus dem Hnnc Boi rfschenTheoiem folgt] m ) Ebenso 
stimmt fur offene Mengen dei mnete Joulansche Inhalt mit dem Borel - 
Lebesgues chen MaB ubeiein* 

+ Die Existenz von Mengen, die mcht mi Botelstihen Smne meB- 
bar smd, eigibt sich aus emfacken Machtigkeitsbetracktungen Man 
sieht namlick leicht, daB die Gesamtheit dei nach Botel meBbaren 
Mengen die Machtigkeit des Kontmuums besitzt, wahiend die Gesamt- 
heit aller (etwa lmeareiD Punktniengen erne hoheie Machtigkeit be 
sitzt (namlick die Machtigkeit f aller emdeutigen leellen Funktionen, 
sielie hierubei Nr 7) Andererseits ist auck die Machtigkeit dei Ge- 
samtheit allei nach Lebesgue meBbaien Mengen und sogai die Machtig- 

393) + Naturlieh besagt dieB mcht melir als die bereits in Nr 11) angegebene 
Bedmgung, daB die Begrenzung dei Menge den «7b?dattschen Inhalt Null be- 
sitzen soli 

Hier seien noch zwei mit dem Jordansaheia. Inhalt zusamiaenhangende Be 
giiffsbildungen von C Carcitheodoi y , Reelle Funktionen, p 289 '90, erwahnt Ist 
A die abgeschlossene Hulle von A und ist A die grofite offene Teilmenge von 
A, dann uennt ei A „nach au/Sen quadriei bcir ce bzw )} uach mnen quadnerbar ‘ 
wenn m(A — A) — 0 bzw vi(A — J.) = 0 ist 1st beides dei Fall, dann ist die 
Menge quadrietbai (d h sie hat einen JonZanschen Inhalt) * 

394) „Bei dieser Gelegenheit sei erwahnt, daB A Denjoy [Pans C E 
150(1910), p 597], ausgehend vom Cantoi schen Tnhaltsbegriff, einen neuen In- 
haltsbegriff formuheit hat Die vorgelogte Menge E wird auf alle m6gliclien 
Weisen m endlich odei abzahlbar nnendlich viele elementenfremde Teilmengen 
zerlegt, und jedesmal wird die Summe der Crmforschen Inhalte dieser Teilmengen 
gebildet, von diesen Summon mmmt er nun die untere Grenze, die er dann als 
„ Inhalt nn veiallgemeinerten GWorschen Sinn 14 bezeichnefc Dieser Begnff dockt 
sich jedoch, wie A Denjoy selbst hervorhebt, auch bei meBbaien Mengen kernes- 
wegs mit dem Borel schen oder gar dem Lebesgue schen Mafibegriff, nui bei ge- 
wissen ausgezeichneten Mengenarten [darunter bei den nach Jot dan mefibaren 
Mengen] liefert dei Begriff von A Denjoy dasselbe ReBultat wie der Lebesguc- 
sche MeBbarkeitsbegnff 

Wenn man ubrigens m analoger Weise vom mneren Inhalt ausgeht und die 
obere Grenze der Summe der inneren Inhalte der Teilmengen betiachtet, so eihilt 
man nur wieder den Jojdcmscben inneren Inhalt Man konnte diesen und den 
(als auBeies Mafi aufgefaBten) Denjoy schan Begriff zusammennekmen, auf diese 
Weise wurde man zu emem neuen Mafibegriff gelangen, dessen Umfang zwi- 
schen dem des Jm/anschen Inhalts und dem des Lebesgue schen MaBes stehen 
wurde * 
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keit der Gesamtheit aller Bach Jo? dan meBbaien Mengen gleich der 
Machtigkeit f allei Punktmen gen, denn die Teilmengen emei perfekten 
Menge vom MaB Null smd alle ebenfalls vom Lebesqae schen MaB Null 
sowie vom Jotdanschen Inhalfc Null, und lhie Gesamtheit besitzt die 
Machtigkeit f Daiaus folgt also die Existenz von Mengen, die nicht 
nach Boid meBbai sind, die aber tiotzdem nach Lebesgue und sogai 
nach Joidan meBbai smd Daduich ist schlieBlich bewiesen, daB dei 
Begnff der nach Lebesgue meBbaien Mengen wesentlich umfassendei 
ist als der Begnff dei nach Boy el meBbaien Mengen* 

H Lebesgue 39 °) lvt es sogai gelungen, ganzlich bestimmte Bei- 
spiele von Mengen zu konsti uiei en ; die nicht nach Bore 1 meBbai smd, 
die aber trotzdem im Lebesgueschen Sinne *und sogai lm Jotdanschen 
Sinne* meBbai smd 

JDer engere Begriff dei nach Boiel meBbaien Mengen bebalt trotz- 
dem seine groBe Bedeutung Das gebt sebon aus dei in Ni 9 b ge- 
gebenen Daistellung lieivor* Seme Wichtigkeit zeigt sich femei ms- 
besondere darin, daB jede Funktion jeder Baiycsclnen Klasse + und clem- 
nach uberhaupt jede durch einen analytischen Ausdiuck daistellbaie 
Funktion* im Boy el schen Smne meBbar ist ^[Siehe hieiuber Ni 53, 
54, 54a u 55]* 

DaB weiterhin auch Mengen existieren, die sogai im Lebesgue schen 
Smne nicht mefibai smd ist zueist von G Vitah 896 ), dann von H Le- 
besgue 397 ), E B Van Vlecfc m ), +F Bernstein™), F Hausdorff 400 ), C Bur- 


395) Lebesgue , J de math (6) 1 (1905), p 213/b Andeie Beispieie 

werden durch diejemgen „Mengen (A) u geheferfc, die keine JSoreZschen Mengen 
smd [vgl Ni Ob], alle „Mengen (A)“ smd namlich im Xe&es^cschen Sinne meBbar 
Lvgi 

390) G Vitah, Sul pioblema della mibUia da gruppi di puuti di una retta, 
Bologna 1905 

+ Vgl dazu auch C Carathcodo) y , Reelle Funktionen, p 349/54 Er zeigt, 
daB jede Punktmenge von nicht- verschwmdendem auBeren MaB nicht- me Bbaie 
Teilmengen ODthalt * 

397) Bull Soc math France 35 (1907), p 202/12 

398) Trans Amer Math Soc 9 (1908), p 237/14 *biehe hierztt auch 
X J Lenncs, Tians Amer Math Soc 14 (1913), p. 109/12 * 

399) *Berichte Ges Wiss Leipzig 60 (1908), p 329/30 Man muB zu den 
iJbeilegungen F BentUeins ausdrucklich die Voraussetzuug der Wohlordenbarkeit 
des Kontinuums hinzunehmen, dann kann man schheBou, daB Mengen esistieien, 
die gleichzeitig mit lhren Komplementarmengen total impel fekt [siehe Nr G SchluB] 
smd, also nicht meBbai smd * 

400) + Mengenlehre p 401 '2, Math Ann 75(1914), p 428/9 Das von F Haus- 
dorff angewendete Verfahien ist dem von G Vitah ziemlich ihnlick * 
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stm mn *), sowie von TI r Sierpirisli und .N" Lusm 400aa )* bewiesen woiden Allei - 
dmgs benutzen a lie diese Existeuzbeweise das Za wzefosche Ausvvahlaxiom 
[siehe Anm 10G )], diese Beweise smd also nui fui diejemgen bmdend, 
die das Ztnnclo sebe Axiom aneikennen J Bwstm mh ) und TT r Sie>- 

pirisli mc ) haben veisuckt, den Beweis dei Existenz nickt-meBbarei 
Mengen ohne Yeiwendung des Auswaklaxioms, nui nut Hilfe you 
Machtigkeitsbetiachtungen zu eibungen, docli lassen sicb selir waki- 
sckemlich die benutzten Macktigkeits&atze mclit ohne Ausvvahlaxiom 
beweisen i00d )* 

Fui solclie mcht-mebbaie Mengen komiie das Inhaltsproblem 
vielleicht trotzdem (duich noch allgememeit Methoden) losbai sem 
+F Hausdo) ff m ) hat nun aber daiauf aufmeiksam geinackt, dab 
iiu den von lhm angegebenen Typus von nicht-meBbaren Mengen du* 
Inhalt spy oblem ubeihaupt mclit losbai ist [Dasselbe kann ubrigeiib 
auch fur die von G Vttah angegebenen nicht-meBbaien Mengen bc- 
hauptet werden 101 )] F Hausdoi ffs Mengen entstehen namlich dadurck, 
daB ein Ereisumfang m abzahlbai unendlich viele, untei emandei kon- 
giuente Teilmengen zeilegt wild — Die Maclitigkeit diesei Mengen, 
fur die das In haltspi oblem mclit losbai ist, isfc sogai gleich dei Mach- 
tigkeit f dei Gesamtheit allei Punktmengen 102 ) 

F Hausdoiff hat das oben gestellte Inhaltspi oblem m folgendei 
Weise noch vei allgememeit Ei lafit in 1 jede Foideiung fur die 
Summe von abzahlba) unendlich vtelcn elementeniiemden Mengen fallen, 
behalt also Foideiung 3 nui fui Surnmen von endhch melon elementen- 
tremden Mengen bei Es ist lhm sodann dei Nackweis gelungen 405 ) 

400a) ^Sitzgsber Ak Wise Wien 155, II a (1916), p 209/17 Hiei wnd das 
lineai e Intervall in genau c mcht-meGbare Teilmengen zeilegt, vgl auch 10 ‘') 
Siebe ferner lneizu St Maznrliewicj } FundamonU math 2 (1021), p 8'14 r 
400 aa) *Paris C R 165 (1917), p 422/4 Auch hier wire! [(lurch ein mit 
■ ,0Ua ) veiwandtes Veifahien] das lmeaie Inter\all in c mclit- in efibaie Teilmengen 
zerlegt * 

400b) Ruistin, Sitzgbei Ak Wiss Wien 123, Ila (1914), p 1543/51, der 
Beweis batte sick uispxunglicb a-uf emeu falscken Hilfbsatz geslutzt, ist abei be- 
uchtigfc woiden Monatsb Math Pkys 17 (19 1C), p 103/5 * 

400c) * W Sierjji/isLi , Pans C R 161 (1917), p S82/4 * 

400 d) *Bei C Bmshu 4Q0h ) benotigt man oftenbai das Au&wahlpostulat /ul 
A uswabl dei Konstanten c 0 ,c,,c, , (p 1545/6), bczuglich TT Siapaish ,00c ) 
vgl die Bemerkuugen bei H Lebesgue } Ann Ec Noun 35 (1918), p 238/0 * 

401) *Aueh fur die mckt-ineBbaren Mengen, die H Lebesgue™") nach somem 
Verfahren eihalt, wenn er speziell an die Menge der abzaklbaren Teilmengen 
ernes Intel vails anknupft, ist das Inhaltsproblem mcht losbar * 

102) +F Hausdoiff , Mengenlekie, p 418* 

403) Hausdoiff, Mengenlehre, p 469/72 Math Ann 75 (1914), p 428/33 * 
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[ebenfalls nut Hilfe des Auswahlpnnzips], daB wemg^tens auf der 
Kugel und deshalb auch mi diei- odei meh/ diniensionalen (Euklidi- 
schen) Raum Mengen existieien, fux die toga) das ve) allgememei te 
Inhaltspy oblcm mclit losbai tsi 104 ) Fui die Punktmengen auf dei Ge- 
laden und m der Ebene wai diese Fiage nacli dei Lostmkeit des 
verallgemeinei ten Inhaltspioblems zunachst nocb unbeantwoitet ge- 
blieben Neuei dings konnte abei St Banach 401 *) zeigen, daB m die- 
sen Fallen Losmigen existieien, d h ei konnte fui die Gesamtheit 
alier Punktmengen auf dei Geiaden bzw m dei Ebene MaBzablen de- 
finiereu, die den Bedingungen des vei allgem einei ten Inhaltspioblems 
genugen 4{Ub )* 

*Es sei bier noch auf omige fui die meBbaien Mengen chaiakte- 
listisclie Eigenschaften lnngewiesen IF B Young und L Tonelh 105 ) 
liaben gezeigt, daB daim und nur dann, wenn erne Menge M raeBbai 
let, folgendes gilt Bildet man die Yeieinigungs menge von M mit 
emer willkuilicken anderen elewentenfremden Menge FF, so isi das 
inn ere (bzw auBeie) MaB diesei Yeiemigungsmenge gleich der Sum me 
der mueien (bzw auBeien) MaBe von 31 und W 

Erne almliche fui die meBbaien Mengen chaiaktenstische Eigen- 
sehaft hat G Ccu atheodory AO °) angegeben Dann und nui dann, wenn 


404) + Er zeigt, daB (von einer abzahlbaren Menge abgeseben) eine Kugel- 
balfte mit emem Kugeldrittel kongiuent sem kann, oder genauer, daB die Kugcl- 
obeiflache in eme abzablbaie Menge und auBerdem m drei Mengen A, B, C zei- 
iegt werden kann, deiart, daB A , B , G und (B -f- C) paaiweise kongiuent amd 
Vgl aueh Nr 14, Anrn S00a ) * 

404a; *St Banach , Fundamenta math 4 (1923), p 7/33* 

404 b) *Und zwar sowobl ^olcbe MaBzablen, die fur alle (nacb Ltbesgaej 
meBbaien Mengen nut dem Lebetgiic Bcben MaB ubeiematimmen, als aucb solche, 
fui die dies nnbt duichweg dei Fall ist* 

405) + TF H Young , Pioc London M alb Soc (2)2 ^1904;, p 42/44, Theory, 
p 109/110, hatte nur zeigen kounen, daB jede Menge 21/, welcho die genannte 
Eigenscbaft bemtzt, meBbar ist , damach bat L ToneJU, Lendic Isfcit Lomb (2) 
41 (1903), p 77b,8, au& Salzen \ou W H Young in eiufachster Weise gefolgert, 
daB jede meBbare Menge M diese Eigensebalt besit/t, und bat daunt nicbreie 
von IF H Young emgelubrfce Begnffsbildiiugen als \ollig ubcnflussig eiuiesen* 

40b) + C Ca atheodniy, Nacbi Ges AViss Gottingen 1014, p 404/20, Reelle 
Funktionen, Kap V, insbes p 2 lb (vgl aucb p 207, 9 und 282; 

DaB jeder meBbaren Menge diese Eigenscbaft (lui m tf und iui m t \ zukommt 
[niebt abei daB diese Eigenscbaft fui die meBbaien Mengen cbaiaktenstiscb ist], 
fmdet sicb sebon etwas voiber bei F Hau^lcn ft, Mengenlebre, ]) 415 

Iiu Zusammenhang darnit bat F llausdotff [a a 0 ] den Degnft der iela- 
hven Mefibnrleit gebildet Er nennt den Dmchbcbui; t oidol Menge E nut emei 
meBbaien Menne M „cine in E nufibaic Ml ngc' ,i Ei lolgeit aus der eben er- 
*vabnten Eigenschatt dei meBbaien Mengen den folgenden Satz Wird eine Menge 
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M erne meBbare Merige ist, gilt fui jede beliebige Menge W von end- 
lichem auBeren MaB 407 ) die Beziehimg 407ft ) 

(91) w fl (F) = m a {WM) + m a (W - WM ) 

Genau dasselbe gilt auch fin n\ 40S ) 

Diese auf das au/3e>e MaB sich beziehende Eigenschalt hat 0 Ca- 
} atheodoi y m ) als Definition der meBbaien Mengen benutzt und hieiauf 
eme foimale (die Lebesgue sche umlassende) MeBbaikeitstheone aufge- 
baut, sie kann nacli A TiOsenthal m ) auch nut Hilte dei auf die 
tnneren MaBe sich beziehenden Eigenschaft (91) begiundet weiden 
[Vgl Ni 20 b ] 

G Burstiu m °) hat die folgende notwendige nnd hinieichende Be- 
dmgung angegeben, dafur, daB eme Menge E mcht ineBbar ist es 
soil eme perfekte Menge P von positivem MaB existieien, welche die 
Eigenschaft besitzt, daB jedei m P enthaltenen peifekten Menge von 
positivem MaB Punkte der Menge E und lhrei Kom pie mental menge 
G(E) augehoren* 

JDes weiteren sei hiei noch daiauf hinge wiesen, daB die Lebesgue- 
sche Definition des MaBes mu fui besch unite Mengen zu gebiauchen 
ist, dagegen lassen die von W E Young 388 ) sowie die von G Vitah SS7 ) 
und E Zennelo-W Ahxand) ow m ) gegebenen Fassungen des Lebcsgur- 
schen MaBbegnffes [ebenso auch die MeBbaikeitstheone von C Gmu- 
theodoty, vgl Nr 20b] imnnttelbar auch die Ausdehnung auf mcht 
beschanlte Mengen zu ; (bei TV E Young mit dei Einschiankung, daB 
die in Betracht kommenden MaBzahlen endlich smd) H Lebesgue 
selbst veifahit andeis, um den Begnfi dei MeBbarkeit und des MaBes 
auf die mcht beselnankten Mengen zu ubertragen 410 ) Er nennt eme 

E = E 1 -j- -f" -j- E n in. endlich oder abzaklbar anendlich vieie, unter- 

einander elementenfremde, m E mefibaie Mengen E n zerlegt, so ist 
(1) m a (E) - m^E,) + m a (&) + + m a (E n ) + , 

1 m i (E) = »i, (EJ + / ( E 2 ) -|- -f- (E n ) + 

Em Teil dieses Satzes ist umkehibar Wenn 

m u(E) — Vi (t (E y ) -f- m a (E*) A + m a (E n ) -f- , 

so smd die Teilmengen E n m E ineBbai Dagegen gilt diese Umkebiuug fur 
m % mcht allgemem [a a 0 , p 415/6 und 419] * 

+ DieseL Zusatz „von endlicbem auBeieu MaB k ‘ konnte bier weggelassen 
veiden, ohue etwas an dei Sacbe zu andern, da die genannte Relation iui uu- 
endliches aufleres MaB von fT limner identisch eitullt ist * 

407a) JVM bezeichnet dabei den Durchschnitt \on W und M, vgl d6 ; + 
408) jg Caratheodonj, Reelle Funhtionen, p 269 ^ 

400; Rosenthal, Nachi Ges Wiss Gottingen 1916, p 305 21 * 

40y*i) , C Bio&tm , Sitzgsber 400b ), p 1539 * 

110) Leletgut , Ann Ec Norm (3) 27 (1910), p 378/9 * 
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nicht bescluankte Menge 1 E in der Ebeue „nieBbai“ ; i\enn der m 
einem gauz behebigen Kieis -110 *) enthaltene Teil von E mefibai ist 
LaBt man den Radius emes Kreises K unbegrenzt waclisen und bleibt 
dabei das MaB des in K enthaltenen Teiles von E untei emer festen 
Schranke, dann nennt ei E „von endlichem MaB" und sein MaB m(E) 
ist dei (eindeutig bestimmte) Gienzwert des MaBes des in K enthal- 
tenen Teiles von E Letzteies 411 ) lieBe sich aucli fur mneies und 
auBeres MaB anwenden, man kann dies aucli noch etwas anders aus- 
diucken [sacblick ist es geuau dasselbe] man kann mit F Haus- 
dorfl i12 ) das mneie odei auBere MaB emei mcht beschiankten Menge El 
defimeien duich die obeie Gienze der entspiechenden MaBzahlen dei 
in E enthaltenen beschiankten Teilmengen So kann man aucli fui 
den (Jb^^a^schen) mneien und auBeien Inhalt veifahien 

Alle diese veischiedenen Moglichkeiten dei Ubertiagung des m- 
noren oder auBeien MaBes bzw des MaBes selbst auf mcht bescluankte 
Mengen stimmen sachlich vollig ubeiein Bei EI Lebesqite , G Vitah , 
E Zenudo-W Alex and) oiv [und C Carathcodoi y] ist ee sogai lmFalle 
ernes unendlicben auBeien und inneien MaBes noch moglich, zwischen 
„meBbai" und „mcht-meBbai" zu untei scheiden * 

^Zum SchluB sei noch hei voi gehoben, daB das Mafi heme In - 
vanante dei Analysis situs ist, d b kemeswegs bei alien umkehibai 
emdeutigen und (beideiseits) stetigen Tiansformationen ungeandert 
bleibt, vielmehi konnen dabei Mengen von positivem MaB m Mengen 
vom MaB Null ubeigehen und umgekehit 413 ) Daraus folgt, daB mcht 

110 a) Jru Eindimensionalen bzw n dimensionalen Interval! bzw n- dimen- 
sionale Kugel * 

411) *Fiu den dufieien Inhalt bei lmeaieu Mengen bat scbon fruher E Boi- 
tolotti [Rendic Accad Lincei Roma (5) 11 2 (1902), p 45/52J \on diesem Yerlahren 
Gebrauch gemacht * 

412) +F Hausrfo)/), Mengenlehre, p 410, vgl auch C Cinathtodoi y, Reelle 
Funktioneu, p 27J/2 * 

413) Schoenflieb, Bericbt II 1908, p 193/4 Vgl auch II Hahn, Monatsli 
Math Phys 23(1912), p 103/70, C Biustm 100b ), Sit/gsber, p 1535/7, W Sio- 
pilriLi, Pans C R 162 (1916), p 716 7, sowie C Caratheodonj, Reelle Funktionen, 
p 354/9 Die beideu leizteren zeigen, dab jede (bescbiankte) lineare Menge aub 
emei Nullmenge und einem Rest [von eister Kategone] bestebt, dei aul cine 
NuLlmenge umkcbibai emdeutig und stetig abgebildet widen kann — L E J 
Brouwer , Math Ann 79 (191S), p 212/22, bat den zweidunensionalen Fall em- 
gehend unteieucht und msbesondere den folgenden Satz [und emeu entspiechen- 
den allgomemeien iui innere und aufieie Gienzmengen] bewieseu Sei l ein ab- 
gescblossenes Quadrat von det Seilenlnnge 1 und C erne in L entbaltene, lin 
Inueru von l nicht-abzahlbare abgesehlossene Punktmeuge, bei den emeindeu- 
tigen und stetigen Tiansformationen von L in sich scbwankt das Mafi der 
Punktinengen , m welche C ubergehfc, zwischen 0 (mklusive) und 1 (e^kln i ve », 
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mnmal cler Begnff dei MeBbaikeit eme solclie Invariante ist, d h bei 
deiaitigen Tiansfoimationen konuen meBbaie Mengen in mcbt-meB- 
bare Mengen ubeigehen und umgekehit 413a ) Deshalb fulnen H JRade- 
macliG ) il3tJ ) und G Cut atluodoi y us ) den Begnff dei y ,me/3bmen ALbil - 
dung*' ein, d h emer umkehibar emdeutigen Abbildung, welch e samt 
ihrei Uinkehinng die tneBbaien Punktmengen wiedei in meBbaie Punkt- 
mengen ubeifuhtL Eme umkehibai eindeutige und stetige Abbildung 
isfc dann und mu daim meBbai, wenn sie die Nullmengen ineinander 
uberfuhit 41jC ) Nacli dein vorstebenden gibi. es umkehibai eindeutige 
und stetige Abbildungen, die nicht meBbar sind Fui die MeBbaikeit 
stetigei Abbildnngen bat H Rademache) Anh ) eme andeie notwendige 
und hmroichende Bedmgung angegeben, in die wesentlich ein „Ver- 
groBerungsveihaltuis‘ k emgeht [Die Teilmenge, wo dieses „VeigioBe- 
iungsverbaltnis“ unendlich odei Null ist ; soil auf eiue Nullmenge ab- 
gebildet weideu] Spezieli hat er noch emgehend die raeBbaien Ab- 
bilduugeu von Gebieten untersucht* 

20a ^Spezielle Satze liber Inhalt und MaB Es sollen bier noeh. 
emige speziellere Satze ubei Inlialt und MaB angegeben weiden 

Es seien A x und A 2 zwei meBbare Mengen, (A t -j- A 2 ) lhie Vei- 
emigungsmenge und (A^) ^ Duichschmtt, dann 1 st 414 ) 

m(A t ) + m(A 2 ) = m{A l + A 2 ) + m(A t A 2 ) 

wenn C mrgends diebt 1 st, zwischen 0 (exclusive) und 1 (exklusnoj, warn (} 
weder mrgends dicht noch ubeiall dicht 1 st* 

413 a) *Airf (hund der Wohloidnung des Kontinumns existieren nicht-meB- 
bare PunUtmengen, die bei jedei einemdeutigen und beidei seits stetigen Abbil- 
dung wiedei m nicht- meBbaie Mengen ubei geken, wie C Burstin 4I8 ) gezeigt 
hat, und wie ubrigens uumittelbar aus der Eiistenz dei Meugen iolgt, die zu- 
gleicb mit ibrer Komplementarmenge „total nnperfekt“ sind [vgl sr *)], denn eine 
solclie Menge wird immer wiedei m eme Menge gleichei Eigenscbaft abgebildet * 
41 -ib) Rcidemachei , Einemdeutige Abbildungen und Mefibarkeit, Got- 
fcmger Dissertation 1917 = Monatsb Math Phy^ 27 (1916), p 183/2ML, msbes 
p 183, 195/223, 234/5, 236,65 Er faBt ubngens den Begnif dei ,,meBbaien Ab- 
bildung“ ein wemg anders als C Caratheodory, indem er nicht toideit, duB auch 
die Umkehiung dei Abbildung die meBbaren Punktmengen m meBbaie Punkt- 
mengen uberfuhren soil, vielinehr gibt er [p 2d5] erne notwendige und hinrei- 
chende Bedingung fur die MeBbaikeit der Umkehiung einer einemdeutigen, 
stetigen, „mefibaien‘ Abbildung Vgl auch E Hahn U3 ) und Reelle Funktionen I, 
p 586/9, dei ubngens an letzterer Stelle statt „meBbaier Abbildung 11 |im Smne 
\on H Radtmache)] die Be/eiehnung ,,regulare Abbildung 11 verwcndet* 

413 c) *Diese Bedingung ist nicht himeicbend, wenn die Abbildung nicht 
als stLtig vorauageset/t wird, wie H Rademachcr inb ) , p 197, durcli em sehr 
emfaches Beispiel gezeigt Lat * 

414) AV H u a Ch Young , Theory, p 107 Vgl auch F Hausdoifjy 
Mengenlchre, p 403/11 * 
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Hatte man kerne meBbaien Mengen und statt MaB nui aa petes bzw 
mneies MaB, so waie = duicb > bzw <£ zu eisetzen ma ) 

Sind speziell A 1 und A 2 zwei elementenfiemde Mengen, so ist 4J5 j 

4- m ,( A i + a 2 ) <c »tJA) + ™«(A) 

nl a( A t + A i) ^ m a( A l) + m a (Ai) 

und 4l5a ) 

0 mJAi + A i) — m X A i) — m t ( A a) 

m a( A l) + nl JAi) — W a{ A 1 4~ 

Alles Bisbenge gilt aucb, wenn man „MaB“ duieh „Tnhalt“ eisetzt 

Aus den bei 115 ) angegebenen Ungleickungen kann man nocb 
folgem Das mneie bzw das auBeie MaB jedei (mcht abzablbarent 
Menge stmimen genau ubeLein mit dem mncien bzw aufJeien MaB 
lhrer totalen Inharenz 

Fernei gelten die Satze ilb ) 

1st A if A 2j A 37 erne aufsteigende Folge 117 ) melibarei Mengen, 
so ist auch lbie Yeremigungsmenge V meBbar und man bat 

m(V) — Iim m(A n ) 

71 =00 

1st j B lf B s , B 3 , erne absteigende Folge 118 ) meBbaiei Mengen, so 
ist aucb lbi Durcbschmtt D meBbar und man bat, wenn mindestens 
eine der Zablen m (J3J endlich ist* 19 ), 

m(I)) = Lm m(B n ) 

H = ao 

Ist A 17 A*, A s , erne aufsteigende Folge behebigei Mengen und 
ist V lbie VeremigungsmeDge, so bat man 

m aCH = llm ™a(A) 

Jl = 00 

1st B l ,B 2 ,B 3 , eme absteigende Folge beliebigei Mengen und 

414 a) ^Hieibei gilt auch dann noch das Gleichheitszeichen, wenn nur eme 
der beiden Mengen A x , A 2 meBbar ist, Tgl IF Alexanchow Iino ), p 67 (Forme! 22 
u 21) Siebe auch den Te\t bei 40 °; * 

415) H u G Ch Young, Theory, p 105, und 4U ) * 

415 a) Ccn atheodonj , Rcolle Funktiouen, p 266* 

416) E Young, Proc London Math Soc (2) 2 (1904), p 2 5 y 6, 28, 44/5, 
Theory, p 93/4, 96, 104/5, 110 Siehe auch F Hausdoiff, JVIengenlehre, p 411/2 

Ein Spezialfall des ersten diesei Satze (fur nugends dichte, abgeschlos&ene 
Mengen) schon bei W F Osgood , Amer J of math 19 (1807), p 178 * 

417) h jedes A n ist in alien folgenden enthalten * 

418) h jedLS B n ifet in alien voibeigeheuden enthalten* 

419) *Dieser Satz gilt mcht mehr aligemem, wenn alle [bzw 

unendlxch sind * 
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ist D lhi Dui chschnitt, so ist, wenn mmdestens erne der Zalilen 
m.CBS) endlicli 1 st 419 ), 

m t (D) = limw 4 (J5 J 42 °) 


Dagegeu 421 ) ist (bei nichtmeBbaien Mengei]) ini aligememen clei 
vorletzfce dieser Satze mcht mehi fur mneie MaBe, der letzte mcht 
ruelir fui auBeie MaBe richtig 421a ) 

Die Veremigungsmenge emei aufsteigenden Folge und der Durcli- 
schmtt emer absteigenden Folge von Mengen smd nui Spezialfalle 
von den in JSTi 15 betracliteten oberen uud iintei en Lmiifces belie- 
biger Mengenfolgen Hieifui ergibt sich 422 ) (unmittelbar aus dei durcb 
Samme und Dui chschmtt ausdruckbaren Definition 273 *)) Hat man erne 
unendliche Menge von meBbaren Mengen, so ist aucli ibi oberer und llu 
unterer Limes meBbar Wenn speziell die Folge meBbaiei Mengen 
E lf E : , , von denen mmdestens erne von endlichem Mali ist, emeu 

Limes E besitzt (d h oberer und untei ei Limes zusammenfallen 
[Ni 15]), dann ist 422a ) 

m[E) = lim 7n[E n ) 

n = oo 


Hieiaus und aus den unmittelbai vorlieigelienden Satzen folgt 12,i ) 


420) ^Diese vier Satze gelten fur den Inhalt bzw den auBeien oder inueien 
Inhalt lm aligememen mcht Ygl ubrigens 428 ) * 

421) +F Hausdoiff , Mengenlehre, p 412, 418/9, hat dies [untei Zuhilfc- 
nahme des Auswahlaxioms] bewiesen * 

421a) *Doch gelten die betieffenden Satze, wenn jede der Mengen A n [bzw B n | 
der Durchachmtt emer behebigen festen Menge A 0 [bzw J5 0 ] mit einei meBbaren 
Menge C n ist, vgl den SchluB von 40 °) sowie C Ccualheodonj, Reelle Funktionen, 
p 272/4 * 

422) *E Boiel , Lemons sur les fonctions de variables leelles, Pans 1905, p lb * 

422a) de la Yalke Poussin, Trans Amer Math Soe 16 (1915), p 437 

[Wegen Yeiallgememerung dieses und anderer hiei genannter Satze auf beliebige 
absolat- additive Mengenfunktionen (Nr 22; siebe J Radon 17 *), eretes Zitat, 
p 1317/18, E Hahn, Reelle Funktionen I, p 393/8, 407]* 

423) Borel, Le^ns 42 ’), p 18/21 [Der erste dei beulen Satze ist ohne 
Beweis schon m C R Paris 137 (1903), p 966 ausgesproeben ] Beide Satze smd 
besonders einfach bewiesen bei Ch J de la Vallee Poussin, Cours d’Analyse m- 
fimtesimale 1, 2 ed (Louvam-Paris 1909), p 2ol/2, 3 ed (1914), p 6S/9 Weiteie 
Beweise fur den ersten der beulen Satze L Orlando, Rendic Acc Lmcei Roma 
(5) 21 l (1912), p 402 3, G Gioigi, ibid, p 630/33 

Emen speziellen, aut (hneaie) Intervallmengen sich beziehenden Fall dieses 
ei&teren Satzes batte sebon wesentlich fruber C Arztltt angegeben und bewiesen 
Rendic Acc Lmcei Roma (4) 1 (1885), p 262/6, aucb Mem Acc Bologna (5) 8 
{ 1 S99/1900) , p 701/6, [ein andeiei Beweis Mem Acc Bologna (5; b (1899/1900), 
p 131/4 ist unucbtig, da die dort auftietenden Mengen d l2; , 6 (l \ d f8) , mcht 
abgeschlossen smd, ibi Durcbscbmtfc also leei sem konnte] 1st, in einei end- 
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Wenn untei den meBbaren Mengen E l} E 2 , ; die alle emem 

beschrankten Intervall (bzw Gebiet) angeboien 421 ), unendlicb viele 
em MaB ^>1 besitzen, so bat lbi obeier Limes ebenfaUs em MaB > 7c 

Wenn untei den meBbaren Mengen E 1} E 2 , unendlicb viele 
em MaB < Jc besitzen, dann bat lhi untei ei Limes ebenfalls em MaB ^ I 

Femei 425 ) 

Wenn untei den beliebigen Mengen E iy E 2 , , die alle einem 
bescbrankten Interval! (bzw Gebiet) angekoien 426 ), unendlicb viele ein 
mnoes MaB L besitzen, so bat lhi obeiei Limes ebenfalls em mneres 
MaB ^ Z 

Wenn untei den beliebigen Mengen E x , E 2 , unendlicb viele 
em aufieres Mafi <; l besitzen, so hat lhi nnterei Limes ebenfalls em 
imfim es MaB Z 

Die&ei letzte Satz ist 1 m allgememen mcbt fiu das innete MaB 
nchtig, dei voiletzte Satz mcbt fui das uufieie MaB 427 ) Wenn man 
m den vorstehenden Satzen „MaB“ durch „Inhalt“ crsetzt, gelten diese 
Satze nn allgememen mcbt j28 ) 

In den voistebenden Satzen smd als Spezialfalle ebensolcbe Satze 
ubei Veiemigungsmenge bzw Duicbschmtt von aufsteigenden bzw 
absteigenden Mengenfolgen enthalten 

Noch emige spezielle Inbaltssatze von etwas andeiem Cbaiaktei 
seien bier eiwahnt 

lichen Sfcrecke eme unendliche Folge von Intervallmengen J,, die aus je endlich 
vielen getrennten Inlervallen bestehen, vorgelegt und ist die Langensumme jedei 
J v groBei als eme positive Zahl I, so gibt es miudestens einen Punkt, der 
unendhch vielen angebort [Beweise fui diesen Satz auch bei F Hen tog*, 
H A Scbwaiz-Fe^tselmtt, Berlin 1914, p 55/57, und L Biebubuch, Math Ztschi 
2 (1918), p 155/7 ]* 

424) *0der allgememer die, wemgstens von emem gewissen Index ab, all© 
emei [nicht notwendig bescbiankten] Menge von endlichem MaB angeboren * 

425) H Young , Pioc London Math Soc (2) 2 (1904), p 25/8, 45/6, 
Theory, p 94'G, 114/5 Dio Foimulieiung dieser Satze ibt bei W H Young un 
richtig Richtige Formuhening und wiedei besondeis emfaehe Beveise bei 
Oh J dc la Vallee Poussin, Corns d’ Analyse infinites male 1, 1 ed (Louvain-Pans, 
1909), p 252 * 

42b) ^Oder allgememer die, wemgstens von emem gewissen Index ab, alle 
emer [mcbt notwendig beschiankten] Menge von endlichem mneren MaB angeboren * 

427) *Wie aus den Betrachtungen von F Hausdof ) 451 ) folgt * 

428) *Doch gelten fur den Inhalt wemgstens emige andeLe, alleidmgb sehL 
viel wenigei besagende (im obigen entbaltene) Satze, z B Wenn unter den be- 
liebigen Mengen F l , jL t 2 , , die alle emem bescbrankten Intervall (Gebiet) 
angeboren, unendlioh uele einen inneien Inhalt ^>1 besitzen, so bat ihi obeter 
Limes emen aufieren Inhalt >L Vgl F Haitoqs, Munchenei Habilitations- 
scbnft (Leipzig 1905) = Math Ann 62 f 1906), p 4/7* 
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Zunaclist 429 ) 1st G erne lm Intel vail [ a , b] gelegene meBbare 
Punktmenge vom positives. MaB m und ist G x die aus G duich Vei- 
schiebung um die Stiecke x m Ricktung (a -> b) entstehende Menge, 
dann besitzen die Mengen G und G x emen Durchschmtt, dessen MaB 
sieh von m um wenigei als erne vorgegebene GioBe e unteischeidet, 
voiausgesetzt, daB die Veiscluebung x limieicbend klem ist 42Pa ) 

Feinei 4291) )Ist §eme ebene abgescklossene Menge vom Inhalt Null, 
so bilden diejemgen Geiaden emer jeden Paiallelsckai, auf denen die 
Teilmengen von Q emen obeihalb emei GioBe a liegenden lmeai en 
Inhalt kaben, eme nngends didite Menge vom Iuhalt Null 

Und umgekelut Ist Q eme ebene abgeschlossene Menge und 
bilden diejemgen Geiaden emei Paiallelschai , auf denen die bezug- 
lichen Teilmengen von Q emen obeihalb a liegenden linearen Inhalt 
haben, fur jedes a eme nngends dichte Menge vom Inhalt Null, so 
hat auch Q den Inhalt Null 

In ahnlicher Richtung liegb dei folgende wichtige Satz von 
G Fubini &31 ) Eme ebene, ( 1 m Lebesguescheii Smne) flachenhaft meB- 
baie Menge M wird von jedei Geraden y emei Paiallelschai in emei 
linear meBbaien Menge getioffen, ausgenommen hochstens eme Null- 
menge von Geraden g Und Ist M vom FlachenmaB Null, so wild M 
von jedei Geiaden g emei Parallelschai m einer Menge vom lmeai en 
MaB Null getiofien, ausgenommen hochstens eme Nullmenge von Ge 
raden g Wird M als flachenhaft meBbai vorausgesetzt, so gilt auch 
die Umkekruug hiervon 48 °) Siehe lm nbngen hierubei Nr 45 

Ferner ist dei sogenannte } ,TJleulecluinyssaU von Vitali UAm a ) kei- 
vorzuheben 


429) *IF H Young, Pioc Royal Soc (London) A, S5 (1911), p 402/3* 

429a) *Hieraus folgen einige Satze von W Sierpiush , Gioin di mat 55 

[= (3)8] (1917), p 272/7, Fundamenta math 1 (1920), p 110/19, und H Stmt - 
haus, Fundaments math 1 (1920), p 93/104, die aussagen, daB es in meBbaren 
Mengen von positivem MaB stets Punkte (b,ogar unendlich wele Punkte) nut ratio 
nalen Entfemungen gibt Dazu auch H Rademachet , Jahresb Deutsch Math - 
Ver -10 (1921), p 130/2 

In dieaem Zusamruenhang sei auch auf A Denjoy, Rendic Acc Lincei 2 M L 
(1920) p 291/4, 3 lb/8, kmgevaesen, [dazu auch D Mmmauo/f, Fundamental 
math 4 (1923), p 11S/21]* 

429b) Schoenfhcs, Bencht I 1900, p c )6/7, Bencht I 1913, p 324/6 Siehc 
auch * 

430) *Vgl dazu auch W Sieipiubh, Fundamenta math 1 (1920\ p 112/5, 
der [mit Hilfe des Wohloidnungasatzes] die Existenz ebener Mengen naehgewiesen 
hat, die aul )edei Geiaden emen Imeaten Inhalt Null habeu und tiotzdem nicht 
(lm Ltbesgiuscken Sinne) flachenhaft ineBbar sind* 

430a) *Diese Bezeichnung mbit von O Ccuatheodoi y 430(1 ) hei * 
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G Vttali hat den folgenden Satz bewiesen 4301 ') Es sei eme Folge 
S von lmearen Intervallmengen J v gegebeu, derait, daB 

die Intel valle von J y samtlieh kleinei als eine nnt wachsendem v 
gegen 0 konveigierende GioBe £ y sind, wenn dann die mneie Gienz- 
menge A von 8 em endliches MaB m bat, dann existieit erne endliehe 
odei abzahlbaie Menge von getiennten lntei vallen von S, deien Langen- 
summe mindestens gleicb m ist 

H Lebesyue^ 0c ) hat den Satz noch wesentlich vei allgem em eit 430 
A sei erne beliebige Punktmenge lm «-dimensionalen Raum und U 
eine A enthaltende offene Punktraenge Jedem Punkt p von A sei 
eine Folge von meBbaien Punktmengen a 1 (p), 0»{p), , 

zugeordnet, deiait, daB 1 <^Q?) g anz lm Innein ernes Wnifels W t (p) 
nut dem Mittelpunkt p liegt, de»sen Kantenlange nut wachsen- 

dem v gegen 0 konveigieit, 2 das Yeihaltms cler MaBe von 6 v (p) 
uud W,KP) m( e „(p)) 


m(W r (p)) 


> a iP) > 0 


ist, (wobei cc(p) von v unabhangig ist) 4S0e ) Dann kann man endlich 
oder abzahlbai unendlich viele Punktmengen 

g h {P,) (* = 1 , 2 , 3 , ) 

finden, die alle mnerhalb TJ liegen, kerne gememsamen Punkte be 
sit/en und deien Veiemigungsmenge V die ganze Punktmenge A mit 
Ausnahme von hochstens einer Nullmenge enthalt, (wobei das auBeie 
MaB von V das anBeie MaB von A [wenn es endlich ist] um beliebig 
wemg ubersteigt) 

Des weiteien sei em Uberdecknngssatz eiwalmt, den H Rade- 
machir mt ) gibt Jede Menge A laBt sich duich abzahlbai viele Mengen, 
die aus emei meBbaien Menge M mit von Null veischiedenem MaB 
nui duich Translation heivoigehen, bis auf eme Nullmenge uberdecken 


430 b) m G T itali, Atti Accad Torino 43 (1907/08), p 229/86 — 
lm Zusammenkang damit stehen Satze von TF H Young m den schon 
fruhereu, am Schlusse von 9G ) zitierten Arbeiteu * 

430c) Lcbebgue, Ann fic Norm (3) 27 (1910), p 365, 389/95 * 

4-lOd) t Die folgende lormuliernng ini wesenthchen lm AnschluB an C Cara- 
theodoty [Reelle Funktionen, p 299/307] der H Lebesgue& Resultat nocb ein 
wemg allgememer gefaftt hat, siebe aucb H Rodcmatlitr 41,n ), p 184/95 * 

430 e) +H Lel>esgue A&0c ) [p 390] nenut eine mefibare Menge g leqalar („r£- 
gulier“), wenn fur die kleinste, g enthaltende Kugel K die Ungleichung 

m{K) 

gilt, wo a]>0 ist, nud er bezeicbnet als „famille rcguhete d’cnsemb1eb“ eine Ge 
samtbeit von „iegubiren“ Punktmengen 6 mit kon&tantem, positivem a* 

430 f) Bademachet A l * h ) } p 194/5* 
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ScbieBlich sei hier noch eme von H Lebesgue** 1 ) stammende Be- 
gnffsbildung hervorgehoben Sei E eme meJBbaie lmeare Punktmenge 
und E 1 der im Intervall [cc, enthalteae Bestandteil von E, da nn 
bezeichnet er als ( mittlete ) Dichte von E wi [oder m beziig auf das ] 
Intetvall [cc, fi] das Veihalfcms Untei dei Dichte von E in 

einem Punlt a veistehfc ei den Gienzweit [falls ei vorbanden ist] dei 
(mittleren) Dichte von E m einem auf den Punkt a sick zusammen- 
zielienden Intel vail AuBerdem veistehfc ei untei dei Dichte der MengeE 
i echts (bzw links) von a den Grenzweifc [falls ei vorbanden ist] der 
Dichte von E im Intel vail [a, fi], wobei (3 von 7 edits (bzw hnlcs) 
gegen a konveigiert 432 ) 

Wenn E niebt meBbar ist, so bat man im vorstekenden nui das 
MaB m(E x ) duich das auBeie MajB m a (E f) zu ersetzen [„auBere Dichte" 
oder kurz ebenfalls , ; Dichte"] 

H Lebesgue***) beweist den folgendeu Satz 

Die Dichte emer meBbaren Menge E ist in alien Punkfcen von 
E, hochstens mit Ausnahme emei Nullmenge, gleicb 1 ? und in alien 
Punkten der Komplementarmenge von E, hochstens mit Ausnahme 
emer Nullmenge, gleicb 0 433a ) 

E Jacobsthdl u K Knapp** 0 ) sowieU Zermelo u W Alczand) oiv* Toh ) 
nennen eme Menge E homogen von dei Dichte d m [&, /5], wenn die 

431) Lebesgue , Rend Acc Lmcei Roma (5) 15* fl906), p 8, Ann Ec 
Norm (3) 27 (1910), p 405/7 * 

432) JDie Gienzwerte biaucheu meht fur jeden Punkt /u existiertn, son- 
dern es kann em Punkt auoh von unbestimmte ) Dichte sem K Knopp, Math 
Ann 77 ^1916), p 438/54, hat lmeare, perfekte, mrgends dichte Punktmengen nahei 
untersuchfc in bezug auf Punhte bestimmtei und unbestimmter Dichte und hat 
[p 450/1] den Satz bewiesen, daB jede liueaie, perfekte, mrgends dichte Menge, 
die m jedem (mcht in einem Luckemnfcervall enthaltenen) Intel vail eme positive 
Dichte hat, in beliebiger Nalie ernes jeden lhrer Punkte stets Punkfce utibe- 
stimmtei Dichte besifczt — 

A Dcnjoy ASS ), p 130, und R Rademacher lLSl> ), p 192, definieren eme „oberi 
und unte'te Dichte“, die m jedem Punkte existieren * 

433) Lebesgue m ), msbes zweifces Zitat, p 407 Siehe auch Oh J de 

la Vallee Poussin, Cours d’ Analyse infinitesimale 2, 2 ed (Louvam-Pans 1912), 
p 114, JS Jacobsthal u K Knopp, Sitzgsber Berlin Math Ges 14 (1915), p 121/5, 
A Denjoy, J de math (71 1 (1915) p 132/43, N Lusin u W Sierpitish , Rend 
Circ mat Palermo 42 (1917), p 167/72, W zweites Zitat * 

433 a) + Der erste Teil des Satzes gilt auch fur jede nicht-meBbare Menge 
E und ,,aufiere Dichte 41 , wie unmittelbai aus der Exiatenz dor maBgleichen 
Hulle 391 ) von E folgt, C Buistin, Sitzgsber 480 ), p 1534, TF Sierpinsku Pans 
C R 164 (1917), p 993/4, Fundamenta math 4 (1923), p 167/71, R Rlumbeig, 
Bull Amer Math Soc (2) 25 (1919), p 350/3 * 

433 b) + IF Alexandrow 590 ), p 76/8* 
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Dichte von E in bezug auf jedes TeilintervaU von [«, fi] em und den- 
selben Weifc d besifczt 184 ) Erne bomogene Menge ist lrnmei entweder 
von dei Dicbte 1 odei 0 Eine Menge E in [cc } /3], die in kemem Teil- 
mteivall bomogen ist ; bezeicbnen E Jacobsthal und K Enopp 48s ) als 
erne m vch heteyogene Menge DaB es solcbe m sicb beterogene 
Mengen (die sogai rneBbar sind) gibt, kann duich ein verbaltmsmaBig 
emfacbes Beispiel gezeigt werden 485 ) 

Mil dem voistehenden bangen nocb emige Beguffs- und Worfcbil- 
dungen von E Zenndo uud TT 7 Alemncbow 435 a ) ziisammeri 435b )* 

434) +E B Van Vied J98 ) versteht unter einer in [or, /3] liomogenen Punkt- 
menge etwas an dei e^. Eme nach E B Van Vied homogene Menge ist es von 
selbst auch nach der Definition von E Jacobsthal u K Knopp, aber im allgemeinen 
mcht umgekehrfc In emer noch anderen Bedeutung wird ^homogen 11 bei L Lean , 
Pans C E lb6 (1917), p 141/4, Ann £c Norm (3)35(1918), p 313/92, veiwendet 

Es sei hiei noch erwahnt, 'was Jiomogen im Sinne dei Analysis situs 11 odei 
„topologisch homoqcn “ bedeutet so heiBt eme Menge M, wenn zu lrgend zweien 
iluer Puukte a, b eme umkehibai emdeutige und beiderseits stetige Tianslormation 
von 71/ m sich selbst esistiert, welche a in b uberfuhrt Ygl hieruber C Kura- 
towdi , Fundamenta math 2 (1921), p 14/19, sowie lb 1 (1920), p 233 [Ygl ferner 
L E J Brouiiei, Proc Akad Amsterdam 20 (1917), p 1192/4, und B P Haal- 
meijer, Math Ztschr 16 (1923), p 92/102 J 

In ganz anderer Bedeutung ist „homogen“ m Ni 6 benutzt woiden * 

435) *E Jacobsthal u K Knopp p 126/7 

C Bwstin, Sitzgbei Ak Wiss Wien 123, II a (1914), p 1528 u Monatsh 
Math Phys 2b (1915), p 232, liatte einen gerade entgegengesetzten Satz 
aulgestellt, welchei die NichtexiBtenz meBbarei, in sich heteiogener Mengen be- 
siigt, diesei Satz ist jedoch unnchtig, wie das eben erwahnte Beispiel zeigt, vgl 
die Beuchtigung Monatsh Math Phys 27 (1916), p 16 1/5 * 

435a) *IF Alexanch ow ,9 °), p 71/6, sowie 6/7 und 54* 

435 b) *Sie nennen eme Menge E „mafihaltig“ f wenn sie keme Nullmenge 
ist , „disl) cpant “ , wenn die „Di&krepanz u ™ w ) mcht verschwmdet, d h E mcht- 
meBbar ist, zwei Mengen, die nur eme Nullmenge gemeinsam haben, nennen sie 
,mupjiemd“ Fin Punkt p wild von lknen als „Mafipu)iht ( von E bezeicbnet, 
wenn die Menge E in der Umgebung vonp „maBhaltig“ ist, als „Disli epanzpunlct", 
wenn sie m der Umgebung von p „diskiepant l ‘ ist Die Menge der ersteien bzw 
letzteren Punkte heiBt dann „]\Iafimenge“ bzw „I)ishepanzmenge“ von E DieDis 
krepanzmenge ist in dei Mafimenge enthalten, und beide smd stets perfekte Mengen 
und gehoren dem perfekten Bestandteil der Ableitung E' an [DaB die ,,MaBmenge u 
perfekt ist, auch schou bei C Biastin , Sitzgsber 43& ), p 1520 u 1534, die ,,Dis- 
krepanzmenge“ betiachtet auch IF Willow, Fundamenta math 1 (1920), p 82/92 J 
In abnhcher Richtung liegen emige Bezeichmmgeu, die A Denjoy r Paris 
U E 160 (1915), p 7b5, 43 ’), p 130/2, im Fian/osischen eingefuhit hat Eme 
Menge von positivem MaB bezeicbnet er aE „epais“, eine Nullmenge als 
mi>ice <( , die Komplementaimeuge emer Nullmenge als „epaisseu) plane" (sc des 
Kontmuums), ist E in dei Umgebung von p von positivem MaB, so nennt er E 
,epais en feiuei. bezeicbnet er eme Menge E als „epais en lui-meme wenn 
lhi MaB in keinem Intervall, das Puukte von E im Innem enthalt, veischwindet * 
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20 b. *Carath.eodorys Mefibaikeitstheorie C Cat atheoclo? y hat auf 
axiom at ischei Gi un diage eme fonnale MeBbarkeitstheone aufgestellt, 
die allgememei als die Lebesgties clie Theone ist unci diese als Spezial- 
fall iimfaBt 436 ) Ei gekfc davon aus, daB das auBeie MaB eme Mengen- 
funkUon [sielie Ni 22] ist, unci ei bezeichnet nun allgemein eme 
Mensenfunktion a A dei Meuoen A des w-dimensionalen Raumes als 
„aiifie)es odei als „ Mafifunltwn ", wenn sie die folgenden vier 

Eigenschaften besitzt 436 a ) 

I 1 Jedei beliebigen Punktmenge A ist eme Zabl ^ A em- 

deutig zugeoidnet 2 Die Zabl g Y A ist entwedei Null, oder endlich und 
positiv odei gleicb + 00 3 Es gibt Punktmengen, fm welche diese 

Zabl + 0 und endlich ist 4 Fur leeie Mengen ist diese Zabl gleicb 
Null 436 *) 

II Fur eme Teilmenge B von A ist stets 

y*B £ y,*A 

III Ist V die Veieimgungsmenge von endlicb oder abzkblbar 

unendlicb vielen Puuktmengen A v A 2 , A 3 , , so ist stets 


yu* V ^ g*A 1 -(- P*A s + P*A S -f- 

IV Smd A und B zwei Punktmengen, deien Entfemung d 4 = 0 
1 st, so ist stets + = p* A _)_ ^ B 


C Cm atheodovy defimeit sodann die MeBbaikeit nut Hilfe der in 
Nr 20 eiwahnten, fur die meBbaren Mengen ckarakteristischen Eigen- 
scbaft (9t) 406 ), d. h 

Eme Punktmenge A soil fur eme gegebene MaBfunktion g' 
mefibar heiBen, wenn fur jede willkurliehe Punktmenge W von end- 
hchem 407 ) (l* die Gleicbung 407a ) 

(21) g*W — ft* (AW) + — AW) 


436) +C Caratheodory , Nacbr Gea Wisa Gottingen 1914, p 404/20, Reelle 
Fnnkfcionen, p 229/89, 359/69 * 

436a) + Reelle Funktionen, p 238/9 In Gott Nachi 4SC ) hebt er den Fall, 
daB nur I— IV erfullt ist, noch mcht besonders hervor und bezeiebnefc daher dort 
ala „aufieies Mafi“ das, was ei spater „regulaies auBeres Mafi u nennt, \gl 430 
nnd 879 ) 

Eme etwas abweichende Be 7 eiclmingswei6e benutzt H Halm , Reelle Funk- 
fcionen I, p 424ff er verwendefc die Benennuug , , auBeres MdB und „MaBfunktion u 
scbon bei Erfullung yon I, II, 111 , wenn anfieidem auth IV eiiuilt jet, ge- 
braucbfc ei die Bezeichnung , gewohnhche MaBfunktion 11 * 

436 b) *Die Foiderungen I 8j4 Bind erst in Reelle Funktionen (p 238) gestellt 
worden * 
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erfullt ist Das auBeie MaB g* A emei meBbaien Punktmenge A wild 
das MaB von A genannt und imt fiA bezel eknet 43bt ) 

Mit Hilfe von I, II, III zeigt C Cat alhcodonj , daB IY aquivalent 
ist nut IV a 

IVa Die ofienen [w-dimensionalen] Intel valle sind meBbaie Puukt- 
mengen 

Aus dem bisbengen eigeben sicb bereits die meisten Fundamental- 
eigenscbaften des MaBes, msbesondeie Die Koraplementaimenge emer 
meBbaien Menge, femei die Veieinigungsmenge und dei Duichsckmtt 
von endlicb odei abzablbai unendlich vieleu meBbaien Meugen sind 
wieder mcBbar Daians folgt, daB jut jede Mcififunktion allc Botelschen 
Mengen mefibat sind 

G Gatallieodoty bezeicbnet weiteihm g ] A als tegidare MafifunL- 
tton oder als regulate* aufietes Mafi md ) 7 wenn auBei I — IV nock die 
lolgende Aussage gilt 

V Fur jede beliebige Pimktmenge A ist g*A gleieh der unteren 
Grenze dei MaBe gB allei (fui g Y ) meBbaien Punktuiengen B y die 
A als Teilmenge entkalten 

Sodann definiert ei fur ein solcbes g* das zugelionge mnere 31a (i 
g^A emer Punktmenge A als die obeie Gienze der MaBe aller (fur 
g*) meBbaien Teilmengen von A 

Er beweist dann Ist M erne meBbare Punktmenge von endlicliem 
MaB und N eme beliebige Teilmenge von 3 1, so ist stets 

g^N = g3I — g±(3I — N) 

Und fernei Eme Punktmenge A von endlichem auBei en MaB ist 
dann und nur dann meBbai, wenn lkr auBeres und lkt mneies MaB 
zusammeufaLlen 

Es fiagfc sick nun, ob man diese inneien MaBe selbstandig und 
unabkangig von den auBeren MaBen clunaktensieien kann, so daB man 
dann aucli umgekehit, von dem inneren MaB g } ausgehend, zum auBeren 
MaB g *■ gelangen kann Zunachst gelten iui die inneien MaBe die 
Eigensckaften I, II, IV, IVa, wenn man nui m deien Foi muliei ung 
g* duick g * ersetzt Auck m dei MeBbai keitsdefiuition daif g* duick 
ersetzt werden, und die „fui g ^ meBbaien 4 * Mengen eiweisen sick 


436c) ^Naturlich hangt clrnanach die MoBbaikeit emei gegebenen Pimkt- 
menge von der zugiunde gelegten Mafifunktion p* ab und ist dahei ein lela- 
tiver Begulf — AuBerdem boi hervoigehob- n, daB es bei dieBei Definition gleich- 
gultig is.fc, ob A besekrankt i&t odei mcht und ob jxA endlicb ist odei mcht * 
436d) + ReelLe Funktionen, p 258 Vgl 1S6u ) * 
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als ldentisch mit den fin meBbaien Mengen 4860 ) Aber an die Stelle 
von III und V treten bei den runeren MaBen III' mid V' 436f ) 

III' 1st S die Snmrne von endlich odei abzahlbai unendlich vielen 
Punktmengen A 1} A 2 , ohne gemeinsamc Punlte, so ist stets 

ii# A t + PitAj + 

V' Fur jede bebebige Panktmenge A ist //,„ A gleicb dei obeien 
Gienze dei g^B allei (fur rueBbaien Teilmengen B von A 

Wie G Ccuatheodoiy 436g ) gezeigt hat ; genugen abei diese dem 
Defimtionssystem dei auBeren MaBe analogen Eigenschaften I ; II, IIP, 
IV, IV a, V' mcht zur vollstandigen Cbaraktensieiung dei mneien 
MaBe Dagegen ist, wie A Rosenthal bewiesen hat 137 ), die selbstan- 
dige Definition der mneren MaBe nnt Hilfe des folgenden Systems 
der (auf sicb beziehenden) Eigenschaften 

I, II, III', IV a, V', VI 

moglich 437a ), wobei nnt VI die Eigenschaft bezeicbnet wild 

VI Sind A lf A 2 , ,A n , abzahlbai unendlich viele, el emeu ten - 
fiemde, meBbare Mengen und ist S line Summenmenge, dann ist 

(VI i) <jA 

n= 1 

und es ist 

(VI 2 ) S ebenfalls meBbar 

Die Defimtionssysteme fui die auBeren bzw inueien MaBe l.issen 

sicb noeh reduzieren Zunachst ist irn System dei auBeien MaBe I IV 

der Teil I 3 entbehrhch, wabiend alle ubrigen Eigenschaften vonein- 
andei unabhangig sind, femei ist V yon I— IV unabliangig, jedoch 
I 4 und II eme Folge von I 1S und V 4m ) ScMieBlich laBt sich noch 
das Definitionssystein dei mneien MaBe yeieinfacben und, wenn man 
bei den auBeien MaBen die auf g* sich beziehende Eigenschaft VI 
hmzunimmt, so eihalt man nach A Rosenthal isic ) die beiden folgen- 


436 e) ^Reelle Funktionen, p 2b9 * 

436 f) *Reelle Funktionen, p 365 * 

436 g) ^Reelle Funktionen, p 364/9* 

437) *A Bobenthcil, Nachi Ges Wiss Gottingen 1916, p 305/21 * 

437a) *Dies ware mcht mehr nwghch, wenn man hier IV a duich IV er- 
setzen wurde, vgl A Rosenthal t3 % p 309 ' 

437b) *C Cm atheodory , Reelle Funktionen, p 359/64, A Rosenthal** i, 
p 315, 31b, 318 DaB I 4 unabhangig ist von den ubngen EigeDscliatten I— IV, 
sieht man aus folgendem Beispiel Fur die leere Menge L sei iPi = 1 fur emeu 
bestimmten Punkt 1\ sei = 2, fur alle ubngen Mengen .4 sei u> A = + ou * 

437 c) Rosenthal p 314/18* ! 
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den (mi wesentlichen symmetnscken) Defimtionssysteme, die aus lautei 
vonemandei unabkangigen Teilen bestehen 

fui die ( regulayen ) aujieyen Mafie jD I ] 3 , IYa, V, VI^ 
tin die mneren Mafie I 13 , IVa, V', VI 12 

Es sei noch bemeikt, daB es fur die auBeien MaBe gleich- 
gultig ist, ob man in dei Mefibaikeitsdefinition untei W Mengen von 
endlichem odei ganz beliebige Mengen verstekt 407 ), daB es dagegen 
hir die mneien MaBe wesentlich ist, die Mefibaikeitsdefinition nur 
a lit Mengen W von endlichem zu bezieben Verstunde man m dei 
Mefibarkeitsdefiiution fui untei W ganz beliebige Mengen, so 
wurde das angegebene Defimtionssystem fui y* nieht ausieichen (man 
wuzde eme neue Grundeigenschaft benotigen) 4J7cl ) 

C Cay atheodoy ys (legulaie) aufieie und mneie Mafie haben alle 
wesentlichen Eigenschaften dei spezielleien Lebesgue scbon auBeien und 
mneren MaBe des w-dimensionalen Raums Bei II Lebesqite sind noch 
die folgenden, bei C Cat athe'odoi y mcht gefoideiteu und 1 m allge- 
memen mcht eifullten Eigenschaften voiausgesetzt a) Die Intel valle 
smd von endlichem MaB 6) Kongiuente Mengen haben gleiches MaB 
i) Fui jede beliebige Punktmenge A ist g { A gleich der untei en Grenze 
der MaBe gB allei ofienen Punktmengen B, die A als Teilmenge ent- 
lialten 4870 ) Man kann von jedem Cay atheodoy #schen auBeien MaB y* 
aus (wenigstens wenn es Intervalle von endlichem MaB gibt) zu einem 
legulaien auBeien MaB g\ gelangen, das die Eigenschaft c) besitzt, 
indem man namlich y*A als untere Gienze dei g v B aider ofienen, 
.1 einschhefienden Mengen B definieit 437 f ) Die Fiage, ob die Eigen- 

437 d) „A Rosenthal** 1 ), p 319/21* 

437 e) *Fur die mneren MaBe liatte man die obere Gienze der Malle dc i 
abgeschlossenen Teilmengen zu nehmen — 

Obrigens ist bei auBeren MaBen stets a) eme Folge \on B) und i) 

H Hahn , Reelle Funktionen I, p 444ft, bezeichnet erne ^egulaie) Maft- 
funktion, welche die Bedmgung c) eifullt, als „lnhaU'tiinLhon' ( und unteiBuckt 
diese emgeheud, [speziell betiacktet ei aucli (p 453/bl) die ,,Tnhaltyfunktionen“, 
die sich etgeben, wenn man von ,,Inteivalllunktionen u {d h Mengenfunktionen, 
die lur alle abgeschlossenen Infcei valle defimert smd) ausgebfc] * 

437 f i ^Analog laBt sick das innete MaB [i^iA als obere Grenze der B 
aller abge&chlossenen , m ^.t entkaltenen Mengen B deknieien Wenn a) erfullt 
ibt, dann ist das zu jaJ zugehonge mneie MaB 

Ebenso kann man zu -jedem Cm athtodoy yscben auBeren (wie oben, mcbt 
notwendig legulaien) MaB cm y v A bzw il#A als unfceie Grenze der 

allei *1 einschlieBenden Botehchen bzw meBbaren Mengen B defimeien, und es 
smd dann n% und pfo legulare auBere MaBe (jedeufalls, wenn sie I 8 erfullenj 
[F Haitsdorfl N5 ), p 168 j Wenn a) gilt, fallen und zusammen — Ent- 
spiechend und fi rA * 
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schaffcen a) und ft) kmieicben, um das (legidaie) Garatheodory sche 
MaB mit dem Lehesgue sclien MaB zusammenfaUen zu lassen, aLo die 
Fiage, ok bei Erfullung von a) und 6) das legulaie auBeie MaB /i ? 
von dem zugekongen gt veischieden sein kann odei mcht, ist bis 
jetzt wokl nocb nicht beantwoitet Aber man kann zeigen, daB das 
regulaie auBeie MaB / selbst m dem Fall von dem zugekongen gJ] 
verschieden sein kann, wean beide fin alle nacb Lebesgue meBbaren 
Mengen mit dem Lebesgue ^ cken MaB zusammenfaUen 437 ^ 

20 c. + Das m-dimensionale MaB ira n-dimensionalen Raum. 
Wn baben bisber emer Punktmenge ini n-dnnensionalen Raum JR n 
einen Inlialt bzw em MaB beigelegt, die, von dieser Dimensmnal- 
zahl n abkangig, eme VeiaUgememeiung des n-dimensionalen Volu- 
mens daivteUen, [speziell isfc fui Punktmengen, die als Teile emer 
Greraden bzw emei Ebene betiacbtet werden, Inhalt und MaB die Vei- 
aligememeiung von Lange bzw Flack emnkalt] Nun begnugt man 
sick abei sonst bei geometiiscken Unteisuckungen ini n dimensionalen 
Raum R n mckt mit dei Emfukiung emer emzigen MaBzakl, welche 
die Volumma dei n dimensionalen Korper nnBt, sondein man betiacbtet 
im w-dimensionalen Raum auck Langen von Kuiven, Inkalte von Gbei- 
flacken usw Man bat also bei den sfcetigen Raumgebilden des JR 
mckt eme, sondein im ganzen n verscbiedene MaBzaklen Es liegt 
daker nake, fui beliebige Punktmengen die VeiaUgemeineiung auck 
diesei andeien MaBzaklen zu suclien Man wild dann zweckmaBio: 
allgemem die Bezeiclmung „m-dimensioncde) Inhdt bzw Ma[i im 

437 g) *Dies eigibt sich aus folgendem Beispiel Es, ^ei SI die von C Cara- 
tlieodory* 96 ) angegebene Punktmenge, die nut lhrer Komplementai menge SI im 
Jjcbesgue sclien Sinn mcht-meBbar ist und auBeidem (ebenso SI') die Figenschaft 
besiUt, daB M) = und m ^M) = m.Q, = 0 

ist, wenn m* bzw m * das Lehesguesche auBere bzw mnere Mali bedeutet und 
M irgendeme fur m* meBbare Menge bezeichnet Wn defmieren nun dadurch, 
daB wir fur ]ede Menge A setzen 

^ (A) = ro*(,4&) 

fC ist em legulaies auBeres MaB und stellt em Beispiel dei gewunschten Art 
dar Bemerken wu noch, daB fur lrgendem Inteivall J die Menge (Sl'J) fur 
fi£ meBbar, dagegen fur m* mcht meBbar ist, und daB /ij (Sl'J) = 0 und 
=4 = m*(Sl'J) ist 

Andeit man dies Beispiel noch em wemg ab, indem man setzt 
^ = Vo (A f b ) -f — icfj, 

wooei J 0 em festes Intervall bedeutet, so ist ji* wiedei ein legnlaies aufiereb 
MaB und ein Beispiel gleicher Ait, hier sieht man deuthch, daB fur y* die 
Eigenschaft b) mcht eiinllt ist, obwobl sie hier bei alien uu Lebesgmi clien Sum 
meBbaien Mengen gilt * 
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n-dimcnsionalen Ranm (i (fui jedes ganzzahlige positive m < n) ge- 
brancben, speziell wild dei emdimensionale Inhalt bzw Mafi (d h die 
Veiallgemeineiung der Bogenlange) als „hnecue ) InlmW 1 [„Lmear- 
m!ialt “ ] bzw „hneci7es Mafi“ bezeichnet Wn wollen ubngens 1 m folgen- 
den immei den Fall des linemen Mafies besondeis hei voiheben, da da- 
bei das jeweils veiwendete Prinzip lecht einfacb und klai kenntlicb wird 
Zunacbst hatte man auch bier an clen Canto} sc hen Inhaltsbegnff 
angeknupft H Minloivsh m ) hatte nut Benutzung des (7a/&/mschen 
Inhaltsbegukes eme allgememe Definition der Kuivenlange und dei 
Obeiflache (nn dieidimensionalen Raum) gegeben, die msbesondere 
von W H Young 439 ) auf allgememe (voi allem abgesehlossene) Mengen 
ubeitiagen wnrde Man umgebe, wie bei G Cantor [Ni 18J, jeden 
Punkt dei lm gewohnlichen dieidimensionalen Raum voigelegten 
Menge E mit emei Kugel [in dei Ebene mit einem Kieis] vom (fur 
alle Punkte gleichen) Radius q Die Gesamtheit diesei Kugeln erfullt 
emen Raumteil, dei von denjemgen Punkten gebildet wild, deien Ent- 
feinung von dei Menge < p ist, das Volumen dieses Raumteils sei 
wiedei mit F(p) bezeichnet Als v Minlowslische} hneme> Inhalt u 
[eigentlick em ^aufieyey lineal ei Inhalt“] dei im dieidimensionalen 
Raum. gelegenen Menge E weide dann fui gegen 0 abnekmendes q der 
Gienzweit oder ; wenn dieser nicht existiert 139 *), dei obere Limes 439 **) 
des Veihdltmsses F(«?) 

dehmeit Als „Minloivsltschei zweidjmensionaler Inhalt“ der im drei- 
dimensionalen Raum gelegenen Menge E weide fui gegen 0 abnek- 
rnendes q der Grenzweit bzw dei obeie Limes des Yeihaltnisses 

fig) 

dehmeit Diesei letzteie Gienzweit, gebildet fur eme in der Ebene 
gelegene Menge E, werde als ^Mmloivsh soher lineai er Inhalt“ dieser 
ebenen Menge defimeit 

438) H Muikowsla, Jahresb d Deutsch Math -Yer 9 (1900 [1901]), p 116/6 
Gesaminelfce Abhandlungen (Leipzig-Berhn 1911), 2, p 122* 

439) *TF H Young , Proc London Math Soc (2) 3 (1905), p 461/77, Theory, 
p 270/83 

Ygl auch A Schoenfhes, Benefit II 1908, p 92/3 [der doit die Bezeich- 
nungen „Langemnbalt u , „Oberflacheninhalt“ gebraucht, W H Young hat die 
Benennung „linear content I“] , auGerdem P Painleve 2 ^) , D Pompeiu, Ann Fac 
sc Toulouse f2) 7 (1905), p 283/4 sowie 288/90 * 

439*) ^Der Grenzwerfc braucht selbst bei beschrankteu, abgeschlossenen 
Mengen nicht zu exietieren, siehe bieruber W Groj 3 1J3a )* 

439 + Grop iiSa ) mmmt hieifui den unteien Limes* 

T?n r* Hn rl r * 


TXT,,, 
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Ebenso kann man ubngens allgemem 1 m n-dmiensionalen Raum 
fur jedes ganzzahlige positive m < n emeu r 3hnlotvshschen w-dimen - 
sionalen InhaU u emfuhren dm eh den obeien Limes von 

V[Q) _ 

Jn-7n(Q) ’ 

wenn q gegen Null unbegrenzt abnnnmt Dabei ist F(p) analog wie 
oben mit Hilfe ^-dimensional ei Kugeln zu bilden und uuter 
ist der Inkalt dei (n — m) dimensionaleu Eugel vom Radius p 439a ) 
verstanden [wobei mit der zweidiraensionalen Eugel die Kieisflacbe, 
mit dei emdimen sionalen Engel die Strecke von dei Lange 2q ge- 
memt ist] 

H Mirikowsla mb ) gibt noeh Veiallgemeinerungen, mdem ei die 
oben veiwendeten Eugeln duicb andeie konvexe Koipei (die zuem- 
andei ahnlich und ahnlicb gelegen sind) ersetzt Fui unseie Zwecke 
kommt dies kaum m Betiacbt Dagegen ist eme audeie Veiallgemei- 
nerung, die W H Young 1 ™) angibt, zu eiwabnen Er eisetzt nam- 
licb fui m dei Ebene gelegene Mengeu den Eieis duicb beliebige 
ebene Beieicbe vom Duicbmesser 2p Umgibt ei jeden Punkt dei 
m der Ebene voigelegten Menge E mit emem solchen Beieicb 
vom Duichmessei 2p, so eihalt ei jedesmal em von diesen Beieicben 
B q erfulltes Ebenenstnck 93 (p) Er bildet nun. fur gegen 0 unbegienzt 
abnebmendes q den Gienzweit von 

4 Q 3 

oder, weim diesei Grenzwert mebt existiert, nehmen wir den oberen 
Limes dieses Veibaltmsses Diesei Gienzweit wild jedesmal nocli 
von den benutzten Bereicben B Q abhangen Ei mmmt sodann fui alle 
moglicben Wablen von B Q die obwe Grenze des jeweils erbaltenen 
Grenzwertes und bezeicbnefc diese als ^linear content J u [aucli eigent- 
licb em „au/3ere> hnearer Inbalt“]- diesei ^Youngsohe lmeaie Inhalt“ 


489 a) + Der Inhalt der jl-dimensioualen Kugel ist bekannthek 

HDl 


/,(<?)- 




d h , wenn l — 2 k 
wenn l = 2x — 1 


f *A9) = ' 


r /s _ S” 1 

hy-i (0 - J-g-g (2* - lj 


439b) *A a 0 453 ) Jabresb , p 116/21 Abhandlungen, p 12V7 ‘ 
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kann von dem vorlnn betrachteten „3hnhowshschen linearen Inhalt" 
versclneden sein 439c ) — Analog alles fur w-dimensionale Inkalte im 
Raum von n Dnnensionen 

In ganz anderer Weise hat 0 Janze>i Ai{ ) ) emen „lmearerL Inhale 
[oder bessei gesagt em (auBeies) Imeaies Ma/S] defimeit Man schheBe 
die m der Ebene gelegene Menge E in abzahlbar viele, nicht uber- 
emandeigieifende Rechtecke von den Seitenlangen s < q ein ; tieffe uber 
die Seiten dei Rechtecke eme derartige Festsetzung, daB sie stets zu 
je emem und nui emem Rechteck zu lechnen sind, piojiziere die in 
emem Rechteck 3ft, enfchaltene Teihnenge von E auf zwei zueinandei 
senkiechte Achsen Diese Piojektionen mogen das eindunensionale 
MaB [odeij wenn es nicht existieit, das auBere MaB] 441 ) und 
haben, man bilde danu 

Jg — ^ V "f" ' 

und defmieie als „lmeaieu Inhalt“ von E die GioBe 

I = lim J 

o = 0 4 

Ganz analog wird von lhm allgemem der m-dimensionale Inhalt 
einer Punktmenge E im n - dimensional en Raum (m < n) definiert 
Man schlieBe E m abzahlbar viele n dimensionale rechfcwmkhge Par- 
allelepipeda von den Kantenlangen s < q em ? verfuge uber die 
Punkte lhrer Begrenzung so, daB sie stets zu emem und nui emem 
zu rechnen seien, projiziere die m 5)3^ enthaltene Teilmenge von E 
auf samthcke wz-dimensionalen Kooidinatenraume, bilde das m-dimen- 
sionale MaB [oder, wenn es nicht existieit, das auBeie MaB] 441 ) dieser 
durch Projektion eihaltenen Punktmengen, verstehe unler J y m die 
Quadiatwurzel aus der Sumrne dei Quadrate diesei MaBzahlen und bilde 


Vi^Q , 7»l 

Dann definiert ei als w-dimensionalen Inhalt von E 


J = lim 




439 c) *Wie wemg zweckentspreckend chose Begufhbildungen &ind, sielit 
man deuthck aus emigen bei W H Young 430 ) gegebenen Beispielen, msbeson- 
dere aus emem Beispiel [a a 0 Proc , p 467/73, Theoiy, p 276 'Si] emer in der 
Ebene gelegenen, abzahlbareu, abgeseklo^euen Punktmenge (mit einem eiuzigen 
Huulungspunkt), die emen pusituen[\) Mi nloinsl Lichen sowie lbuw^sclien hne- 
aren Inhalt hat * 

440) *0 Jansn, Ubei eunge stetige Kurven, ubei Bogenlange, linearen In- 
halt und Flachemnbalt, Dissertation honigsbeig 1907, p 46 52, 58/9, 6-t/S, 60/70 * 
441') *0 Janzcn zieht den Fall, wo die&es J\taB nicht eiiatieit, mcht m Be- 
tracbt * 
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DaB die Jcuizcnsche Definition tatsacblich biaucbbai ist, ergibt sicli 
daiaus, daB sie, wie man leicbt seben kann, die 5 Eigeuscbaffcen dei Cmci- 
theoclory $> cbenTbeone [Ni 20 b] besitzt ; also em , ? iegulaies auBeiesMaB“ist 

In allgemein befnedi gender Weise ist die Fiage nacb deni Ime- 
aren Iubalt bzw m-dimensionalen Inbalfc eist von C Cm athcodo) y gelost 
woiden 442 ) C Cm athco) donj gelangfc zu Begnffsbildungen, welcbe sich 
semei MeBbaikeitstbeorie [Ni 20b] emoidnen nnd dabei mi wesentlichen 
dieselben Eigenschaiten besitzen wie das gewohnliche Lebcsgue sche MaB 

Betiachten wn zunachst das hneme MaB C Cm atheodor y defi- 
nieit folgendeimaBen em anfie>es linemcs Ma/3 

Es sei E erne beliebige Punktmenge mi tf-dimensionalen Raum, mit 
U 17 Z7 2 , bezeicbnen wn erne Folge von enclhch odei abzablbar un- 
endlich vielen Punktmengen, die folgenden beidenBedingangen geuugen 

a) die gegebene Menge E ist eme Teilmenge der Veiemioungs- 
menge dei TJ U 

b) dei Duichmessei d k emea ]eden XJ k ist kleiner als eme voige- 
sebnebene Zabl q 443 ) 

Wn betiaebten und bilden von dieser Summe iui alle den 

Bedmguugen a) und b) genugenden Folgen U u U 2 , die untere 

Gienze, die init L[)(E) bezeieknet weide (mid die ubngens gleich 

+ <x> sem kann) Nimmt p ab, so weiden die Bedingungen, denen 

die Folgen { U, \ genugen rnussen, engei, und desbalb kann siob die 

Zabl L {(i) (E) dabei mebt veikleinem Es existieit also stets dei Gienz- 

wert lim Lt)E und man bezeichne diesen Gienzweit als das an five 
(J = o * 

hneme Mafi von E , in Zeieben (_E) U3a ) 

C Cmathiodoyy zeigt nun ; daB das so defimeite auBeie lmeare 
11 MaB die m seiner MeBbaikeitstheone aufgestellten 5 Foidei ungen fui 
das regulaie auBeie MaB [Ni 20b] eifullt, so daB also, vom auBeicn 
lineal en MaB ausgebencl ? sicb formal genau die gleicbe MeBbaikeits- 
tbeone aufbauen lafit Man kommt so nisbesondere zum Been iff der 
linemen Mcfibmleit und des linemen Mafies 

Hervoiznbeben ist nocb dei Satz Im w-dimen^ionalen Raum 
( n > 1) besitzt eme Punktmenge von endlicbem auBeren lmeaien MaB 
das gewohnliche Lebesgue sche MaB 0 

442) *(7 Carathcodory, Naehr Ges Wish Gottingen 1914, p 404 2b * 

443) *Man lann, ohne am Ergebnis etwas zu andern, die U L als konvexe 411 ! 
Bereicbe odei Gebiele voraussetzen * 

443a) ^AnC Ccuatl'eodoi y cinknuptend, hat W Giofi, Monatsk Math Phyq 29 
(1918), p 177/93, ein anderes aufieies Imeares MaB aufgestellt und untersuebt, 
wobei an Stelle der Durchmessei d f dei Mmlowtli sebe lmeare Inhalt dei U L 
benutzt wild* 
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Ganz analogs wie das lmeaie MaB, kann man die Theone des 
tn-dnnensionalen Ma/ies im n-dimensioncden Baum beliandeln Man 
bebalte m del obigen Definition die Bednigungen a') und b) unvei- 
andeit bei, eisetze abei bei dei Bildung dei unteien Gienze dei Duich- 
lnessersnmmen die gewohnlichen Duicbmessei d k del Punktmengen U k 
duich die dimensiomdcn Dmchmesset" diesei Punlvtmengen 

Daiuntei vei^telit C Cat athc'odo) y folgendes Man bilde die klemste 
konvexe Punktmenge 14r ) C n in welcbei die betieffende Menge U f ent- 
halten ist, piojiziert man C, oitliogonal auf erne wx-dimensionale Ebene, 
so eilialt man wiedei erne konvexe Punktmenge, deien Inhalt von der 
Stellnng diesei w-dimensionalen Ebene im n dimensioualen Raum ab- 
hangt Die obere Gienze dieses Inkaltes far alle moglicben w-dimen- 
sionalen Ebenen weide dann als dei 9) m dimensionale Duiekmessei“ 
df* dei Punktmenge U k bezeicbnet 1I4a ) 

Die voistehenden Definitionen von C Cat athcodo? ij sind duitb 
F Haasdotff noch wesentlich vei allgem emeit woiden 115 ) 

Es sei U em System von bescbiankten Punktmengen U des n- 
dnnensionalen Raumes B n , dei ait, daB man jede Punktmenge E von 
B n in endlick oder abzablbai unendlich viele Mengen U mit beliebig 
klemen Duichmessem d(U) emseblieBen kann Jedei Menge U sei 
eme endlicke, nicht-negative Zahl l(U) zugeoidnet Man bilde fur 
alle, den Bedmgungen a) und b) genugenden Mengenfolgen von U die 
unteie Gienze von J£l(U k ) und bezeicbne sie nut L^(E) Dann 

existieit, wie oben, 

If(E) = hmL {] (E) 

und ist stets em auBeies MaB, und, wenn die U Botelscke Mengen 
smd, sogai em legulaies auBeies MaB Feinei ist Lr (E) stets em 
legulaies auBeies MaB, wenn l eine fui bescbiankte U defnneite, ste- 
tige [odei „absclilieBbaie“ 4i5a )] Mengenfunktion ist m ) 

444) *Eme Punktmenge lieiBt Lonvex, wenn sie die Yerbinduugsatrecke je 
zweiei lhrer PunLte volistandig en til alt * 

444 a) + Das zweichmensionale MaB mi dreidimensionalen Raum [„Flachen- 
mafr*] ist von TF Chop, Monatsh Math Phys 29 (1018), p 145/70, eimjehend 
betracktet woiden, ei hat dort msbesondeie auch ancftre (von C Cat athcodon/ 
abweichende) Definitionen gebildet nnd unteisucht Vgl auch IF G'/oyS 108 )* 

445) # F HciusdotfJ , Math Ann 79 (1918), p 157/79 * 

445a; *F Hausdorff 445 ) (p 1G0) nennt eme Mengenfunktion l(U) „<tbscJihefi - 
bar“, wenn tui die abgescklossene Hulle U \ on U stets 

1{U) = UU) 

ist * 

446) Ilaasdotff*' 6 ) gibt (p 161/2) eme Pieike von emfachen Beispielen 
fur solche 1(U)* 
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Speziell ergibt smb em emfaches m-dimensiouales, auBeies MaB, 
wenn fur die U w-dimensionale Kugeln K y vom Duicbmessei d x ge- 
nommen werden und Z(2Q = c m d’f gesetzt wild, wobei imt 

m 

7C~2 

C,h im \ 

Vn r l2 + l ) 

das Volumen dei /M-dimensionalen Kngel vom Duichmessei 1 be- 
zeichnet weide 439a ) F Hausdoiff benutzt nun diesen Ansatz aueh fui 
mcht ganzzahhge m und veiallgemeiuert lhn nocb fui veifeineite (z B 
loganthmisciie) Skalen, mdem ei l(K y ) = X(df) setzt, wobei A(.r) erne 
positive, stetige, mit x wacksende uud zugleicb nut x gegen 0 kon- 
veigieiende Funktion bezeicbnet [Dabei bangt naturlicb das zuge- 
houge auBere MaB nur von dem Veilialten von X(%) in dei Nahe von 
2 = 0 ab ] 

Dies fuhrt lhn zugleicb zu emer VeiaUgemeinenmg des Dimen- 
sionsbegnffs m ) [vgl die ganz andeisaitigen „Dimension8typen“ von 
II Fuchet 6 ^), SckLuB von Ni 17] Wenn das soeben mit Hilfe von 
X(x) definieite auBeie MaB L*{E) endbeb und =)= 0 ist, dann sagt 
F Hausdoiff \ E sei von der „ Dimension'* [A(&)], wobei ei die Dimen- 
sion \% m ] aucb nut (wz) bezendmet 418 ) Die Dimensionen [A(#)] und 
[{i(x )] weiden gleicb genannt, wenn die zugebongen auBeien MaBe 
U uud „von gleichei Oidnang u sind, d b fui jede Menge E 
gleicbzeitig Null odei positiv odei unendheb siud, dann smd die 
Mengen von dei Dimension [l] und [g] ideiitiscb Feinei wud [g\ 
die hobeie, [X] die medugere Dimension geuaunt, wenn M A „von 
hoheie > 0)d)iung {i als Z* ist, d h M A ist stets Null, sobald L ] end- 
licb ist, und L 4 stets unendheb, wenn i! X 1 =j= 0 ist 

Wesentlich ist natuilicb dei Nacbweis, daB nun wirkhcb Mengen 
solcbei „Dimensionen u existieien (d b , daB mebt etwa fui alle mebt- 
ganzzabligen on immer L l = 0 odei oo ist) Diesen Nachweis fubrt 
F Hausdoiff duich Konstiuktion von geeigneten Beispielen, und zwar 
gelingt lhm dies fui jedes beliebige (m) und sebi allgememe X(p) 

447) Hausdorft 4iB ), p 165/79 * 

448) ^An einer audeien Stelle (a a 0 44C ), p 158) gibt ei eiuen giuberen 
,,Dimensions u begrift Es s>ei fi' em regulaies auBeies MaB, das fui kongiuente 
Mengen gleick ibt, ist nun /i IB) — q vl ^l*{A) immer, wenn B zu A im. Vci- 
hdltnio q 1 abnlich ist, dann nennt er em auBeies MaB ,von der Dimen 
sion m“ Emei Menge E, fui die 0 < \^{E) < -|~ 00 ls ^i ware dann die „Di- 
mension“ m beizulegen 1st E nacb der Definition des obigen Textes von dei 
Dimension (wi), so ist E aucb mi eben genannten Sinn von der Dimension tw, 
aber niebt umgekekrt (vgl 415 ), p 166/7) * 
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[nn lmeaien Fall fur alle kouvexen &(x), wonn die logarithmische 
Skala zwischen 0 uud 1 enthalten isfc] schon allein duich punkthafte, 
peifekte Mengen Daraus folgt z B, daB es m dei Ebene [mcht qua- 
dneibaie] Joidamche Kuiven von jedei beliebigeu zwischen 1 und 2 
gelegenen „Dimension“ gibt 

Da nun abei die beschrankten, punkthafte n , perfekten Mengen 
sich samtlieh umkehibar eindeutig und beiderseits stetig aufeinandei 
abbilden las^en [vgl 25G )], so eigibt sich, daB die JSausdo? fjschen „Di- 
mensionen‘ k 1 mit den Fxchetschen „Dimensionstypen“ gai nicbts ge- 
memsam haben und 2 (mi Gregensatz zu diesen) heuieswcgs Iruananten 
der Analysis situs darstellen, wie allei dings von vornekerein zu ei- 
waiten wai, da ja dei MaBbeguff kerne Invanante dei Analysis situs 
ist [vgl Ni 20 ScliluB] * 

Anwendungen der Mengenlehre 

21. Anwendungen auf die allgemeine Funktionenlehre Man 
findet m andeien Teilen der Encyklopadie 449 ) zablreiche Anwendungen 
der vorstehenden Theorien Wir wollen hier vor allem daiauf kuiz 
hinweisen, welch enge Verwandtschaft zwischen den Problemen dei 
Funktionenlehie und denen der Lehie von den Punktmengen besteht 

Betiachtet man die allmahlichen Vei an dei ungen, die der Funktions- 
begnff [siehe II A 1, Nr 1 — 3 (A Pringslieim)] im Laufe der Zeit 
erfahien hat, so muB man feststellen, daB man erst zwischen 1870 
und 1880 begann, sich von der Vielfaltigkeit dei Umstande Rechen- 
schaft zu geben, die eintreten konnen, wenn man mit G Lejeune- 
Dinchlet unter emei Function das allgememste Entspiechen zwischen 
zwei Vetanderlichen versteht 

Die Existenz von stetigen Funktionen ohne Ableituns^en zeigte, 
daB die emschiankende Bedingung dei Stetigkeit diesen venviekelten 
Charakter nui in sehr genngem MaBe mildeit Urn die verschiedenen 
Falle, die eintreten konnen, emigeimaBen methodisch zu oidnen, wurde 
es unerlaBlich, die moglichen Gruppieiungen der Wei te der Veiander- 
lichen, fui welche die Funktion erne gegebene Eigenschaft hat, oder 
auch die Giuppieiungen dei Funktionswerte, d h die Punktmengen 
zu studieien Daium vurden auch die meisten Autoien, die sich zu 
jener Zeit mit dei Funktionenlehie beschaftigten, wie P du Bois- 
Reymond , K Weim&tya/i, L Dint notwcndig dazu gefuhrt, sich auch mit 

449j Siehe msbesonderc den zweiteu und dntton Teil dieses Artikels [II C 9b 
und 9 c], sowie auch die Artikel II A 1 (J Pnngaheim) , III AB 2 ( H v Man- 
qoldt i *und II C 4 (L Biebei bciclt)* 



1002 


II C 9 a Zoretti-Roseuthal Die Punktmengen 


den Punktmengen zu beschaftigen und, je nach lliren Beduifmssen, 
eimge Eigenschaften aufzustellen, die nur leider veiemzelfc blieben 
Danacb ist es leickt zu eimessen, welch ungeheueie Foitschntte 
die systematische Tkeone G Canto i s und seiner Schulei m dei Funk- 
tionenlekie eimoglicht hat G Canto) hat gleich von An fang an die 
Moglichkeit von Anwenduogen dieser Theonen m emer groBen Zahl 
veischiedener Ricktungen klar emgesehen 

Die meisten gegenwartig m dei Analysis gebiauchlichen Defim- 
tionen veiwenden Begnffe dei Mengenlehie [z B Schwankung, obere 
Unbestimmtheitsgrenze nsw (siehe II A 1, A Prmgsheim )] Der Conrs 
cT Analyse von C Joi dan + sowie deL von Ch J de la Vallce Poussin* 
smd ein Beispiel dafur, welchen Vorteil man aus der Mengenlehie bloB 
fur die emfacke und stienge Daistellung der Elemente dei Analysis 
ziehen kann Eimge Defirntionen und eimge sehr einfaeke Eigen- 
schaften schaffen fur diese erne zugleich bequeme und sichere Giund- 
lage Im Untenicht in dei Analysis werden diese Begnffe immei xnehr 
zu klassischen 

Vom Standpunkt der wissenschaftlichen Foischung betracktet, 
smd die Fortschntte noch viel bedeutender gewesen, vor allem m den 
letzten Jahien, nachdem diese neuen Begnffe sich weder veibieitet batten 
22. Anwendungen auf die Theone der Funktionen reeller 
Veranderlichen ^Die Theone dei Funktionen leellei Veiandei lichen 
ist das hauptsachlichste Anwendungsgebiet dei Mengenlehie, dei ait, 
daB man diese Theone geiadezu als bloBe Weiteifuhiung dei Punkt- 
mengenlehie auffassen konnte* 

Es sei hiei an eister Stelle das Lebesgue sche Integral und alles, 
was damit zusammenkangt, genannt, ^doch man sehe hieiubei die aus- 
fuhiliche Daistellung nn zweiten Teil (II C 9b) dieses Aitikels* 

^Weiteihm sei auf die Unteisuckungen hmgewiesen, die sick auf 
Reihenentwicklungen, Gienzfunktionen und Appioximationen beziehen, 
msbesondeie sei die Einteilung dei Funktionen m die iWe^cken 
Elassen erwahnt IJbei diese Dmge wird dei dutte Teil (II 0 9 c) 
dieses Aitikels benckten 

In diesei Ni sollen nui eimge, neueie Aibeiten betieffende Ei- 
ganzungen zu dem Aitikel II A 1 {A Piingdicim) gegeben weiden 7 
msbesondeie weiden solche Begnffe bespiocken, die iur die beiden 
folgenden Teile unseies Aitikels von Wichtigkeit smd* 

i? j Bane^ 0 ) hat zum Zweck seinei TJntei suckling dei unstetigen 

J O O 

Funktionen die folgenden Begnffe gebildet 

150) R Bane , *Parisei These (1899) — * Ann di mat (3) 3 (1899), p 1/122 
[*dazu von vorlanfigen Mitteilungen Pans C R, 125 (1897), p 691/4, 126 (1898), 
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Man betiacbte zunachst besclinmkte Funkiionen f(c t) einer Vei- 
anderhchen Es sei G(f, d) bzw g(f } 8) die obere bzw untere Grenze 
der Funktionsweite yon in dem Intel vail 8 Die nnteie Gienze 
von G(f 9 8) fur alle den Punkt A entbaltenden Intel vaile 8 wnd von 
It Bctue 151 ) als „ maximum de la fonctton f an point A u 9 Jt(f ‘ A) be- 
zeicbnet, ebenso die obeie Gienze von g(f, d) fui aide A entbaltenden 
8 als minimum de f ciu point A li vx(f } A) + Voizuziehen ist die Be- 
zeiclinung }) obeie> bzw unteie > Limes de> Function f(%) im Fault A a 
odei (wenn diese Liraites selbst wiedei als Funktionen von A aut- 
gefaJBt weiden) „obeie bzw nnteie Lunesf anltion von /(a;) a45£ ) 152a ) * 

Die Diffeienz . ,, ^ ,, ,, 

«(/, A) = A) — m (/, A) 


wnd dann die Schivanlung (oscillation) dei Funktion f mi Punkt A 
genannt 452 b ) 

Ist die Sckwankung Null, dann ist die Funktion m A stetig Ist 
sie mcbt Null, dann ist die Funktion unstetig 
Ist in einem Punkte A 


f{A) = m(f, A\ 

so wird die Funktion f an der Stelle A nach oben haTbstetig [oder 
aufivatts halbstetig ] m ) (semicontmue supeneurement) genannt Ist in 


p 884/7*J, Le 90 ns sur les fonctions discontinues, Paris 1905, p 1/22, 69/124 ,/Vgl 
aucb Acta math 30 (1906), p 1/47 * 

451) B Berne, *Pans C R 125 (1897), p 691*, Thfese 460 ), p 4ff , Le^ns 460 ), 
p 70/1 

452) + Vgl C Caratlieodo) y, Reelle Funktionen, p 122, sowie W H Young, 
Pioc London Math Soc (2) 2 (1004), p 55, Quart J of math 39 (,1907), p 68 

H Hahn, Reelle Funktionen I, p 117 ft, benutzt lueitui die Bezeuhnung 
„obeie bzw unteie Schianlenfunltion “ [\ r gl auch daselbat p 168/71]* 

452a) + Wollte man [etwa in Anleknung an II A 1, Ni 7 (.4 Pnngsheim)] 
untei „obeiem bzw unterem Limes von ((x) in A" die dem obigen entspreckend ge- 
bildeten Weite verstehen, welcbe unter AusscblieBung des Funktionswertes f(A) ent- 
stehen, so konnfce man tui die im Text defimeiten Begnffe sagen „o hue b«w untit e 
Grenze von fix) tm P unite A 1 und „obae bzw unteu Greir funktion von 

452b) + 1F Siapihsh, Anzeiger Akad Wish Kiakau A 1910, p 6334, sowie 
im AnschluG daran auch H Bliimberq, Proc Rational Acad Amei 2 (Dio), 
p 646/9, Ann ot math (2) 18(1917), p 147/60, [\gl auch Amei Journ of math 11 
(1919), p 183/90] und H Hahn , Reelle Funktionen I, p 219/29, kaben die Sck^an- 
kung clei Schwankung a so^vie die A,-fack lteriertui Sckwankungon untei- 
sucht [Auch L JR Foul, Proc Edinburgh Math Soc 52 (1914/15), p ld‘i/42, 
gehoit kieihei ] Heivorzukeben ist, daft fur Funktionen mit endlichem co mimei 
o) L = co 2 (/ > 2), bei beliebigen Funktionen unmer co f = o> s il > 3; ist Analoger- 
\veise bat A Dtnjoy, Bull Soc math Fiance 33 (1905), p 98/114, iteiieite Limes- 
funktionen unteiaucht * 

453) *A Schoenflies [Benefit I 1900, p 141] und mit lhm andere veiwenden 
die Bezeichnuug „obe)halb stetig“ bzw „nnteihalb btetig“ * 
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einem Punkte A 

so wird die Funktion f an der Stelle A nack unten kalbstetig [odei 
abivaits halbstetiy] m ) (semicontnme mfenemement) genannt 451 ) 

Daunt eme Funktion m emem Punkte stetig sei, ist es notwendig 
und kinreickend, daB sie m diesem Punkte nacli oben und nack 
unten kalbstetig sei 

Eme Funktion keiBt in einem Intel valle naek oben odei nack 
unten kalbstetig, wenn sie es in jedem Punkte des Intel vails ist 
Die obeie Lunesfunktion 

emei m emem Inteivall definieiten Funktion / ist erne nack oben 
halbstetige Funktion Ebenso ist 

eme nack unten kalbstetig e Funktion Die Sckwankung 

®(A A) 

ist eine nack oben halbstetige Funktion 451 ) 

Die mi vorsLekenden gegebenen Defimtionen und Aussagen lassen 
sich auf mckt-besckiankte Funktionen 455 ), auf Funktionen von mek- 
reien Verandeilicken, sowie auf den Fall ausdekneu, wo man, anstatt 
alle Punkte eme* Inteivalls, m dem die zu imtei&uckende Funktion 
definieit ist, nui erne beliebige, z B peifekte Punktmenge ketiacktet 
Sei H eme solclie Menge Man kann auf dey Menqe H emen 
oberen bzw unteien Limes sowie eme Sckwankung ion / in jedem 
Punkte A von R defimeren Bezeicknen wn diese Funktionen nut 

in (/| H, A), m(f,ff,A) 

1st 01 ill jedem Punkte A von R Null, so wild die Funktion 
anf der Menge H stetig genannt Sie keiBt auf H nack oben kalb- 
stetig, wenn man m jedem Punkte A von R 


f(A) = m (/, A), 


m(f,R,A)=f(A) 

bat Sie keiBt auf H nack unten kalbstetig, wenn man in jedem 

Punkt A von H . ,, , r 

, , 456 , m (f,If,A) = f{A) 

bat 456 ) 


454) F Fane, *Tkese lco j, p 10 ,* Lecons 4fi0 ), p 73 

455) + Wenn man die Stetigkeit von / 1 m Punkt J duich 

defmiert, so erhalt man fur mckt-beschrankte Funktionen f emeu erweiteifcen 
Stetigkeifcsbegntf, der die Endlickkeit von f nock mckt einsiklieBI; * 

456) Baire, These 4B0 ), p 4/10, 27/8, L09O1IS l5 °), p S3/4, 100/7, 121 
Bei diesen Begnifen kann man 1 m hnearen Fall nock das Veikalfcen reckts 
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^B.Bcwe benutzt weiteihm die von E Eanlel^^uud U Dim 458 ) 
heuuhiende Einteilung dei mcbt sfcetigen Fimktionen m punldweise 
(odei panldietf) unstebige und m total imsletige Funktioneu [Naheies 
ubei diese Begnife sehe man m II A 1, Nr 19 (A Pungsheim )]* 

Erne m emeni luteivall defmieite unstetjge Funktion ist punbt- 
weise unstetig, wenn lhie Stetigteitspunkte m cliesem Intel valle ubeiall 
thckt liegen Daiaus folgfc, dafi m eniem beliebigen Teilintei vail des 
voigelegten Intel vails das Minimum der Sckwankung dei Funktion 
Null ist Also ist in jedem Punkte des Intel vails dei unteie Limes 
dei Sclrwankung gleick Null 

Es existieien Funktionen, die mclit punktweise unstetig smd. 
z B die Funktion, die fui jeden lationalen Weifc dei Verandei lichen 
Null, fui jeden lirationalen gleick 1 ist Beispiele punktweise un- 
stetigei Funktionen bilden die Funktionen, deien Unstetigkeitspunkte 
erne endkche Menge bilden odei erne unendhche Menge nnt endlickei 
Ableitung, odei nock allgememei erne unendhche Menge, fui die ngend- 
eme Ableitung (endlickei odei tiansfinitei Ordnung) endlick ist 

Die angeoebene Definition laiJb sick wiedei auf erne Funktion 
ubertragen, die auf emer beliebigen Punktmenge H dehmeit ist Sie 

und links vom Punkt unfcerscheiden [vgl II A 1, Ni 7 [A PungGieun) leclits- 
und lmksseitige Gienzwerte] und kann analog e Unteiseheidungen auch lm mehi- 
dimensionalen Fall vornehmen, dies hat W E Young getan, Quart J of math 
39 (1907/08), p 67/83, 263/5, Rendie Acc Lmcei [Roma] (5) 17 (19U8), p 682/7, 
Proe London Math Soc (2) 8 (1909) p 117/24, [auch W H u G Ohi<holm Young , 
Yeihandl Schweiz Naturf Ges 1916 n , p 108/10, Proc London Math Soc (2) 16 
(1917), p 337/51, (2) 17 (1918), p 1/16] Insbesondeie sei der Satz heivorgehobeu 
(IP H Young eibtes und dnttes Zitat) Yon emer hochstens abzahlbaren Punkt- 
menge abgc^eheu, stimmen die lechts^eitigeu und linkaseitigen Gicnzwcite einer 
Funktion \on emer Veranderhchen m jedem Punkt ubeiein Ba mehieien 
Yeianderhchen bilden die entsprechenden AuHnahmestellen erne Mengo von 
erster Kategone {W II loung, viertes Zitat) Sieho auch H Hahn, Reelle 
Funktionen T, p 176 83, 188/90, 193/4, 147/8, 208/9, 228/9, sowie G Sannia* Mem 
Acc Torino (2; 66 (1915), p 1/22, H Blumbacf, Bull Amei Math Soc 24 (1917/18), 
p 381/3, Pioceed National Acad USAS (1922\ p 283/5 Ygl feiner Nr 40a. 
(nnd Nr 57 a) 

Es sei femei noch eiwahnt, daB man die hiei lin Text besprocheuen Be- 
gnffe auch „bei Yernachlassigung der Mengen einei gewissen Mengengesamtheit 14 
(z B der abzahlbaren Mengen odeL dei Mengen von 1 Kategone) bilden kann, 
siehe hieruhei R Bane, Ihese ,5 °), p 72/4, 81/2, Vcta math 30 (1906), p 21/2, 
sowie H Hahn, Reelle Funktionen I, p 173/6, 214, 227/8 Ygl auch Nr 38 bei 72G ) * 

457) * H Hanlel 361 ), Math Anu 20 (1882), p 91 * 

458) Bun, Fondamenti pei la teonca delle funziom di vanabih reali, 
Pisa 1878, (Dtsch v J Liuoth und A Sthepp u d Titel Giundlagen lur erne 
Theorie der Functioneu emei veiandeilichen leellen GroBe, Leipzig 1892), § 62 * 
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heiBfc auf H piuihtweise unstetig ; wenn die Stetigkeitspunkte dei Funk- 
tion auf H ubeiall dicht liegen, andernfalls total unstetig 

Jede m emem Intel vail halbstetige Funktion ist punktweise un- 
stetig + Das gleiche gilt auch fm jede ant einei abgescklosseneu oder 
offenen Funktmenge oder auf emer mneien Grenzmeuge balbstetige 
Funktion* 459 ) 

Die Wichtigkeit dieser Unteiselieidung zwiseken den punktweise 
unstetigen und den total unstetigen Funktionen eigibt sick voi aliern 
aus dei wesentlicken Rolle, die diese Beguffe bei dei Untersuckung 
der ikuieschen Klassen spielen [*vgl Ni 53, 54*] 

*Mit dem vorstekenden kaugen nock die folgeuden Satze zusammen 

Die Stetigkeitspunkte emei m einem Intel vail definieiten Funk- 
tion kilden erne mnere Gienzmenge Und umgekekrt Zu jedei mne- 
len Grenzmeuge J gibt es Funktionen 9 deien samtlicke Stetigkeits- 
punkte rrnt J identisck sind 1G0 ) Daraus eigibt sick eme Eintei- 
lung dei (lm Interval! definieiten) Funktionen in 1 Funktionen okne 
Stetigkeitspunkte ; 2 Funktionen in it endlick odei abzaklbai vielen, 
nirgends dick ten Stetigkeitspunkten, 3 Funktionen mit Stetigkeits- 
punkten von dei Macbtigkeit des Kontinuums (hiei untei die stetigen 
und punktweise unstetigen Funktionen) [Sieke auek Ni 57 a, insbes 
den SckluB]* 

+ Dei BegufP dei FunLtionen von herein anhte ) Schwanlaing 4C1 ) (fonc- 
tions a variation bornee) ist beieits m II A 1 ; N i 19 (A Fnngslieim) 
bespiocken woiden f(x) keifit m emem lmearen Intel vail von be- 
scbianktei Sckwankung, wenn fur jede Wahl von endlick vielen 
Punkten ^ < x* < < i. n des Intel vails 

n — 1 

(i) 2lK a *+i)-A*,)l 

1 

459) iv Bane, These 420 ), p 61, *Bull Soc math Fiance 28 (1900), p 179,* 

Le 9 ons lfi0 ), p 77, 124 *Ygl auch H Lcbesgue M ), p 233, und H Hcthn m '), 

P 215 6* 

460) +W H Young, Sitzgbei Ak WiS9 Wien 112 II a ( s l 903) , p 131 2/lb, 

Proc London Math Soc (2) 3 (1905), p 376/8 n 379/80, H Lebcsgue, Bull Soc 
math France 32 (1904), p 235 [Vgl auch H Hahn, Beetle Funktionen I, 
p 198/208 J" 

461) ^tSTeuei dings gebiaucken, lm Anscblufi an G Kowaleu&ki , Grundzuge 
der Differential- und Integralreohnung, Leipzig u Beilm 1909, p 218, auch in 
Deutschland emige Autoien den Ausdruck Funktionen von bisclu unite) Va- 

riation H Hahn, Beetle Funktionen I, Kap VII, verwendet sogar die Be/eich- 

nung „Funktionen endlicher Yauation (i) * * * * * * * * * 11 

lm ubrjgen sei auf die emgehende TJnteisuchung \on H Hahn, a a O, 
ausdiuckhch hmge-wiesen, siehe dazu auch Elisabeth Trilling , Monatsh Math 
Phys 32 (1922), p 184/203 * 
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untei emei festen Scbianke liegt 462 ) Die obeie Grenze dei Sum me (1 
wnd als die totale Vernation yon f(%) ini Intel vail bezeicknet 463 ) Jed 
Funktion von besckianktei Scbwankung ist als Diffeienz von zwe 
monotonen, inebt abnebmenden Funktionen daistellbai 4G4 ) 

Diesei Beonff dei Funktionen besdnanktei Sckwankung ist vo 
C A)2ela m ), G H Hatdy 466 ) und J Pic) pont i6Ga -) in veisckiedene 
Weise auf Funktionen von zvrei odei n Veiandeilicben ubeitiage 
woiden H i?a/m 4G6b ) bzw W Kustey mann^) baben gezeigt, duB de 
Begnff von J Pieipont nmfassenclei ist als dei von C Angela, bzv 
daB diesei letzteie umfassender ist als dei Begnff von G H Hatdy uli 

Untei den stetigen Funktionen von besclnankter Scbwankun 
ist von besondeiei Wicktigkeit eme engeie Ivlasse von Funktionei 
die nach G Vitcdt 468 ) r asi>oliiianienie conUnua Ci (fianzo^iscb ;; absoh 
ment continue"), mi Deutscben „absolnt stetiq ik odei auch „iot,al sietig u 46 
keiBen Eme Funktion f{x) wild m einem Intel vail (a, l) so genann 
wenn stets die Sunime dei Funktionsdiffeienzen 

n 

( 2 ) 2 ? VW - f(cc ^ 

1 

162) ^Gdei auch (was anf dasselbe hinauslauft), wenu fur -jede solche Eu 
teiluug in endlicb viele Teilinterv alle die Summe der Schwankungen von f(x) i 
diesen Teilmteivallen untei einer festen Schianke liegt* 

463) ^Siebe liieiza auch den Scblufi von Nl 41 [bei 771 )]* 

464) *Ein Analogon zu den Funktionen bosckiankter Scbwankung stelle 
die von A Wmte$mt2* x *) betiachteten und von lhm sogenannten ,Funldiont 
besdn anldei Ih ehu?ig t( dai * 

465) Aizcla, Rend Accad Bologna *1 (1904/5), p 100/7* 

466) + Gr H Heady , Quait J of math 37 (1905/6), p 56/60 In ahi 
lichei Weise ist dei Begnff auch von G Vitah 17 -), H Lebesgue, Ann Ec Norn 

(3) 27 (1910), p 409, und von M Ft cchct, Nouv Ann de math (4) 10 (191G 
p 241, defimeit worden, nui dafi bei lhnen eme von G H Heady veiwendel 
Bedingung lehlt * 

466 a) J Fierponl , Lectures ou the tkeoiy of functions of real variables 
Boston 1905, p 518* 

466b) *H Hahn, Kcelle Funktionen I, p 546/7 * 

467) Kustey mann, Math Ann 77 (1916), p 474/81 * 

467a) *Es sei nocli eiwahnt, dafi K Lusai, Pans C R 156 (1912), p 1475/? 
Annali di mat (3; 26 (1917), p 99ft, [vgl auch ^1 Dcnjoy, Ann l5c Noun (‘ 
33 (1916), p 162/7 u Fufin p 168] zum Zweck dei Untersuchung des spezielle 
Denjoif schen Integials [vgl Ni 35c u 41, sowie 7S7 )] „Fun7dionen von verallgt 
meineitei besdiranlder Schwanlung <e (f a variation boinee geneiulisee) defimeit bat 

468) % 6r Vitah , Atfci Accad Torino 40 (1905), p 1021 Yoi lhm hatte scho] 
H Lebesgue [Lemons sui Integration et la rechmcbe des fonctions primitives 
Pans 1904, p 129, Fufinote] diese Funktionen betraebtet * 

469) ^Letzteie Au^diucksweise benutzt G Cai atheodoi y , Reelle Funktionen 
p 513 * 
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m den Endpunkten ^ , ft von endlieli vielen, nicht ubeiemandeigiei- 
fenden Teilintei vallen gegen 0 konveigieit, sobalcl die Langensumme 
dei Teilmtervalle gegen 0 konveigiei t 46l?a ) 

Oder andeis ausgedruckt Seien a 3 ,ft die Endpunkte von endlieli 
vielen, nicht ubeiemandeigieifenden Tei lm ter va lien, deien Langensumme 

n 

(3) 

1 

ist, die bei testgehaltenem X gebildete obeie Gienze r(X) allei Zahlen 

(4) i /m) -/'wi 

i 

sei als „l’Vcmation“j dei sfcets existieiende liniT(^) aK „NuTlvauatio)f 

von f(%) bezeichnet 17 °) Dann heiBt f{x) absolufc odei total stetig, 
wenn die Nullvanation von f{x ) veischwmdet 

Jede absolut stetige Funktion ist als Diffeienz zweiei monoton 
wacbseudei, absolut stetiger Funktionen darstellbai * 71 ) 

In entspiechendei Weise ist dei Begnft der absolut stetigen Funk- 
tionen auf den Fall von zwei (bzw n) Veiandeilichen ubertragen 
worden 4 - 72 ) 

Den absolut stetigen Funktionen tutt m mancbei Beziehung eine 
Klasse von Funktionen gegenuber, die C Cm atheodo') ij 173 ) als „FimL- 
tionen ion lonstnnter X-Vanation li bezeichnet f{%) wild ira Intel vail 
(a } h) so genannt, wenn m jedem Teilmteivall die Jl-Variation emeu 
von X unabhangigen Wert besitzt Erne Funktion von endlickei kon- 
stantei A-Vanation lafit sich wieder als Differenz von zwei monoton 
wacbsenden Funktionen konstantei A -Variation daistellen Femei 
Eme m einern abgeschlossenen Intel vail defimerte Funktion f(%) von 
beschiankter Schwankung kann auf eine und nui erne Weise daige- 
stellt weiden als Summe emer total stetigen Funktion und emei Funk- 
tion von konstantei X -Variation, die im Anfangspunkt verscbwmdet 
Die letztere Funktion kann nochmals m emen stetigen und einen un- 
stetigen Bestandteil zerlegt weiden Diese Zerlegung der Funktionen 

469 a) *Vgl auch die m Ni 44 eiwahnte Begnftsbildung dei ^ionction rtso- 
luble“ von i D enjoy ilv ) * 

470) *Diese beulen Bezeichnungen stammen \on C Cai nthcodoi u Al>rj \ p 511 
u 513 * 

471) *G Yitah 46a ), p 1024 * 

472) A G Vitah, Atti Accad Torino 4-> (1907/08), p 245 Ygl ,t,uc1i C C!cua- 
theodeny 409 ), p 653/6, und JET Hahn, Reelle Funktionen I, p 511/2* 

473) Cat atheodo) y 4b *\ p 567/90* 
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beschranktei Scbwaukung m lbte diei Bestandteile ist m etwas an- 
derei Foimulierung zuerst von H Lebesgue 474 ) ausgefulut woiden, wir 
weiden weitei unten daiauf zuruckkommen * 

JFui die neueie Entwieklung dei Funktionentbeorie leeller Vei- 
andeiliclien wai vielfaeli die mogliclist allgemeine Fassuug des Funk- 
tionsbegriffs von Bedeatung Man bat mcbt nui „ Piuildfanhtionen “ be- 
trachtet, d b Funktionen , deren unabbangige Yeiandeiliche duicb 
Punkte emeb Raumes daigestellt weiden, sondern allgememei v Mengen- 
fimlttonen u , bei welcben den Punktmengen ernes Raumes oder den 
Mengen emer gewissen Mengenkategone Zablen (oder nocb allge- 
meinei Mengen) zugeoidnet weiden 471a ) Beispiele solcber Mengen- 
tunktionen sind Inkalt bzw. MaB emei Meuge, feinei das Integial 
Insbesondeie m dei giundlegenclen Abbandlung von H Lebesgue [in 
den Ann Ec Noim (3) 27 (1910), p 31 6/450] und den daunt zusam- 
menbangenden Untersuchimgen 475 ) spielen these Mengenfnnktionen erne 
wesentlicbe Rolle 

Von den DefimtLonen H Lebesgue^ seien bei vorgeboben 47b ) Erne 
fui die meBbaien Mengen e defimerte Mengenfunktion T\e) beiBt ab- 
solid detig oder 477 ) total stetiq , wenn zu jeder positiven Zabl s eine 
positive Zabl 8 gefunden werden kann, so daB fur alle meBbaien 
Punktmengen e vom MaB m(e) 8 die Ungleicbung |-F(fi)|^fi ei- 
fullt ist 178 ) Als stetig scbleebtbm wud erne Mengenfunktion F(e) be- 

474) Lebesgue, Ann l£c Noim (3) 27 (1910), p 408/25 [Vgl auch 
G Vitah, Rend Circ mat Palermo 46 (1922), p -388/40S, sowie 480a )]* 

474a) *Den allgememsten Funktionsbegriff hat, in unmittelbarei nnd riabe- 
liegendei Yeiallgememerung des Du idilctschem Funkhonsbegnffs [siebe II A 1, 
Nr 3 (A Pringsheim)], G Canto j [Matb Ann 46 (1895), p 486] gebildet Smd 
$ und D ligend zwei Mengen mit beliebigen Elementen, so bezeichneb er als 
„Belegitng von $ m t erne Zuoidnung, che jedern Element von s ]3 ein Element 
von O entspieeben laBt Die so entstebende Fuuktion der Elemente von ^5 nennt 
er „Bclcgu)igsfunhtion“ E H Mooie benutzt bierfui bei semen m Nr 26 an- 
gegebenon Untersucbungen die Bezeicbnung function on to £t" („Funhtion 
aus nach Cl") [vgl z B Intiodnction 63j ), p 24, O Boha™ b ), p 251]* 

475) ^Insbesondeie J Radon, Sitzgber Ale Wiss Wien 122 Ila (1913), 
p 1295/1438, [vgl dazu nocb 128 Ila (1919), p 108 -1/1 121], C dela Valles Ronssin, 
Tians Amer Matb Soc 16 (1915), p 115/501, Integiale^ de Lebesgue, fonctions 
d’ ensemble, classes de Baire, Pam 1916, C Ccnatheodory, Reelle Funktionen, 
R Hahn, Reello Funktionen I, Kap VI— Till, Elisabeth Tailing, Zui Tbeorie 
absolut-additiver Mengenfunktionen, Auszug aus d Bonner Disseitation 1021, 
u 4,H ), M Ei edict , Fundamenta math 4 (1 923;, p 329/65 * 

476) *£[ Lebesgue, a a O p 381 * 

177) ^Die^e Be7eicbnuug -\\ieder bei C C(ti athrodonj lb "), p 375 * 

478) *Man kann den Begnff dei totalstetigeu Mengenlunktion nocb \ei- 
allgomeinein, mcloin man das MaB m(e) durch lrgendeine (in emera „c-Kuipei tl 
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zeichnet, wenn | jF(e) | zugleich mit clem Duicbmessei d der Menge e 
Each. 0 konveigieit 478a ) Bine Mengenfunktion F(e), die m einem ge- 
wissen „Koipei“ von Mengen e [vgl Ni 91)], z B fur die meBbaren 
Mengen e , defimeit ist, lieiBt additiv (ini engeren Smne), wenn fur 
ngend zwei element enfiemde Mengen e 1 und e 2 des Koipeis 

ist, dann ist von seibst die analoge Beziehung fui ngend endlich viele 
Summanden erfullt Besteht diese Beziehung auch fui abzahlbai un- 
encllich viele, elementenfremde Mengen e L ernes „tf-Koipeis“ [dei z B 
wiedei aus den mefibaien Mengen bestehen kann], ist also 

-F& + C 2 + +^+ )=F(e t ) + F(e i ) + +^)+ , 

so heiBe die Funktion additiv im wedeten Smn oder auch 478 b ) [well 
die lechte Seite emen von dei Anoidnung dei Gliedei unabhangigen 
Werb hat, also mit dei Konveigenz zuglemh absolute Konveigeuz 
stattfinclet] absolut additiv Die total stetigen und nn engeien Sinn 
additiven Mengen fun knonen smd zugleich auch im weiteien Smn ad- 
ditLV Fernei 478c ) ist jede eudliche, absolut additive Mengenfunktion 
zugleich beschiankt unci lafit sich als Diffeienz von zwei ebeusol- 
cten, nicht negativen Mengenfnnktionen daistellen Ebenso 470 ) lassen 
sick die additiven und total stetigen Mengenfnnktionen als Diffeienz 
von zwei nicht-negativen Funktionen gleichei Eigenschaft chu^telleu 
Die oben erwahnte Definition dei tofcalen Stetigkeit fui Punktfunk- 
tionen lafit sich anf die dei additiven und total stetigen Mengenfunk- 
tionen zuruckfuhien Wegen dei besonders wichtigen Bedeutung clei 
additiven und total stetigen Mengenfunktion eii fur die Integiations- 
tkeorie sei auf Ni 47 verwiesen 

Die absolut additiven Mengenfunktionen hangen aufs engste mit 
den Punkt-funktionen von beschranktei Schwankung 478d ) zusammen 
derait, dafi jeclei solchen, auf einem die Intel valle enthaltenden ff-Korper 
definieiten, absolut additiven Mengenfunktion eme Punktfunktion be- 

defimerte) absolut additive [siehe untenj Mengenfunktion [die „Basisfunltion ii \ 
ersetzt, siehe J Radon*™), erstes Zitat, p 1318/20, und H Hahn , Reelle Funk- 
tionen I, p 416 u 4bl/2 * 

478 a) *Vgl dazu J Radon*™), erstes Zitau, p 1321, C delaVallceRoussiu *™), 
erstes Zitat, p 487, H Hahn 17G ), p 40S/16, W Sierpihski Fundamenta math 6 
(1922), p 240/6 , [t>owie M Frechet 476 ), p 339/40]* 

478b) ^Nach J Radon*' 6 ), eistes Zitat — Dieser verlangt allerdmgs noch 
die Konveigenz dei Reike auf dei rechten Seite, d k die Endlichkeit der Mengen- 
funktion F(e), (was wn nicht m die Definition mit aufnehmen wollen) * 

478c) Radon*™), eistes Zitat, p 1299/1303, vgl auch C de la Yallee 
Roiusin* 76 ), zweites Zitat, p 83/4, M Frechet* 16 ), p 341/2 * 

478 d) + Bei mehieren Dimensionen weide die Definition 4CC ) zugrunde gelegt * 
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sckrankter Sckwankung entspnckt und umgekekit Der Ubei gang von 
der Mengenfunktion zur Puuktfunktion vollziekt sick selu emfack, 
mdem man die Mengenfunktion auf Intel vallen betiacktet Tiefei liegt 
dei umgekekite Ubeigang, dei durck die Untei&uckungen von J Radon* 19 ) 
[und auck durck spateie von G delct Vallce Ponssm )] eiledigt woiden 
ist, die Konstiuktion dei zui gegebenen Punktfunktion besckianktei 
Sckwankung zugekongen absolut additiven Mengenfunktion gescbiekt 
dmck eme Verallgemeineiung dea Piozesses, dei, vom Inhalt dei Intel - 
valle ausgekend, zum Bot d-Lfbesgue scben MaB fukit [vgl Ni 20] 

Die genaueie Analyse dei Struktur dei absolut additiven Mengen- 
fimktionen, ako dam it auck dei Punktfunktionen besckiankter Sckwan- 
kung hat lm wesentlicken beieits H Lcbc^gue iU ) gegeben 480a ) (wovon 
wn sckon oben in andeiem Zusammenhang und m andeieL Foimulie- 
mng gespiocken kaben) Die eudliclie, absolut additive Mengenfunktion 
F(e) LtBt sick auf emdeutigo Weise in drei Bestandtcile zeilegen (von 
denen natuihck jedei emzelne fehlen kami) 

F=F X +F 2 + F Z , 

namlick 1 die ,,Unstetigkeitsfuiiktion“ F t , die nui fui die abzaklbaie 
Menge A dei Unstetigkeiteu von F(e) [d li deijemgen Punkte, m 
denen die Mengenfunktion F(c) von Null veisckiedene VVeite anmmmt] 
mcht versckwmdet, wakiend sie auf jedei zu A elementenfremden 
Menge gleick Null ist, 2 die „Singulaiitatsfunktu>n“ F 27 die stetig, 
aber mckt total stetig ist, und die mit emei Nullmenge B zusammen- 
kangt, auf welckei F 2 von Null veischieden ist, wakiend F 3 auf jedei 
zu B elementenfiemden Menge verschwindet, 3 eine total stetige 
Funktion F B * 

23. Anwendungen auf die Theorie der Funktionen komplexer 
Veranderlicken Auck fui die Funktionen dei komplexen Verandeilicken 
ist das Emgieifen der Mengenlehie von gioBtei Bedeutung gewesen 481 ) 

Hiei sind voi allem zu nennen die Arbeiten von 6r Mittag- 
Leffle ) 1S2 j ubei das Existenzgebiet und die Eutwicklimgen der analy- 
tiscken Funktionen, die von P Pamlevc m ) ubei die singuLuen Lmien, 

479) +J Radon l75 ), eistes Zitat, p 1295/1322 * 

480) m G de la Vallie Poussin* 70 ), sielie makes Integiales de Lebesgue 
Chap VI* 

480a) ^Vgl auck J Radon* 70 ), erstes Zitat, p 1321/2, G de la Vallee 
Poussin 4ti0 ), C Caiatheodoiy 17S ), H Hahn*" 0 ), p 408/24, 461/4* 

481) *VgL efcwa A Hui witz [„Uber die Futwicklung dei allgemeinen Tlieoiie 
dei analytiscken Funktionen m neueier Zeifc“], Verb des crsten intern Math - 
Kongr Zuuch 1897 (Leipzig 1898), p 91/112 * 

482) Acta math 4 (1884), p 1/79 

483) Ann Fac sc Toulouse (1) 2 (1888), mem n° 2 

Fncyklop d math Wissenscb II 3 
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die von E Boid m ) uber die verallgememeite analytische Foitsetzung, 
von neueren Arbeiten die von P MonfeV s5 ) ubei die Reilien analy- 
tiscbei Funktionen unci von L Zoietti m ) ^und TF Gu)fi iS1 )* ubei das 
Veibalten emei Funktion in dei Umgebung gewissei Singulautaten, 
femer die von P Painlevc m ) imd P Bout> ouv 4b9 ) ubei die mehideu- 
tigen Funktionen 

/Weiterhm sind beivoizuheben die bereits mNi 13 SchluB und 
m FuBnote 340 ) zitieiten Abhandlungen ubei konfoime Abbildung, 
femei die exakte Begmndung dei Tlieone dei Biemanm clien Flnchon, 
die H Weyl daichgefuhit bat 490 ) 

Die angegebenen Aibeiten sind natuilicli mu ennge besondeis 
hervoitietende Beispiele fui die Anwendung del Meugeulehie auf die 
Fiagen dei Tbeorie dei Funktionen komplexei Veiandeili clien Selbst- 
veistandlicb wollen diese Beispiele mcht im entfemtesten Ansprucb 
auf Vollstandigkeit machen, es ist vielmeln nn Gegenteil heivoi- 
zuheben, daB neuei dings m bestandig steigendem Giade die Mengen- 
lehie fur die Untersuch ungen dei komplexen Funktionentheone lieian- 
gezogen wild Im ubngen sei auf den Aitikel II C 4 „Neueie Untei- 
suebungen ubei Funktionen von komplexen Vai lablen" (L Biebetlach) 
sowie auf den Aitikel II C 3 „Neueie Entwicklung dei Potential- 
tbeone Konforme Abbiltlung“ (L Lichtenstein) bmgewiesen * 

24, Anwendungen auf die Analysis situs A Is G Canto ) die 
mnkebibai emdeutige Abbilclung ernes ebeuen Kontmuums auf ein 
lmeaies Kontinuum gegeben batte, „fublten“ wie A Schoen flies vn ) 
sagt, „die Geometei den Boden schwanken, dei lbi Lebrgebande 
trug“ In der Tat wuiden unzweifelhaft die em wemg vagen Stetig- 
keitsschlusse, nut denen man sich baufio begnugte, ja selbst die 
Begriffe dei Kurve, dei Flacbe, die man benutzle, angesicbts dei Eut- 
hullung solcber Moglicbkeiten unzuieichend Nun sind aber diese 
Begriffe und die Satze dei Analysis situs m dei Analysis haufig an- 

484) Ann Ec Norm (3) 12 (1895), p 9/55, siehe aucli Lemons sur la theonc 
des lonctions, Paub 1898, p 80 

4b5) Ann Ec Norm (3) 24 (1907), p 307 

486) J de math (6) 1 (1905), p 1/51 

487) *Monatsh Math Phys 29 (1918., p 3/47, Math Zeitachr 2 .1918} 

P 242/94, 3 (1919), p 43/64 * 

488) Pans C R 131 (1900), p 489/92, Lemons sui la tbeone analytique 
des equations diffeientielles (gehalten in Stockholm 18951, litko°raphieit Tans 
1897, Notice 16 ’) 

489) Ann £c Norm (3) 25 (1908), p 319 

490) Weyl, Die Idee der Biemann&chm Flache, Leipzig u Beilin 1913 * 

491) A Schoen flies, Bencht II 1908, p 149 
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gewendet woiden, sie hilden nut das Fundament dei Funktionentheone 
von A Cauchy und B JRitmann , es war also uneilaflhcli, diese Theonen, 
auf die Mengenlebie gestutzt, lieu aufznnehnien 

Die Analysis situs ist + nach F Klein und A Hiu wiL 4Qr y das Studium 
derjemgen Eigensckaften dei Figuien (odet PunktmengeiO, die bei alien 
urakebibai emdeutigen und stetigen Tiansfoimationen erhalten bleiben 
^Es ist wohl voizuzieken, biei die Invaiianz gegenubei den um~ 
kebibai emdeutigen und hetdoseits stetigen Abbildungen zu foidein, 
doch kommt die^e Unteiscbeidung nui tui Gebilde, die meld be- 
schiankt und abgesclilos&en smd ; m Betiacht [vgl Nl 17 bei 295 )] * 
JDemgewafi stellen die Ausfuki ungen m JSTi 1G — 17 b, sowie 
10 — ll die Giundlagen dei Analysis situs dai 403 ) 

Audi in andeien Teilen dei Geometne bat die Mengenlehre An- 
wendung gefundeu (selbst wenn man von dei uunuttelbaien Benutziuig 
von Resultaten dei Analysis situs oder dei leelien Funkiioneulebie 
absiebt), so z B bei Unteisuchungen ubei abwickelbaio Fladien und 
Mmimalflacken 494 ), bei dei Tbeone dei endliehen kontmuiei lichen 
Giuppen 195 ), bei Unteisuchungen ubei Yektoifeldei in dei allge- 
meinen Kuivenlehie 197 ) und Machenlelne i<,7ft \ sowie bei den Untei- 
suchungen ubei konvexe Gebilde tMs ) 


492) *Vgl lneizu F Klein, Veigleichcnde Betiachtungui ubei neueie geo- 
metns«he Foischungen, Progiamm , Erlangen 1872, p 30 = Math Arm 43 
(1893), p 85 = Ge-'ammelte Matbematiscbe Abhandhmgui I (Merlin 1921), p 4b2 
Die obige scharie Formuherung findefc sn li bei A Hu) wit* 4M ), p 102 * 

493) ^Es sei noch erwahnt, daft R L Mooic eme axiomatis< he Begrundung 
dei Analysis situs in dei Ebene gegeben hat Tians Amci Math boc 17 (1916), 
p 131/04 20 (1919), p 109/78, Pioc Nation Acad U S A 2(1910), p 270/2 ^ 

i c >4) m H Lebe^gne, These SS1 ), p 89/129 * 

495) Ihlbcit, Nachr Ges Wiss Gottingen 1902, p 2-U/ll Math Ann 
50 (1902/3), p 181/422, abgedruckt m Gi undid gen dcr Geometne (Leipzig u 
Berlin, 3 Aufl 1900, 4 Aufl 1913) als Anhang IV, dazu R L Mooie [„On the 
Lie-Riemann Helmholtz- Hilbeit Problem ot the Foundations of Geometne"], 
*\mer J of math 41 (1919), p 299/319, femer msbesoudeic L F J Btouiva 
[„Die Tbeone der endliehen kontmuierlicheu Gruppen, unabhangig von clen 4mo- 
men von Lie“ j, Math Ann 67 (1909), p 246/07, 69 (1910-, p 181/203 aucli 
Atti IV Congi intern mat Roma 190S, H (Rom 1909), p 296/303* 

490) ,L F J Riouuei [,,0\ei continue vectoidistnbuties op oppei vlaLken 11 ], 
Veislag Ak Amsterdam 17, (1909), p 896/904, 18, (1909/10 , p 702/21, 19, 
(1910), p 30/51 = Pioceed Ak Amsteidam 11, (1909), p 850 38, 12, (1909/10), 
p 716/34, 1S 1 (1910), p 171/86 * 

497) Hjehnsleu [„Contiibution a la geometne mGnitesjmale do la courbe 
reelle‘ l ] Oversigt Danske Vidensk Selsk Foihandl 1911, p 133^4, [„Om Gxund 
lagtt foi Lmien om simple Kunci k ‘], JSfyfc Tulssknft f Mat 18 B (1907), p 49/70, 
A Rost iithal , Uber die Smgulai lta-ten dei icellen ebenen Kuiven, Munchener 

66 ! 
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ScklieBlick sei nock auf den Aifcikel III AB 2 (. H v Manr/oldt) 
sowie auf den in Aussickt genommeuen Aitikel III AB 13 (H Tietze) 
ubeL jGeometna situs" hmgewiesen * 

Terallgememerungen 

25. Die Geradenmengeii AuBei den Puukfcmengeu kat man 
auck andeie Aiten von konkieten Mengen zu studieien gesuckt, m- 
dem man sicli von den oben entwiekelten Hanptbegriffen leiten liefi 
So weist z B E Bo)el m ) clarauf kin, welckes Intel esse das Studium 
dei Geraden- odei Ebenenmengen bietet Ei defhneit die Grenzgeiade 
von unendhek vielen Geiaden mittels zweiei Gienzpunkte und in 
analogei Weise die Gienzebene von unendlick vielen Ebenen Man 
kann dabei von dei Ableitung emei Menge von Geiaden odei Ebenen 
spieehen, von emer akgescklossenen, peifekten Menge ; usw Erne 
beschiankte Menge ist eine Menge, deien samtlicke Geiaden erne fe^te 
Kugel sckneiden 

*Abei sekon lange voi B Bo? ch Bemeikungen ubei die Geiaden- 
mengen smd von eimgen italiemsclien Matbcmatikein, namlick G As- 
coli m ), V Volte)} a 501 ) und C A}cela m ) eingekende Unteisuckungen 
Habil Sclnilt 1912 — Math Ann 73 (1912), p 480/621, [„Uber Gebilde nut oin- 
zigem Oidnungsindex*], Sitzgsbci Bayer Akad Wiss 1922, p 221/40 * 

497a) P Hadlmeijc) [„CBei elementairoppeulakken cler derde orde“], 
Yeislag Ak Amsteidam 26 (1918), p 58/74, 320/37, 755/07, 1274/81 = Proceed 
Ak Amsterdam 20 (1918), p 101,18, 304/21, 730/48, 1246/53, R L Moon [„On 
the geneiation of a simple suiface by means of a sot of equicontinuoiis cuives“J, 
Fund ament a math 4 (1923), p 106/17 * 

498) JBlaschle, Kieis und Kugel, Leipzig 1910, aufierdem H Rrunn 
[ n Uber Kemeigebiete 14 ], Math Ann 73 (1912), p 436/40, St Shaszewic Beitiage 
zur Theone der konvexen Pnnktineugen, Dissertation Zurich 1914, Piace mate- 
matyezno-fizyezne 27 (1916), p 1/10, S Kaleyci [„On borne piopeities of convex 
cuives and suifaces £{ ], TohokuMath J 8 (1915), p 218/21, A Rosenthal u O Szasz 
[„Eine Extremaleigenscbaft dei Kuiven konstanteL Bieite"], Jahresb d Deutsch 
Math -Yer 25 (1916), p 278/82 H Giop [„Die Mmimaleigenschaft der Kugel 14 ], 
Monatsh Math Phyb 38 (1917), p 77/97, M Fujiwcua [„Ubei die Anzahl dej 
Kantenlmien emer geschlossenen konvexen Fldche 11 ], TOhoku Math Joum 10 
(1916), p 164/6, [„Uber Stutzgeradefunktion dei 1 vouvexen geschlossenen Kuiven 41 ], 
lb 20 <1921), p 51/59, P H Neville [„Tbe field and the coidon of a plane set of 
points 11 ] , Tians Camhndge Philos Soc 22(1918), p 215/57, K Rcidemeistei [„Ubci 
die singularen liandpunkte eines konvexen Koipers 41 ], Math Ann 83 (1921), p 116/8 * 

499) 1l Boiel, Bull Soc math France 31 (1903), p 272/5 *Ygl auch die viel 
alteien, hiermit sich beiuhienden Betrachtungen beiF Klein, Math Ann 9 (1876,, 
p 480/2 = Ges Math Abliandlungen II (Beilin 1922), p 73/0* 

500) G Ascoh, Memone Atti Acc Lincei [Roma] (3) IS (1883), p 521/8b 
lien die Is tit Lombaido (2^1 21 (1838), p 226/39, 257/65, 294/300, *365/71* 

501) + r Volta la, Ren die Atti Acc Lmcei [Roma] (4) S 2 (1887), p 97/105, 
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ubei den allgem emeren Begnff der Kmvenmengen und dei FunUwnen 
von Limen 503 ) angestellt woiden Wn wollen ubqi diese und die damit 
zusammenhangenden Dmge, soweit sie fui uns lnei in Betiacht kom- 
men ; untei nmfassendeien Gesicbtspunkten eisfc m N i 26a berichten* 

26. Die Funktionalrechnung Allgememe Eaume. M Fiecliet 5M ) 
bat sieb die Verallgememeiung allei jener Veisuche zm Aufgabe ge- 
raacbt Anstatt sich an eme Kategorie yon Mengen mit Elementen 
bestimniter Natui zu balten, suclit er zu allgememen Aussagen zu 
gelangen, ohne besondere Angabe der Natur dei Elemente dei be- 
tiachteten Mengen 

Sei e ngendem Element einei Menge 3Ji\ V(e) eme Zahl, die 
c m emdeutig bestimmtei Weise zugeoidnefc ist, so nennt man diese 
Zuoidnung eme m Wc emdeutige Funltionalope) ation (operation fonc- 
tionelle odei emfacbei fonctionelle) nnd das Studium diesei Opera 
tionen die Fanldionah echmmcj ( adcul fonctionel) [^Vgl anch II A 11 
(8 Pm chei le) *] 

Bemeikt man, daJJ die Definition des G>enzelemente > odei Han- 
1 unqselementes stets eme wesentlidie Rolle spielte, welches auch die be- 
sondeie Natui der bisher betiachteten Mengen war, so ist es natfir- 
lich, sicli mit M Ft edict™) auf Mengen zu besehi anken, die die fol- 
orenden zwei Emenschaften besxtzen 

o o 

1 Man kann unterscheiden, ob zwei Elemente der Menge lden- 
tisch smd oder mckt 

2 Man kann eikennen, ob eme Folge von Elementen ein (ein- 
ziges) Gienzelement bat odei mcbt 

Was die allgememe Definition des Gienzelementes einei unend- 
hcben Folge yon Elementen betnfft, so smd die emzigen Beschian- 
kungen, die M F) edict lbi anfeilegt, die folgenden 

141/6, 163/60, 225/30, 274/81, 281/7, (4) 4 t (1888), p 107/15, 196/202, (4) 5 X (I8b0), 
p 158/65, 291/99, 599/611, Acta math 12 (1888/9), p 233/86 Dazu Cornelia 
Fabn, Atti Acc Torino 25 (1889/90), p 654/74 Vgl ini ubrigen msbesondere 
V Voltei ia , Lecons sur les equations integrates et les equations mtegro-difteien- 
tielles, Pans 1913, Chap I, Lemons sui les fonctions de lioues, Pans 1913 Auch 
em grofiei Teil dei in FuBnote 044 ) zitierten Aibeiten knupft an die Untei- 
suchnngeu V Volte ) ) as an * 

502) C Aizelct, Ren die Atti Ace Lmcei [Rouia] (4) 5 t (1839), p 342/8, Mem 
Isfcit Bologna (5) 5 (1896,6), p 225/44, *257/70, (5) 6 (1896/7), p 131/40, Rendic 
Istit Bologna (2) 1 (1896 '7), p 71 84 * 

503) *Vgl hieizu II A 11, Ni 19 (S Pi whole)* 

501) M Ft relict, ^Pansei These 1906 =* Rend Cue mat Paleimo 22 (1906), 
p 1/74, *[da?u v011 voiLiufigen 3\htteilungen Pans C R 1 39 (1904), p 848/50, 
140 (1905), p 27 9, 772/4] und Rend Circ mat Palenno 30 (1910\ p 1/26* 

505) *These BfU \ p 4/6* 



1016 1IG 9a Zoi etti-JRoscnthal Die Punktwengen 

1 Siucl m deL nnendlicben Folge alle Elemente identisch, so 
gibt es em Gienzelement, nanilich. das gegebeue Element 

2 Hebt man aus emei Folge von Elementen nut einem Grenz- 
element eme audeie Folge beians, die von ebenso angeoidneten Ele- 
menten gebildet wird, so bat die neue Folge das^eibe Gienzelement 506 ) 

^Eme Klas^e von Elementen, fui die erne solcbe Definition des 
Grenzelementes festgelegt ist, nemit ei eme „Elasse [7 j) u * 

Man kan n daun die Definitionen und emige wesentliche Eigen- 
bebaften dei Punktmengen auf die abstiakten Mengen dei Klassen ( L ) 
ausdebnen 507 ) Meiken wn mu die folgendeu Definitionen M Ficchets an 

Erne Menge 9,1? ist lompalt m ), we nn sie sick entwedei aus emei 
endlicben Anzalil von Elementen zusammemetzt, odei weun jede im- 
endhebe Teilmenge von 9)1 ninidestens zu einem Gienzelement AnlaB 
gibt (dab zui Menge gehoren kann ado aach nicht) Eine ahgeschlos- 
sene lumpaltf Menge wnd als eibemale odei neuei dings auch rj0aa ) al& 
}J m sich lompaltc u Menge bezeichnet JSiiie Menge 93i wild vodichtet 
con dense 1 ') 50hb ) genannt, wenn jede mebt abziblbaie Teilmenge 9? 
von 93? zu mmdestens emem Ve) (hchhmgselement [Mebe Ni 5] AnlaB 
gibt, ^VeidicbtiingseletnenF' von 9? ist dabei em Haufungselement, cUs 
auch Haufungselement jedei Menge ist, die aus 9? duieh WegLissung 
iigendeinei abzablbaien Teilmenge entsteht tj08c )* 

506j *F Rieb*,, Atti IV Congi mteiuaz mat Roma 1908 II (Kora. 1909), 
p 18/24, hat eme anrleie, allgemeinere, dm Begnff dei Folge mebt benutzende 
Definition des Gieuzelementes (odei, wie ei sagt, dei „VeidicbtungsstellG t ) ge- 
geben M Frcdiet Paris C R lb5 (1917), p 35'>/oO, Ball sc math (2) 42 (1918), 
p 13S/56, bat (mit Hilfe emei geeigneten Umgebuugsdefimtion [vgl 0l(,b )] f ebeu- 
falls olme Benutzung dei Folgen) eme nocb allgeoiemeie , Kla^se (3$)“ definieit, 
welche die ,,Rla"se (9ft) u , in welch ei die Rm srseke Definition gilt, umtafit, zn- 
gleich gibt ei notwendige und lumeichende Bedingungen dalur an, dafi die 
Klasse (i&) eme Klasse (9ft) ist Vgl lemei die Bemeikungeii bei M Fuchet 5l0a ;, 
p 365/7, sowie bei L Vietonb , Monatsh Math Phys 3L (1921), p 176, nber den 
Zusammenhaug der [duich die Forderung dei AbgesLhlossenheit der Ableituug 600 ) 
erganzten] JRje^scken Definition dcs Gienzelements und der Hau&dorff achen B1$) i 
Umgehungsdefimtion * 

507) + Siehe kieruber ill Fnchet, These co ’ ! ), p 017 Vgl auch 3il ) * 

508) Schoenfties, Beucht II 1908, p 281, \erwendet fur „kompakt“ das 
Wort „luckenlos“ , dock ist m clei Lileiatur fast ausnahmslos M li edicts Be- 
zeichnung „kompaU u gebrauchlich * 

508 a) *Vgl F Hausdorff, Mengenlehre, p 364, und H Tietse, Math Zt^chi 
5 (1919 , p 288 * 

50Sl>) + F) edict, These L<H ), p 19 * 

508c) Nacli M Fiechet, These 504 ), p 27, 61Cr ), p 350/3, bzw F Hausdortf , 
Meugenlehie, p 268/9, ist jede Menge emer separablen Llasse (V) [siehe unten] 
hzw ernes topologischen Raums> mit zweitem Abzahlbarkeits axiom [siehe unteu] 
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Weuu man ausscblielilicli die eben eiwahnteu Eigenscliaften des 
Gienzelementes zugiunde legfc, also allgemem die „KJasben (L)“ be- 
tiachtet, so kommt man zu dei Folgeiung, daB die Ableitungen niclifc 
immei abgeschlossen smd &u9 ) Um diesen Ubelstand zu veimeiden, be- 
traclitet M Fiechet 51 °) weiteihm Mengen *einei Klasse ( V )* von fol- 
genden Eigenscliaften 1 man kann z\m Elementen a and b erne 
nicht-uegative Zahl 

(1) 0, b) = [b, a) > U 

zuordnen, die nui dann Nall ist, wenn a und b zusatnmenfallen, 
2 diese Zalil soil so bescliaften sem, daB die beiden simultanen Un- 
gleicliungen 

( 2 ) \a,b)<£, {u t t)<s 

vercliclitet Uberhaupt haben m emei Klasse (Fi die Begnfte hcpaiabel [mi 
Sinn von G1Ca )J und veidichtet gleicken Urufnng 

Mit dem Begnft „\eidickLefc“ kaugt eme Begiiifsbilduug von \] Giofi 
[SLtzgsbeL Ak Wiss Wien 123 Ha (1914), p 805, vgl auch p 818J zusaimnon 
Er nennt eme Menge „b-kompahl , wenn jede Teilmenge von iioheiei Machtig- 
keit ala dei Maclitigkeit b mindestons ein Iluuftmg^elemuii besitzt, und spe/iell 
bezeicbnet ei ala „a-lompalt“ eme Menge, bei dei jede mcht-abzaklbatc Teil- 
inenge cm Haufungselement besitzt Letzteien Begull untei suclit ei naher und 
/eigt [p S12 u 805/6], daB m einei Klasse (V) fsielie union] jede „u kompakte 1 
Menge veidichtet und separabel ist und umgekebrt 

Fernei lat lnei noch dei von It L Moote 68 Jb ) emgetuhite, (mi AnschiuB 
an S Jams ewsh) ala „vollstanclig Lompald" \„pci)fculement tompaU‘\ bezeichnete 
Beguff zu erwabnen *Es wird so eme Menge DJi be/eicbnefc, wenn jede geordnete, 
monoton abnehmende Gesamtheit von ineinander gescbaclitelten, abgescblossenen 
Teilmengen von^)£ (nnndestens) ein gemeinsames Element be&itzt. Vgl da/u aucb 
M Fruhd 51uft ), p 342/1 r 

509) * 71 / Ficchet, Pans C K 140 (190o), p 2/29, These >0A ;, p 1 >/17 — 
Auch wenn die Menge kompakt ist, biaucht die Ableituug noch meht abge- 
schlossen zu sem, vgl hienibei eme (an A Sthoen/hes, Boncht JI l‘)08, }) 282/o 
anscbheBende) Bemeikung a on H Hahn* 16 ), ]) 240 — 

E It Htducl, liaus Arnei Math Soc 12 (1911), p 285,94, hat diejcmgen 
Klassen ( L ) betiachtet, m denen die Ableitung jeder Menge abgeschloasen ist 
uach eimgen allgemeinen Eigebnusen fugfc cr /iu weifceren Duicbfubrung semei 
Unteisuchung als neue Foiderung eine gewi&se UmgebungseLgenschaft, die eL 
„enclosable pioperty 11, nennt, bmzu M Fiechtt , Tians Amei Math Soc 14 
(1913;, p 320 4, hat daiaulkin gezeigt, daB eme kla&sc {L), welcbe die „enclo- 
sable piopcity 11 und einige anderc von E It Hethicl implizit beiiut/te Eigen- 
schatten besitzt, immei eme noimale Klasse (F) [siebe hienibei ueitei untenj 
ist, und daB es daher ubeiflussig ist, in dieseru Zusammenbang die Abge- 
schlossenbeit der Ableitung ausdrucklicb voiaubzusetzen 

Neueidiugs bezeichnot M Ficchet* 26 ), zweites Zitat, p 2, p j 5, eme 

Klasse (L), m der die Ableitung jeder Menge abgeseblos^en ist, als „Klasse (S) 
Vgl feinei 52tf ) * 

510) Jnsbesoudem These 601 ;, p 17 if * 
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die Ungleichung 

(3) (M) </■(«) 

nach sicli ziehen, wo f(s) erne von a, b,c unabkangige, mit e unend- 
lich klem werdende Function von £ ist Diese Zahl ( a , b) heiBt der 
Distanzwert 511 ) ( votsincige ) von a und b 512 ) Die Aussage „Eme Folge 
von Elementen „ „ 

a n a 2> ) il n' 

konvergieit gegen das Element a*', soli dann nach Definition be- 
deuten, daB dei Distanzweit (a ni a) gegen Null konvei gieit 

Man kann nuttels diesei Defimtionen emem groBen Teil der m 
den voikeigekenden Ivapitehi ausgesprochenen Satze eme allgememeie 
Foim geben, wobei diese sick naturlidi auf die kla^sische rednzieit, 
wenn die Elemente dei Menge Punkte sind, und wenn man den Di- 
stanzimt durch den Abstand zweiei Punkte eisetzt 

M F)eclwt b 13 ) hat feinei noch emeu andeien deiaitigen Begnff 
emgefuhit den „eca) i c odei ; wie wn sagen wollen, die Entfernung 
zweiei Elemente, diesei Begnff ist eme Veischaifnng des Begnffes 
„Distanzweifc“ Ei setzt namhch hieifui voiaus, daB dei Distanzweit 
von solchei Natui ist, daB 

(4) (jb, c) £ (a, b) + (a, c) 

ist + Eme Klasse von Elementen, fin die sick m diesei Weise die Ent- 
fernung defimeien laBt, bezeiclmet ei alb 7> EIasse F Hnus- 

511) *Diese Ubeisetzung \on 71/ Fi edicts „voisinctge * stamm t von A Schoen- 
flies, Bench t II 1908, p 284 * 

512) H Hildebi andt , Amei J of math 34 (191 2), p 237/90, hat [in 
Anknupfung an die G-edankengange von E H Moo)e° &5 )] M Fiecheta „voi 9 i- 
nage“ durch eme noch allgemeinere Beziehung Kq ig „ m eisetzt und, darauf sich 
stutzend, die entspieckenden Untersnchungen duichgefuhit Ygl dazu auch 
E W Chittenden , Amer J of math 39 (1917), p 263/71, E W Chittenden a 
A JD Pttchei 624 ) 

Feiner hahen A B Pitches u E W Chittenden, Traus Amei Math Soc 19 
(19 IS), p 6G/78, emen allgememeien „Di&tanz“ Begnff untersucht, dei nm der 
Bedmgung 1 uuterworfen ist Diesei Begnff spielt auch m emer nngefahr gleicb- 
zeitigen Albeit von M Fiecftet 612a ) eme wesentliche Rolle* 

512a) * Damit ergeben smh also die Klassen (V) als Speziallalle dei 
Klassen ( L ) — 

Nenerdings hat M Fi edict, Trans AmeL Math Soc 19 (1918), p 53/05, die 
umgekehrte Fiage zu nntersuchen begonnen, d h Unter welchen Bedmgungen 
kann man in einei Klasse ( L ) eincn ,,Di&tanzwert 11 bzw eme ,,Entferrmng u [siehe 
unten] defimeren, obne daB dadmeh die m der Klasse (L) beieits \orhandenen 
Konveigenzbeziehungen sich andern’* 

513) J / Fieihet, These 604 ), p 30/33, siehe dazu E Hahn , Monatsh Math 
Phys 19 (1908), p 247/57 5,5 
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do7ff hU ) gebiaucht lnerfur die sehi tieflende Bezeiclmung „met> lecher 
Return", , eme Bezeichnung, die sicli seitdem m Deutschland dm chans 
emgeburgeit hat 5l4a )* 

^Neuei dings hat E W Chiltenden 5Uh ) beweisen konnen, daB dei 
„Distanzweit“ und die „Entfeinung“ aqiuvalente Begnffe smcl, d h iu 
jedei Klasse (V) kann man eme „Entfernung“ so defimeien, daB dabei 
alle Aussagen ubei konveigente Folgen und Grienzelemente ungeandeit 
bleiben Man kann also damack sagen, daB die Klassen (F) und die 
Klassen (E) z us ara men fallen * 

+ Um emen mogliobst umfassenden Teil dei fiuheien Satze in all- 
gememei Form zu eibalten, mmmt M F>echet* x> ) nocli weiteie Be- 
dingungen hmzu und gelangt so zu dei „notmalcn Klasse (F) [bzw 
(JE2)]‘* („classe (Vj [bzw (E)] noimale“) Ei nennt so eme Klasse (F) 
[bzw (. E )], wenn sie 1 „sepa) aid 11 ist, d h als Ableitung 515 1 ) emei 
abzahlbaien Teilmenge eihalten weiden kann, und wenn auBeidem 
2 dei Cauchysche Konvei genzsatz gilt, d li wenn jede Fundamental- 
folge rjir,b ) gegen ein Gienzelement konvergiert Cl6 )* 

„Es ist lecht bedauerlich, daB M Ft echet™ 11 ) [hauptsachlich vei- 
anlaBt duicli das eben eiwahnte Resultat von E TF Chittenden^ 1 th )] 

514) F Hausdoiff, Mengenlehie, p 211 und 290 * 

514a) *Es sei noch crwdhnt, daB E H Neville ' n ^ b ) , msbes p 68, emen 
Raum betracktet, in dem eme „Entfermmg tl deiait defimoit isfc, daB die Eorde- 
rung (4) nur fui himeichend benachbarte Punkte erfullt isfc uud \oi allem auch 
zwiBcben vonemandei veis>chiedeneu Punk ten die „Enlieinung u Null zugelassen 
wnd * 

514b) + E W Chittenden, Tians Amer Math Soc 18 (1917\ p 160/6 * 

515) + i!/ Fruhet, These 004 ), p 23/8 » siebe auch Rendie 30 B04 ), p 1/10* 

515a; ^Neuerdings hat ill Ficchet 51 **), p 341, den Sinn desWoites „seim- 

)cibeV‘ etwas modifizieit, mdem ei so eme Menge bezeichnet, die m der abge - 
b chlossenen Hulle einer abzahlbaien Teilmenge enthalten ist VgL auch r,2/3 ) * 

515b) *Eme Folge a n , a v , heiBt bekauntlich eme Pundamental- 

lolge, wenn (a 1+c „ «,) fui bmieichend groBes v und jedes q beliebig klein wird 
[Vgl I A 3, Ni 5 (A Pnngshevn)] * 

516) *Eimge Satze des n-dimensionalen Euklidiscben Raumes gelten auch 
lur die normalen Klassen ( E ) niebt allgemem, so hat 31 Ex'chet, Rendie SO 001 ), 
p 15/22, gezeigt, daB ini allgememen nicht mehr die Zerlegbaikeifc des Gesamt- 
lanmes m abzahlhai viele kompakte Mengen gilt Ygl dazu auch E W Chit- 
tenden u AD Pttchc) fii4 ), insbes p 230/3 * 

51b a) 31 Eiecliet Jl2a ), siebe auch Ann Ec Noini [56 =J (3) 38 (1921;, 
p 341/88, sowie 50t, J * 

51bb; + An S telle semei huheren Bezeichnungen „ecait“, „Klasse (E) l \ „voisi- 
nage“, „Klasse (F)“ benutzt er nunmebr (dei Reihe nach) die Bezeichnungen 
„distancc“, „Klasse (D)“, „ecctrt unifoi mcment reguha “ bzw „Klasse ( E r )“ , ahrend 
ei nunmebr unter „ceiut a emen allgememen Entfernungsbegnlf veisteht, lui 
welchen die Bedingung 2 des fiuheren „voismage“ nicht eifullt zu sem braucht, 
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neueidmgs heme Bezeicbmmgen in vielen Punkten abgeandeit hat, 
was leicht zu Vei wecbslungen Anlafi geben kann, zumal die uispi ung- 
lichen Bezeickmingen von M Fuihet, die auch wn biei lm voisteken- 
den benutzt baben ; m zahlieicken Aibeiten vielei Matbematikei An- 
wendiing gefimden baben 5LGb )* 

F)cchet u a 51bc ) baben nacb. dem voistebenden die allgememe 
Theone duiebgearbeitet auf Grrund dei Begnffe Gienzelement bzw 
Entfeinung Es bestebt nock erne andeie Moglicbkeit ; namlich vom 
Begnff dei „Unigebu)tg u auszugehen Dies bat zueist D Hilbe)t bl 7 ) 
fiu den speziellen Fall dei zweidimensionalen Ebene getau In oben 
eiwabnten Untersuchungon von E 2 ? TRrhid 5 ° Cj ) and M Fuchet 500 ' mtte ) 
bat dei Umgebungsbegi iff bchon eme wesentlicbe Rolle gespielt Eine 
allgememe „Umgebungstheorie‘' ist abei eist von li E Hoot 51S ) und 
msbesondeie von F Hausdotff r>19 ) aufge&tellt und systematiscb duicb- 
gefuhit woiden ^ 20 ) 

F Haasdotff hat, vom Umgebungsbegiiti ausgebend, scbuttweise 
die gauze Punklmengenlebie axLomatiscb aufgebciut Ei bezeiebnet 
als Jopologisthen Raum “ eiue Menge E , bei dei den Elementen x ge- 
wisse Teilmengen U x — die Umgebuugen von x — zugeoidnet smd, 
welcbe die folgenden „ Umgebungba%iome l{ eifullen 521 ) 

vgl 01 -), eutspiecbend gebiauclit ei nun auch die Bezuchnung „IOcibse (EY 
Fernei veiwendet ei jetzt ^voisuiagS |uud „Klas\e ( V /‘ ] ala Bezeichnung tin 
emeu Umgebwujbbegn/f (vgl dazu auch M Fuchet^)) Zu jedeui Element it 
existieie cine Folge von Mengen U n C/ , , U tl , so, daC die notwendige 

und bmieicbende Bedmgung fm die Konveigeuz emei Folge {«,} — >a daiiu 
bestebt, daB die Elemente dei lolge [a x } von emein gewissen Inde\ 7> 0 ab enieui 
vorgegebenen JJ n angeboien Es wiul sick empfeklen, urn Vei week slung en aus- 
zuscklieBen, bei emem Hmweis auf diese neuen Bezeiclmuugen von M Ficchet 
em unteisclieidendes Meikmal zu vciwenden (entwedei deutsche Buchstaben zu 
benutzen oder emen * beizufugen) * 

516 c) + Es sei aucb msbes auf H Hahn, Decile Funktionen I, Kap I, km- 
gewiesen 

Wegen des Zusammenhauga der Fiechetuchm Begiiftsbildungen mit don 
unikebibar eindeutigen und ^tetigen Tiansfoimationen siebe K Wienei, Bull 
Soc math Fiance 50 (,1922), p 119/34 [voilaufige Mitteilung Publications ot the 
Massachusetts Institute of Technology, Depait of Math (2) Nr 20 (1921)]* 

517) Hilbert™) Vgl dazu auch H Weyl 19b ) , p 17/18, wo die zwei- 
dnnensionale Manmgtiiltigkeit mit Hilfe des Umgebungsbeguffs deflmert wird * 

518) +R E Rout , Bull Amer Math Soc 17 (1910/11) p 538 '9, Amer Jouru 
of math 36 (1914), p 79/104, 105/33, sielie auch Tians \iuei Math Soc 15 
(1914), p 51/71 * 

519) Haasdoift, Mengenlehre, Kap VII u Kap VIII* 

520) + Aucb die eiwahnten neueien Aibeiten von M Fuchet 60d ) u " 12R ) 
betreffen den Uingebungsbegnff [in der Fonn, die in 510b ) angegeben ist] * 

521) *F Haasdot ft, Mengenlehie, p 213 Vgl im ubrigen das ganze Kap VII* 
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(A) Jeclem Element x entspucht mindestens erne Umgebuug U t , 
jede Umgebuug U, enthalt das Element x 

(B) Sind U x , \\ zwei Umgebungen desselben Elementea x, so 
gibt es erne Umgebuug W l9 die Teilmeuge von beiden ist 

(C) Liegt das Element y in U x , so gibt es erne TJmgebung JJ , f1 
die Teilmenge von U x ist 

(D) Fui zwei veischiedene Eleinente x 9 if gibt es zwei Umgebungen 
U l} U tJ obne gememsames Element 

Fui die topologisclien Raume gilt beieits erne gioBe Reibe von 
Punktmengensatzen 52[a ), weiteie Eigenschafteii eigeben sieb dureli 
Spe/ialisiei ung des Raumes, d li duieb Hmztriugung neuei axioimi- 
tiscbei Foi dei ungen 521 h ) 

Zunachst kann es sem, daB m dei zugiunde gelegtcn Menge E zwei 
veischiedene Systeme von Umgebungen, U L and U [ 9 voihanden sind, die 
beide den Axionien (A) — (D) genugeu Wenn dann fui jede Teilmenge 
von E alle nn topologLsclien Raum entscheidbaien Anssagen m bezug au( 
beide Umgebungssysteme unveiandeit gelten, dann bezeichnet F llau s- 
( lotff 522 ) die beiden Umgebungssysteme als gleicluvottg , und zwai bind 
die beiden Systeme von Umgebungen U x und U* dann und nui dann 
gleichwerfcig, wenn jedes U x ein U x und jedes U\ em U x als Teil- 
menge enthalt Ei spezialisiei t nun den topologisclien Raum darluich, 
daB ei nachemandei zwei „ Abzahlbai leitsaxiomc Ci hinzufugfc (von denen 
das eiste nil zweiten enthalten ist) Ei foideit namlich die Existenz 
ernes dem uispiunglichen Umgebungssystem dei U l gleicbweitigen 
Systems von Umgebungen U£ (gegebenenfalls mil dem System dei 
U x ulentisch), das das eiste bzw zweite der folgenden beiden Abznhh 
baikertscuiome eifullt 

(E) Fm jpdes Element x ist die Menge semei veischiedenen Uni- 
gebimgen U* hochstens abzahlbai 52J ) 

(F) Die Menge allei veischiedenen Umgebungen IJ { ist abzahlbai 

521a) ^Insbesondeie laBt sich clei Beguff deB Grenzelemenles defimoren aul 
Grund dei nahehegenden Festsefczuug Das Element a ist Gieuzelemenfc dei 
Folge {«, }, weun in jeder Umgebuug von a ,,tast aile tl a, entbalten sind * 

521b) *Es sei eiwaknt, daB L Victoris Doa j, p 173/5, und insbes H TieLe, 
Math Ann 88 (1^23), p 290 312, zum System (A) — (D) noch andcie, an (D) an- 
tnupfende ^Trennbaikeitsaxiorae 11 hinzugenommen iiaben (woiaus abei die so- 
gleicli zu beBprechenden Hausdoi ff'bch.en ,, Abzahlbai keitsa\iome“ nochmcht folgen, 
ubrigens folgen auch umgekehit jene m liner Geaamtbeit mckt auo diesen) * 

022) ffaiiadoiff 619 }, p 200 * 

523) + Eme zu (E) analoge Abzablbaikeifcsaussage ubei Umgebungen spielfc 
auch &cbon bei E B HedntL 5Qq ) und M Fjechet ° q ' MlM0 ) erne wesentliche Rolle, 

\ o | r,1G h j * 
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Im weiteien Verlauf semei Unteisuckung nimmt claim F Hans- 
Hot ff (wie oben M Fiechet ) als neues Beg riffs element noch den Begnff 
dei „Entferntrog“ hinzu unci betraehtet also die metnschen Fannie 524 ) 
In jedem metnschen Raum gelten (wenn man die „Kugeln u als Um- 
gebungen betiacktet) die Umgebungsaxiome und das eiste Abzaklbai- 
keitsaxiom, daszweite Abzaklbaikeitsaxiom daun und nui danu, wennclei 
metiische Raum eme abzaklbaie, liberal! diebte Teilmenge enthalt 525 j Er 
bezeiclmet weiteilnn einen mehischen Raum als i} vollsUindi(j iib2G ) } wenn 
jede Fimdamentalfolge gegen em Gienzelement konveigieit [Jedei 
metrisclie Raum JaBt sick clurck Emfnkiung uneigentlickei Elemente 
zu emem voEstancligen Raum eiweitem] Ei betiachtet dann nock ms- 
bet>ondeie vollstandige Raunie nnt abzahlbaiei, ubeiall dickter Teilmenge 
(also im wesentlicken 525 } noimale metnscke Raume), einen Spezial- 
fallbieivon bildefc scklieBlick dei >2-dimensionale Eiiklulische Raum 52Ga ) ; 
bei dem die Entfemung clei Punkte (i 1; a 2; , nnd (a,/, > 2 \ y o') 

clmet ]/( 3l _ Xl ’f + (x 2 — x 3 ') 2 -f + 0„ — x’) 3 

daigestellt wild 

Dei stufenweise Aufbau, wie ei insbesondeie von M Fiechet und 
F Sausdoyff cluickgefuhit wild, bietet den wesentlicken Voiteil, die 
axiomatiscke Giundlage dei emzelnen Satze und daunt zugleick lkien 
Geltungsbereick fui Eauijne bestimmten Ckaiakters eibennen zu lassen 
Die Anlage des Originals des voiliegenden Benckts wai nun abei von 
vomekeiem ganz und gai nui auf die Punktmengenlekre in M-dimen- 
sionalen Euklidiscken Raumen zugescknitten, so daB auck die Beai- 
beitung cliesen Standpnnkt mckt meki verlassen konnte Es soil abei 
an diesei Stelle als Beispiel wemgstens fur emen grundlegenden Sat/, 

524) *F Hausdoift 512 ), p 2 90 If 

Es sei hier eiwahnt, daB M JVec7ie£ 600 » Mltle ) aus emem Umgebungsbegnft 
emen „Di !a tanzwert u ableitet Ygl dazu auch 21/ Frechet B1 " n ), p 60/3, sovie 
L Vietoris, Monatsk Math Phys 32 (1922), p 270/5 Ferner geben E W Chittenden 
u AD Pitches, Tians Amei Math Soc 20 (1919), p 213/33, insbes p 228/30, 
topologiscke, mn auf den Umgebungsbegiifi: Bich beziehende Bedmgungen an, 
welche emen topologisclien Raum als emeu kompakten metnschen charakten- 
sieien * 

525) *Em metnscher Raum, der „sepaiabel“ [in dem im obigen Text bei 
B15 ) defamerten Sum] ist, ist etwae speziellei als em Bolcher mit abzahlbaier, 
iibei all dichtei Teilmenge, denn letzterei kann isolieite Punkte enthalten, ersterei 
mcht Wenn clagegen „separabel“ m dem modifizierten Smn von 51Ba ) genommen 
wild, so bedeutet dies daBselbe wie „mit abzahlbarei, ubeiall dichter Teilmenge “ * 

526) „F Hausdorff B19 ), p 315 ff [Es sei noch eiwaknt, daB II Hahn , Reelle 
Funktionen I, p 108, eme Menge als „rdativ-vollstandig l< bezeichnet, wenn sie 
m emei voUstandigen Menge erne innere Grenzmenge ist] * 

526a) + Ygl dazu auch P L Moore AOi )* 
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namlicb fin den RtueZschen Ubeideckungssatz, augegeben weiden, auf 
welcbei Stufe ei sicli beieits beweisen laBt Dei JBoielsche TJbe t- 
dcclmujssatz (fui eme kompakte, abgesehlosseue [ubeideckte] Menge) 
gilt a) beL abzablbui vielen ubeideckenden Mengen in den Klassen 
(F) 527 ), in denjemgen Xiamen (L), fiu welche dei Satz yon del Ab- 
gescblossenbeit dei Ableitung jedei Menge nchtig ist 52s ) , in den topo- 
logischen Raumen 5 - 9 ), b) bei ligend unendlicb vielen ubeideckenden 
Mengen m den topologiscben Raum en mit zvreitem Abzablbarkeits- 
axiom 530 ), also aucb speziell m den sepaiablen mehischen Rdumen, 
abei aucb scbon m den ,,pei fekten' 5J1 ) Klassen (F) 532 ) und noch all- 
gememei in beliebigen Klassen (F)^ 2t ), scblieBUch aucli in denjemgen 
Klassen (L), lui welcbe dei Satz von dei Abgescblossenbeit der Ab- 
leituug jedei Menge ncbtig ist und in welcbei jedc abnebmende Ge- 
samtbeit von memander geschacbtelten, abgeschlossenen Mengen exnen 
mchtleeien Duicbschnitt besitzt 5321 ’) <i;2c ) 

Ubugens weiden in den yeischiedenen Klassen und Raumen mcbt 
nui die Satze dei Puuktmengenlebi e unteisuchfc, sondem daiubei bm- 
ans natuilicb aucb die zui Funktionenlehie reellei Yeiandeilicben ana- 
logen Beguffe und Satze aufgestellt 588 ), so die Beguile dei Funktiou, 

527) *4/ Fiechet, These 50 '), p 22/2* 

528) % E JR Hedrick™ 0 ), p 28G Vgl dazu M F) edict, Pans C H 162 
(1910) , p 870/1, Bull Soc matb Fiance 45 (1917), p 1/5, tier hier be\ven>fc, daB 
die G-ultigkeifc des ,Z?o>e?scben (Jberdeckungssat/es (mit abzahlbar wtleu Ubei- 
deckuugsmengen) lui die Klassen ( L ) der aDgegebenen Art cbaraktenstisch ist 

Siehe fernei E W Chittenden, Bull Amei Math Soc 21 (1914/5), p 179/83, 
25 (191S/19), p 60/5, und M Fiechet, Bull 60r ), p 161/0 * 

529) t F Haascloift c19 ), p 231* 

530) Hansel or ff 619 ), p 272 * 

531) h lmfc dei eigenen Ableituug identiachen — 

Fine separable Klasse ( V ) ist stets peifekt, aber mckfc notwendig umge- 
keLirt Vgl M Freclict , These 00 b, p 23/4* 

532) Fi edict, These 504 ), p 26, hatie /ueist den Satz iur die noimalen 
Klassen (V) bewiosen, die Veischaifuug aut peifekte Klassen ( T) mbit von 
T H Ihldebrandt hei, \gl M Fnchd, Trans 500 ), p 320 Fufln * 

532a) + TF Giofi™*') p 810/12, M Fr<diet bis ), zweites Zitat, p 5 8 * 

532b) L Moore , Proceed Nation Acad U S A 5 (1919), p 206/10 
Vgl dazu auch M Fredtet bU,(l ) t p 342/9 * 

532 c) + Vol auch C Kuratowshi n TT Siupin&h, Fundamenta math 2 (1921 \ 
p 172 / S, sowie S Srd*, lb , p 1 1 * 

533) *Siehe hieiubei msbcbondeie M Fi edict, These 601 ), p 7/15, 28/33 [da- 
/u \ on deu \orlauhgen Mitteilungen Paris C It 139 ,l y 04), p S4S/50, 140 (1905)^ 
p 27/9, 772,4], F Hau^doift, Meugenlehre, p 358/69, 384/99, H Hahn, Reelle 
Funktionen I, [auBerdem H Tietn, J f Math 145 (1914/15), p 0/14, K I J Wil- 
liams, Annals ot math (2) 17 (1915/16), p 72/3]* 
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speziell dei stetigen Funktion, dei Funktioneufolge und deien Kon- 
veigenz odei gleichmaBige Konveigenz, usw, some die diesbezuglicken 
Satze Z B heiBt die emdeutige Fimktion f, die fui eme Meuge 9)1 
emer KLasse (L) definieit 1 st, un Element a stehg , wenn fui jede 
gegen a konveigieiencle Folge von (zu 9)J gehoienden) Elementon- 

J«2> > a » 

(LulIi die Folge dei entspiechenden Funktionsweite 

gegen den Funktionsweit f(a) konveigieit ' i34 ) Insbe^ondeie hat alb 
eistei H Hahn m semei ^Tbeone der ipellen Fuuktionen“ die gesaiute 
leelle Funktionentheone 1 m metriscken Raum [und zuin Ted, soweit 
dies moglich ist, in dei Klasse (L)] systematisck und vollstandig auf- 
gebaut * 

+ Mit allem vorheigebenden stehen in engstem Zusanunenhang die 
weitgehenden Untersacbuugen von E H Mooia^) and semen Schu 
lein 5aG ) uber die r Gene>al Analysis" 1 E H Mooie sucht stets den all- 
genieinsten Stanclpnnkt emzunekinen und nacb Moglichkeit ubei die 
unabkangige Veiandeihcbe ubeihaupt kerne emscluankenden Yoiaus- 
setzungen zu niacben Die ; Geneial Analysis'' bestebt dann aus De- 
finitionen nnd Satzen, bei denen die (odei eme) unabbangige Veiandei- 
liche in dieaem Sinne als volhg allgem em angenommen weiden kann 
Er mwendet seme Untei such ungen m&besondeie dazu, uin Analogien, 

5J4) Hahn* 1 *) hat gezeigt, claB Klasben (L) gxbt, in denen jede 
stetige Fuuktion sicli auf eme Konstanfce lcduzioit, daft dagegen bei den Kla^sen 
( h) die Konstanten sichei uiclit die einzigeu stetigen Funktionen sein konneu * 

535) JnsbebOudeie E H Mooic f „1 ill rod uct io n to a foim of geneial ana 
lysis 11 ], The New Haven Mathematical Colloquium, New Haven 1 910, p 1 — 150, 
lernei Bull Amer Math Soc 12 (1905/0), p 280, 283/4 [mu voiLiufige Mit 
teil ung], Atti IV congr mteinaz matem Roma 190S, II (Rom 1000), p 08/1X4, 
Bull Amei Math Soc 18 (19 11/121, p 334/0’, Proceed 5 mteinat congr matin-mat’ 
Cambudge 1912, I (Canibndge 1913), p 210/55, Pioceed National Acad TT s A 
1 (T9 15), p 628/12, Math Ann SO (1922), p 30/9 

Siehe fernei die „Eiufuhiung m E H Moons Geneial Analysis 11 von 
O Bolza, Jahiesb Deutseh Math -Vei 23 (lOHj, p 218/303 * 

5Jb) + Aiiftei den schon eiwahnien Aibcitcn von T II Hildefoandt bl \ 

E IP Chitteuden* l9 \, R E Root -> l ») und E TT" Chittenden u A D Pitcha fi “) 
(die nut M Fieche's Untersuebuugen in direktem Zusammenhang stohen) smd 
msbehondere anzufuhren A D Pitdier , Bull Araei Math Soc 19 (1912 Mb 
p 468/72, The Kansas Unneisity Science Bulletin 7 (1913), p ]/i>7, E W Chit- 
tenden, Rendic Circ mat Paleimo 19 (1015), p 81/108, A A Bennett, Proceed 
National Acad USA 2 (lol6), p 592/8, T H Eildcbiandl, Tians Amei Math 
Soc 19 (1918), p 73/90, 97/108, Annals of math (2) 21 (1919/20), p 323/80, Ch N 
Mooic, Pioc National Acad U S A 8 (1922\p 288/93, vgl auch G C Elans* 1 *)' 
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die sicli in veischiedenen Teilen dei Analysis zeigen, jeweils emei 
inoglichst umfassenden allgememen Tlieoiie unteizuoidnen r,J7 ) Deu 
PiozeB dei Zuiucbfuhiung dei speziellen Analogien auf die allgememe 
Theoiie nennt ei v Untfizieni7ig il (^unification* 4 ) Ei sucht dabei zu~ 
nacbst das foimale System dei Veiandeiliclien, Funktionenklassen und 
Funktionalopeiationen, die id die allgemeine Theoiie des betieffenden 
Pioblems eingehen, und bezeickiiet dieses System als die „Bctsis“ des 
Pioblems, den Bestandteilen diesei „Basis“ (msbesondeie den Funk- 
tionenklassen und Funktionalopei ationen) we i den dann solche Bedin- 
gungen aufeilegt, daB die Vei allgememeiungen dei speziellen Satze, 
von denen ausgegangen wird ; noch gelten 

Em aubfuhilickeie Daistellimg von E H Mooie s „Geueial Ana- 
lysis'* geboit mcbt bieiliei, sondem vi el mein in Beieieb des (aller- 
dings selion voi den angegebenen Aibeiten E H Moo) es entstandenen) 
Artikels ubei Funktionaloperationen und -gleicbungen Auf diesen 
Aitikel II A 11 (S Pmclteile) sei auch an und fui sick wegen des 
vielfacben Ziibdmmenhangs nnt den in diesei Ni behandeltcn Dingen 
lnei nocb ausdnicklich veiwiesen* 


26 a. + Ranm von nnendlicli vie^n Dimensionen, Funktionen- 
raum und andere spezielle Raume Die in dei vongen Ni aus- 
emandeigesetzten allgememen Begufisbildungen und Untei such ungen 
eiweisen sieh nun als besondeis fiuclitbai bei der Anwendung auf 
spezielle Falle also auf Raume bestimmtei konkietei Elemente, die 
sicli analog veihalten wie die gewohnliclien ??-dimensionalen Euklidi- 

o o 

srhen Raume * 

Betiacbten wn /uuachst den Begnff ernes llauniCb JR (i) von ab- 
jtlilba) mnndhch vielen Dimensionen Em Punkfc dieses Raumes J? f , 
wild daigestellfc duicli die geoidnete Reihe dei Kooidinaten x v ol 2 , y 
r n . Uni R li} zu emem metnselien Raum zu machen, genugt es ; 
une geeignete Definition dei Enifemimg (ecait) zweiei Punkfce 


und 


/> nnt den Kooidinaten o\ n r * 2 , 
x in it den Kooidinaten x 19 i 2 ' 
zu geben, M Fie'chet 53B ) ^etzt als Entfernung 

TJ=+O0 


^ i + | \ n ■ 

n = 1 ' n 


537) ^Speziell behandelt ei che Auflosung von Systeraen lineaim Gleiehungen 
mit endlich bz^\ ab/ahlbar uuendhoh vielen Unbekannten und die Auflosung 
linearer lutegralgleichungen * 

5 ->8) + M Fiechit , These 601 ), p 40 [auch. Pans C R 140 (1905), p 567/S 
n 772] — Eine hieran nnschhefiendo Untersuchung der Funktionentheorie 
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+ und zeigt, daB man auf diese Weise emen normalen metiisclien Raum 
a halt* Es ist dann leicht, die allgeineinen Satze auf dieses spezielle 
Beispiel anzuweuden Offenbai ist m diesem Falle bei der Definition 
dei Entfemung erne gewisse WiUkui moglich, von Wichtigkeit ist, 
daB man eme solcbe Definition geben kann 

Erne andere Bildung ernes Begnftes des Raumes von unendlicli 
vielen Dimensionen verdankt man D Hilbett™ 9 ) Man sclilieBt die- 
jenigen Punkte aus, fm weiuhe die Reihe 

v + + v + 

nicht konveigieit, und mmmt als Entfcymmqs definition 

(*, *') = vex, -\y+ or- VF-f 

^Dei so entstehende Raum wnd haufig als dei Hilbe) tschc Raum be- 
zeichnet, ei ist wiedei em noimaler metnsebei Raum* Die Satze von 
M F) edict bleiben demnach anwendbai 51 °) 

+ Des weiteien ist dei „FunUionem aum“ (odei „Funldionabaum li ) 
viel unteisuclit woulen, d h dei Raum, des, sen Elemente die in emsni 
abgesehlosseuein Intel vail [a, b ] definieiten eindeutigen, stehgen Funic - 
tionen f(%) sind Als Entfemung dei beiden stetigen Funktionen 
f(&) und g{%) weide das Maximum von | f{x) — g(x) | m [a 9 b] ge- 
nommen [Vgl auch Ni 49 b] Man eihalt auf diese Weise imeb 
M Fiechet wiedei emen noimalen nietuscben Raum r>11 ) 

Eme andeie biauchbaie Entfeuiungsdefimtion hat F Riei>z U2 ) 
gegeben, er defimeit namlich als Entfemung von f{x) und g(x) den 
Ausdiuck / -jf- 

y f [/(A — q&Ydi 

b 

Der Raum dei stetigen Funktionen wnd dann em sepaiablei metuscliei 


in emem solchen Raum i? (rl bei JR, Gateaux , Bull Soc math Fiance 17 (1919j, 
p 70/96 * 

539) D Hilbert, lieudic Giro mat Paleimo 27 il909\ p 59/71 

540) Eme ausfubthche Darstellung dei Geometric des HilbertscliQn miend- 
licli-dimensionalen Raumes gibt M Frechct, Noth Ann math (4) 8 (1908), 
p 97/116, 289/317 [^.Eiuen anderen uneiullich-dimensionalen Raum, dei dem 
Hdbeite clien nahesteht, hetiachtet K Ogwa, Tolioku Math J 18 (1920), p 9/22 *] 

*Spe7iellere Unteisuchungcn uber den Hilbertschen Raum bei W L Ilcut, 
Trans Amei Math Soc 18 (1917), p 125, 23 (1922), p 30'50, E IF Chittenden , 
Rendic Cue mat Paleimo 45 (1921), p 265/70 * 

541) *21 1 Ficchet, These B04 ), p 36/8* 

542) *F JRiebZ, Pans C R 143 (190G), p 738/41 — Noch eme andere De- 
finition bei M Frechet , Pans C R 162 (1916), p 154/5* 
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Raum, dei abei jefczt niclit mekr vollstandig ist — Diesei Entfernungs- 
ausdruck kann mcht nui fui stetige Funktionen gebiaucht werden, 
sondeni allgememer auch fur Fuuktionen, die in [a, ft] sumimerbar 
und von sunimieibaiem Quadiat [siehe Ni BO] smd, dabei weiden 
dann allerdmgs zwei Funktionen mcbt unteisckieden, wenn sie bis 
auf eme Nnilmenge ubereinstimmen 513 ) Dei in solcher Weise erhal- 
iene Funktionemaum stellt emeu noimalen metnscken Rautn dai Ygl 
dazu auch Ni 5 7 543 a ) 

Uber die Funktioneuraume und uber die m lhnen geltende Funk- 
tionentheone smd zahlreiche spezielle Untersuchungen angestellt woi- 
den 5U )* 


543) solche Funktionen, die sick nur in einer Nullmenge unterschei- 
den, bezeichnet man nack H Lebcsgue, Ann Fac sc Toulouse (3) 1 (1909), p 38, 
als „aqiiivalente s< Funktionen * 

543 a) + Es sei noch eiwahnt, daft U Stemhaus , Matk Ztscbi 5 (1919), 
p 186/221, auch den Raum der m f «, b] summierbaien Funktionen sotvic den 
Raum deL in [a, h] meBbaren Funktionen untersucht bat, unter Benulzung von 

b 

j 1 1 f(%) — gfr) 

a 

als Definition der Entfernung von f{a) und g(x) * 

544) + Vgl II A 11 ( S Pmcherle) , v 0 r allem Nr 19 — Abgeseken von den 
in B0 °), 601 ), 60S ) zitierten Abkandlungen (und Buckem) von G Ascoli, V Vol- 
terra und C Arztla smd kier msbesondero die folgenden Arbeiten zu nennen 
J Hadamaid , Pans C R 136 (1903), p 351/4, Lemons sur le calcul des varia- 
tions, Bd 1 (Pans 1910), Chap VI, M Fieclut, Tians Amer Matk Soc 6 (1904), 
p 493/9, 6 (1906), p 134/40, 15 (1914), p 135/61, 16 (1915), p 215/34, Pans C R 

148 (1909), p 155/6, 279/80, 150 (1910), p 1231/3, 152 (1911), p 815/7, Ann Ec 
Norm (3) 27 (1910), p 193/216, P Montcl, Ann fee Norm (3) 24 (1907), p 213/64, 
E Schmidt , Rend Circ mat Palermo 25 (1908), p 56/65, F Piesz, Pans C R 

149 (1909), p 974/7, Ann Ec Norm (3) 28 (1911), p 33/02, (3) 31 (1914), p 9/14, 
Acta math 41 (1916), p 71/98, H Lebesgue , Pans C R 150 (l910), p 86/8, G Ko - 
ivaleivsh, Sitzgber Ak Wiss Wien 120 t Ha (1911), p 77/109, 120, 11a (1911), 
p 1435/72, Pans C R 151 (1910), p 1338/40, 153 (1911), p 1452/4, E Belly, 
Sitzgher Ak Wis«; Wien 121 II a (1912), p 265/97, J Padon ,7C ), eistes Zitat 
(msbesondere p 1332/42), sowie zweites Zitat, P Gateaux, Pans C R 157 (1913), 
p 325/7, Rend ic Attx Acc Lmcei [Roma] (5) 22 s (1913), p 646/8, 23 x (1914), 
p 310/6, 405/13, 481/6, Bull Soc math France 47 (1919), p 47/70, 50 (1922), 
p 1/37, P Levy, Sur les equations integio-differentielles defimseant des fonctions 
de lignes, Panser These 1911 = J 6c Polyt (2) 17 (1913), p 1/120, Pans C R 151 
(1910), p 373/5,977/9, 152 (1911), p 178/80, L«)6(1918),p 1515/17,1658/60,168 (1919), 
p 149/52,732/6, 169 (1919), p 375/7, 172 (1921), p 1283/5, Rend Cue mat Palermo 
33(1912) p 281/312, 37 (1914), p 113/168, Bull Soc math France 48 (1920), p 13/27, 
Le 9 ons d 1 Analyse fonctionelle, Pans 1922, Gli A Fischer, Amer J of matk 35 (1913), 
p 369/94, 36 (1914), p 289/306, 38 (1916), p 2^9,66, 39 (1917), p 12 3/34, Annals 
of math (2) 19 (1917), p 37/43, Pioc National Acad U S A 3 (1917), p 637/40, 

Encyklop & math. Wissensch II S 67 
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^Die Elements des Funktionenraums, die eindeutigen ^tetigen 
Funktionen fix), kann man als Kuiven (Lmien) anffassen und kommt 
so zu einem Rauin von Kuiven und Kurvemnengen und zu Funlc- 
tionen von Lmien („fonctions de hgnes“) 545 ) Abei dies sind nui spe- 
zielle Kurven, die sick namlicli auf die z-Acbse emdeutig piojizieren 
Will man die allgememen stetigen Ivuiven zugiunde legen, so mufi 
man von lhiei Paiameteidaisiellung aimgeken * 

Seien zwei stetige Kuiven c und C duicli die Gleichungen 

y = g(t ) , 

A = F(t), Y — G(t) 

gegeben MG ), wn wollen annebmen, da8 dei Parameter t zwischen 0 
und 1 vameit Dieselbe Kuive, z B c, kann abei aucb duick un- 
endlieli viele andeie Paaie stetigei Funktionen f und g eihalten weiden 

Bilden wir die Zabl 

d(t) = vm - wj? + w> - (dm, 

hat d(t), wenn t von 0 bis 1 vameifc, em Maximum d M Fi echet^ ) 
nennt Entfeinung (ecait) die unfceie Grienze aller dieser Maxima d, falls 

fur Kt), ?(0, Fit), G{t) 

8 (1922), p 26/9, L Tonclli, Atti Acc Torino 49 (1913/14), p 4/14, Rendic Acc 
Lmcei (5) 23 x (1914), p 28/13, E Pascal, Rendic Acc bc Napoli [53 =] (3) 20 
(1914), p 40/8, 68/77, 85/91, 104/111 = Griorn di mat (3) 53 (1916), p 318/48, 
E Damele, Rendic Acc Lmcei (6) 24 x (1914), p 319/24, 496/8, Giorn di mat (3) 
53(1915), p 162/8, Ph Frank u a Pick, Pans C R 158 (1914), p 104/5, Math 
Ann 7b (1915), p 354/75, G Pick, Pans C R 158 (1914), p 549/51, W Blaschke , 
Pans C R 158(1914), p 778/80, 1140/51, IV Blaschke n G Pick , Math Ann 77 
(1916), p 277/300, Ph Frank, Math Arm 77 (1916), p 301/2, G A Bliss , Proc 
National Acad U S A 1 (1915), p 173/7, Elena Freda , Rendic Acc Lmcei (5) 
24 x (1015), p 1035/39 , A Winternitz, Ber Ge3 Wiss Leipzig 69 (1917), p 349/90, 
S Kaktya, Science Reports Tohokii Univers b (1917), p 341/58, 7 (1918), p 177/96, 
G C Eoans, Functionals and then applications Selected topics including inte- 
gral equations, Amer Math Soc Colloquium V 1, New-Yoik 1918, H Stun- 
flaws 643 *), L L Bines, Trans Amor Math Soc 20 (1919), p 45/b5, Elizabeth 
Be Stour geon , ibid 21 (1920), p 357/83, I A Ba/ndt, Proceed National Acad 
U S A 6 (1920), p 200/4, F Tncomi, Atti Acc Napoli (3) 26 (1920), p 160/69, 
193/202, E IF Chittenden fi4 °) , Pia Nalh , Rend Circ mat Palermo 46 (1922), 
p 49/90, St Banach , Fundaments math 3 (1922), p 133/81, T H EM biandt , 
Bull Amer Math Soc 28 (1922), p 53/8, G T) BulhofJ u OB Kellogg } , 
H Hahn lli ), G Bouhgand, Pans C R 176 (1922), p 822/3, JE 'Wieyier, Funda- 
menta math 4 (1923), p 136/43 * 

545) *Vgl 601 ), B08 ) und auch 644 ) * 

546) + Entsprechend lm drei- oder mehidimenBionalen Raum * 

547) Fiechet, Pans C R 140 (1905), p 772/3, und 141 (1905), p 873/5, 
These 504 ), p 51/67* 
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alle moglicben Funktionen von t nimmt ? welcbe die Kuiven c und C 
darstellen ^Dei Raum diesei Kuiven ist wieder em normaler metnscbei 
Raum * 

^Einen weiteren Spezialfall der in der vorigen Ni besprochenen 
allgemeinen Tlieone stellt erne Begiiftduldung von JR JBmre M ) dai 7 
die ei [wenig zweckmaBig] als , nulldimensionaler JRanm u5 49 ) (, „NnU - 
ranm“ ) bezeicb.net und die ei bei semen Untersucbungen ubei seme 
Funktionenklassen veiwendet* 

Dieselbe Rolle, wie sonst die Punkte, spielen bier lm ;; Nullraum‘ 
die Folgen ganzer, positiver Zablen, also das Element des „Null~ 
iaums“ ist eme geoidnete Folge 

(Pi j > a nf )? 

wobei jecler Buehstabe ligeneme der positiven ganzen Zablen 1, 2, , 

n, bezeicbnet Die Menge alle} dieser Folgen ganzei Zablen bildet 
den „Nulliaum“ 

Das Gienzelement wird dann folgenderm alien defimert Das Eje- 

ment A = [(Vo, A)o, , <A)o> 1 

beiBt Gienzelement des verandeilicben Elements 

A = [KA A A » A A J> 


wenn man fur jedes n eine ganze Zabl Ji finden kann ; so daB man 
fdr die Werte von p > h 

(«,)„ = A)o fui * = 2 , > » 

bat 

^Der nabeliegendste Entfeinungsbegnff, dei zu diesei Definition 
des Grenzelementes fubit, entsteht, wenn man als Entfernung zweiei 
Elemente A 0 und A L den reziproken Weit des Index der eisten in 
beiden Zablenfolgen mcbt uberemsfcimmenden Stellen mmmt Der 
J5a^escbe „Nulliaum“ ist dann em normaler metnscher Raum 550 )* 


5481 JR Bane, *Paris C R 129 (1899), p 916/9, 1010/13, und lnsbes * Acta 
math 32 (1909), p 97 ff 

549) + 7? Bane s sog „nulldimensionaler Raum 11 hat unter den Dimensions- 
typen von M Frcchet [vgl Nr 17 SchluBj den gioBten Typu«, der klemer als l 
ist (namlicb den Typus allei lriationalen Zablen) Der Name „null-dnnensio- 
naler Raum“ laBt sich deshalb lm Rahmen dtr Frcchetschen Theoue der Dimen- 
sionstypen mcht aufiecbterbalten Vgl M Frechet, Math Ann 68 (1310), p 155* 

550) *Entgegen einei (wegen felilender Entfernungsdefimtion allerdmgs 
mcht eindeutigen) Angabe von M Frechet, Rendic 30 504 ;, p 26, daB der Bairc- 
ache „Nullraum u mcht eme normale, sondern nur eine separable Klasse (E) 
sei — Eei diesei Gelegenheit sei (lm Hmblick auf FuBn 519 )) hervorgehoben, 
dafi die Eigenscbaft der Vollstandigkeit ernes Raumes keme Invanante der Ana- 
lysis situs ist * 

yrjt 
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+ Auch auf die Gesamtlieit del ini Innem ernes Gebietes @ ana- 
lyhschen FimUtonen lassen sich. die allgemeinen Untersuchimgen an- 
wenden 551 ), ebeuso auf die Gesamtheit yon Poten$reilnen ? deien Koeffi- 
zieuten einem voigelegfcen Korpei augehoren 5 ^), oder die im Einheits- 
lvieis konvergieien 553 ) 

Zum SchluB sei uoeh erwahnt, daB A Jlacu und D Komg** 1 ) 
sowie H Halm 555 ) die wichtigsten Punktmengensatze auf die emfach 
gcordneten Mengen D5b ) ubeitLagen haben* 

551) lnecheb, These so *), p 45/51* 

552) +J KmschaL , Nieuw Archief v Wiskunde (2) 10 (1912/3), p 3G2/9, 
siche auch Pioceed 5 internat congr mathem Cambridge 1912, I (Cambridge 
1913), p 285/9 * 

553) +G Polya, Acta math 41 (1917), p 99/118, M Frcchet, Pans C ft 155 
(1917), p 669/70, F Hausdorfl, Math Ztschi 4 (1919), p 98/103 * 

554) *A JHaar u I) Komg, J f Math 139 (1911), p 16/28 * 

555) Hahn , Sitzgshei Ak Wisa Wien 122 II a (1913), p 915/67* 

556) *l)ber die Theorxe der geoidneten Mengen siehe A Schocnfhes, Be- 
ncht I 1913, p 68 ff [vgl hier auch den Abschmtt uber mehrfach geordnete 
Mengen, p 84/7] und F Hausdorjj , Mengenlehre, p 69 IT* 



IIC 9 b. INTEGRATION UNI) DIFFERENTIATION. 

Nach dem fi anzosischen Aitikel von P MONTEL m Pans 
beaibeitet von A ROSENTHAL in Heidelberg 

Xiteratur. 

(Zusammenfassende Darstellungen ) 

C Garatheodory , Yorlesungen uber reelle Funktionen, Leipzig u Berlin 1918 
[abgekurzt G Garatheodory, Reelle Funktionen] 

U Dim, Foudainenti per la teonca delle funziom di vanabih reali, Pisa 1878 
[abgekurzt U Dim , Fondamenti] 

— Grundlagen fur erne Theone der Functionen emer veiinderhchen reellen 
GrofJe, dtscli beaib von J Luroth n A Schepp, Leipzig 1892 [abgekurzt 
Dim-Luioth , Giundlagen] 

E W Hobson, The theory of functions of a real vauable and the theory ol 
Fourier’s senes, Cambridge 1907 [abgekurzt E W Hobson , Theory] 650a ) 

G Jordan, Cours d 1 Analyse de l’ficole Polytcchmque , I Bd , 2 dd Pans 1893, 
3 ed [nur sehr wemg verandeit] 1909, II Bd , 2 cd 1894, 3 dd 1913 
G- Kowaleuskt, Grundzuge der Differential- und Infcogialrechnung, Leipzig u 
Berlin 1909 

H Lebesgae, Integrate, Longueur, Aue, Panaer These 1902 (Mailand 1902) — An- 
nali di mat (3) 7 (1902), p 2*il/3’>9 [abgekurzt H Lebesgae , These = AnualiJ 

— Lemons sur 1’integration et la lecherche des fonctions primitives, Paris 1904 
[abgekuizt H Lebesgue, Lemons sur l’lDtdgration] 

E Pascal, Esercizi e note cntiche di calcolo mfimtesimnle, Milano 1895 — 
2 a u 3* ediz mit dem Titel Esercizi critici di calcolo differenziale e mtegiale, 
1909 bzw 1921 

f Purpont, Lectuies on the theory of functions of real variables, Bd 1 , Boston 
1905, Bd 2, 1912 [abgekuizt J Pierxmit, Lectuies] 

A Schoenjhes, Die Entwicklung der Lebie von den Punktmaumgfaltigkeiten (Bc- 
ncht, erstattet der Deutsch Math-Ver), I Teil, Jahresb d Deutsch Math - 
Yer 8 (1900) [abgekurzt A Schoenfhes, Bencht I 1900] 

O Stolz , Grundzuge der Differential- und Integi all echnung , I Theil, Leipzig 
1893, III Theil, 1899 [abgekurzt O Stolz, Grundzuge] 

Gh J de la Vallec Poussin, Cours d’Analyse mfimtesimale, Louvain Pans, I Bd , 
2 ed 1909, 3. ed 1914, II Bd , 2 ed 1912 

— Integrals de Lebesgue, fonctions d’eusemble, classes de Baire, Pans 191b 
[abgekurzt C de la Vallee Poussin, Integi ales de Lebesgue] 

W H Young, The fundamental theoumis of the differential calculus (Cambridge 
Tracts in Math and Math Phys , Nr 11), Cambridge 1910 

Im ubrigen sei auf das ausfuhiliche Liter atuiverzeichms des Artikels II A 2 
( A Vo} 3) hingewiesen * 


556 a) *Vgl Fufinote f' 1 aa * P 855 
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Bestimmtes Integral der beschrankten Funktionen einer Veranderlichen 

27. Das Integral nacbL Cauchy Sei erne Funktion f(z) der 
reellen Veranderlichen x voigelegt, die m einem Intervall \a, 6] defi- 
mert und in diesem Inteivall beschiankt ist dann existiert erne Zahl 
M deiait, daB \/(x)\ fur jeden in [a 7 b] genommenen Weit von x 
ldemer als 31 ist 

Setzen vm f{%) als m [a, b] sfetig voraus, teilen wn dieses 
Interval! [a,b] nut Hilfe der Folge g 0 , a l9 a 2) > a n ~i> a n (wobei 

= a , a n = b ist) in Teilmteivalle und bilden wn die Sumrne 
S = (a l - a 0 )f(x 1 ) + (a, — a^)f(x 2 ) + + («„ — «„_i )f ( x „) , 

u\ der eiue dem Intervalle [»<_!, a t ] [emscblieBlich dei Endpunkte] 
angekorige Zahl ist Wachst die Zahl dei Teilungspunkte deiart uber 
alle Gienzen, daB das Maximum von | a t — a l _ 1 \ den Grenzwert Null 
hat, so besitzt die Zahl $ einen Gienzweit, den man das bestimmte 
Integral der Funktion lm Intervalle [ a , b] odei das bestimmte Inte- 
gral der Funktion zwischen den Gienzen a und b nennt und nut 

b 

jf(x)dx 

bezeichnet 

Diese Zahl genugt den folgenden Gleichungen 

b a 

ff{x) dx +ff(x) rf* = 0, 

a b 

b c a 

Jf(&) dx -\-Jf(x) dx -{- J}(x)dx — 0 

CL b c 

und den Uugleichungen 

a 

wenn G bzw g die obere bzw die untere Greuze von f(x) im Inter- 
valle [a, b] sind Hieraus leitet man die Gleiehung 
6 

ffix) dx = (b — a) f(a) 

a 

ab, m der a eine Zahl des Intervalles (a, b) bedeutet Das so defi- 
meite Integral ist das Integral nach Cauchy 557 ) 

557) L Cauchy , Resume des leqons donuees a l’Ecole roy Polytech- 
mque sur le calcul infinitesimal, I, Pans 1821 = (Euvres (II) 4‘, p 122/29 Siehe 
auch II A 2 (A Vo/3), Nr 81 * 



27. Das Integral nach Cauchy 28. Das RiemannBche Integral 1033 

28. Das Riemannsclie Integral Es sei f(%) erne beliebige lm 
Intervall [a,b\ beschiankte F unktion und wir bilden wiedei, wie m 
Ni 27, die Sumrne * = « 

S== ^( a . ~ a i-l)f(. X l)l 

i — L 

smd die Teilungspunkte festgelegfc, so haben die Zablen S die obere 
bzw unteie Gienze S bzw S 

i — n 

i = l 
i — n 

s=^(/X a i— a ,-i)> 

i-i 

wobei G % bzw g t die obere bzw unteie Gienze dei Funktionswerte 
f(x) im i tun Teilinteivall bezeicbnen 

Wacbst die Zabl dei Teilungspunkte uber alle Grenzen und kon- 
vergiert das Maximum von | — a t _ 1 1 gleicbzeitig gegen Null, so 

baben die Zablen S und S gleickfalls gewisse Gienzweite, die von den 
verwendeten Emteilungen unabbangig smd Sind diese Greuzwerfce 
emandei gleieb, so nennt man die Funktion mteguxhel odei integncr - 
&ar, in diesem Falle baben alle Summen S bestandig diesen selben 
Grenzwert, den man durcb das Symbol 

b 

Jf(x)dx 

a 

darstellt Dies ist der Ricmannsohe Integralbegnff 5B8 ) 

+ TF H Young* 15 ) und J Pie>pont 51G ) baben nocb allgemeinere 
Formen fm die Riemcinnsdie Integraldefinition angegeben Siehe bier- 

O o o 

uber Nr 29 ScbluB In ganz andeier Weise ist feinei das Riemann- 
sche Integral von W H Young G 45 ) und von F Rtesz 619 ) defimeit wor- 
den, siehe bieiuber Nr 35 a* 

Erne notwendige und hmreichende Bedingung daftir , da/3 eine be- 
schanlte Funktion mtecp ie) bai ist, besteht da) in, da/3 man das Intervall 
[«, b] derart m Teihnter voile emteilen lann , da/3 die Sumrne allot Teil - 
mtervalle, in denen die Schwanlung g)o/3er als ugendeinc willkurlidh 
angenommene positive Zahl £ ist, behebig Idem qemaclit iveiden Jcann 
Diese Integneibaikeitsbedmgung stammt ebenfalls von B Eiemann 558 ) 

558) B Eiemann, Uber die Darstellbaikeit emei Function durch eme tri- 
gonometrische Reihe, Habilitationsschrift Gottingen 1S54, publiziert Abh Ges 
Wiss Gottmgeu 13 (1867), p 101/4 = Werke, 1 Aufl , Leipzig 1876, p 225/7, 
2 Aufl , Leipzig 1892, p 239/41 *Vgl auch II A 2 ( A Tb/3), Ni 31, Fufln 18 °), 

lOSj „ 193, Qn , r,R 1 TT T ri n i - 7 * 
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Man kann sie in erne anclere Form brmgen, die die Verteilung 
dei TJ nsteti gkeits pnnkte der Fnnktion hervoihebt 

Damit eine beschtanlte FunUion integrwbai sei ? ist es noiwendig 
and hmreichend, da/5 die Menge alley Punktc, in denen die Schwan- 
lung b 5 *) gro[5o als eine positive Zahl £ ist, fur jedes behebigc e vom 
(Joi danschen) Inhalt Null sei 56 °) 

E Lebcsgue hat andere Formen dieser Bedingungen gegeben, m- 
dem er den Begriff der mittleren Scbwankung und seme Definition 
des MaBes emei Menge benutzt 

H Lrbezgue™ 1 ) definieit die rmttleie Schwanlung emei ini Imcer- 
yall [a, JJ besebiankten Funktion f(x) folgendermaBen Teilen wn 
dieses Intel vail mifc Hilfe der Teilungspunkte a 0 , a 1? , a n „ { , a n 

(wobei. a^ — a } a n = b ist) m n Teilmtervalle und berechnen wir den 
Ausdruck #= * 

wobei co t die Schwanknng der Funktion lm Intel vail a t ] be- 

deutet, waclist die Zabl der Teilungspunkte deiart ubei alle Gienzen, 
daB das Maximum von \a t — a t _ 1 1 den Grenzweit Null hat, so bat 
die Zahl eine bestimmte Zabl als Gienzwert, die mittleie Scliwan- 
kung von f(x) mi Intervall [a, 6] 

Bemeikt man, daB 

t — n 

S — S =^(a 4 — a, _i)« 

3~ 1 

ist, so ist obne weiteres klar, da/5 eine notivendige und Jimreicliende Be- 
dingung dafur , daj 3 eine beschranhte Funltion mtegnetbar ist, darm 
besteht, da/5 ihe mittleie Schwanknng Null ist 

Fubren wir jetzt die Definition einer Menge vom MaBe Null em 
d l eine Menge von Punkten, die m eine endliche odei abzaklbar 
unendliche Menge von Streeken mit beliebig klemei Langensumme 
emgescblossen werden konnen [Ygl Nr 20] 


559) *Wegen des Begriff s „Scliwankung emer Funktion m einem Punkt 14 
siehe Nr 22 An fang * 

560) + F Voltena , Giorn di mat 19 (1881), p 85, A Hamad, Die Element© 
der Differential- und Integralrcchnung, Leipzig 1881, p 262, Math Ann 19 (1882), 
p 212, 5,1 P clu Bois Reyino>uP 6S ) Letztexei bezeichnet in diesem Zusammenhang 
erne solche Menge vom Inhalt Null als „mtegne) bci) es P uni tsy stem ‘ 

561) H Lebcsgue , Lemons sur 1’integiation, p 22 Siehe auch G Robin, 
CEuvres scientifiques, publ parX Raffy 1 , Thcone nouvelle dee fonctions, Pans 1903, 



28. Das Riemannsehe Integral 
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Man erhalt dann den folgenden Satz 562 ) JDamit eine hesch unite 
Funktion mteg) lerbar set, tbt es notuendig imd Inmeichend, daft litre 
Unsieiigleitspimkte eine Menge tom Mafi Nidi bilden m ) 

Das B'lemannsch.e Integral genugt den folgenden Gleichungen und 
Ungleieliungen 

b a 

Jf(x)dx + jf(%) dx — 0 , 

a b 

boa 

ft fO) dx +ff(t) dx +ff(x ) dx = 0 , 

U b L 


562) Lebesque, These, p 24 = Annali, p 254, Lecons sur Pintegration, 
p 29 * Siehe hierubei auch G Vital), Rend 1st Lomb (2) 37 (1904), p 69/73 

563) BeispieJe Sei (x) die DifFerenz zwisehen x imd dei nacbsten ganzen 
Zahl und setzen wir ( x ) = 0, weun x = p + J ist, wobei p eine ganze Zahl dar- 
stelit Darm ist die Funktion 

n = + oo 

n = l 


2 p — 1 — 1 

stetig, ausgcnommen fm x = ----- — , in einem Punkte, dessen Absziase emeu 

*0. 

solchen Werfc hat (wobei 2p-|- 1 und 2q als relativ prime ganze Zahlen voraus- 
gesetzt sind), hat die Funktion eine Unstetigkeit eistei Art, und die Gr&Be des 

Sprunges iBt JB Riemann ^ 58 ) , Abh Ges Wise Gott , p 106 = Werke, 

1 Aufl , p 228, 2 Aufl, p 242,* gibt diese Funktion als Beispiel einei mtegrier- 
baien Funktion 

Sei ferner E eme perfekte, nngends dichte Menge vom Inhalte Null aut 
der Strecke [a, 6], so ist die Funktion <?(#), die fur die Punkte von E gleich 1 
und lur die ubngen Punkte von fa, 6] Null ist, mtegneibar 


Aus dem letztcren Beispiel kann man ein anderet> Beispiel emer mtegriei- 
baren Funktion ip(x) bilden, bei dei die Menge der Unstotigkeit&punkte zugleich 
nicht-abzahlbai und uberall dicht ist Es sei 


71= 1 

wo r p(x) eme nach dem voistehenden im Intervall [0, 1] defmieite Funktion ist, 
aufierhalb des Intervalles [0, 1] sei cp(x) durch die Bedmgung 

<p(^ + 1) = qp(^) 

bestimmt 

*J n der obigen allgememen, notwendigen und hmreichenden Integnerbar- 
keitsbedmgung ist als bemeikensweiter Spezialiall noch der Satz von TJ Dim 
[Fondamenti, p °46, Dini - Luroth , Giundlagen, p 336, vgl auch L Tonelh , 
Rend Ist Lomb (2) 41 (190b), p 77 3 5] enthalten, daB die beschiankten Funk- 
tionen, die nur „Unstetigkeiten 1 Art 11 besitzen, mtegrierbai smd, sowie die 
Aussage, daB die Funktionen von be^chiankter Schwankung (als Differenz zweier 
monoton^r Fnn 1 tionon') inl^n-n ih n i *'mrl * 
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b 

9^i~Jf{x)dx£G, 

a 

m denen die Buehstaben dieselbe Bedeutung haben wie m den ent- 
sprechenden, auf das Cauchyscke Integial bezuglichen Gleichungen 
und Ungleiebungen der yorigen Nr Aus del lefczten Tonne! kann man 
aber mcht scklieBen, daB das Integial gleich 

(&-«)/(«) 

ist, denn die Funktion f(x) bi audit mcht stetig zu sem und mmmt 
daher mebt notwendig alle zwischen g und G enthaltenen Werte an 
Fugen wn nock die folgenden Eigenscliaften bmzu 
j Die Summe zweier integiablen Funltionen ist eine mtegiable Funk - 
lion , und das Integral dei Summe ist gleich dot Summe der Integrate 
Die Summe eme> qleichmafiig lonvergenten Rerfie von mtegy alien 
Funltionen ist eme mtegyable Funltion , und das Integral der Summe 
ist gleich der Summe der Integyale det einzelnen Gliedw 

Das Pyodult und dey als beschyanlt vorausqesetzte Quotient zweier 
integy alien Funltionen ist eme mtegyable Funltion 

Ist f integiabei, so ist auch Yf integiabei, wenn diese Funktion 
einen Smn hat, ist / positiv und integiabei und ist cp mtegrabel, so 
ist auch [/(^)] V(J7) integiabei 

,Allgemem gilt nach P du Bois-Reymond 56i ) Fine stetige Funl- 
Uon von einet oder von endhch vielen inteqnct harm Funltionen ist gleich- 
falls mtegy lerbat * 

Dagegen hefert die allgemeine Operation /(ip), wo / und cp 
mtegrabel smd, mcht immei wieder mtegi lerbaie Funktionen, wie 
R Lebesgue m ) bemerkt, der kierfui das folgende Beispiel gibt 

Sei f(x) = 1 , wenn x von 0 veischieden ist, und f( 0) = 0, sei 

ferner q>(x) — 0 fur em irrationales x und cp ^ ^ (p und q relativ 

prim) Die Funktion f(cp) ist dann fui jedes irrationale x Null und 
fur jedes rationale % gleich 1, sie ist als>o die Funktion %(x) Di- 
richleta^)) die man duich den analytischen Ausdiuck 

zW™ Inn [lnn(cosm!^) 2 ”| 

m = + 00 7l=:+oo 

564) t P du Bois-Beymond, Math Ann 10 (1880), p 112, 20 (1882), p 122/4 
= Sitzgsher Ak Wias Muuchen 12 (1882), p 240/2, [vgl auch J f Math 79 
(1874), p 24/6]* 

665) Lemons sur 1’integiation , p 30 

5b ®) * G 'Lejeune- Dmchlet, Worke 1, p 132,* vgl II A 1 (A Pnngshmm ), 
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darstellen kann, alle Werte von x Bind Unstetigkeitspunkte, also ist 
diese Funktion mckt mtegrabel 607 ) 

29. Das obere und untere Integral nach. Darboux Die Zahlen 
S und Sj die fui eine mi Interval! [a, b] beschiankte Funktion defi- 
mert smd, haben jede emen von dei Ait der Emteilung unabhangigen 
Grenzwert, wenn die Zakl der Teilungspunkte ubei alle Grienzen 
wachst und das Maximum von \a t — | gegen Null konveigiert 

Diese Grienzwerte, die man duich die Syrabole 

b b 

Jf(x)dx , jf(x)dx 


bezeich.net 568 ), keiBen bzw das obeye Integyal (i par exces) und das 
untere Integral (i pai defaut) von f(x) im Intervall \ a, fc] Sie smd 
m strengei Weise von G Dcuboux defimert woiden 569 ), + ungefahr 
gleichzeitig auch von J Thomae 57 °), G Ascoh 571 ), P da Boi^-Rey- 
mond™), H J St Smith™) * 

Das obere Integral hat folgende Eigenscbaften 

V " u 

Jf{pc) dx -|- Jf(x) dx — 0 , 

a b 


b c a 

J'f(x) dx + J‘f(x) dx -\-Jf(x) dx = 0 , 

u b c 


o on 

f[f(x) -f- cp(x)]dx <Jf(z)dz + J* p(x)dx, wenn b — a > 0 , 


567) Erne Function kann mtegrabel sem, ohne durch einen analytiscken 
Ausdruck darstellbar zu sem H Lebcsgue bat mebbaie Mongen vom Inbalte 
Null angeben konnen, die nach dex Methods von E Bortl mckt meBbax smd 
*Vgl Nr 20 bei 595 ) * Eine beschiankte Funktion, die in alien Punkten oiner 
solchen Menge gleich 1 und in alien ubngen Punkten Null ist, let mtegrabel, 
kann aber mckt durch einen analytischen Ausdiuck daigestellt werden [Siehe 
H Lebe^gne, J de math (6) 1 (1905), p 216] *Vgl Nr 55 * 

568^ + Diese Schreibweise gekt auf V Volta ra fGioin di mat 19 (1881), 
p 310] zuruck * 

569) G Darboux , Ann 6c Norm (2) 4 (1875), p 64/71, *vgl hierzu II A 2 
(AL FoyS), Nr 31, msbes FuBn 1Q4 - 190b ) * 

570) *,/ Thomae, Emleitung in die Theorie dei bestimmten Integxale, Halle 
1875, p 12/13 * 

571) +G Ascoh , Atti Acc Lmcei (2) 2 (1876), p 862/72 * 

572) du Bois-Eeymond, Ztschr Math Pkys 20 (1875), Hist -Lit Abt , 
p 123/5* 

673) J St Smith, Proc London Math Soc 6 (1874/fO n 1 fi i /° ^ 
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und entspiechende Eigenschaften kommen dem unteren Integial zu 
[^Bei der leizten Ungleiehung ist fur das nnteie Integral duich ^ 
zu ersetzen*] 

Man hat weitei 

~b b b 

Jf(x)dx — Jf(x)dx = (b — a) or (x) d x*, 

a a_ a 

wo *ca(x) die Schwankung von f(x) ini Punkt x und* dJ die mitflere 
Schwankung von f{cc) m [a, 6] ist Das obeie und unteie Integral 
ist der obere bzw unteie Limes dei Summen S [siehe Ni 28], weitei 
ist jede zwiseken diesen beiden Limites enthaltene Zalil Grenzwert 
einer Folge von Summen S 5U ) 

*W H Young 575 ) und J Pieipont 576 ) liaben andere Foimulierungen 
fur die Definition des Daihouxs chen obeien und untei en Integrals und 
damit auch des Riemannschen Integrals angegeben 677 ) Im wesent- 
lichen kommen dies© Fomulieiungen darauf hinaus, die Teilmtei valle 
m die zeilegt wild, durch Teilmengen zu eisetzen Die Young^che 
Foimuheiung wild wokl eist im Zusammenhang mit semei allge- 
memeien („eistui“) Integialdefimtion [Ni 35a] lechfc veistandhcli sem 
und soli auch erst doit m Ni 35a angegeben werden Dao e o-en 
sebhefit sich die Pieiponh che Foimuheiung so eng an die Riemcmn- 
sche bzw Dmloux sche Definition an, daB sie am besten schon an 
dieser Stelle gebiacht wird 

J Pieipont*™) zerlegt das Integration smtei vail [a, b] in endhch 
viele, nach Jordan meBbaie Teilmengen 578 ) die elementenfremd 
smd odei hochstens Mengen vom Inhalt Null gememsam haben, er 
multiplizieit den Iuhalt jeder Teilmenge & v mit der in a v genommenen 


574) H Lebesgue, Lemons sur Pintegration , p 35 *Vgl auch 00 1 ) * 

575) * IP E Young , Philos Trans hoy Soc London A. 204 (1905), p 221/39 
m^bes p 210, [eme vorlaufige Mitteiluog in Pioc Hoy Soc 73 (1904), p 445 / 9 / 

Dort hat er auch die Lcuhoux Bchen Integrate auf einor beliebigen meBbaien 
Menge untersncht * 

576) t J Pieipont, Trans Amer Math Soc 6 (1905), p 423/8, Lectures II 
p 1/4, dazu I, p 519, 521, 528 Er definiert doit das Integial auf einer belie- 
bigen Menge E, indem ei ausschlieBlich die zu den Punkten tod E geborenden 
Fimktionswerte m Betracht zieht* 

577) *Diese Fmmulietungen smd zeithch nach dem League seben Integra] 
dan ken Un Zelgen aucl1 Spur€n clet Beemflnssung dutch Lebesgue sche Ge- 

578) Der Ubergang zu abzahlbar Tielen, nach Lebesgue melibaren Te,l- 

f Dg n e “ , Ublt ™ 6iner Vera ' 1 S em 6i net un g des Rwnann schen Integralbegnffs und 
% J 4l [Caml,Ch “ WeS6ntllcbe “ »» lebesgue * chen Inte- 
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oberen [bzw unteien] Gienze Cr % [bzw dei Funktionswerte von 
f(x) und summieit alle diese Produkte, er laBt dann die Anzahl der 
Teilmengen cc v ubei alle Grenzen wachsen und gleicbzeitig das Maxi- 
mum des Durcbmesseis dei a, gegen Null abnehmen, der so ent- 
stehencle Grenzwert der Summen hefert dann wieder das obere [bzw 
unteie] Dayboux scbe Integral 

W H Young™) gibt aucb eme Darstellung der oberen und un- 
teren Integiale duich Riemanmchz Integiale 58 °) 

AuBeidem bat W H Young nocb eme volhg andeie Art dei De- 
finition dei DaybouxschsyL Integiale und des Riemann schen Integials 
augegeben, die auf der Heranziebung monotonei Folgen balbsfcetiger 
Funktionen beruht, siebe bierubei Ni 85a, 2 Definition von W. H 
Young [msbes bei FuBn GdS )]* 

30. Das Lebesguesche Integral 581 J Bei dei Bildung dei Summen 
S [vgl Ni 27 u 28] teilt man das Inteivall [a, 6J in Teilmtei valle 
und wablt in jedem Teilmteivall [a t _ 1; aj emen Weit f(x ( ) der Funk- 
tion, diese Weite /(^) bonnen wenig oclei viel vonemander verscbie- 
den sem, je nacb dem Werte dei Scbwaukuug von f(z) m diesem 
Intervall, es wetden so oft Weite von f(x) veiemigt, deien Differenz 
emen absoluten Weit hat, dei mcht untei eme gewisse Grenze her- 
unteigehen kann 


579) + W H Young , Proc London Math Soc (2) 2 (1904), p 58, 57/9 u * 7 *), 
msbes Phil Trans , p 240/3 [Proc boy Soc , p 448] * 

580) *lst s das Integrationsmteivall und c some Lange [oder die meBbare 
Menge, iibei die mtegriert wild, bzw deren MaB], so isfc 

G 

( 1 ) Jf(x)du. = a g+Jjdy, 

* V 

wobei g bzw G die untere bzw obere Gienzo \on f(x) in s isfc und J das 
MaB derjemgen Punktmonge darstellt, fur welche die obere Limesfunktion von 
t{x)>y isfc Analog fur das untere Integral 

G 


( 2 ) 




s 


0 


wobei J das MaB derjemgen Punktmenge darstellt, fur welche die untere Lmies- 
funktion von f{x)^.y ist 

Die reckts auftretenden Integrate smd Biemaunsche Integiale, well J und 
J monotone Funktionen von y smd 

Wuide man hier statt dei oberen bzw unteien Limesfunktion die Werte 
von f{x) selbst einsetzen, so kame man (bei den „summierbaren u Funktionen) 
duich (1) und (2) jedeBmal zum Lebesgueschen Integral, siehe Nr 30* 

581) Lebesgue , These, p 18/30 = Annali di mat (3) 7 (1902), p 218/60 

[dazu als vorlaufige Mitteilung Pans C R 132 (1901), p 1025/8], Le^ns sur 
Integration, p 98/129 * 
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Das Pnnzip der Methode von JS Lebesgue besteht daim, das 
Schwankungsmtervall \cj, G~\ der Funktionsweite durch dazwischen- 


hegen.de Weite 


9 k, ^2; J ) ^n- 


1 ; K '' 


G 


m Teilmtervalle zu teilen und die Menge deijenigen Weite von x zu 
betiaekten, fui die f(x) zwisclien Z t-1 und \ enthalten oder einer 
dieser beiden Gienzen gleicli 1 st Das (Lebesgue sebe) MaB emei jeden 
dieser Mengen spielt die gleiche Rolle wie die Lange der Teilmter- 
valle mi JRiemami seben Integial Man veremigt also benaehbarte 
Werte von f{x) Wenn f(x) niebt abniinint odei niclit waekst, d h 
also monoton ist ; so sind die beiden Verfabren identiseb 

^Es muB aber bier ausdiucklich lieivoigeboben werden, daB die 
Durchfuhrbaibeit des augedeuteten Veifahiens die Veischatfung des 
Jordanschen I 1 /halts zum JBo?elschen odtr Lebesgiiescheu Map voraus- 
setzt Wollte man das Integial aufbauen mit Hilfe der augedeuteten 
Lebesgue sehen Zeilegung m Honzontalstieifen unter gleichzeitiger Be- 
nutznng des Jordans chen Inbalts (odei des auBeien und mneren In- 
baits), so kame man im allgememen nicht einmal zui Integration der 
stetigen Funktionen, man selie bieiuber FuBn 5ys ) Als das Wesent- 
licbste am Lebesgiiescheu Integral eiweist sicb demnach die Verwen- 
dung des Lebesgueschen Mafics™ 1 *) Nocb deutlicher wnd dies und uber- 
baupt dei Unterschied zwiseben dem Lebesgue sehen und Riemann - 
schen Integial durch die geometrisckc Definition des Integials, vgl 
Nr 81* 

H Lebesgue mmmt 5b3 ) als Ausgangspunkt gewisse (jiundeigen- 
schaften des Ricmannschen Integrals und will ruoglicbst fui jede m 
[a, 6] beschrankte Funktion eme Zalil von diesen Eigenscbaften defi- 
nieren Ei hat gezeigt, daB das Pioblem [wemgstens m emem ge- 
wissen Umfang] auf eme emzige Weise losbai ist, und gibt die Qpe- 
rationen an, die auszufuhren smd, urn die gesuchte Zahl zu erhalten 
mit andeien Worten, ei geht von emer desknptiven Definition emer 
Zabl zui konstruktiven Definition deiselben Zabl uber 

Die fur die Definition des Integials gewablten Eigenscbaften smd 
die foigenden 

1 Man bat immei, was aucb sem mogen 


b b-\ h 

ff{%) dx —J* f(x — h) dx 

a a + h 


581a) *Vgl auch die in 578 ) gemachte Bemerkung * 

582) + In Bemen Leijons Bur 1’ integration, dagegen mebt in Bemer Th&se 
Ygl 68 V 
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2 Man hat immer, was auch a,b,c sem mogen 

b c a 

Jf(x) dx -f- J“f (sc) dx Jf(x ) dx = 0 

a b l 

3 Man hat 

h b b 

j [ f(%) + yfa)] dx =j*f(x ) dx + j <p($) dx 

a a a 

4 1st f{x) I> 0, b > a, so hat man 

h 

J'fix) dx^O 

a 

5 Man hat 

i 

J 1 X dx — 1 

o 

6 Wenn die Folge f n (x) monoton wachsend gegen f(x) konver- 
giert, so konveigieit das Integial von f H (x) g e g en das Integral von 
fix) ™) m ) 

Das zu losende Pioblem [+H Lebesgue nennt es das „Integ>ation$- 
problem il f ] besteht also daria, moglichst jedei beschrankten Funktion 

583) *Aueh die Eigenschaft 6 ist fur das ifaemaimacke Integral stets et- 
fullfc, wenn die Funktionen f(x) und f n [x) nach Bicmann mtegrierbar Bind Abei 
wenn die Funktionen f n (%) als nach Riemann mtegrierbai vorausgesetzt sind, 
braucbt f(x) nicht nach JRzemann mtegrierbar zu sem, wogegen H Lebesgue in 
6 die Integuerbarkeit yun fix) fordert Vgl lm ubngen Nr 3<i u 87 * 

584) Die ersten funf Bedmgungen smd vonemander unahiningig , man wuBte 
zunachst nicht, ob es alle sechs smd, ^naturhch ist wegen &83 ) wemgstens ein 
Teil von 6 unabhangig von den ubngen Bedmgungen, ganz neuerdings hat 
St Banach 401 *) gezeigt, daB 6 volhg unabhangig von 1 — 5 ist * H Lebesgue 
gibfc in seiner Thbse 5Sl ) die konstruktive Definition semes Integrals und zeigt, 
daB sie gewissen Bedmgungen genugt, die sxe als bcrechtigt und natuilich ei- 
schemen lassen Die desknptive Definition findet sich m H Lebesgucs Lemons snr 
Tint^gration, p 98 

Jn Ann Ec Norm (3) 27 (1910), p 368/9, 374/5, 377 gibt H Lebesgue erne 
desknptive Definition m abgeanderter Form (die auch unmittelbar fur mehrfache 
Integiale anwendbai ist) Er defimeat die Integration nicht fur Intervalle, son- 
dern allgememer fui behebige beschrankte, meBbare Mengen E und formulierfc 
dementsprechend die defimerenden Eigenscbaften, mdcm ei auBeidem die so 
entstehende Bedmgung 2 statt fur endheh viele gleich fur endlich oder abzahl- 
bar unendlich viele, elementenfiemde Teilmengen formuliert, also 

(2*) dx = //(a;) dx -f //(a,) dx + 

e, + e,+ Ey 1 , 

fordert, wird die Bedmgung 6 uberfiussig * 
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f(x) eme endhete Zahl & 

ff(x)dx 

a 

zuzuordnen, die man das Integial von f(x) m [a, &] nennt ? und die 
den Bedingungen 1 , 2 } 3, 4 ; 5 ; 6 geniigt^ 85 ) 

H Lebesgiie definieifc zueist die mefibaten Funhtionen [oder aus- 
fuhrlicher gesagt „(he nach Lebesgue mefibaren Funhtionen “]: eme be- 
schiankte odei nicbt besclnankte, endhclie Funktion LeiBt mefibay 
(mesurable) 5S6 ), wenn die Menge E[a < f(x) < im Lebesgue sclien 
Smn meBbar ist ; was aucb a und (3 seien 
Man bezeicbnet dabei mit 

E[u<f(x)<§] 

die Menge deijemgen Puukte von fa, 6], fur die j(x) zwisehen a und 
/5 entbalten ist ; und mit 

m { E\a < f(x) < /3] } 

das MaB dieser Menge 

Aus dieser Definition folgt, daB die Menge 

TO-* J 

der Weite von x, fur die f(x ) gieick a ibfc, gleicli falls meBbar ist, 
denn sie ist der Limes dei Menken E 

o n 

E »~ E [«-i<m<*+{] 

fur n — oo 

*Dagegen gilt mclit das Umgekehrte, d li es liami fui jeden 


585) Es ist aucli von Increase, daB dieses Integial mit dem Ihemannechen 
zusammenfallt, wenn die Funktion f(x) naeli Rtemann mtegrabel ist, es laBt sicli 
namlich ans den aufgestellten Bedingungen [„ 80 gar ohne Benutzung von 6 *J ab- 
leiten, daB die geBuchte Zalil notwendig zwisehen dem oboien und dem unteren 
Darbouxschen Integral hegen muB, also fallt sie, wenn beide einander gleicli 
smd, mit jedem von lhnen, d 1 nut dem ifcemaimscken Integral zusammen 

,1 emei zeigt E Lebesgue [Beyons sui l’mtdgiation, p 100/102], daB das 
Integrationsproblem mit Hilfe der Bedingungen 1 —6 sick zuruckfukren laflt 
anf die Aufsucbung des Integials von Fimktionen, die nur die Werte 0 und 1 
annehmen, also auf das lineare MaB der lmeaien Mengen * 

*Es sei nock eiwahnt, daB St Banach™*) Integrale deflmert, die fur die 
Gesamtheit alter besekr.mkten Fimktionen f(x) in [a, b] den Bedingungen 1 -5 
genugen * & ° 


586) t H Lebesgue, Le 9 ons sur l’mtegration, p lu — In seiner These 
msbes p 20/i2 n 28= Annali, inshes p 260/2 n 258, sowie m Pans C R <-«>) 
gebraucht ei hierfur die Bezeicbnung „ s ommable“, wahrend er spater dem Aus- 

”* Bea,to * s “ te 
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Wert a die Menge E[f(x ) = cc] meBbai seiu und trotzdem braueht 
fix) keine meBbai e Fuuktion zu sem 587 ) 

Fernei sind bei emei meBbaren Funktion fix) die (nach dem 
gleiclien Pnnzip bezeichneten) Mengen 
(a) E[a£f(z)£p], E[a<f(x)£p], E[a £ f(x) < fi], 

E[a<f(v)l E[f{x)<! 3], E{a<f{x)\, E[f(x)£, 3j 

fur jedes cc, (3 meBbai , und umgekehit feann man ngendeine von die- 
sen Mengensorten an Stelle von E[a < fix) < /3] ohne sachliche An- 
derung m dei Definition dei meBbaren Funktionen veiwenden 

Wir wollen nocb besondeis bemeiken Wenn f(x) nicht als end- 
lich voiausgesetzt wnd, dann ist in dei Definition dei meBbaien Funk- 
tionen die Menge E[cc </(#)</3] duich ngendeine andere der eben 
angegebenen Meugensoiten (a) zu eisetzen, wenn man haben will, dad 
die Menge F[f(x) = a'] stets meBbai ist, auch fur unendlicbes cc Denn 
bei Vei wendung von E\cc < f(x) < /3] wuide sich zwar die Menge allei 
Dnendlichkeits&tellen von fix) ah meBbar ergeben, dagegen konnte die 
Menge dei Punkte, m denen fix) — -f- oo ist, niclit-meBbar sein 588 j* 

Die Summe, das Pioduht , die Potenzen mefibater Funltioncn sind 
mefibate Fmihtionen 

Per Gtenzweit enter lonvergenten Folge ton mefibaten Funlctionen 
ist eme mefibaye Funldion 

Eme Konstante uud die Funktion f{x) = x amd meBbai, daher 
ist jedes Polynom meBbai, also auch jede stetige Funktion, da nach 
emem Satze von K Wezei sti ccfi m ) jede stetige Funktion der Limes emer 
konveigenten Folge von Polynomen ist Jede Gi enzfunktion von stetigen 
Funktionen ist meBbai, also smd auch die Funktionen dei ersten Klasse 
von B Batte meBbai, man leitet daiaus sofort ab, daB die Funktionen 
einer beliebigen Ban esChen. Klasse meBbai sind 5<)0 ). + Vgl Ni 53 u 54* 

*Da nach dem obigen ein Polynom von endlich vielen meBbaren 
Funktionen wieder eme meBbare Funktion ist, so schheBt man ana- 

587) + Vgl C Carathcodoyy , Reelle Funktionen, p 375 * 

588) *Es sei hier ferner nocb erwahnt, daB L L Tarditn , G-iom di mat 49 

(1911), p 31/32 gezeigfc hat Far die MeBbai keit von f(x) ist es notwendig and 
hmreiehend, daB bei beliebig gegebenem das Defimtionsmtervall sich m 

endlich oder abzahlbai unendhch viele meBbare, elemententreuidc Teilmengen 
zerlegen LiBt, auf deren jeder die Scbwankung von f{x) klemei als c ist 

AuBeiclem sei auf eme von L E J JBioiiwei in seiner „Begnmdung dor 
Funktionenlekre unabbangig vom logischen Satz vom ausgeschlossenen Dntten u lso ), 
p 6/19, veiwendete MeBbaikeifcsdehmfcion bmgewiesen * 

589) *Vgl Nr 50 * 

590) *Wegen allgememer BeziebuDgen zwischen den meBbaren Funktionen 
und den Fuuktionen dei medrigsten J&tuieschen Klassen siehe Ni 57a* 
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log, wie soeben, daB auebjede stetige 591 ) uud allgememer jede Baite sebe 
Funktion von endheb vielen, meBbaien und endlicben Funktionen 
selbst wiedei eme meBbare Funktion ist 63 ) 

Niclitmeflba) e Funktionen f(ou) erbalt man aus mditmeBbaien 
Menken M [vgl Nr 20] einfacb, mdem man f(x) fur die Punkte von 
M gleieb 1, fur die ubugen Punkte gleieb 0 setzt* 

Nimmt man in dei obigen Definition der meBbaien Funktionen 
statt des Lebesgue schen MaBes das Borehcke MaB, so erbalt man die 
„nach Borel mefibaren FunUionen“ („fonctions mesuiables B‘), die in 
Nr 54, 54a und 55 eme besonders wicbtige Nolle spielen und, wie 
vomeifend erwabnt sei, nnt den Funktionen dei Baire »chen Klassen 
zusammenfallen 593 ) 

Allgememer kann man lrgendeine Caratheodo) ysche MaBfunktion 
[i* [siehe Ni 20b] zugiundelegen und mit Hilfe der lui fi l meBbaien 
Mengen entspiecbend die „fui p* meBbaien" Funktionen deiimeren 

591) *Fur eme stetige Funktion ist der obige Satz direkt, d k okne Be- 
nutzung des Weieistrafadien Satzes, von E TV Hobson, Tbeoiy, p 393, und all- 
gememer fur eme kalbstetige Funktion von C Caratheodouj , Reelle Funktionen, 
p 377 bewiesen worden (Tgl hier auch die ubrigen Satze, p 371/85)* 

592) *Eme (okne Beweis gegebene) Bekauptung von E Lebesgue, Tk&BO, 
p 27 = Annali, p 257, dai3 eine meBbare Funktion von emei meBbaren Funk- 
tion wieder eme meBbare Funktion sei, i^t unncbtig Nack \V Sierpihsli * ia ) 
und C Carathcodory, Reelle Funktionen, p 379, gikt es sogar (besekrankte) meB- 
bare Funktionen cp(u) uud monoton wachsende stetige Funktionen f(x) , so daB 
q>(f(x)) mckt meBbar ist* 

593) *Duick Benutzung des Jordan schen Inkalts an Stelle des Lebesgue seben 

MaBes konnte man femer zn Funktionen kommen, die „nack Jordan meBbar“ 
waren Diese Begrrffsbilduug erweist sich aber als zwecklos, da beieits sehi 
emfacke stetige Funktionen mckt unter diesen Begnff fallen burden Bempiel 
Auf emei Parallelen zur a-Achse, = 0), sei eme beschrankie, perfekte 

Menge A von positivem MaB gegeben Tiber dei linken bzw rechten DUlfto 
jedes von A be9timmten Luckemntei vails ernchte man em gleichseitiges Dieieck 
nach oben bzw nnten — 

Dieses Beispiel zeigt ferner, dafi selbst bei stetigen Funktionen das Inte- 
gral Bich lm allgemeinen niebt mit Hilfe dei Lebesgue schen Ztilegung m Hon- 
zontalsti eLfen bei gleicbzeitiger Yeiwendung des Jo>tfattschen Inbalts defimeren 
lafit, da kierbei auftretende Mengen gar mckt nack Jovian meBbar /u sem 
branchen Man konnte abei welter veimuten, daB vielleicbt die Benutzung des 
stets anwendbaren aufieren uud mneien Inhalts etwas Brauchbares heferte (etwa 
znm oberen bzw unteren Integial [Nr 29] fukrte) Jedoch auch dies ist selket 
bei stetigen Funktionen mckt der Fall, wie dasselbe Beispiei zeigt Wenn man 
die Gerade y = h als Teilungalmie verwendet, so fubrt die Horizontalstreifen- 
zerlegung bei Benutzung des auBeren [bzw mneien] Inhalts zu einem Weit, der 
um h m (A) groBei [bzw klemer] als das bestimmte Integial dei betretfenden 
stetigen Funktion ist * 
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Mail kann nut J Radon 5ql ) sogar emen nocli viel allgemeineren 
Standpunkt emnebmen, mdem man von einer beliebigen absolut-addi- 
tiven Mengenfunktion <p [siehe Ni 22] ausgeht Eine Funktion f 
keiBt v mefibar beznglich cp £ [odei aucb „cp-me/3bu? £i ], wenn die Mengen 
E[a <zf(x) <> /3] 595 ) fm alle a, zum Defmitionsbeieick von cp ge- 
koien 596 ) Diese „gMneSbaien“ Funktioneu (nebst den Spezialisiorungen, 
die sich eigeben, wenn z B eine MaBfunkbion g* ist) sind neuer- 
dmgs von E Halm 597 ) emgekend untersucht worden, es eigeben sick 
hieibei die wesentlichsten Aussagen, die fui die gewohnlichen meB- 
baren Funktionen gelten 

Nacb diesen Bemeikimgen uber die Yeiallgemeinei ungen wenclen 
wn uns wieder den lm Lebesgue scken Sinn meBbaien Funktionen und 
dem Lebesgue scken Gedankengang zu* 

Sei f(x) eine lm Intel vail [a,b], (a < b) beschmnkte meBbaie 
Funktion, sckieben wir zwiscken ikie unteie Gienze g und lkre 
obere Gienze Gr in [ a , b J wacksende Zwiscken weite 
9 ~ ; = Cr 

ein und bilden wir nack H Lebesgue f ' 81 ) die Summen 598 ) 

t — n 

i — 0 

t = n 

I =0 

Lassen wn die Zahl del Weite m dei Weise duiek Emsckiebung 
von Zwisckenwei ten ubei alle Gienzen wachsen ; daB das Maximum von 
l t — l t _ 1 Null zur Gienze kat Die Summen a wachsen, die Summen 
E nekmen ab und die Diffeienz E — 6 konveigieit gegen Null 
Also haben a und E emen gememsamen Gienzweit Die^ei Gren/- 
wert ist von der Art der Emteilung des Intel valles [#, Gr] unabkangig 
Wir nennen lhn das Lebesguesche Integ)al von f{x) m [a, b ] und wollen 
lhn mit h 

f fix) (It 


594) Radon, Sit/gsbei Ak Wiss Wien 122 II a (1913), p 1325 * 

595) *Oder _#[«</’] fur alle a, nnr fur endhcbe f kann man wiedei 
<Ct <CP] verwendeu * 

590) *Zur FuBn 59S ) sli Dock bemeikt, daB der Joi danacke Inhalt nafcur- 
lich mcht eine absolut-additive Mengenfunktion ist* 

597) Halm, Theono cleL reellen Funktionen I, Beilin 1921, p 54S/70 * 

598) + Unter l n + 1 sei dabei erne beliebigo Zahl >/„, unter erne belie- 
bige Zahl < l 0 verstanden * 
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bezeiebnen 5 ") 1st a > b, so setzt mau 

b a 

J?0) = — Jf( x ) 

a b 

^Zur Unterscheidung des Lebesgue scben vom i??e/w<m?2scben Inte- 
gial fuhrt J Pierjiont 600 ) fur das Lebesguesche Integial die folgende 
sebr zweckmaBige Bezeiclmung em 

h 

£f(x) dx * 

a 

Man verifiziert, daB das so defimeite Integial den sects lhm auf- 
erlegten Bedmgungen wnkhcb genugt 

Das Lebesguesche Integial laBt sicb, wie jede zwiseben dem oberen 
mid unteien Daiboux scben Integial enthaltene Zahl, als Grrenzwert 
Riemannschei Summen S [vgl Nr 28 Anfang und 29 SebluB] dai- 
stellen 6ul ) 

+ Es sei hier noch erwalmt, daB W H Young das Lebesgue sche 
Integial durch em jR?ew<m><sches Integral daistellt, allei dings unter 
Benutzung des lmearen Lebesgue scben MaBes [S biei uber FuBn 580 ) ] G01a )* 

E Lebesgue 602 ) defimeit aucb das Integial emer besehiankten 
Funktion, genommen anf (oder ubei) emei beschiankten Menge li 
Das Integial der Funktion f(x) auf dei Menge E ist ; nacb Defini- 


599) *Man kann das lm Text Gesagte anch so ausdiueken f{x) wire! 
durch „endlickwertige“ [(w + 1) weitige] Funktionen glcicbmaBig approxi- 
miert, und zugleich wird 

i b 



dx = Inn ( cp n {pc) dx 

71= 00*/ 


a 


a 


gesetzt [Vgl F Bt esz, Matli Ann 69 (1910), p 449/97, some C, Caratheodoiy, 
Reelle Funktionen, p 385/9 u 424/b J 

Den Gedanken der Approximation durch endlichwertige Funktionen hat 
F Riesz 6A *) noch weiterhin benutzt, nm das Lebesgue sche Integral als Gicnzwert 
gevnsser emfacher Rtcmamiethei Integrale daizustellen und so zu emer neuen 
Definition des Lebesgue schen Integials zu gelangen Siehe hieiubei Nr 35 a + 

600) Pterjooht, Lectures II, p 372 

Manchmal werden die beiden Integiale, um sie zu unterscheidon, durch 


Jr nnd J L oder {Ii) f uncl («r 

bezeichnet * ' J J 

601) .Vgl den Text bei »y Nahere Untersuchungen hieruber bei H Le- 
besgue Ann Fac sc Toulouse (3) 1 (1909), p 30/34, .und H Hahn, S l tzgsber Ak 
Wiss Wien 123 II a (1914), p 713/43* 

601a) *Vgl dazu aucb G A Bliss, Bull Amer Math Soc 24 (1917/18\p 28/9 * 

602) H Lebesgue, These, p 25 = Annali, p 225, Le 9 ons sur l’mt’egration, 

p 116, vgl aucb 584 ) SehluB* 6 
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tion, das uber ein E enthaltendes Inteivall [«, b] eistieckte Integial 
einer Funktion /*(#), die in den Punkten von E gleieh f(x ) nnd m 
den ubngen Punkten von [&, 6] Null ist + Odei man kann das Inte- 
gial ubei E dnekt deiimeien, mdem man m dei obigen Definition 
des Lebesgue sclien IntegLals den Integranden f(x ) ubeikanpt nui an 
den dei Menge E angehorenden Stellen beti achtet G0S )* Ist eme Menge 
E die Summe endlich odei abzaklbar nnendlieh vielei mefibaiei, 
elementenfremdei Mengen E u so hat man 

a = + » 

ft(x)dx ff( x ) dx 

F A = 1 Ef 

Man nennt 601 ) summiobar (sommable) [odei auch gelegentlick 
„nach Lebesgue mtegne)ba) u ] jede Funktiou /(#), fur die das Lebes 
gue sche Integial existiert Die im voistehenden zunachst ausscblieli- 
lich fur die beschrankten Funktionen gegebene Definition des Lebesgue - 
scben Integials zeigt, daB jede mefibaie besch) unite Funktion summin- 
bm ist + Eist die m Ni 33 zu gebende Ubertiagnng dei Definition des 
Lebesgue schen Integials auf nichtbesclnankte Funktionen wild ergebcn, 
daB fur nicht-beschrankte Funktionen dei Umfang dei Begnffo 
baie“ und ; ,summierbaie“ Funktion sicli mcht deekt — Die oben an- 
gegebene nicht-meBbare Funktion stellt zugleich cm Beispiel emei 
beschrankten, nicht-summierbaien Funktion dai 605 )* 

31. Geometnsehe Definition des Integials. fi0 °) Sei / (x) emc 
im Intel valle [a, b] beschiankte Funktion, sei A dei Punkt nut den 
Koordinaten [a, /(a)], B der Punkt mit den Kooidinaten \b 7 f(b ) J 
Nennen wn E(f) die Menge der Punkte, deien Kooidmaten den Be- 
dingungen y = 

genugen, und setzen wu f(x) zunachst als positiv und stetig voraus 

603) + Auch fur mcht-beschrankte Mengen JS ist eiue entspiechendc ffbei- 
tiagung der Integialdefmition moghch, eofern sick ein endhcher Wert ergibt * 
601) *Nach JET Lebesgue , Le^ns sur Integration, p 116, vgl auch 5Hfl ) * 
60>) Fur eme mcht meBbaie, beschrankte Funktion f(x) definiertlT Lebesgue 
[These, p 25 = Annali, p 255 J das ohere und das untere (Lcbcsgiicncke) Inte- 
gral Sei cp(x) eme mefibaie Funktion derart, dafi in [a, 0] 

f(z) 

ist Dann haben die (uber [a, b ] eistreckton) Integrale der Funktionen <p(&) 
eme obere Gienze gleick dem Integiale emer meBbaren beschrankten Funktion 
if>(x) dies ist das unteie Lebesguesche Integral von f{x ) in [ a , 6] In ahnlichei 
Weise definieit man das oboe Lebesguesche Integral *Vgl auch Nr 31 u 36 a * 
606) *3 Lebesgue , These, p 18/20 — Annali, p 24=8/50, Lepons sur l’lntt- 
gration, p 45/8 u 11 6/ JO * 
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Dann stellt das bestimmte Integial 


ffc *) 1 


den nach. Jordan bestimmten Flachenmhalt des Beieicbes E(f) odei 
des krummlmigen Trapezes aABb dai Es smd namlici S und S 
die Zahlen, die (tur a < b) zui Definition des auBeien und des 
inneren Inhalfces des Bereici.es dienen, diese Zahlen iaben emeu ge- 
meinsamen Gienzweit, den Flaciemnhalt des Beieicies 

1st f(%) nicit bestandig positiv, so stellt das Integral die Sunrnie 
der Flacienmialte dei ubei dei 't-Acise gelegenen Bereiehe, vermin - 
dert urn die Summe der Flacienmialte der unter dei it-Acise ge- 
legenen, dar Das Umgekeiite findet fui a>b statt 

Die voisteienden Eigensciaften geben eme geometrische Defini- 
tion des naci A L Cauchy gebildeten Integiales 

Neimen wn jetzt an, daB f(x ) mtegiabel und a < b ist Wn 
setzen dann £'(/) = E 1 (f) + E 3 (/) , 

E 1 (f) ist die Menge allei Punkte von E, die obeilialb dei a-Acise, 
E 2 (f) die Menge allei Punkte von E , die unteiialb diesei Aclise 
liegen Diejemgen Punkte von E, die auf dei x Achse liegen, konuen 
naci Beieben m E i (f) odei m E 2 (f) unteigebiaclit weiden 

Danut die Funldion f(%) mtegnibel sei, ist es notuendig und hm- 
reichend, daft die Mengen E x (f) und E 2 (f) nach Jordan me/ibcti seien m ) 
Bezeichnet man nut %{E) den Flachenmhalt von E, o hat man 

b 

a 

Smd die Mengen E x {f) und E 2 (f) nicit naci Jordan mefibai, 
so iaben sie einen auBeren Inialt i a und emen mneien Inialt i t 
Man erialt alsdann fur die Dai bouxsohen obeien und unteren Inte- 
grale die Werte 




jh)dx = h [E l (f)]- la [E 2 (f)) 

a 

Das Voisteliende liefeit eme geometiiscie Definition des Rir- 

607) tJbngens, wenn EJf) und E*{f) mefibai smd, ist es E(f) gleichfalls 
und umgekehrt 
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wawwschen und dev Daiboaxsdhen Integrate Man eihalt entspreehende 
Resultate fui das Lebesgue sche Integial, wenn man den Lebesgae schen 
MaBbegnff einer Menge emfuhrt Nennen wn m(E ) das Lebesgue sclie 
FlachenmaB emei besclnankten Menge E 1st die Funktion fix) meB- 
bar und beschrankt, so smd die Mengen E x (f) und E 2 (f) meBbai, 
und man liat 

h 

jf(x) dx - m[JE x (f)] — (/■)]. 

a 

fur a < b 

Jfri entspiecliender Weise wild ( 1 m Hmblick auf die mcht-sum- 
mierbaren Funktionen) das obeie bzw anteie Lebesguesche Integral 
(mt supeneure bzw. mfeneure) definiert 606 ) dui eh 

J 

£f{x)dx = n a [Em - 

a 

jj{x)dx = E y {f)} - m a [W)], 

a 

wobei m a und m t das auBere bzw nmeie Lebesgae sche FlachenmaB 
bedeuten 009 ) Die beiden so defimeiten Integral© liegen zwischen den 
obeien und unteien Daiboux schen Integialen [Vgl auch 605 )]* 

+ Dei Unteischied zwischen dem Riemanm cben und dem Lebesgue - 
schen Integial besteht demuack emfach dann, daB die zur Funktion 
gehorende Ordmatenmenge bei ersterem imt Hilfe des Jordanscheu 
Inhalts , bei letzteiem mit Hilfe des Lebesgueschm Mafics ausgemessen 
wnd * 

Das Lebesgue sche Integial ist auch eng mit dem lmearen MaB 
von Punktmengen auf emei Geraden veiknupft JDie m dei vongen 
Nr bespiochene LebesgueBche Zerlegung in Honzontalstieifen fuhrt ja 
das Lebesgue sche Integial auf das lineal e MaB lineal ei Punktmengen 
zuruck * 

+ Uber weitere Moglichkeiten , das Lebesgue sche Integral zu defi- 
meien, siehe Ni 35a* 

608) Lebesgue , These, p 20 = Annali, p 240 * 

609) *Haben bei emei beschrankten Funktion f(x) dieses obere und untere 
Integral denselben Wert, so ist f(x) sumruieibar, und man wird wieder auf das 
zuvor definieite Lebesgue sche Integial gefuhrt Dies gilt auch fur nicht-be- 
schiankte Funktionen f(x) [vgl Nr 33], wenn das obere und untere Lebesgae- 
sche Integral denselben endhehen Wert haben, stimmen dagegen oheres und 
unteres Lebesgue sches Integral uberein, haben aber einen unendhehen Wert, so 
ist f(x) sieher mckt summierbai und biaucht mcht einmal mefibar zu sem * 
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Bestimmtes Integral niclt beschrankter Punktionen 

32, Uneigentliche Integrale,**^) 1st x eine ^,ibl dei? Intel vallee 
[a, b], in dem die be^cbiankte Fnnktion f(x) eni Integial besitzt, so 

wird die Funktion ■* 

Fix) = Jf('c)dx + C, 

a 

wobei C eme willkuilicbe Konstante ist, das unbeshmmte Integral der 
Funktion f{x ) genannt Die Funktion F{x) ist stetig, und man hat, 
wenn cc und f zwei beliebige Punkte von bj sind, 

f f (x)cU^F(P)-F(a) 

a 

Diese Eigenschaften des unbestimmten Integiales smd bisweilen 
zur Definition des bestimmten Integrates emei besclnankten odor un- 
bescbrankten Funktion f(x) benutzt woiden 

Sei zunacbst eme Funktion f(x) gegeben, die in [a, 5], a < b, 
stetig ist, auBei mi Punkte c (wo die Funktion nicht be&cbrankt, ja 
nicbt emmal endlicb zu sem biaucht) Besitzt d.inn jedes del beiden 
Integrale «-* J 

jf(x) dx, j f{x') d x 

a V 

einen endlichen Grenzwert, wenn £ und 7] gegen Null kouvergieren, 
so definieit A L Cauchy 611 ) als Integial von f(i) ini Interval! [a, &] 
die Summe diesei Grenzwerte, also 

b c — c b 

(1) / f{x) clx = Inn ff(x) dx + km f f[x) dx 

a a c + q 

Das kommt daianf limaus ; daB die unbestimmten Integrale 

a b 

Jfix) d% {x < c) und Jf(x) dx (a > c) 

a x 

fui x — c stetig smd 

^Integrate, die [wie (1)] als Grenzweite eigentlicliei Integiale de- 
finieit smd, weiden „ uneigentliche Intecjrale“ genannt 

Es kann sem, daB die Gienzwerte in (1) niclit existieren, daB 

610) *Vgl II A 2 (A Foy3), Nr 37 und II A 3 (G Brunei ), Nr 2-5 * 

611) L Cauchy , Resume des lemons (1823) 667 )= CEuvres (It) 4, p l40/50 t 
J 15c polyt , cah 19 = tome 12 (1823), p 572/3 Diese Begnffsbildung des un- 
eigentlichen Integrals hat ei schon 1814 angewendct, siehe hierubei das letzt- 
genannte Zitat sowie (Euvres (I) 1, p 325, 335, 394 * 
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dagegea e -. » 

( 2 ) lim. Jf(x) dx dx^ 

e ~ 0 a c+s 

existiert, A L Cauchy m ) bezeichnet (2) als den Hauptw&t („valeiu 

b 

p) mcipale“) von f*f(x)d% 61 2 ) * 

a 

Diese Defimtionen lassen sick unmittelbar auf das Themannsahe 
Integral ubeitiagen 1st die Fimktion f(x) m den Intervallen [a 7 c — fj 
nnd [c -f- ? 7 , li] mtegnerbai, obne es lm g arizen Intervall [a, h] zu 
sem 618 ), so kann es wiedei voikommen, daB die Gienzweite in (1) 
existieren, nnd man kann sodann duiclx (1) wieder 

b 

j*f(x)dx 

a 

definieren 

A L Cauchy hat seme Definition des uneigentlichen Integrals m 
emer obne weiteres ersichthchen Weise auf den Fall angewendet, wo 
f(x) lrgendeme endliclie Zahl yon „smgularen Stellen U61i ) besitzt 
Seme Definition laBt sich aber auch auf diejemgen Funktionen f(x) 
ausdehnen, fur welche die Ableitnng dei Menge E der singular en 
Stellen aus emer endlichen Anzahl von Punkten bestelit Diesen 
Fall scheint zuerst Q Lejeune-Dtt iclilet betiachtet zu haben 615 ) ^All- 
gememer laBt sich die Cauchjsche Definition ausdehnen auf diejemgen 
Funktionen, fur welche die Menge E dei smgulaien Stellen reduzibei 
ist, d h erne dei Ableitungen von E yerschwindet [vgl Nr 5] 61€ )* 


612) *Den Cauchyschen Hauptwert hafc G H Hardy , Proc London Math 
Soc (1) 34 (1901/2), p 16/40, 55/91, (1) 35 (1902/3), p 81/107, (2) 7 (1908/9), 
p 181/208 eingebend untersucht * 

613) DaB kann nur dann der Fall sem, wenn f{x) in [a, b] nicht beschrjinkt ist 

614) + D h die Stellen, in deren Umgebung das zugrunde gelegte Integral 
mclit existieit Oder nicht unmittelbar defimert ist Also wenn man von dem 
nach Cauchy fur die stefcigen Funktionen defimerten Integral ausgelit, eo ist 
jede Unstetigkeitsstelle von f{%) oder jeder Haufungspunkt von solchen erne 
„smgulare Stelle 44 von f(x) Wenn dagegen (was lm folgenden hauptsdclilich 
fur uns in Betracht kommt) der Iiie?nannsche Integral begi iff zugrunde gelegt 
ist, so sind die „singuLuen Stellen 0 die Punkte, m deren Umgebung f(x ) nicht 
beschiankt nt, in denen also die Schwankung a von f(%) unendhch ist Natur- 
hch ist die Menge E der „singularen Stellen 0 immer abgeschlosben * 

615) Vgl JP Lipschitz, J f Math 63 (1864), p 296/308 

616) *P du Bois-Reymond, J f Math 79 (1875), p 36/7 und U Dim, Fon- 
damenti, p 300/1 [== Dini-Luroth , Grundlagen, p 406/7J fur den Fall, wo erne 
Ableitung endlicher Ordnung von E veischwindet, A Schoenflies, Berickt I 1900, 
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Innner soli dabei f(x) m jedem Intel yall, das kemen Punkt yon E ent- 
halt, mtegrierbai sem ^Wn woLLen dieses Verfabren als das Cauchy - 
Dmcliletsdhe Veifahien bezeichuen* 

Betiacbten wn den Pall, wo die Ableitung von E aus endlich. 
vielen Punkten bestelit, und sei [a, 5] das gesamte Integiationsmter- 
yall Sei nun [a', V] em yon zwei aufemandeifolgenden Punkten der 
Ableitung begrenztes Interyall, dann gibt es im Inteivalle [a -f- K 
V — h ] nui eme endliche Anzalil yon smgularen Stellen man kann 
also das Integial m diesem Intel vail defimeren, man gebt hieiauf 
zu [a'j V] ubei, mdem man h gegen Null konyeigieren laBt, und zu 
[a, b], mdem man die Integrate der verselnedenen Intervalle [ a, 6'], 
wenu sie existieien, addiert + In ahnbcber Weise kann man, scbntt- 
weise zu. Mengen E mit hoheren Ableitnngen aufsteigend, auch den 
allgememen Fall der leduziblen Mengen E behandeln* 

J)em Vorigen ist gleicliweitig die folgende, im wesentlichen auf 
0 Holder GI7 ) zuiuckgebende, allgememe Definition * Man sagt, dafi 
f(x) im Inteivalle [a, &] em Integial besitzt, wenn in [a, &J eme und, 
bis auf enic additive Konstante , mu eme stetige Funldion F(x) exxstiert , 
del ait, dafi man in jedem Tedinta vail [«, fi], in dcm f(x) beschranlt 
und mtegueibar ist, fl 

(3) J/(x)cH^F(p) — F(a) 

C£ 

hat Man setzt dann u 

(4) j}(x)dx = F{b)-F{a) 

a 

Fur die Anwendbaiheit diesei Definition ist notivendig and hinreichcnd , 
dafi die Menge E der singular cn Stellen GU ) dei Funldion fix) reduzibel 
ist (d h dafi cine Ableitung von E vei schwindel) , dafi f(x) m jedem 
Inter vail [a, |3], das lemen FunU von E entludt, mtegneibar ist, und 
dafi eme stetige Funldion F(x) existieit, die in 'jedem s olrhen Intervall 
[a, fi\ der Oleichung (3) genagt* is ) 

p 185, allgemem fur reduziblcs E — Gelegentlich wnd hieifur die Bezeiehnung 
n Dmsches Integial" veiwendet 

Wegen der AbgeBchlosBenheit von _E/ 0M ) ist es ubngens gleickbedeutend, 
ob man E als abzahlbar oder als reduzibel annimmt * 

017) *0 Holder , Math Arm 2*1 (1884), p 192/ -J, 207,* vgl ferner H Lebes- 
gue } Lemons Bur Pmtdgration, p 10/14, sowie die Zitate 618 ) 

*l-^ a8 Holdei ache Yerlahren Lifit sich, genau wie im obigen Text, auch 
anwenden, wenn die leduzible Menge E mcht aus siogularen Stellen, aondern 
aua lrgend welch en Punkten besteht, sofern nur die Integiationsmtervalle [a, 
kerne Puukte von E enthalten 

Man bemerke , dafi sowohl das Cauchy - Dir ichletsohe als auch dieses 
Holderscho Verfahren dazu dienen kann, um, ausgehend von der Cauchyschen 
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*Anclere Defimtionen des uneigcnfclichen Integials, bei denen die 
Menge der singulaien Stellen 611 ) niclit abzuhlbar zu sem braucht, 
haben A Harnack , Ch J cle la Vallee Poussin und J Pierpont an- 
gegeben 

Die Definition von A Harnack 6l9 ) bestebt in folgendem Im lnte- 

Integi aide fimtion fur stetige Funktionen, das Integral fur Funktionen nut emer 
reduziblen Menge von Unstetigkeitspunkten zu erbalten * Beispiel Sei , 

eme reduzible Menge, sm-- ist eme fur jedes x beBchrankte 
Funktion, die den einzigen Unstetigkeitspunkt x = 0 hat Man kann nun 

n = +oo 

fix') = ism-- 
n 3 x — v tl 

n = 1 " 

£L 

setzen, denn / sm — dx hat eincn Smn — 

J x 
0 

Man kann beim I7o/c/c?8cben Verfakion leicht sehen, daB F{x) mcht die 
emzige Funktion ware, falls die Menge E der Ausnabmepunhte mcht redu- 
/ubel ist In diesem Falle ist eme der Ableii ungen H von E perfekt diese Menge 
H ist notwendig m [«, 5] mrgends dicht, denn E kann m kemer Teilstreckc 
von [«, ft] ubeiall dicht sem, well sonst E(x) auf diescr Strecke mcht defimert 
ware Man erhalt also JET, mdem man aus [a, b] eme abzahlbai unendliche 
Menge von Inter vail en , dp, aubschlieBt 

Dehmeren wir die Funktion tp(%) durch folgende Bcdingungen qp(a) — 0, 
qp (5) == 1 , cp(x) = l , wenn x m S i liegt, <p{x) = ^ m falls d 2 zwiscben 0 und 
dj hegt, <£>(#) = -* m d 2 , falls d 2 zwiscben und b liegt, allgemem habe rp(x) 
im Intervalle <5/ emen konstanten Wert gp(d A ), dor duich die G-leicbung 

gegeben ist In dieser Gleickung smd d a und dj die beiden Intervalle der Folge 
<5\ , d 2 , , d / _ 1 , die dj emschheBen Man defimert so eme stetige Funktion 

cp(x)i die m [a, 5] mcht konstant, dagegen in jedein von E freien Intervall 
fa, ft] koustant ist Wenn also F(x) der Gleichung (3) genugt, so tut es 
F(x)-\-(p(x) auch Solcbe mrgends abnekmenden , 9treckenweise konstanten, 
stetigen Funktionen baben zueist G Cantor , Acta math 4 (1884), p 385/7 und 
A Hamad , Math Ann *23 (1884), p 287/88,* 24 (1884), p 224/0 angegeben und 
in ahnhcher Weise wie bier veiwendet Siehe hiember ferner L Scheeffcr , Acta 
math 5 (1884\ p 287/91, H Lebesgue , Le^ns sm Emigration, p 11/14 *Vgl 
^ im ubrigen Nr 42 * 

619) A Harnacl , Math Ann *21 (1883), p 324/6,* 24 (1884), p 220/32 
j-*eimge von A JIarnad angegebene Eigenschaften seines Integrals treffen mcht 
zu*], *im wesentlichen dieselbe Definition (m etwas andeiei Form) gab spater, 
offenbar unabhangig von A Hamad , auch* C Joulan , Cours d’Analyse 2 (2 ed), 
Pans 1894, p 50 [*dort fehlt die Bedmgung, daB E vom Inhalt Null ibt, viel- 
leicht nui versehentlich*] Siehe hieiuber auch 0 Stole , Sitzgsber Ak Wiss Wien 
107 II a (1898), p 207/21, *108 Ha (1899), p 1234/8 und Grundzuge, III Theil, 
p 273/90,* sowie insbesondeie E H Moore , Tians Amer Math Soc 2 (1901), 
p 296/330, 459/75 *Vgl ferner Nr 35 C* 



1054 IIC 9b Montel-Robenthal Integiation und Differentiation 


grationsmtervall [a, &] sollen die smgularen Stellen dei Funktion 
f(x) ngendeme abgeschlossene 614 ) Menge E vom InhaLt Null bilden 
In jedem Teilinteivall [a, fi] 9 das kemen Punkt yon E enthalt, sei 
f{x) mtegrieibai Man schlieBe E in erne Summe A von endlicb 
vielen Intel vallen ein Uber die endlich vielen, nacli Wegnahme von 
A aus [ct, b] ubugbleibenden Intetvalle mtegrieie man f(x) und bilde 
die Summe <3 diesei Integiale LaBt man nun die Langensumme von 
A gegen 0 konvergieien und eigibt sick dabei ein von dei Wahl der 
A unabkangiger, endhchei Gieuzwert @ 0 von ©, so weide @ 0 als 

b 

J* f{x)dx 

a 

bezeicknet 

Ch J de la Vallee Poussin 62 °) verfahit so Er bildet aus f(x ) eme 
Funktion f# (z), indem er, wenn M und N zwei positive Zahlen sind, 

f\ i x ) = f( x ) setzt ^ ur — M< f(x ) < N, 
f\ (x) = — M fur f{x) ^ — M , 

U(x) = N fur m>N 

Er definieit dann das uneigentliche Integial durcli 

b h 

(5) J*f( x ) dx = lim 

a A T JZ a 

wenn, fur jede Wahl von M und N, f { (x) in [a, b ] mtegneibar ist 
und der rechtssteliende Limes einen bestnnmten, endlichen Wert hat 
Um diese Definition zu erinoglichen, miissen 621 ) m [a, l ] die sm- 
gulaien Stellen von f(x) erne Menge vom Inhalt Null bilden und 
t(%) mull, wo es beschrankt ist, auch mtegrierbar sein [Ch J de la 
Vallee Poussin hatte dies m die Voraussetzung mitaufgenommen ] In 
diesem Fall ist dann (fur jedes M 7 N) f*(x) in [a, b] mtegneibar 
Das Veifahren von J Pierpont 622 ) steht dem vongen ziemlich 
nahe und kann, nur unwesentlich modifiziert, folgendermaBen darge- 


620) Ch J de la Vallee Poussin, J de math (4) 8 (1892), p 427 31 + Eme 
foimale Yereinfachuug laBt sick dadmcli erzielen [vgl Ch J de la Vallee Pows- 
sm 631 )] , daB man die pomtiven und negativen Werte von f(x) gesonclert be- 
trachtet, d h zuerst f(x) = &{%) — ft(x) setzt (beide ^0) und dann f(x) sowie 
/«(*) tur aich bebandelt, man hat bo m (5) nur je einen emfachen Gienzuber* 
gang* 

621) *Nach emer Bemeikung von A Schoen/ltes , Bencht I 1900, p 187/8 * 

622) Purport, Lectures 2, p 30/62, lm wesentliehen ebenso auch bei 
B Levi , Bend Ist Lomb (2) 39 (1906), p 775/6 * 
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stellt weiden Man gehe von der Funktion f(x) zu emei Funktion 
f^(x) uber, lndem man bei positivem 31, N 

— f {% ) setzt fm — M f{%) < N, 

— 0 fur alle anderen Werte von f(a£) 

Es werde dann das nnteie unci obeie uneigentiicbe Integial von f(p) 


duick 

(6) 

6 ft 

jf(x) d x = lim (x) tlx , 

k xZZ<± 

(7) 

7T 1 

dx — lim J‘f A , ( x ) dx 

a 


defimeit Wenn die Weite von (6) nnd (7) zusanunenfallen und ond- 
hcb smd ; weide dei gememsame Wert nnt 

b 

(8) j 'fix) da. 

ft 

bezeichnet 

Fur alle Unfcersuchimgen Liber uneigentiicbe Integrale isfc folgende 

h 

Unteiscbeidung wesentlich Das uneigentiicbe Integral j*f(cc)dx heiBt 

a 

ahbolut (odei mibechrigt) konveygent bzw mcld-absolut (oder bedmgt ) 
konveigent, je nacbdem auch b 

f i \m\d* 

a 

emen bestimmten endlicben Weit hat odei mcht 628 ) [Vgl II A d 
(O Bnmel), Ni 2— 4 ] 

Die Verfahren von Ch J de la Yallee Poussin und J Pierpont 624 ) 
lubien nui zu absolut konvergenten Integialen Fui absolute Kon- 
vergenz fubren die Defimtionen von A HaynacL, Ch J de la Vallee 
Poussui und J Pieipont zu vollig ubeieinstimmendeu Resultaten, so- 
fern bei der letztgenannten Definition die singulaien Stellen erne 
Menge vom Inbalt Null bilclen 625 ) Das Veifabion von A Harnack 
iabt sicb [ebenso wie das Cauchy- Dnichleische und das Holderaehe 

623) *Diese Unteischeidung findet sich vielleicht zuerst bei P du Boib- 
Bey-mond, J f Math G9 (1868), p 73 * 

624) ^Letzteres alleidings uni , wean beide Weite (b) und (7) endlicli aem 
sollen, vgl J JPiupOht*- 2 ), p 46/7* 

625) *Dies ist mcht mehr der Fall, wenn die singuldien Stellen mchfc erne 
Menge vom Inhalt Null bilden, beim P/erpo^schen Verfahien kann auch dann 
noch em Integral (8) existieren, vgl J Pierpont 822 ), p 32/3* 



1056 1IC 9b Montel-Rosenthal Integiation und Differentiation 


Verfainen] aucli aut mcht-absolut konvergente Integiale anwenden, ist 
also umfassendei als die Verfainen von Ch J de la Vdllce Poussin 
nnd J Pietponi Das Cauchy-Dinchletedne Veifaliien isi ltn Falle ab- 
bolufcei Konveigenz selbsiveisfcandlick speziedei alb das HarnacLsahe 
Veifabren, dagegen greifen diese beuleu Veifaliien 1m Falle mcht- 
absoluter Konveigenz ubeiemandei , ohne daB ernes das andeie ent- 
halt Beim HcunacLschen Veifabren bi auckt die Menge der singu- 
laren Stellen nicht abzalilbai zu sein, bei ab/ablbai vielen siugularen 
Stellen lnngegen kanu das Cauchy -Dii ichletsdhe Veifaliien zmn Ziel 
fulneu, auch wenn das Harnacksche Veifahien veisagt, was doran 
hegt, dafi beim letzteien Veifabieti die siaguDien Stellen gleichzeitig, 
beim ersteieu hmgegen in bestimmtei Oidnung nacbemanclei emge- 
fukrt werden — Es sei nock envahnt, daB fui mcht- absolute Kon- 
vergenz Ch J de la Vallee Poussin 62G ) zu seineui Verfainen nocli das 
Cauchy-Du zc/iZ^sebe kinzimimmt, wobei er natuigeinaB die smguLuen 
Stellen nicht absolutei Konveigenz als reduzible Menge voiaussetzt 627 ) 

Bezughch dei uneigontlicken Integiale mit unendlicbem Integra 
tionsbereich siehe II A 3 ( G Brunei), Ni 2 — 4 " 

33 . Das Lebesgueseke Integral fur mcht beschrankte Funk- 

tionen b28 ) Sei f(x) eme m \a, h], ( a<b ), nicht beschiankte, meBbare 

Funktion und / 7 7 7 ? 7 

j *-21 l -i? 1 qj h) j h? 

eme Folge von waclisenden Zaklen, die von — 00 bis -f- 00 gekeu, 
derart, daB fin jeden beliebigen Weit der ganzen Zahl % 

l t 1 < C £ 
sei 

Wir bilden die beiden Reihen 

+ 00 

— oo 

+ CO 

<m <«}, 

— 00 

diese beiden Reiken konvergiexen entweder gleicbzeitig absolut oder 
sie diveigieren beide, smd sie konvergent, so konvergieien or und Z 1 

026) *a, a 0 620 ), p 153/5 * 

627) *Im ubrigen bql v,egeu des Vergleicbs der versclnedenen Defimtiouen 
des uneigentlicken Integrals uud eimger Vei allgemeinei ungen auf JEJ H Moot e GlQ ), 
insbea p 459 ff , sowie auf J Pi&pont 0 * 2 ), p 59/62, und Ph Freud , Monatsh 
Math Phys 16 (1905), p 11/24, lungewiesen * 

^28) Lebesgue, These, p 28/9 =• Annah, p 258/9, Lefons ear l’mtdgra- 
tion, p 114/6 * 
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gegen emen gememsamen Grenzwert, wenn a dei Null zustiebt Die- 
ser Gienzweit ist clas Lebesguesche Integral von f(x ) 1 m Intervall 
[a. 6] und wild nnt £ 

Jm** 

a 

bezeichnet Ist a >b, so setzt man ferner 

h a 

ff(x) dx = — jf(x ) dx 

a b 

Existieifc das Lebesguesche Integral yon fix) ]n [a, b], so heiBfc die 
Funktion f(i) m [a, b] summieybar (sommable) + Mit fix) ist stets 
zugleicli auch |/‘(a?)| sumnneibai* 

+ Es sei hei voigekoben, daB die9e Lebesguesche Definition sich mil 
auf solche meht-besckiankte Funktionen beziekt, die im Iutegrations- 
mteryall ubeiall endhch smd, denn die Stellen, wo die Funktionsweite 
von f{x) [mebt efcwa nui die Scliwankung yon /’(^)] unendlich smd, 
werden m den Sumraen 6 und £ uberhaupt nicht boiucksichtigt 
Will man auch Weite f{x) = + 00 zulassen, weuigstens sofein die 
betreffenden Stellen eine Menge vom MaB Null bilden, so muB noch 
besondeis binzugefugt weiden, daB erne Nullmenge auch dann kemen 
Beitrag zum Lebesgue schen Integial liefern soil, wenn m lhr die 
Funktionsweite unendLich gioB smd Die ZweckmaBigkeit dieser Fest- 
setzung wird bei Beachtung dei geometuschen Definition des Lebesgue - 
schen Integials [Nr 31] evident* 

+ Wakrend fui die be^chiankten Funktionen dei Umfang der Be- 
gnffe „raeBbai“ und , ; summieibar“ zusammenfallt, 1 st dies bei nicht- 
beschrankten Funktionen bemeswegs dei Fall* Es gibt mcht-be- 

schrankte, enclhche, meBbare Funktionen, die nicht summieibar smd; 
z B 1 st die Funktion, die fur jedes von Null verschiedene x gleich 

d ( o 1 \ 0 1 2 l 

~r- ( sin = 2xsm-$ cos -=■ 

dx\ xr ) x* % x 3 

und fur x — 0 Null ist, nicht sumnnerbar 629 ) Dagegen 1 st sie nach 

dem Cauchy-Du ichlets clien Veifahien mtegrabel 

JFur solche FaLle nicht absolut mtegneibarei Funktionen emp- 

fiehlt es sich, die Veifahien von Cauthy-Diricldet, 0 Holder oder 

A Hai nach, wie m Ni 32 auf das Hiemannsche Integial, so jetzt auf 

das Lebestjue sche Integial anzuwenden GS0 ); kuiz statt ernes vertikalen 

629) *H Lebesgue , Lec^ons sur l'mtegration, p 116 * 

630) *Die dutch A Hut nach l3 Veifahren hier ent&teheuden uneigentlichen 
Integrate bezGichuet W H Young , Pioc London Math Soc (2) 9 (1910/11), 
p 421/33, ala „H( vniu cl- Lebesgue’ sche hiteg\ale“ Vgl auch E W Hobson, 
Theory, p 557/9, sowie H Hake™ 1 *) * 
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einen honzontalen Grenzubergang zu machen Dabei bat man hier 
unter „smgularen Stellen“ diejemgen Punkte zu veistehen, die kemem 
Intervall angehoren, in dem die Funktion summieibai ist 

Benutzt man das Yerfubien von C/i J de la 1 allce Poussin [)Ni 
^ das auch voihm nur absolut konveigente Intpgiale geliefeit bat), um 
von dem Lelesgue seben Integi.il beseki ankter Funktionen [Nr 30] zni 
Integration unbeschi anktei Funktionen ubemigelien g’ 1 ), so eihalt man 
dasselbe Resultat me mittels der hiei angegebenen, duick die Be- 
merkung ubei die Unendlicbkeitsstellen eiganzten Lelesgue schen De- 
finition Ebenso liefeit das Yerfahren von J Piapont [Ni 32], in 
o-Ieicber Weise bier augewendet, dasselbe Eigebms wie die Metbode 
von E Lelesgue Em Vorzug des Yerfahiens von Ch J de la Vallee 
Poussin bestebt daim, daB es keinei besondeien Festsetzung bezug- 
hch dei Stellen bedaif, fur welche fix) == + oo ist, und daB der 
EinfluB diesei Stellen sofort deutlicb wild Das Integial konvergieit 
nnr dann, wenn diese Stellen eine Nullmenge bilden, in diesem Fall 
hefern sie aucb kemen Beitrag zum Weit des Integrals* 

34. Eigensokaften des Lebesgueschen Integrals Der eiste 

Mittel wei tsatz 6iS ) gilt auch fur das Ldesguckcho Integial 0,18 ) 

Snid fix), (p{%) und /'(a ,) w (x ) im InUrvoll («, b), a < l, summtet- 
lu>, cfi(x) Mcld-negativ nnd / (x) dm Ungleiclntngen 

m £ f{x) <; M 

mitenvorfen, so lann man schreiben 

i, i t 

mj ( p(x)dx jf(x) <p (x) dx <L mJ tp (a) dx 

a a a 

Der zweite Mittelwerlsatz 634 ) lautet liiei so G3V ) 

631) *So veifahren E W Hobson , Proc London Math Soc (2) 4 (1905/6), 
p 143/5, C Scvenm, Atti Acad Gioema [Catania] (4) 20 (1907), mem XII p 1/15, 
Gfi J de la Vallee Poussin, Conrs d’Analyee mfimtesnnale 2 cd , Bd 2 (Louvain- 
Pans 1912), p 108/9, 3 ed , Bd 1 (1914), p 260"" 

632) *Vgl II A 2, Ni (A Vof 5)* 

633) *Z B H Lebesgue, Aim £c Norm (3) 27 (1910\ p 442, hier fui be 
hebige Dimensionen nnd beliebige mefibare Mengen ale Integrationsbeieich * 

634) *Vgl II A 2, Nr 35 {A Vofi\* 

635) E W Hobson , Pioc London Math Roc (2) 7 (1908/9), p 14/23, JI Le- 
besc/uc , Ann Fac sc Toulouse (3) 1 (1909), p 3b, 38, *fernei W H Young, Proc 
London. Math Soc (2) 9 (1910/11), p 43/6* Die Ausdehnung auf den Fall meht 
monotoner Funktionen und die Veraligememerung lur eme beliebige Zahl von 
Dimensionen *und fur eme beliebige mebbaie Menge als Integiationsbereich* 
finden sich bei H Lebesgue 6 ™), p 442/0, *vgl femer B H Camp 84e ) und 84Stt ), 
TT H Young 842 ), [sowie fur 2-fache B lemann&cho, Integrate C Arzela, Memone 
Ist Bologna (5) 10 (1902), p 99/108, M Kiause, Bencbte GeB Wiss Leipzig 55 
^1903), p 177/85, 239/63] * 
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1st f(x) im Intervall (a } V) besch anld und monoton und ist cp(x) 
m (a, b) summiobar , so ist anch f(x)y(x) dort summicrbar, und man hat 

b £ h 

ff{x)cp(v)dx = f(a-\-0)j(p{x)dx + f(b — 0 ) f cp(x)dx, 

a n \ 

wobei a<L%<Lb tst JJbngens kann man hieibei f(a + 0) bzw 
f{b — 0) duich irgendeme untere bzw obeie Sclnanke von f(j ,) m 
(a, b) ersetzen* 

Ebenso erbalt man als Schwarz sche Ungleicliung 

- b n 3 b b 

^ff(x)cp(x) dx ^Jf 2 (oc)dx 'fy*(x)dx, 

__er __ a a 

vorausgesetzt, da/3 / 2 und cpr im Into vail (a, b) suinnve) bay stnd, ftp 
tst dann dort gleichfalls summietba) 686 ) 

Endlich sind aucli 637 ) die Integration durcb Substitution 688 ) und 
die partielle Integration 6 ' 9 ), sowie die Differentiation untei dem Inte- 
gralzeicben 640 ) unter gewissen Bedmgungen auf das Lebesgucsche Inte- 
gial anwendbar 

35. Andere Verallgememei ungen dos Integi alb e griffs ^AuJSei 
den bisher bespi ochenen Caucliyschen, Ru’niannschen und Lebesguc- 
schen Integi aldefiniti on on, den zugebongen oberen und untei en Inte- 
gralen und den auf jene Integi aldefinitionen sich stutzenden, versclue- 
denen Arten von „uneigentlicben Integialen“ smd nocb erne Eeilie 
von anderen Integi aldefinitionen gegeben woulen, die zum Teil nur 
erne andeie Fassung emei dei fiubeiea Defimtionen [Ni 35a], zum 
Toil abei aucb wesentliclie Verallgememei un gen deiselben darstellen 
[msbes Ni 35 e — 35 f] 

Zunaclist geben wir m Ni 35a mehreie Integi aldefinitionen, die 
sick im wesentlichen in it dem Lebesguesch.Qn. Integi al decken, die abei 
entweder (1 Youngsche sowie PierpontsehQ Definition) dem Ricmann- 

636) *Vgl H Lebcsqnc™*), p 37, 39, p 442, W H Young™*), p 36/7 * 
Siehe aucli E Fischei , Pans C R 144 (1907), p 1023 Vciallgememeningen 
dieser Poimel veidankfc man F Piesz, Math Ami 69 (1910), p 455/7 

637) *Ygl II A 2, Nr 36 (A Vo/})* 

638) H Lcbcsgue , Ann Fac sc Toulouse (3) l (1909), p 44/G, E W Hobson , 
Proc London Math Soc (2)8(1910), p 10/21, H Young 086 ), p 47/50, WWil- 
kosz, Rend Acc Lincei (5) 23 3 (19 1 4), p 478/80, und msbesondeie Ch J de la 
Vallee Poussin , Trans Amer Math Soc 10 (1915), p 405/8, ferner M Picone, 
A.tti Acc Torino 55 (1919/20), p 31/45 * 

639) H Lebesgue °° 5 ), p 46/7, *TF H Young 030 ), Ch J dc It Vallee Poussin , 
Cours d’Analyse 1 (3 ed i, p 279/SO * 

640) L Tonclh, Rend AttiR Accad Line (6) 1<>I (1910), p 84/9, *<£ Ficlden- 
hoh , Quart J of math 48 (1917/20), p 142/7* 

Enoyklop d math Wissensch II 3 
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seben Integialbeguff nacbgebildet smd, wobei an Stelle der Intel vall- 
emteilungen erne Zeilegung m Teilmengen tntfc, oder (2 Youngsche 
und Batfs^sche Definition) darauf beiubeu, dab man, von emfacben 
Funkfcionen und lbien Integialen ausgebend, dmch geeignete Appro- 
ximation zu kompiizieiteien Funktionen gelangt 

Das m Ni 35b bespiochene Boelsehe Integial knupft ebenfalls 
an die Riewcomsche Foim dei Integialdefimtion an und veiwendet 
zugleicb den Gedankengang des Harnackschen Veifabiens 

A Benjoy [Ni 35 c] gebt vom Lebesgae^chen Integial aus und 
kommt msbesondere duicb ganz systematiscbe Verwendung dei Cauchy - 
Bmchlets chen sowie dei Hat nctckschen Metbode zu seinem neuen Inte- 
gralbegnff, dei \iel umfassendei als das Lebesgucscke Integral ist (aucb 
wenn man auf dieses nocb die yeiscbiedenen Methoden dei ..unement- 

✓/ O 

hcben a Integiation amvendet) 

Die Stieltjeb sehen und daian anschlieBend die Hellinget schen Inte. 
grale [Ni 35 (i und c] eizielen eme VeiaHgememerung in ganz an- 
deier Ricbtung, namlicb dadurtb, dab die Integrations verandeilicbe 
durcb geeignete Funktionen eisetzt wild 

SchlieBlicb ist das besonders weittiagende Bmo)ische Integral 
[Ni 35 f] ganz andeis gebddet als die ubugen biei bespiocbenen 
Integralbegnffe ; namlich nicht mittels ernes Summation sveifahiens 
sondein dnekt duieb Umkehiung des Diffeientiationspiozesses 

Wir besprechen nun iuNi 35 a — f alle diese Integialdefinitionen 
ausfubilicbei * 

35a. Integraldeflintionen von W H Young, Pierpont und 
P Riesz* Das Pimzip emer wden Metbode von W H Young Gu ) ist 
lolgendes wn teilen das InteivaU [a,b] { odei die meBbaie Menge A, 
uber die mtegueit weiden soil) m endhch odei abzablbai unendhch 
viele elementenfremde, meBbaie Mengen; wn multiplizieien das MaB 
emer jeden you ibnen nut dei obeien Gienze yon f(%) auf dieser 
Menge und nebmen die Summe S allei so eibaltenen Piodukte teilt 
man das Intel vail so auf alle moglicben Weisen m lautei meBbaie 
Mengen, so besitzen die Zablen S eme unteie Gienze, die als das 
<>obere Integ iaF von f(x) m [a,b] bezeicbnet wd Das „iuitcre Inte- 

641) W R Young, Philos Transact Roy Soc London 204 A. (1905), p 221/52, 
^mebes p 227/30, 2-43, 245/7 [cine voilaufige Mitteilung m Pror Roy Soc Lon 
don 73 (1904), p 145/9] * — + Eme Modifikation dieser Definition [Zerlegung in end- 
heb vide, atdtt m ab/ahlbar viele Teilmengen] bei F Hciusdvtf), Mengenlohre, 
p 437/42, nnd W Swpu'iiU, Place matematyezno fizyezno 30 (1919), p 163/73 
[polnisch] , \gl auch L Tonelh 1077a ), p 143/50 5,4 

^Wegen Ubeitragung diesei Definition auf allgememe Ranine mil behebjgen 
Elementen sieke M JVecfcfflt® 70 ), zweites Zitat, msbes p 253/S * 
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gral“ wire! m analogei Weise clefimeit Die Funktion f(x) heiBt „mte- 
gneibar', wenn das „obeie Integial^ gleicb clem „unteien IntegiaD ist 
lhi gememsamei Weit ist clas Integral" der Funktion 

+ IF H Young hat seme Definition nur fur beschrankte Inte- 
gianden veiweudet, sie laBfc sick abei offenbai aueh fui mcht-be- 
schrankte Funktionen obne weiteies benutzen, wenn man nui wiedei 
von dei in Ni 33 gemachten Bemerkung bezuglich der Unendhch- 
keitsstellen Gebiauch macht* 

+ Das YoungsckQ obeie (bzw untei e) Iniegial deckt sick, wie 
leicbt zu selien ist, vollig mit dem Lcbesgneacken obeien (bzw un- 
teren) Integial [vgl fa05 ) und Nr 31], unci zwai ist dies sowohl fur 
beschi ankle wie fui mcht-besckiankte Funktionen dei Fall Es stini- 
men also [von dem m 609 ) angegebenen tuvnileii Fall nnendliclien 
oberen und untei en Integials abgewhen\ die nach dei Definition von 
W H Young lntegnerbaien Funktionen in it den Lebesgue selien sum- 
mierbaien Funktionen uberein* 

^Wird in dei vorstekenden Foamf/schen Definition statt der Funk- 
tion f(x) die obere [bzw untei e] Limesfunktion (siebe Ni 22) von 
f(x) verwendet, so erhalt man nach W II Young [vgl 575 )] das obeie 
[bzw untere] Dayboux sche Integial von f(%) m [a, 6] (odei m clei 
meBbaien Menge A) Dies eigibt sich, weil das Lebesgue sche Integial 
oinei beschrankten, nach oben [unten] halbstetigen Funktion mit ibretn 
oberen [untei en] Dcwboux selien Integial ubeieinstnnmt ’ 

Dje Definition von W H Young lafit sich auf die Funktionen 
mekreiei Yanablen ubeitiagen sowie auf Funktionen, die nui fui die 
Punkte emci meBbaien Menge defimeit smd 

Jn recht ahnlichei Weise (aber oflenbai ohne Kenntnis der be- 
treffencleu Ibicw^schen Aibejten) hat J Pierpont 01 2 ) clas Integial de- 
finieit Die emzige Abweichung ist die, daB das Integiations intei vail 
[a, b] odei die niebt mehi als meBbar voi ausgesetzte Menge A, ubei 
die mtegiieit weiden soil, m endlich odei abzahlbar unendlieh viele 
Teilmengenzeilegt wnd, deren meBbaie Iiullen nur Nullmengen gemein- 
sam kaben, und daB an Stelle des MaBes das auBeie MaB dieser (lm 
nllgemeinon niebt meBbaren) Teilmengen verwendet wild 

Ist A meBbar, so stimuit, wie leicht ei sick t lick, das obere (un- 
tere) Integial von J Pmpont vollig nut dem von W H Young und 
also auch mit dem Lebesgues chen ubeiem Wenn dagegen A nicht 

612) M J Piapont, Lectuies 71, p 371/414, insbes p 371/2 [kier gleich fur 
Funktionen mekreiei Yei an dei lichen, also fur mehxfache Integrale] Vgl dazu 
auch Nr 29 bei e7 “) u S78 ), fexner J K Lcnnond, Tians Amer Math Soc 16 
(1915;, p 387/98 * 
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meBbai ist ; so kanu die Definition von J Pietpont etwas anderes 

liefern als die von H Lebesgae 643 ) 

Wie J Pietpont 516 ) speziell die obeien imd unteren JDmboux seken 

Integral© bzw das Rwnannsdie Integial eihalt, haben sclion m 

© 

Nr 29 anoeoreben 

O D 

J Pierponts Integraldefimtion ist (wie die von W II Young ) un- 
lmttelbai auch auf mclit-besclnankte Funktionen anwendbai, die voi- 
stekenden Bemerkungen bekalten dabei lbie Gultigkeit J Pterponf 
selbst benutzt abei seine Integialdefimtion duekt nur fui beschiankte 
Funktionen und scbreitet von da zu den Integialen nicht-bescbiankter 
Funktionen mit Hilfe seiner m Ni 32 angegebenen Gienzubei gangs 
foit M4 )* 

t W H Young 6 ** 1 ) iiat nock erne sweile Integialdefimtion gegeben, 
die wn kiei nui fur beschiankte Funktionen explizit anfuhreu wollen 016 ) 


643) ^Beispiel Sei ?( eine nn Inteivall [0, 1] gelegene, mchfc lueBbare JVlenge, 
fur die J» a (9t) = t, w,(9Q = 0 ist [vgl Nr 20], und sei 

( 1 fur die Punkte von 9f. 

ft x \ _ I 

{ 0 fur die ubngen Punkte 
Daun ist nacb der Definition von J Pie) pout 


I f (x) cl i = / f(x)dx= j f( 0 s)dv= 1 , 

-J p J p 




dagogen nacb dei Definition von H Lebcsgue 


( f(x)da,= 1, 
Jl 
si 


Jj(x)d'c== 0, 

¥ 


(wobei die Integialdefimtion von J Pierpont und H Lehesgue durefi beigesetzte 
Buclistaben P bzw L unteiBohieclen werden) 

Fur f(ju) !> 0 stimint, wie ersichthch, auch bei nicht-mefibarcm A das obore 
Pierpcmti, che Integral nut dem oberen Lebcsgue schen limner uberem, was bei 
behebigem f(x) dagegen nicht der Fall ist Sondern hierfui ergibt sich leicht 


f f{x) clx>_ ( f(x)dx> ( f(x)dx> f f(x)dx, 

Ji Jr Jr Ji 

A A A A 

wobei m der eisten und dntten Relation fur mefibare Mengen A nur Gleich- 
heitszeichen stehen, wabiend fur mefit-mefibare Mengen A auch > auftreten kann * 

644) *Vgl J Pie) pont 6i *), p 402/14* 

645) *\V PL Young , Proc London Math Soc (2) 9 (19 10), p 15/50, msbes 
p 25/35, vgl auch Proc Roy Soc London 88 A (1913), p 170/8, Pans C R 162 
(1916), p 909/12, sowie 04S )* 

646) *Bei nicht-beschiankten Funktionen, die ah monotone Folgen be- 
schrankter Funktionen daigestellt weiden, ist die obige Definition ein wenig zu 
modifizieien, vgl TP H Young 04r> ), eistes Zitat, p 33/5* 
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Er gelit aus von dem [etwa nach A L Cauchy definierten 647 )] Inte- 
gral der stetigen Funktionen, ei definieit sodrum das Integral emei 
nach oben (bzw unten) halbstetigen Funktion f{%) als den Gienzweit 
der Integrale emei monotou abnebmenden (bzw wacbsenden) Folge 
stetigei Funktionen, die gegen die gegebene Funktion f konveigiert 
Bei emei behebigen beschi ankten Funktion f betiachtot. et die unteie 
Gienze dei Integiale deijenigen nach nnten halbstetigen Funktionen, 
die durchweg giofiei smd als /, sowie die obeie Gienze dei Integiale 
deijenigen nach. oben halbstetigen Funktionen, die dnrcbweg klernet 
<nnd als f , erstere Zahl nennt ei das obeie Integial, letzteie das un 
tere Integial dei Funktion /, wenn beide gleich Bind, beiBt die Funk- 
tion wiedei integrieibai und dei gemeinsame Weit das Integral von / 
Dieses Integial stimmt wiedei vollig uberem nut dem Lebesgue schen 
Integial — Wendet man diese zweite Youngs che Definition auf die 
obere bzw unteie Limes funktion von f an, so 01 halt man [wie scbon 
m Nr 29 SchluB angedeutet] erne neue Definition dei Darboux schen 
oberen und unteien Integiale sowie des Btcmann^dien Integiais 648 ) + 
+ Wie die eben bespiockene Definition von W II Young beruht 
auch erne besonders durcksiclitige Integi aldehmtion von F IiirS 2 bW ) 
auf dei Appioximation durck passende einfache Funktionen F Fiesz 
geht aus von „fonction <? simples u odei, wie wn mit gioBeier Deutlicb- 
keit sagen wollen, „emfaclicn T) eppenfunltionen (i , d h von Funktionen ; 
die nach Zerlegung des Intel vails \a 7 b] m endlicb viele Teilmteivalle 
jedem von diesen einen bestmimten konstanten Weit zuoidnen Fur 
diese emfacben Tieppenfunktiouen werde das Integial, wie gewohn- 
lich, geometnsch defimeit Er bezeichnet dann als „summieihaie 
Funktion^ jede beschi ankle Funktion f(Y), die fast ubeiaJI Gienz- 
tunktion emei (m iliiet Gesamtheit) beschi ankten Folge von ein- 
fachen Tieppenfunktiouen <p n (x) ist, und ei defimeit als Weit des 
Integrals von f(x) den Gienzweit der Integiale von (p n {x j, diesei 


647) *Oder man kann mit JEIilfe des Weieish afisvkwa Saties [Ni 50] uk* 
Integration der stetigen Funktionen aul die Integration der Polynome zuiuok- 
tuhren * 

648) *TF H Young, Proc Cambridge Phil Soc 14 (1908), p 520/9 * 

649) Hiesz, Pans 0 R 154 (1912), p C41/3, Acta math 42 (1919/20), 
p 191/205 Vgl auch cflJ ) Etwa gleichzeitig mit (und sogaL kurz voi) F JRiesz hat 
auch F Boiel, Paris C R 154 (1912), p 416/5, J de math (G) 8 (1912), p 191/99 
[= Le 9 ons sui la theone des fonctions, 2 ed , Pans 1914, Note VI, p 212/48J 
erne ahnhche Integraldefimtion (fui beschmnkte Funktionen) angegeben, die auf 
der Approximation durch asymptotisch konveigente [siehe 1062 )] Folgen von Po- 
lynomen beruht, und die fm be&chrankte Funktionen sich ebenfjlls mit dem 
Lebesgueschton Integial deckt * 
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Grenzweit existieit hieibeL immei and ist unabhangig von der Wahl 
dei (p n (% ) Nicht-bebchiankte Funktionen f(i) definieit ei dann als 
„summierbai“ ruit Hilfe des anf beschiankte „suminieibaie f Funk- 
tionen angewendeten Gienzubei gangs von Gh J de la Valle'e Poussin™) 
[siehe Nr 32] Diese summieibaien Funktionen und line Integrate 
decken sick vollig nut den beti often den Lebesyue* chen Beguften 
Ferner kann msbesondere jede im Riemannschen. Sinn mteguerbare 
Funktion diuch erne besebrankte, fast ubeiall konveigente Folge von 
emfachen Tieppenfunktionen appioximieit weiden, deiait, daB die 
Konvergenz, abgesehen hochstens von emei Nullmenge, m jedem 
Punkt gleichmaBig ist fa5 °) Und umgekebrt Ist f(r) fast ubeiall 
Grenzfunktion einer deiaitigen Folge, dann ist sie nach Riemann 
integrieibai * 

35b. Das Eoielsche Integral Man veidankt duck E JBord m ) 
erne neue Veiailgememerung des Integialbegriftes Diese Definition 
von E Bold besteht in folgendem Sei die Funktion f(x) nn Intei- 
vall [a f ¥\ definieit, + sei m [«, b] erne Menge 21 von (smguLuen) 
Punkten vom MaB Null b51a ) gegeben* und schlieBen wir aus [a , b\ ab~ 
/ahibai unendlicli viele, *2t entkaltende,* elementenfiemde Teilmtervalle 
[a n , fin) aus > deren Langensunnne gleich a ist, bilden wir die Riemann - 
sche Summe S [Ni 2SJ nut Hilfe von Punkten a t und x t9 die den 
ausgeschlossenen Intel vallen nicht angehoien, mdem wn in diesei 
Summe die Lange des Intel vails [a t _ l9 aj duich die Diffeienz zwr 
schen diesei Lange und dei Summe der Langen aller m lhm ent- 
haltenen Intervalle ( a n9 ji n ) eisetzen, diese Differenz nennen wit die 
reduzierte Lange von a t ] Haben die Suinmen S emeu Gienzwert, 
wenn das Maximum dei leduzLeiten Langen von [a t _ k gegen Null 
konvergieLt, wahrend die Intervalle («„, /3J unveiandeib bleiben, und 

660) *I^ber ,,gleiclimaCige Konvergenz m emeui Punkt“ siehe Nr 49 * 

651) E Boiel , Pans C R 150 (1910), p 375/7, 508 11, + J de math (6) n 
1,1912;, p 200/2 [= Le^ns 040 ), p 24S/50]* 

+ Diese Borehche Integialdefinition hat zu eraei (teilweise heltigen) Dis- 
kussion zwiBchen H Lebcsgue [Ann Ec Norm (3) 35 (1018), p 191/250, (3) 37 
(1920), p 255/57] und E Boiel [Ann Ec Noim (3) 3b (1919), p 71/91, (\) 37 
(1920), p 461/2] AnlaB gegebeu * 

651a) Boiel 0ol ) f J de math 1912 [= Lemons], setzt diese Menge $ au&- 
drucklich als abzahlbai voiaus, man kann aber, wie beim HaniacL schen Ver~ 
fahron, 2C allgememer als Nullmengc annchuien, vgl etwa H Hahn* 6 *) 

Eme Modihkation des Boiehcken Integialbegriffs, die sick mit dem Lebcsgue- 
schen Iategidl deckt, ist bei E Bmel™), Pans C R, zweitea Zitat, implizit ent 
halten und von Bui Nalh Gps ), p 84/97, H Hahn ccs ), p 9/10, und T H Hildc- 
handt. Bull Amer Math Soc (1917/18), p 135/8 u 201/2, genauei betrachtet 
worden — Vgl auck N Lusm° r % p 117 FuBnote * 
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hat dieser Gienzwert selbst wiedei emeu Gienzwert, wenn G gegen 
Null konvergieit, so sagen wir, die Funktion f ist nach der Metliode 
ion Borel mtegnetba) 

*Fui beschiankte Funktionen f{x) ist die Boy el sche Integialdefi- 
mtion engei als die Lebesg ue^die 65a ) Bei niGht-beschiankten Funk- 
tionen dagegen ist die Boichche Definition aueh in Fallen nicht- 
absolutei Konvergenz des Integrals anwendbai, was ja fur die Lebes- 
yae sche Definition unmoglich ist Immei, wenn die Integrale auf 
Giund dei beiden Defimtionen existieien, stiiumen sie llneui Weite 
nach ubeiem Femei &ei noch bemeikt Wenn das Boielsehe Integral 
yon f(x) fur zwei veischiedene Ausnahmemengen 91 existieit, so hat 
es m beiden Fallen denselben Weit 652a )* 

35 c. ^Das Denjoysche Integral. Besondets wichtig ist der Inte- 
gralbegnff, den als wesentliche VeiaUgemeinerung des Lebesgue schen 
Integials A Denjoy aufgestellt hat Diese Definition hat lm Laufe 
dei Zeit gewisse Waudlungen eifahien und die lhr mspiunglich yon 
A Denjoy 6&3 ) erteilte Form ist spater (etwa gleicbzeitig) von A Klim- 
tclune G5i ) sowie yon A Denjoy Gr>r> ) selbst noch etwas vei allgem emert 
woiden Wn wollen den uispiunglichen spezielleren Integialbegnfl: 
als 77 spepielles Denjoysches Integial" 7 die spateie allgem eme Integral- 
definition als „allgemetnes Denjoysches Integial" odei auch kurzweg als 
„Denjoysches Integral" bezeichnen und hieifur schieiben 

fuis eisteie I bzw fuis letzteie / , 

JV J-d 

oder auch [in Anlehnung an die Pieipontsche Schieibweise 600 ) f des 
Lebesgue schen Integials] J* ^ j* 

A Denjoy gebraucht fui die m semem Smn ausgefuhrte Integiation 
den Ausdruck ^totalisation" , ei bezeichnet eme m semem Smn mte- 
gneibare Funktion als 7J totahsable" und benutzt Bpatei 655 ) fur das in 


652) *Siehe hieruber II Halm, Monatsh Math Phys 26 (1915), p 3/18, 
N Lusm , Annali di mat (3) 26 (1917), p 110/18 [msbcs p 112], H Lebesgue 6DI ), 
elates Zitat, p 206/15* 

652 a) +H Hahn 05 3 ) * 

653 ) *A Denjoy, Pans C R 154 (1912), p 859/62 [Biehe auch lb , p 1075/8] 
Weitere Ausfuhiuugen hierzu bei Pia Kalh , Esposizione e confionto cntico 

delie diverse defimzioni proposte per 1’integia.Ie definito di una funzione limi- 
tata o no, Dissertazione per la hbeia docenza, Palermo 1914, p 114/60 * 

651) Khintchme, Pans O R 162 (1916), p 287/91 * 

655) Denjoy , Pans C R 162 (1916), p 377/80, Ann Ec Noim (3) 34 

(1917), p 181/238 * 
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beinem Smn genommene Integial von f(x) die Bezeichnung „tofale (i von 
/ [wofui ei gelegenthch. sckieibt Tf] Mit die^en (mspiunglicli zum 
Teil fur seme spezielle Definition gebiideten) Ausdiucken memt er 
jetzt stets seme allgememe Integialdefinition, walnend er zum Untei- 
schied clavon fm seme spezielle Integialdefimtion die Bezeiclmungen 
„i totalisation complete “ und „completement tolalisaLle“ veiwendet 

Wn bespiechen zueist das allgememe De,ijoysc\iQ IntegiaF und 
dann die germgen Abandeumgen, die hieiaua das ui sprung belie „spe- 
zielle Denjoysche Integial" entsteken lassen Das eisteie wird mit 
Hilfe der folgenden Konstiuktionspimzipien defimert 656 ) 

1 In emcm Intel vail, m dem f(x) summieibai ist, soli das 
Dcnjoysche Integial von f mit dem Lebesgue seben Integial von / 
ubeiemstimmen , und dasselbe soil allgemem dei Pall sem fur lrgend- 
eme perfekte Menge, auf dei f summieibai ist 


2 Ist JJ d % fui alle a < die mneibalb ernes Intel vails ( a , jjj 


enthalten sind, bekunnt, dann sei 

t* g' 

Jj' da — lim 

it {{'= fj «' 

3 IstJj'dk lilr endlicli viele, aufemandeifolgende Intervals 

[ « 2 ], bekannt, dann soli sem 

«/i 

j/ dX = j/ dX +j/ dT + +jf dX 

a l cc x « a a n - x 

4 Es sei P eme nugends dichte, peifekte Menge ernes Intel vails 
[*,§] und es seien u n die von P punktfreien Intervalle in [a, /3], aul 
P sei / summieibar und fui jedes u n lasse sich 


bereclmen Wenn dann 


Sj** 

u n 

$fs* 


660) *Es sei erwdknt, daB A Denjoy m 06& ), zweitee Zitat, diese Konstruk- 
tionspxmzipien. und die zugebongen Bedingungen aus chuaktenstischen Eigen- 
sebaften aldeitet, die ei fm sein Integral fordeit, siebe Ni 44, luebes J<ufin 8U ) — 
tlbrigens ist ewchtLich, daB die&e Konstruktionspimzipien [msbes 2) nnd 
■1)] eme Veiallgememerung der m Nr 32 augegebenen Yerfahien von A L Cauchy 
und A Hat nacL daistellen * 
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absoiut konveigiert, so weide definieit 



Um dmch wiederholte, kombmieite Anwendung diesei Konstruk 
tionsprmzipien die Definition des Denjoijschen Integials von f mi 
In ter vail [a, 6] zu ermoglichen, muB die Funktion / in [a, &] clen fol- 
genden diei Bedmgungen A), B), C) genngen [die cler Reihe nach mit 
den Konstiuktionspimzipien 1,2,4 zusammenhangen] 

A) 1st P erne beliebige, in [a, b] enthaltene, peifekte Menge, 
dann sei die Menge deijemgen Punkte p von P, m deien Umgebung 
/ mclit auf P sammieibar ist, mrgends dicht in P Dabei heiBe / 
in dei Umgebung von p mclit auf P summieibai, wenn p mi Imi ein 
kemes Intervalles liegt, fm das / auf P sumimcibai ist 6,? ) 

A 

B) Ist I fdx fui alle a < /T, die mneihalb ernes Intel vails (a,/?) 
enthalten sind, bekannt, so soil em emdeutig besfcimmtei Gienzweit, 


inn / fdx 

a ~ ce JX> 

{1 = /*«' 

existieien 

C) Ist P erne nngends dichte, peifekte Merge und ist j L fdx fui 
die dmch P bestimmten Luckenmtervalle u n bekannt, dann sei die 
Menge derjenigen Punkte q von P, m deren Umgebung die Reihe 



nicht absoiut konvergieit, nngends dicbt auf P Dabei soli die Aus- 
sage „die Reihe (a) konvergiert in dei Umgebung von q meht abso- 
lute bedeuten q gehoit kemem Intel vail % an, m welchem die mit 
den m i enthaltenen u n gebildete Teilreihe von (a) absoiut konvergiert 
Genugt f m [a, b] diesen diei Bedmgungen, so ist es moglich, 
durch wiedeiholte Anwendung dei angegebenen Konstiuktionsprmzipien 

b 

.L fdx 

a 

zu beiechnen und zwai, mdem m bestimmtei Ordnung abzahlbar oft 


657) + Diese Bedmgung A) ist z B sicherhch fui jerle ondliche Funktion dei 
erat^n jBrt2^sclien KLasse eifullt, da deien Stetigkeitsstellen auf P uberall dicht 
lieoren [><?! Ni 5ol * 
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die den Konstruktionspiinzipien entspreehenden Opeiationen ausge- 
fulirt weiden, also letzten Endes wird es daiauf ankommen, in be- 
stnnmtei Aufemandeifolge abzaklbai oft Lebesguesahe Integiale, Gienz- 
weite stetiger Funktionen und Summen absolut konveigentei Reihen 
zu bilden 

Man kann namlieh in folgendei Weise das Denjoysche Integral 
Ton / in [s, h~\ eihalten 

Es sei 1\ die Menge der Punkte von [a, 6], in deien Umgebung 
f niclit sammieibai ist Wegen A) ist 77* nngends diebt, fernei ist 
TI aboescblossen und besteht aus dem perfekten Kein P, und emeni 
abzahlbaien (m jedein Luckemntei vail ron P, leduziblen) Rest Duich 
1 und 2 kann man fjdx in jedem von 77, punktfieien Interval! 
eihalten, wegen 3 und 2 dann auch m jedem Luckenmteivall der 
ersten Ableitung 77,' von 77, und, sukzessive so Aveitergehend, m jedem 
Luckemntei vail ngendemei hokeren Ableitung von 17,, also schlieB- 
lich nach abzahlbai vielen Operationen m jedem von P, punktfieien 
Intel vail 65s ) Man bezeichne nun mit 77, die Teilmeuge derjenigen 
Punkte von P,, in deren Umgebung entwedei / auf P, nicht sum- 
mierbar ist odei die mit den Luckemntei zallen vou P x gebildete 
Reihe (a) niclit absolut konveigieit Wegeu A) und C) ist die ab- 
geschlossene Menge JT 3 auf P, nngends dickt P„ sei wiedei der pei- 
fekte Kem von 77 2 Mit Hilfe von 4 und 2 kann man j D fd% fui 
jedes Luckemntei vail von 77 a beiechnen und dann, wie voilun, auch 
fur jedes Luckenintervall von P 2 Wie soehen 77, und P-, auf P Xf so 
kann man nun 77 s nnd P s auf P 2 defimeien und allgemein M a und 
P a fur die endlichen nnd transfiniten Ordnnngszahlen a dei ersten 
und zweiten Zahlenklasse Da abei die perfekten Mengen P„ auf 
jeder vorhei gehenden derartigen Menge nngends dicht liegen, so muB 
Jvgl Nr 5 SchluB] erne Zahl jS dei ersten oder zweiten Zahlenklasse 
existieren, fui die P^ = 0 ist Wenn man his zu diesem Index ji 
gelangt ist, was abzahlbar viele Operationen m bestimmter, wohlge- 

b 

oidneter Aufemanderfolge erfoidert, so ist j^fdx beiechnet 

a 

A Denjoy m ) hat noch gezeigt, daB es nicht moglich ist, mit 
wohlgeoidneten Folgen yon Operationen auszukommen, deren Indize^ 
unteihalb emer ein fur allemal festen Zahl dei eisten oder zweiten 
Zahlenklasse bleiben, wenn man fur alle mogliehen totalisierbaren 

658) *bies ist mchts anderes als das Cauchy- Dirichletscho Verfahien von 
Nr 82* 

659) Denjoy 0 ^), zweitee Zitat, p 206/30 * 
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Funktionen oder auch nui fui alle eucllichen Ableitungen das Denjoy- 
sche Integral aufstellen will 

Es sei fernei erwahnt, daB eme in emem Lifcervall llir Vorzeieben 
mcht wechselnde Funktion daselbst stets gleichzeitig totalisierbar und 
suranneibar 1 st 660 ) 

Statfc des allgememen Denjoysehen Integials eilialt man das „spe- 
zielle Dcnjoysche Integral l , wenn man in 4 und C) statt der abso- 

luten Konveigenz von (a) noch mehi, namlick die Konveigenz der Reihe 

00 

(a") 2 W ( U n) 

1 

fordeit, wobei FT(m m ) die Schwankung des (speziellen) Denjoyschen 
Integrals 1 m Intel vail u n bezeichnet, d h die obeie Gienze von 



fui alle Teilmtei valle u n ernes bestimmten n„ 661 ) 

Die Definition des ^speziellen Denjoyschen Integials" 1 st von 
A Denjoy so emgenchtet worden, daB es das Pioblem dei Umkeli- 
rung dei Diffei entiation weitgebend zu eiledigen gestattet (und dann 
berubt ein wesentlichei Teil seinei Bedeutmig), cl h Bei Yeiwendung 
des speziellen Denjoyschen Integrals wird jede endlicbe 6cla ) Ableitung 
/ emei stetigen Funktion F mtegrierbar und man erhalt (bis auf eme 
additive Konstante) die pumitive Funktion F 1 , femei stmnnt [wie 
beim Lebesgue scben Integral] die Ableitung des speziellen Denjoyschen 
Integrals emer Funktion f, abgesehen vielleicbt von emei Nullmenge, 
wieder mit / selbst uberem Ygl hieruber FTi 40, 41 und 43 

A Klantchme 654 ) bat das spezieUe Denjoysohe Integral noch el was 
veiallgememei t In 4 und m (J) eisetzt er die Konvergenz der Reihe 
(a*) duich eme allgememeie Bedmgung, die notwendig unci binreicbend 
dafui 1 st, daB (6) und uberhaupt das ubei [a, &] eistieckte Integial 
von f ubeiall, auBer vielleicbt m emei Nullmenge, f zui Ableitung 
bat Die so entstehende Integraldefimtion 1 st abei nocb immer spe- 
zieller als das „allgememe Denjoyscke Integial" Fui das letzteie gilt 

660) Denjoy 66B ), zweites Zitafc, p 202 — Also ^md die Funktionen, die 
lhr Voizeichen mcht wech^eln und mcbt summieibai sind, gleichzeitig Beispiele 
fur Funktionen, die mcht nach Denjoy integrierbai Bind * 

661) *Eme Bedmgung ahnlichei Ait tutt ancb bei Unteisuchungen von 
E H Mooie*™) (msbes p d24) auf, die er uber das Hamad selie Verfahren bei 
uneigentlichen Integralen angestellt hat * 

6fala) JDas Ltbesgue sche Integral leistet das Entsprechende nur fur be- 
schranlde Ableitungen, vgl Nr 40, 41 und 43* 
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alleidings lm allgetneinen mcht mehr dei Satz, dafi das unbestimmte 
Integral fast uberall erne Ableitung besitzt Man kann abei auek biei 
aoch die Gultigkeit ernes entspreebenden Satzes dadurcb ei reicben, 
daB man nunmekr den Beguff dei Ableitung emei Funktion in oe 
eigneter Weise vei allgem emei t, was A Khintihme 651 ) und A Denjoy* ib ) 
getan baben So eigibt sich Das allgememe Denjoybalia Integial von 
f besitzt fast ubeiall / als „appiovimative Ableitung' - , siehe bieruber 
Nr 44b 

Fui Fuuktionen mebieiei Veianderlicben ist em der Deiym/schen 
Integration entspiechendes „Totalisationsvei fahi en“ neuci dings von 
H Looman mv ) definieit und unteisucht worden 

W H Younq Mi ) bat das Denjoysche Integial nock welter verall- 
gememert und ein Integial defimert, das lin allgememeu beme stetn/e 
Funktion inebr ist Wesentlicb ist bieibei, daft ei bei Venvendung 
von 2 und B) den Grenzubeigang niebt m allgemeiner Weise voll- 
ziebt, sondein speziell untei ausschlieBlicIiei Benutzung dei in (a, fi) 
entbaltenen, duieh den vorheigelienden Yeilauf des Defimtionspio- 
/esses zugauglicb gewoidenen Punkte ion IJ U nm dann tutt diese 
Spezialisiemug des Gienzubei gauges niebt em, wenn (a, (i) kemen 
Puukt von JTf ini Innem enthnlt 

Feiner bat A Lenjoij^* ) neuei dings m mebieien JtSToten emen 
andeien integialartigen PiozeB angegeben und unteisuclit, dei niebt 
von zwei, sondein von chei Gienzen abbangt, im ubngen abei in 
ahnliebei Weise wie seme Totalisation duicb abzablbai haufige, 
woblgeoidnete Anwendung von -I (bzw b) Giundopeiationeu sicb 
aufbaut Dieses neue Yerfabren stebt zu emei zweiteu Ableitung 
[nambeb zu der von lhm so genannleu „2. ge wobnlicb - appi oxmia- 
tiven Ableitung", d b der „approximatnen“ Ableitung dei gewohn- 
beben Ableitung dei gegebenen Funktion] m emei abnlicben Bezie- 
rs wie die Totalisation zn der ersten Oppioximativen") Ableitung 
Er bezeicbnet diesen neuen PiozeB als totalisation symetnque a deux 
degre$“ oder als „0peiation (T,J‘, und ei fubit die Unteisucbung 
aus, um emen integialaitigen ProzeB zu erbalten, weleber die Koefh- 
zienten eraer beliebigen konveigenten tugonometnseben Reibe zn be- 
reebnen gestattet, wenn die Surnme dieset Beihe gegeben ist 


, f9 , 1 F ' mdame nta math i (1923), p 2! (5/81 Vgl aucli * 

i* n “ MS ’„ e Lo,ldon Math Soe (2) lo (1910), p 175/218 * ' 
rn mi? * ,?~7 0 Kr * ° R 172 (1921) ’ P b5! /5, 835/2, 903/0, 1218/21, 

unter demTitel Calc 1 T** & Smd aUC , h /Ujammen separat eischienen 

It 1 - . j ' , U -, ( 63 ooe ^ cie nt8 de la sene tngonoinetnque couvergeute 

la plus general e dont la sourne est une fonefaon denude, Pans Ul] * 
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SckkeBlick sei nocli eiwaknt, daB A Denjoy 663 ) gelegentkck noch 
drei ganz andeie Integi aldefimtionen angegeben kat, die die Riernann- 
ficke Metkode id Veibmdung mit dem MaBbeguff veiwenden und die 
mindesteus die gleicke Tiagweite wie das Lebesgue sclie Integral kabeu, 
zum Teil allgemeiner als dieses sind * 

35 d. Das Stieltjes&che Integral Die Integi aided niti on von T J 
Sh-eltjes 6G1 ) kann auck als eme Verallgememeiung des Begnffes des be- 
sfcimmten Integials angeseken weiden Seien f(x) und g(g.) zwei Funk- 
tionen ; von denen die eiste stetig ist, und bilden wn die Sumrne 

i ~ n — 1 

f(.a t )[g(a l+1 ) — ?(«,)], 

= 0 

die sich aui lrgendeine Einteilung a 0 = a, a l7 a 2 , , « 7l = b des 

Inteivalls [a y b] bezickt T J Stwltjes bat bewiesen, daB diese Surnine, 
sofern g(pc) von beschranktei Sckwankung m [a, b] ist, emeu Gienz- 
weit besitzt, wenn die Zalil dei Teilungspunkte nnbegienzt deraitig 
wackst, daB das Maximum von | a t — a % _ t \ gegen Null konveigieit 

Dieser Gienzweit wird mit J* f(a)dg(x) bezcicknet H Lebesgue'* 05 ) 

hat den Zusammenhang aufgedeckt, dei zwiscken den Stielljcsschen 
Integralen und den Lebesgue schen Integi alen bestekt, mdem er jedes 
Stieltjessche lniegial m em Lebesgue sclies Integial emer summieibaren 
Funktion tiansfoimiei t kat JDie umgekekite Tiausfoimation jedes 
Lebesgue scken m em Stielljcssches Integial kat JE JB Van Vlech 00ba ) 
ausgefukit Zugieick gelingt es H Lebesgue 005 ) nnttels des von lkm 
bemerkten Zusammenkangs nnd duick Anwendung seines Satzes uber 
die gliedweise Integi abilitat das Stieltjessche Integral fill den Fall 
unsletiger Funktionen f(x) zu veiallgemeinein (namlicli fur den Fall, 
wo f(x) eme beliebige Bairesche Funktion ist) * 

Fi cchet 000 ) kat das Sheltjessche Integial auf den Fall mekieier 
Verandeilicken (mekifacke Integrale) ausgedeknt 

663) Denjoy, Paris C R 169 (1919), p 219/21 Weitere Ausfuki ungen 
/n der zweiten diesei Methoden (bzw emer Modifikation derselbeu) bat T J Boks, 
Read Circ mat Palermo 45 (1921), p 211/64 gegeben * 

664) T J Stieltjes, Ann Fac sc Toulouse (1) 8 (1894), mem n° 10, p 1/122, 
msbes p 68/75 

665) H Lebesgue , Pans C R 150 (1910), p S6/'8 

665a) ^F B Van Ylech , Tians Amei Math Soc 18 (1917), p 326/30, vgl 
dazu auch G A Bliss 601 *)* 

666) Fiechet, Nouv Ann matb (4) 10 (1910), p 241/56, vgl auch 
67la l und W H Young , Pioc Roy Soc London A 93 (1917), p 28/41* 
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W H Young 001 ) bat ebenfalls und sogai ganz duett 608 ) das 
Stieltjessche Integral fiu den Fall unstetigei Fuuktionen f veiallge- 
memeit, und zwai nut Hilfe des gleicben Veifahiens, das ei bei 
seiner zweiten m Ni 35a angegebeuen Definition venvendet bat, d b 
er gebt von deni Stielt jesschen Integial fui stetige Funktionen f (odei 
emfache Tieppenfunktionen, die balbstetig smd) aus und defimert, ge- 
nau wie doit, nnttels monoton wachsendei und monolon abnebmendei 
Folgen von deiartigen Funktionen das veiallgememeite Stieltjessche 
Integial 

J Radon 6b9 ) bat sebon voibei das Stieltjessche Integial auf zwei 
verscbiedene Weisen vei allgememert, mdem er die Funktionen be- 
schranktei Schwankung g{x) dui eh absolut additive Mengenfunktionen 
g(e) [s Ni 22] eisetzt Mit deien Hilfe bat er eistens untei Voiaus- 
setzung emer lm Integiationsbeieicb gleichmaBig stetigen Funktfunk- 
tion f die Definition des Stieltjesseheu Integials dnekt vei allgememert 
Zweitens bat ei das Stieltjessche Integial daduich veiallgeineineit, daB 
er die Definition des Lebesgue seben Integrals [Ni 30 und 83] nacb- 
gebildet bat, wobei ei nui, wenn E[l t ^ f< \ +1 ] mit E t bezeicbnet 
wild, an Stelle von m (PJ den Wert g(E { ) setzt, er eibalt auf diese 
Weise ein veiallgememeites Stieltjessehes Integial, wobei dann f nicht 
als (gleicbmaBig] stetig vorausgesetzt zu weiden biaucbt, sondem nm 
als „summieibai bezuglicb g ik 1st f auf deni Integiationsbeieicb 
gleicbmaBig stetig, so smd die beiden Integraldefimtionen von J Ra- 
tio?! gleicbwertig Nach M F)echet m ) LiBt sicb die zweite (aUgemei- 
neie) Integial definition von J Radon [die diebei fur Punktfunktionen 
f des gewobnheben w-dimensionalen Raumes gegeben bat] fast un- 
mittelbai auf allgem eme Raume nut ganz beliebxgen Elementen uber- 
tiagen 

An die deskuptive Integialdefimtion von H Lebesgue [Nr 30 
Anfang] und den eben angegebenen Gedankengang von IF H Young 
anknupfend, gibt auch P J Darnell 011 ) eme VeiaUgememerung des 


667) + ir H Young, Pioc London Math Soc (2) 13 (1911), p 109/60, [cm 
knrzer Tlberblick uber seine Unteisncbung in L’enseignement math 16 (1914; 
p 81/92], fernei Proc London Math Soc (2) 15 (1915), p 35/01* 

668) + D h ohno erst m em Lebesqitcsches Integral umzuformen * 

669; * J Radon, Sitzgebez Akad Wise Wien II a, 122 (1913;, p 1122/32 
[Vgl dazu auch T H Hildebia?idt G5 ' a \ p 185/94]* 

670) Fiechct, Pans C R 160 (1915), p 839/40, Ball Soc math France 
13 (1915), p 248/65 [Siehe anch T H Hildebrandt GG9 ) ]* 

671) J Darnell, Ann of math (2) 19 (1918), p 279/94, (2) 21 (1 91 9/20 \ 
p 203/20, vgl auch (2) 20 (1919), p 2S1/8, (2) 21 (1919/20), p 30/8* 
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Stwltjesschen Integials fm allgememe Raume you beliebigen Elemen- 
ten 671a ) 

W H Young 6nh ) und P J Dame'll 671c ) haben aucb. den Zu- 
sammenbang des Stieltjesschen Integials und ernes zngelioi igen Diffe- 
rentiationsprozesses unteisucht (dei aiib einem DiffeienzenquotLenten 
entsteht, dessen Nennei nut dei [mi Sheltjesschen Integial auftreten- 
den] Funktion g(x) gebildet ist) Dabei ergeben sicb die wesentlick- 
sten Aussagen, die fm den Znsammenhang des Lcbesgue scben Inte- 
gials mit der Diffeientiation [sieke Ni 40 — 44] gelten* 

Es sei nocli heivoigehoben, daB die Stieltjesscken Integiale von 
F Riesz und anderen 67L ) zui Daistellung dei lmeaien Funktionalope- 
rationen verwendct woiden sind 672,1 ) 

35 e. + Die Hellmgersclien Integrals In emei gewissen Verwandt- 
schaft zu den Shcltjesschen Integialen stehen die integralaitigen Grenz- 
weite, die von E Helhnge ) b7S ) [zuni Zweck von Unteisucbungen ubei 
die Orfcbogonalmvaiianten clei quadiatiscben Foimen von unendlicb 
vielen Verandeilichen] eingefulnt woiden smd Es sei f{x) in \a,b\ 
stetig, g(x) stetig und monoton wachsend, fernei sei m jedem Ted- 
mteivall von \_a,b\ m welchem g(x) konstant ist, auch f(x) konsfcant 
Man bilde nun fui jede beliebige Emteilung @ von \a, b] durcli end- 

671 a) *Eme systematiscke Obersiekt uber das Stieltjesathe Integral und 
seme Yerallgememerungen gibt S Pollai d, Quart J of math 49 (1920), p 7 ^ ft — 
Weitere Emzelfragen, die sick auf das Stieltjenaohe Int( oral beziehen, behandeln 
fcrner H E Bray, Annals of math (2) 20 (1918), p 177/8G, G R Hardy, Mes- 
senger of math 48 (1918), p 90/100, It D Carmichael, Bull Auier M*ith Soc 
2b (1919/20), p 97/102, H Hahn 7l2 ), p 52/88, T H Hildehandt , Bull Amei 
Math Soc 28 (1922\ p 53/8 

AuBeidem sei heivoigehoben die Aulstellung notwpndigeL und kimeicheu- 
dei Bedmgungen lui dLe Existenz des Stielfjcss chen Integrals bei unstotigem f{a) 
durch G A Bliss, Proceed National Acad TJ S A 3 (1917), p 633/7, It D Cai - 
michael , ib 5 (1919), p 551/5 * 

671b) *W R Young o0 '‘), letztes Zitat * 

071 c) *P J Darnell , Trans Amei Math Soc 19 (1918), p 353/62 * 

672) F Riesz, Pans C R 149 (1909), p 974/7 [ + vgl auch 10iH ), p 22/6*], 
*Ann fic Norm (3) 28 (1911), p 33/62, msbes p 30/43, (3)31(1914), p 9/14 Ferner 
H lcbesgue 66c ), E Helly, Sitzgsber Ak Wiss Wien Ila, 121 (1912), p 265/97, 
J Radon 600 ), p 1332/48 Ygl auch die m 6U ) angegebene Literatur* 

072 a) *Ebenso hat M Frechct, Traus Amer Math Soc 10 (1915), p 215/34, 
em StieltjesBchea Doppehntegral zur Darstellung von bilinearen Funktionalopera- 
tionen verwendet Ygl dazu auch Ch A I iscliei B44 ), 5 u 6 Zitat, Elizabeth 
Le Stout geon 54 4 ), sowie 606 ), femer C de la Vallce Poussin, Bull sc math [55! =] 
(2) U x (1920), p 294 * 

673) + E Helhnge) , Die Orthogonalinvarianten quadiatisclier Formen von 
unendlich vielen YanabeJen, Diss Gott 1907, msbes p 25/ol, J f Math 136 
(1909), p 234/40, vgl auch H Hahn 676 ), p 170/2* 



1074 lie 9b Manteb Rosenth a l Integration und Differentiation 


hch viele, aufemandeifolgende Punkte a 1 (v = 0, 1, , n , wobei 

a Q — a, a n = 6) die Summe 


5'e = 


V OW-M-d ) 8 

0 («l ) — </(«!- l) 


= yr (A/il 2 

^ A <7, 

i =i 


Haben diese Zahlen $(? eme endhche obeie Grenze S, so bezeiehnet 
E Hettinger diese mit & 

/ s 


(^(r)) s 

dg(x) 


Unter gewissen Bedmgungen (z B wenn (A/V<JA <7 Ah ist, wobei 
}){x) ebenfalls eine stetige, monoton wachsende Funktion m [a, b] ist) 
existieit diese endliche obeie Gienze S und es eigibt sich fur jede Folge 
lmnier femeiei Emteilungen em mit S zusammenfallendei Grenzweit 
von Sq 674 ) 

H Hahn m ) hat die Hellingei schen Integiale auf Lebcsgue sche 
Integrate zmuckgefuh.it 

J Radon 67b ) hat die Hettinger schen Integrale noch wesentlich 
veiallgememeit, mdem ei Gienzweite betiachtet, die als 



zu schreiben smd, und mdem ei die Untei^uchungen fui Mengenfunk- 
tionen (m M-dimensionalen Ruumen) duichfulnt G7Gft ) + 

35 f. + Das Perronsche Integral Dei von 0 Poron m ) augegebene 
Integralbeguff beruht auf ganz andeiei Giundlage als die ubngen 
Integiaidefioitionen , ei knupft namlich immittelbar an die Auffassung 
der Integiation als Umkehrung dei Diffeientiation an Es sei f(P) 
die gegebene, lm Inteivall [a, J] zu mtegnerende Funktion, die zu- 
nachst als beschrankt voiausgesetzt weide Jede stetige Funktion 
^(x), fur die ip (a) = 0 ist und fur die mi Inteivall [a, b ] die untere 
Denvieite 678 ) ist, nennt ei erne zu f(x) im Interval! 


674) *In abnliclier Weise hat E Hcllinqer 07S ) noch andere deiaitige mte- 
gralarfcige Grenzweite definiert, insbesondere solche, die er mit 

b 

f YaTdg 

hezeichnet * a 

676 ) Hahn } Monatsh Math Phys 23 (1912), p 170/83 * 

676) J Radon ° 69 ), p 57/87, 118/23, vgl auch Nr 44 Scblufi* 

676 a) ,Wegen emer andeien, von E H Moore heiruhrenden Yerallgemei- 
nemng Hellmgerscher Integrale siebe T H Hildehanclt 651 “), p 190, 198/201 * 

677) *0 Perron, Sitzgsber Heidelberg Ak Wiss 1914 A, 14 Abbandl,p 1/16 ^ 

678) „D h ilBL — vgl bierubei Nr 3S, FuBn ,17 )* 
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[a, 6] adjangierte Obey function 7 ebenso bezeichnet er jede stetige Funk- 
tion cp{pc) y fui die <p(a) — 0 ist und fui die im Intervall [a, 6] die 
obere Denvieite Dq>(%) <[/(V) ist, als erne zn f(x) wi Intel mil [a, 6] 
adjungieite Untei funltion 67Sl1 ) Nun besitzen die Weite ^(6) eme end- 
hche unteie Grenze G mid die Werte y>(b) eme endliehe obere Gienze g 3 
wobei stets G^>g Ist biei G = g, so nennt 0 Pen on die Fuiiktion 
f(x ) mtegnerbar im Intervall [a, b] und setzt 

b 

j*f(x)dx = G = q 

a 

Nacbdem 0 Peiron selbst gezeigt bat, daB sem Integialbegnff fui 
bescbiankte Funktionen / nimdestens ebenso weittiagend ist vvie der 
Lebcsgnesdie, bat PL Pane ) G79 ) fur bescbrankte Integranden die vollige 
Uberemstnnmuiio des Pmowsehen Integrals mit deni lebesgue schen 
bewiesen 

Bei nicbt-bescbrankfcem Integianden f(x) muB die Existenz doi 
adjungieiten Obei- und Untei funktionen besondeis voiausgesetzt werden, 
und man bat ferner nocb voiauszusetzen 680 ), daB m [a, 6] _D <p(#) < + oo 
und JDip(x) > — oo bleibt Man eibalt bieibei aucb bedmgt konvei- 
gente Integiale Da andeierseits, wie PI P>ane) m ) gezeigt bat, jede 
(nacb Lebesgue) summieibaie Funktion aucb nacb Pen on mtegneibai 
ist, so ergibt sick, daB fui nicht-beschiankte Integranden der Perron - 
scbe Integialbegnff umfassender ist als der LebesgueschQ Wild von 
den Obei- und Untei funktionen noch Totalstetigkeit veilangt, so ei- 
kalt ruan nach H Hale 681a ) emen Integialbegnff, dessen Umfang sicb 
genau mit dem Lebesgaesdien deckt Fernei bat H Hale ma ') gezeigt, 
daB sogai jede Funktion, die em spezielles Denjoysches Integral be- 
sitzt, aucb nacb dei geeignefc voi allgem einei ten 681 b ) Pmcwschen Inte- 
gialdefimtion mtegiierbai ist, wabrend ubei die Umkehrung diesei 
Aussage nocb mcbts bekannt ist 

678 a) + Die*se Ober- und Onterfunktionen stelien in pngstem Zusammenhang 
zu den zuerst von Ch J de la Vallee Poussin [Cours d’ Analyse 1,2 ed 1009, 
p 270/71, 3 ed 1914, p 269/72, flS8 ), Inttgrales de Lebesgue, p 74/6] einge- 
fuhrfcen „Majoiantcn l und „Mmoranten“ der unbestimmten Lebesgucachen Tnte- 
grale * 

679) + . H Bciuei, Monatsb Math Phys 26 (1915), p 153/9* 

680) *Nach emem Vorschlag von W Grofi, vgl H j Bauc? (]7r> ), p 155 
u 186 * 

681) Bauet ° 79 ), p 1S6/92 * 

681a) t H Hale , Math Ann 83 (1921), p 119/42 * 

681b) Jnsbesondeie braucheu die defimerenden Uugleichungen nur bis auf 
Nullmengen zu gelten * 

Encv 1 1 ot» rl m fh Wins m h TT ° VO 
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Es sei noch bemerkt, daB E Baue> 682 ) den Pet ) onschen Integral- 
begrxff und seme Eigenschaften auf Funktionen mehrerei Yeiander- 
hchen (melnfaclie Integiale) ausgedebnt ha t* 

Integration von Reihen 

36. Integrierbarkeit der Grenzfunktionen. 1st erne konvergente 
Reihe von Funktionen gegeben, so konnen wir uns die beiden folgen- 
den Fiagen stellen 

I Untei welchen Beding ungen ist die Reihensumme mtegrabel, 
wenn die Grliedei dei Reihe mtegiabel smd? 

II Unter welclien Bedmgungen ist die Reihensumme summier- 
bar ; wenn die Grliedei dei Reihe suumiieibai smd? 

Die erste Frage ist von C Aisela m ) beantwoitet woiden 

Erinnem wn zunachst an die von C Aizela heuukrende Defini- 
tion der quasi-gleichmaBigen (oder stieekenweise gleichmaBigen) Kon- 
vergenz 684 ), nehmen wn an, daB die Folge von Funktionen fjx) den 
Grrenzweit f(x ) habe, daB also die Reihe 

n = +oo 

11=1 

f(x) zur Summe habe, man sagt dann, daB die Konveigenz in \a , b J 
quasi -gleiclimafiig ist, wenn man, wie klem anch em positives £ 
und wie groB auck ein positives N gewahlt sem mogen, eme solche 
Zahl N' > N finden kann, daB fui jeden Wert x von [a, &] eme 
zwischen N und N' gelegene ganze Zahl n x existieit, fui die 

\f(?) — fnS X ) |< £ 

ist 

Nehmen wn an, daB man aus [a, fr] eme gewisse Anzahl von 
Strecken ausschlieBt, deien Langensnmme rj ist, und daB die Konver- 
genz im ubrigbleibenden Teile quasi gleichmaBig ist, wenn die Zahl ij 
beliebig klem gemacht weiden kann, so sagen wir mit G 
daB die Konveigenz im allgemeinen quasi-gleiclimafiig ist, odei auch, 
daB die Konveigenz mi allgemeinen st) ethenweise gleichmafiuj ist [,,con- 

682) Baue) fl7 °), p 169/98 * 

683) C Arzela, *Rend Acc Line (4) 1 (1885), p 321/6, anch* Memone Ist 
Bologna (6) 8 (1899/1900), p 706/12, *und Rend 1st Bologna (2) 10 (1905/G;, 
p 32/40* [ + Ein gegen C Aizelas Beweis von E TF Hobson, Proc London Math 
Soc (2) 1 (1903/4), p 386/7, eikobener Einwand ist ganz unbeiechtigt *] 

684) C Arzela sagt sti echemveise glciclimafhge Konvergenz (convergen/a um- 
forme [odei auch in egual grado] a tratti), der Ansdiuck quasi- gltich mo fhge Kon- 
vergenz (c quasi-uniforme) stammt von E Boiel *Siehe hiembeL Nr 52, vgl 
femei UAl, Nr 3 7, Fufinote 189 (A Pnngsheim )* 



30. Integneibarkeit dei Grenzfunktionen 37 Ghedvreise Integnerbarkeit 1077 

vergenza umfoime a tiatti m geneiale“] C Aizela hat sodann den 
Satz aufgestellt erne notwcndige und him eichende Bedinqung dafw , 
dap in [a, b\ die bescfoanlde Summe emey Reihe von integiablen Fnnl- 
tionen wlbst integiabel sei, bestehb den in, dap deyen Konveigenz tm aV - 
gememen quasi gleidmafiig sei GSia ) 

Was die Fiage II betnfft, so ergibt sich naeh H Lebesgue dae 
folgende Resultat Hat erne Reihe ion sumnueibaien Funltionen emu 
beschianltc Function zm Summe , so i ist diese Funktion summieybat , 
denn jede Uienzfunktion von meBbaien Fanldionen ist eme meBbaie 
Funktion [vgl Ni 30], und jede besclnankte meBbaie Funktion ist 
summieibai 

37. G-liedweise Integrierbarkeit Wenn die Gienzlunktion f(&) emei 
konveigenten Folge von mtegueibaien odei summieibaien Funktionen 
f n (x) selbst mtegrieibai oder summieibar ist, m welchem Fall kann 
man dann die Reihenfolge von Integiation und Gienziibergang vei- 
tausehen, d li 



setzenV Odei ; was dasselbe besagfc Wenn die Summe emer konvei- 
genten Reihe mtegrabel oder summieibar ist ; in welchem Fall ist 
dann das Integral dei Summe dei Glieder gleich dei Summe dei In- 
tegrale diesei Gliedei? ^Die (m alle Lehibucbei ubeigegangenej Er- 
Icenntxns, daB mi Intel vail [a, V\ die gleichmaBige Konveigenz dei 
Reihe mtegrieibarei Funktionen erne hmieichende Bedingung fur die 
Integxabilitat dei Summe und fui die Zulassigkeit dei gliedweisen 
Integiation ist, diufte wohl auf K Wem strap zui uckgelien C85 ) Das 
eiste Beispiel emer nieht-gleichinaBig konveigenten Reihe, die mcht 
gliedweise mtegnert weiden darf, hat G DaibouxA^) angegeben * Em 
wesentlich allgemeineies Resultat veidankt man C Aizela b87 ) Ei hat 


o84a) + Eme etwas andeie, ubrigens besondeis nahebegende Form diesei 
Bedmgung (emfach-gleichmafiige Konveigenz [Nr 52] der Reilie m jedem Punkte 
von [a, 6], abgeseheu von einer Nnllmenge) bei W WilLosz, Fuudamenta imith 
2 (1921), p 136/9 * 

685) *Siehe hieruber z B ^ Heine , J f Math 71 (1870), p 363 Ygl aucli 
II A 3, Nr 0, FuBnote 11 (G BiuneT)* 

68o) *G Daiboux, Ann Ec Norm (2) 4 (1876), p 84 Dieses erste (kiassisch 
gewoidene) Beispiel ist 

/» W = <T ^ **, / K c) = hm i n (x) = 0 1 

n =oo 

bS7) C Aicela, *Reud Acc Line (4) 1 (1885i, p 537 [diese Stelle bildet 
/uaamiuen nut dein Hilfssatz 433 ) von p 262/7 unci den Beti ichtun°*en von v> 32‘ ; 
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bewiesen wenn Funktionen die mi Intel vail [a, J)\ mtegiabel 

und m lkiei Gesamtheit beschiankt 688 ) smd ; erne mtegiable Funktion 
zur Grenze haben, so kann man die Reikenfolge yon Infcegiation und 
Gienzubeigang veitauschen, mit andeien Woiten, wenn die Funktionen 
f n (x) m ibrer Gesamtheit beschiankt smd ; so eilaubt die 1 m allge- 
niemen quasi-gleichmaBige Konveigenz die Reihenfolge von Integia- 
tion und Gienzubeigang zu yeitauschen 6y9 ) 

Fur den speziellen Fall, daB die Funktionen f a und / m [a, h\ 
stetig sind, ist der Ai zelaszhe Satz noch emmal von W F Osgood b9 °) 
o’efunden und bewiesen woiden 

O 

Dei Satz von 0 Aisela ist in dem folgenden allgememeien Satz 
von H Lebesgue G91 ) enthalten (dei ubngens, wie die nacbhei zu ei- 
wahnenden Satze, niclit nui m einem Inteivall [a, b\, sondern auch 
auf emer beliebigen meBbaicn Menge E gilt) Wenn summietbaic 
Funktionen f nr die m ilnei Gesamtheit beschiankt smd , erne Ghcn#- 
funktion f haben, so ?st auch f summieibat und das Integral von 
f n hat das Integial von f zum Gienziveit Dies kann man auch so 


emen volLtdncligen Beweis des Satzes], aushihihcher * Mernoue Ist Bologna (5) 
b (1899/1900), p 728/5 

*Es sei noch daiauf hmgevnesen, dab das, was zu dem Hilfssatz 12J ) (dei 
den eigenthchen Kem dei tfberlegungen bildet) noch hiuzukoinmt, sick mi 
wesenthchen bereits in einei Bemerkung von L Kronecker, Monatsber Ak Wiss 
Beilm 1878, p 51, findet* 

688) Man sagt, dab die Funktionen f n {%) ifoci Gesamtheit mi Inteivall 
[a, b ] beschumkt“ odei. auch „gleichmafiig bestlua/tlt tL bind, wenn cine solclic Zahl 
M existieit, dafi in [«, 6] die Ungleichung 

I /•„(«) I < M 

erfullt ist, was auch n und x smd 

689) *Eme dem Lebcsguc schen Resultat otn ) analoge Eiweiteruug des Ar ( tla - 
schen Satzes fur mcht notwendig beBchianhte, absolut mtegrable Funktionen j n 
und / hat neuerdmog M v Pidoll, Math Ztschr 8 (1920), p 299/802, elemental 
bewiesen * 

690) W F Osgood, Amer J of math 19 (1897), p 155/90, msbes p 173/82 
f Andeie Beweise gabeu hieifur F Riesz, Jahrosb Deutseh Math -Yei 26(1917/18), 
p 271/8 [auch Mathem es phys lapok 26 (1917), p 67/73], L JBiebeibath , Math 
Ztschr 2 (1918), p 155/7 [lot/teier Beweis mi wesenthchen wio bei C At rela )] , 
vgl auch E Landau, Math Ztschr 2 (1918), p 350/1 * 

Ferner hat sich W H Young [Pioc London Math Soc (2; 1 (1903/4), 
p 89/102] mit der gliedweisen Integration von Reiben punktweise unstetigei 
Funktionen beschaftigt, deren Summe punktweise unstetig ist Er hat fui dio- 
sen Fall den Mrse/aschen Satz bewiesen Ygl auch E W Hobson, Proc London 
Math Soc (1) 34 (1901/2), p 245/59 

691) H Lcbesgue, These, p 29/30 = Annali , p 259/60,* Lemons sm Pinto 
giation, p 114 
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aussprechen &ind die samtlichen Pai tialsummen (d h die Summen 
der n ersfcen Gliedei) emei konveigenten Reihe m lhiei Gesamtheit 
beschiankt und smd die Gliedei der Reihe sumnneibar, so kann man 
ohedweise mtegrieien Falls die Glieder der Reihe und ihie Sumnie 
mtegneibai smd, wild aus dem Lebesgue schen Integial das Riemanw 
sche Integial ; und man wird auf den voiheigehenden Sat/ 

zuruckgefuhit 692 ) 

^Wie steht es xluu, wenn die Funktionen f H {x) m dit m lhrei Ge- 
samtheit beschiankt smd? Dei Satz von H Lebesgue laflt sich lner- 
fiu sofoit so veiallgememein 093 ) Wenn die summieibaieu Funktionen 
f gegen die Funktion f konveigieien und line ahsoluten Retiage 
samthch unteihalb emei sumnneibaien Funktion cp bleiben, so ist 
auch f summieibai und das Integial von f n hat das Integial von / 
zum Gienzweit Damit ist folgende Foimulieiung gleichwei tig * Die 
gleiclie Aussage gilt, wenn die summierbai en Funktionen f n gegen 
die Funktion f konveigieren und dabei die absoluten Betiagc det 
Reste |/ — f n | m lhier Gesamtheit beschiankt smd + odei unteihalb 
einer festen summieibaren Funktion bleiben* Feinei bewcist man Gyj ) 
^Smd die Funktionen f rl summieibar und konveigieren sie gegen eme 
summieibaie Funktion f \ so gilt (1), sofein die Funktionen | f — f n \ 1 + u 
summierbai smd (wobei # eine feste, von n unabhangige Zahl > 0 
ist) und deien Integiale m lhiei Gesamtheit beschiankt smd Eme 
andeie hmreichende Bedmgung fur die glicdweise Integiabilitat hat 

oo 

B Levi b% ) gegeben. Ist eme Reihe summierbai er Funktionen 

n~l 

auf der mehbaren Menge E und konveigieit die Reihe 

xf\ \ u ^ x )\ dx > 

n= It 

692) Jedes Polynom ist summierbar, also ist auch jede Funktion der 
Bane schen Funktionenklasse 1, wenn sie beschr.mkt ist, euinimerbar, darauB 
folgt, daB jede beschiankte Funktion lrgendemer .ZJcmtiscben Klasse surumierbar 
ist Ubngena ist schon oben [Ni 30] der Satz ausgespioohou worden, dafi diese 
Funktionen mefibar smd 

693) II Lebesgur™ 1 ), *Bull Soc math France 36 (1908), p 12,* Ann Fac 
*c Toulouse [23 =] (3) 1 (1909), p 49 u 60 *Vgl auch Ch J de la Vallet 
Poubsm, Cours d’Analyse mfin 1 (3 ed 1914), p 263/6, sowie ° 01 ) * 

694) Dei Fall £ = 1 gelit auf F Riesz, Paris C R 111 (1907), p 617 zu- 
ruck, *vgl auch die beiden letzten Zitate \ou e91 ) Der allgemeinere Satz bei 
C de la Vallce Pousbin, Trans Amer Math Soc 16 (1916), p 452/3* 

696) B Lem , Rend 1st Lomb (2) 39 (1906), p 775/80 Ein spezieller Fall 
davon auch bei G Seveuni, Atti Accad Gioema Catania (4) 20 (1907), mem n" 12, 
p 13/15, *sowie bei B G D Richardson, Trans Amei Math Soc 9 (1908), p 370 
Ygl auch E W Hobson, Pioc London Math Soc (2)80 910) » "7/9 snvi FnRn * 
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JO 

dan n konvergieit auch die Reihe au ^ -E> abgesehen hochstens 

71 = 1 

you einer Nullmenge, and man daif diese Reihe auf E gliedweise 
mtegrieren * 

Bei einer konveigenten Folge von mclifc gleichmafiig-be&chiankten 
Fnnktionen f n (x) ist natuigemaB die Untei suchung derjemgen Stellen 
X wichtig, in deien Umgebung | f(x) — fjx) | uielit mebi m ihiei 
Gesamtheit beschraukt sind, noch genauei gesagt X sei ein solckei 
Weit ; daC ; wie klein aucb h und wie groB auch w 0 ist, die Funktionen 
| — f n {x) j fui n > w 0 im Intel vail [X — h, X - f- A] mcht m ihiei 

Gesamtheit beschraukt smd Diese Stellen X sollen „Punlte von nn - 
endhchcm Ungleiclima/3igleitsgtad u genannt werden 690 ) Aus dem klas- 
siscken Beispiel von G Darboux GS 6 ) gelit hervoi, daB schon emo em- 
zige Stelle „von unendhchem Uiigleichmafiigkeitsgrad" del Paitial- 
summen die gliedweise Integiabilitat ausscblieBen kann * 

+ In solchen Fallen mcht gleichmaBig-besehianktei f u kaun man 

c 

als neuen Gesichtspunkt die Stetigkeit dei Gienzfunktion von j f n (x)d% 

a 

emfuhien TF F Osgood m ) hat lneiubei bewiesen Ivonveigiert im 
Intel vail [a, b] die Folge stetigei Funktionen f n (x) gegen erne stetige 
Funktion f(x), ist femer 

X 

F(x) — lim / V (u) d i 

n = ac 

a 

696) ^Wegen des Begnfts ,,Ungleichmafiigkeitsgrad“ sowie bezuglich dei 
Yerteilung der Puakte ungleichmaBigei Konveigenz siehe Nr h) u 49 a 

Ubngens sei bemeikt Wenn jedes einzelne dei f n (x) und msbesondere f(x) 
beschrankt iat, dann smd die Punkte X „von unendhchem UngleicbmaBigkeits- 
giad“ identisck nut den Punkten, in deren Umgebung die f n {%) mcht m dei 
C-resamtheit beschiankt smd* 

W H Young, Pans C R 13b (1903), p 1632/4 hat gezcigt, dab die Reihe 
der Integrale, wenn gliedweise Integration moglicb ist, gleichmaBig konvergiert 
auBer vielleicht m den Punkten X von unendhchem UngleichmaBigkeitsgrad 

697) *TF F Osgood 600 ), p 183/88 [Voilaufige Mitteilung Nachr Ges 
Wise Gottingen 1896, p 289 u 291] — Diesen Satz hat C Arzela 683 ), zweites 
Zitat, p 729/33 vexallgememeit fur den Fall, daB die fjx) sowie /(a) nui als 
beschrankt und mtegnerbar vorausgesetzt werden Erne weifceie Veiallgememe- 
rung des ersten Teiles dieses Satzes findet sich bei TF H Young , Proc London 
Math Soc (2) 8 (1909/10), p 115 es wird hiei die Existenz von 

-« 

a 

mcht ausdrucklich vorausgesetzt, sondern nur die Stetigkeit der oberen mid un- 
teren Limites dei Folge dieser Integrale und die ubngen Redmgungen, dann 
folgt daraus die Existenz jenes Limes und dei Satz gilt* 
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erne stetige Fuaktion von x, dann gilt (1), wenn die (stets abge- 
schlossene) Menge M del Punkte von unendlichem UngleichniaBig- 
keitsgrad abmhlbar ist 1st dagegen diese Menge M mckt abzahlbar, 
so gibt es zugekonge Folgen stetiger Funktionen f n (x), welcbe m M 
von unendlichem Ungleichmafiigkeitsgiad sind und die ubugen Be- 
dmgungen erfullen, ohne daB (1) gilt. 098 ) Damit ist zugleich eine 
fiuhere Behauptung von G Argeld 690 ) widerlegt, dei geglaubt hatte, 
beweisen zu konnen, daB die Stetigkeit von F(x) mckt nur erne not- 
wendige, sondein aucb eine lnni eickende Bedmgung fui die Gultig- 
keit von (1) darstelle Ubngens ist es an sick veistandlich, daB hiei- 


698) Hierfui hat W F Osgood 00 °) folgendes Beispiel angegeben Kon- 
fetruieren vn auf der Strecke [0, 1] eine perfekte Menge F, mdem wir aus diesei 
Strecke die mneren Punkte einer abzahlbai unendlichen Menge von Intervallen 
ausschlieflen Das Intervall d t moge seme Mitte m der Mitt.e der Strecke 
ro, 11 haben und die Lange 

besitzen, die Shecken d\, d* haben als Mittelpunkte die Mitfcon cj, x\ der 
nach dem ersten Schntfc ubng bleibenden Streckcn, und iliro gememsamo Lange 
genuge dei Gleichung 

-f" ^ = %% 

t)?r — 1 «n — 1 

Die Strecken 6j bi , d; mo gen die Mitten / = , x}, , x H 

der nach dei vorheigehenden Operation verbleibenden Strecken als Mittelpunkte 
haben und d n als gememsame Lange besitzen, so daB 


4- 2^ -j- + 

ist, usw Man setze dann 
1 


71 n + 2 


//»(**“) — 1 { c n> ^») i 






fur 


Jtx 

nn 2 tcx “ ,lcOB $ 

-sm-pe 

mt 2 tcx ~ n 006 $ _ 

u sm ~r e fur 


d 


0 <*^“7 


0 


fui die ubngen Wei to von u 


ist 


Der Grenzwert dei Btetigen Funktionen f n (x) ist 0 Dagegen hat das Tntogral 


ff n (x)dx 

0 

zuru Grenzvrert eine stetige (stieckenweise konstante) Funktion, die lm Intervall 
[0, 1] mcht abmmmt und fur x = 0 Null, fui x = 1 Eins ist 

^.Ein viel emfacheres Beispiel diesei Art hat G Viiixh angegeben, siehe 70 °) 
[Ygl feinei G JG Hardy, Messenger of math 45 (1915), p 145/9]* 

699) *0 Arzela 687 ), Rend (1885), p 532/7, er hat selbet auf die Unnchtig- 
keit seiner Behauptung hmgewiesen, nachdem er W F Osgoods Beispiel kennen 
gelernt hatte Rend Aec Line (K\ fi 0 897^ n on n/" * 
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fur die Stetigkeifc von F(%) im allgememen nicht ausieicht, da naeh 
Ni 44 nicht die Stetigkeit, sondern eist die Totalstetigkeit [siehe 
liierubei Ni 22] erne fui die Lebesgue sclien Integiale ehaiaktenstiscbe 
Eigenscliaft ist Aber noch nicht einmal die Totahtetigkeit von F {% ) 
tst fw die GitUtgTceit von (1) him etchend G Vitah hat darauf zuerst 
mittels ernes sebi emfachen Be i spiels aufmeiksam gemaeht, hei wel- 
chem die Reihe dei Integiale gegen erne totalstetige Funktion kon- 
vergiert, obne dab gliedw'eise Integiation eilaubt ist 700 )^ 

Jedocb kann G Vitah bierubei den folgenden Ratz beweisen 
Bilden bei einei konvei genten Reihe sumnneibarei Funktionen mi 
Interval! [a, &] die Puukte you unendlichem UngleiehmaBigkeitsgrad 
erne Menge vom Mafi Null , so bestebt eme notwendige und lim- 
reichende Bedmgung fur die Gultigkeit dei ghedvveisen Integiation 
im Lebesgue*6hen Smn (emscblieBlich dei Existenz des Integrals der 
Reihensumme) darm, daB die Reihe dei Integiale m [a, &] gegen eine 
totalstetige Funktion konvei giei t 70i ) 

In engem Zusammenkang hiermit bat G Yitah 702 ) noeh einige 

andere, fui die betiachteten Fragen wicbtige Beguffe emgefubit 

00 

Ei aagt von einei konvei genten Reihe ^u n (x), deien Grliedei auf 

» = 1 


700) Vitrili 7o: j, p 160 Dieses Deiapiel [viel emfiichei aK das von 6UH )J 
ist folgendes Es Bei in [0, 1] defimeit 


/»(*) = 


tin die Intel valle ^ wobei k = 0, 1, , n — 1 

0 sonst 


Die Polge f n (x) konvergiert gegen 0 uberall, auBei in einer Nnllmenge A r 
Ferner ist x 

GO dx = 'c, 

o 

also eme totalstetige, \on 0 vcrschiedene Funktion — 

Will man erreicken, daB die Folge ausnakmslos uberall konvergiert, ao 
braucht man nur die Definition von f n {x) daduich abzuandein, daB man auch 
fur die Punkte von N j. ^ „ q 

setzt — 

Das Beispiel 058 ) ist, wenu dort ; l ist, nicht totalstetige 

*Vgl auch G Fichtcnhoh , Rend Circ mat Paleimo 10(1915), p 1 53/Gb 
Er zeigt in sbe sonde re (p 162/5) Setzt man m [a, b] (statt der Integueibarkeit 
nach Lebesgue) die Integnerbaikeit nach JRicmctnn fui die Reikenglieder sowie 
auch fui die Reikensumme voiaus und foidert man, daB die Reihe der Integrale 
gegen ein J2ic/^fl?iusches Integral konvergieie, so kann mati gliedweise mte- 
gneren [ohne uber die Menge der Punkte von unendlichem Uiiglwcbmafiigkeits- 
gxad etwas voiausaetzen zu muasen] * 

702) G Vitah, Rend Circ mat Palermo 23 (1907), o 137/55 
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erner meBbaien Menge E von endlicbeni MaB summierbar sind, sie 
sei auf E „vollstandig ghedtveise mtegne) bai “ oder kurzer „vollstanchy 
mtegnetbar “ 703 ) [„mtegi abile completamente per seue“] y wenn far jede 
meBbaie Teilmenge © von E die gliedweise Integration dei Reibe 
zulassig ist ; d b wenn fui jedes solcbe © die beiden folgenden Aus- 
drucke existieren nnd emander gleicb smd 

GO CO 

^ j u n (x]dx und f u n {x)dx 

«= 1 G & "=1 

JDaB die vollstaudige gliedweise Integnerbarkeit wirklich wesent- 
licb mehr besagt als die gewohnliche gliedweise Integneibaikeit, zeigt 
ei durch ein emfacbes Beispiel 704 ) emer Reibe, die in einem Intel vail 
im gewohnlicben Sinn gliedweise mtegneibar ist, obne vollstandig 
mtegneibar zu sem Dagegen stimmen die beiden Beguffe u herein., 
wenn die Partial sum men dei Reibe nacb oben odei naeb unten m 
ibrer Gesamtbeit bescbrankfc sind* 

1st femei eine Menge F von sumimeibaren Funktionen gegeben, 
so sagt er, daB lbie Integiale 70D ) m emer meBbaren Menge A? „gleich - 
gradig totalstehg“ oder y gleichgyadig absohitstet?g‘ ( \„egiii’assolitiamente 
continui^™ 5 *) smd, wenn jedei positiven Zabl a erne positive Zahl g 
entspncbt, dei art, daB der absolute Betiag des Integials jedei Funktion 
aus F klemei als 6 ist, sofern das Integial eistieckt wild uber erne 
beliebige meBbare Teilmenge von E, deien MaB kleiner als g ist 

G Vitali beweist sodann den folgenden Satz 706 )* Fur die voll- 
standige gliedweise Integnerbaikeit emer konvergenten Reibe end- 
licber und summierbaier Funktionen auf emer meBbaien Menge E 
von endlicbem MaB ist notwendig und buneicbend, daB die Integrate 
der Paitialsummen diesei Reibe auf E gleichgradig totalbtetig smd 

+ Femei kann man m dem oben angegebenen Satz von B Zm 695 ) 
?; gliedweise integneibai“ durcb „vollstandig gliedweise mtegneibar^ 
ersetzen 707 ) 

R Halm 108 ) bat nocb gezeigt Fui die vollstandige Integnerbai- 
keit emer gegen erne summierbaie Funktion f{x) konveigieienden Folge 
summierbaiei Funktionen f n (x) in emei meBbaren Menge E von end- 

703) + Letztere Ausdrucksweise ist auch fur Funkhonenfolgen geeignefc* 

704) Vitali 70 2 ), p 147/8 * 

705) * Analog allgemein fur Ge&amtheiten totalstetigei Mengen funktionen * 

705 a) *Vgl auch Ni 49 b* 

706) ± G Vitah 10 -), p 140/7, vgl auch die Dardtellung bei C de la Vallce 
Poussin 09 ‘), p 445/o3 * 

707) *G Vitah 7Qi ), p 150/2, vgl hierzu auch TP JEL Young 709 ), 3 Zitat,p 58/60* 

708) 77 TTnhn, h*r "Wir^ Wi n !T i0/< 
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lichem MaB ist notwendig und hmreickend, daB 
l ™ J | fix) — f n ( x ) \dx = 0 

E 

ist * 


+ Im Bereich clei kiei be^prochenen Fiagen hat W H Young 709 ) 
aueli den Fall mcht lonveujente ) 710 ) Folgen [f n (x)\ (bzw Jieihen) und 
mcht konvei gen ter Folgen von Integraleu der f n (x) untersucht Seien 
L(x) bz w l(x) die obeien bzw unteien Liimtes der Folge dei sum- 
mieibaien Funktionen /^(tf), dann bat ei z B 
aufgestellfc, daB r * 

J L{x)dx Inn J f n (z)d% 


Bedingungen 


dafur 


bzw 


X X 

/ l(x)dx hm / f n {x) clx 

71—OQtJ 


ist [was sicbeilicli zutnSt ; wenn die f n (x) in ibrer Gesamtbeit nacb 
oben bzw nacb unten bescbiankt smd 711 )]* 

+ Fernei sei nocb eiwahnt, daB auch genauer die Bedingungen 
untersucht woiden smd, untci denen 

ft ( z ) g(z)dz = Inn f f n (x) g (z) d x 

& L 


ist, wenn die Folge \f n {x ) J gegen fix) kouvergieit 712 J' 


+ Znm ScliluB fugen wir diesen Ausfukrungen nbei die gliedweise 
Integration der nnendliclien Reilien nocli em paai Bemeikungen ubei 
die ghedivem Differentiation der unendlichen Beihen bei, die zweckmaBig 
bier, unmittelbai ans Voibergehende anscbliefiend, ibren Platz linden, 
obwohl sie eigentlich bereits zum folgenden Abschnitt gekoron 

709) W E Young, Proe London Math Soc (2) 8 (1909/10), p 99/116, . (2) 9 
(1910/11), p 286/324, (2) 11 (1912), p 43/95* 

710) *Der einfachste Fall, daB namlich die Folge Oder Reihe nnr in emer 
Nullmenge mcht konvergieit, ubb naturhch auf die fruheieu Reaultate keinen 
wesentlichen EmfluB aus* 

111) *IF H Young 70 *), erstes Zitafc, p 111 ^ 

712) *Sielie msbesondere U Dim, Fondamenh, p 392/5 = Dini-Luroth 
Grundlagen, p 525/30, T J Fa Bromwich, An introduction to the theory of 
iB finite series, London 1908, p, 448/55, H Lebcsgue, Ann Fac sc Toulouse (3) 1 
(1909), p 52, WE Young , Froc London Math Soc (2) 9 (1910/11), p 463/85, 
(2) 11 (1912), p 43/95, (2) 18 (1919), p 367/74, B H Camp , Trans Amer Math’ 
Soc 15 (1914), p 87/106, R Hahn, Monatsh Math Phys 32 (1922), p 3/88, ms- 

bes p 38 ff [Vgl auch T Kojima, Tohoku Math J 14 (1918), p 64/79 18 
(1920), p 37/45]* ' ’ 
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Die Satze ubei gliedweise Diffeientiation dei unendlichen Reihen 
ergeben sicli namlich zumeist duicli emfacbe Anwenduiig der oben 
angegebenen Resultate uber gliedweise Integrabilitat, zum Teil allei- 
dings unter Veimeidung von Integrationen Wn wollen hiei die fol- 
genden Satze hervorheben 

Im Intel vail \a, li\ sei die Reihe dei dort diffeientnerbaien Funk- 
tionen u n (x) 

( 2 ) ^u„{x) = f{x) 

n — 1 

konvergent und die Reihe der Ableitungen 

(3) 

71 = 1 

gleichmaBig konveigent, dann ist fix) doit differentnerbar und es 
ist dort 

(4) f'(x) = <p(V) ns ) 

Fernei 714 ) gilt die gleicke Aussage fui jeden Weit x, in dem 
< p(x ) stetig ist ; wenn statfc der gleichmaBigen Konveigenz nui die 
Konveigenz von (3) sowie die gleichmaBige Beschianktheit dei Reste 
der Reihe (3) voiausgesetzt wird 

AuBerdem 7l5 ) Ist (2) gleiehgiadig totalstetig, so kaun man, ab- 
gesehen vielleicht von emer Nullmenge, gliedweise differentneren, wenn 
(3) konveigieit 

Ebenso 715a ) kann erne konvergente Reihe (2) monofcon wachsen- 
der Funktionen u n (co) fast ubeiall gliedweise diffei entnert werden * 

713) + Mit Voiaussetzung der Stehgleit von u r n (x) durfte der Satz auf 
K Weierstrafi zuruckgehen Unter der Yoraussetzung der Integnerbarkeit dei 
u' n (x) findet sich der Satz bei G JDonboux, Ann JSc Norm (2) 4 (1675), p 83, 
in der angegebenen Fa&sung wuide der Satz (ohne Bemitzung der Integration) 
von U Dim bewiesen [Fondamenti, p 112/7 = Dim-Liu oth, Grundlagen, p 16 0/6] 
Ygl auch Nr 43 bei 801 ) Der analoge Satz ist fur die ^ on Ableitungen von 
E Landau , Arch Math Pbys 26 (1917), p 69/70 bewiesen worden 

Der Satz des Testes nut „emtach-gleichmaBiger Konvergenz u [siehe Ni 52] 
statt „gleichmdBiger Konvergenz 11 bei J JBendixson, Ofversigt af Yetensk Akad 
Forhandl 64 (1897), p 605/22 Ygl dazu auch J Wolff, Nieuw Ai chief voor 
Wiskunde (2) 13 (1920), p 186/86 * 

714) *Dies eigibt sich duich direkte Anwcndung des bei 69 *) und ° 93 ) zi- 
tierten Lebesgueachen Satzes uber gliedweise Integration Vgl dazu auch W F 
Osgood 09 °), p 188/9, C Arzela (S87 ) 1 zweites Zitat, p 720/7 u 733/4, E W Hobson , 
Theory, p 662/3 * 

716) Vitah 702 ), p 140 * 

715a) *6? Fubim, Rend Atti Ac c Lincei [Rom] (6) 24 A (1916), p 204/6, 
Y erallgemeinerun o“en bei T t Tnr^h ibid ^ js'i or i “ ,0 '* J T1 ” 
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Ableitungen und primitive Funklionen 


im 


38. Eigensehaften der vier Derivierten 716 ) >Sei f(x) erne 
Intel vail [a, b] definieite Funktion, betracliten wn das Verhaltms (den 
Differenzenquotienten") 

7 (ci , Cl -f- It) 


t{x + h) — f(x) 


h 


Wenn h von der posihven Seite gegen Null konveigiert, so heiBt dei 
obeie Limes D + [ausluhilichei D + f(x)] und dei unteie Limes 
von ?(&,# + £) die obeie bzw unteie ied\te (voideie) Denvieile von 
f(% ) im Punkte n 1st h negativ, so defimeib man m entspiechendei 
Weise die obne bzw unteie hiile (Junto e) Denviote B~ bzw D_ von 
/Ytf) 717 ) *Die so cleiimeiten viei Zablen beilien die vie> Denvieiden 
von f(x) im Punkte a? 718 )* 

1st JD + = D +; so hat die Funktion eme techte (yuideie) Ableitung 


geno } ibid (5) 25 2 (1916), p 66/S Vgl feiner A Rajchnan , Fuudamenta math 
2 (1921), p 50/63, 3 (1922), p 113/8, 321, A Rajchman u S firths, ibid 4 (1923), 
p 211/13* 

716) *Vgl hieruber IIA2, Ni 5 (A Voj, 3), wo sich aucli die notigen Lite- 
raturangaben finden * 

717) *Diese Begnfft, gelien auf U Dim, Fondamenti, p 190/2 [== Dim- 

Luroth, Giundlagen, p 260/2] zuruck, die Namen [„vordere obere Denvieite (Ab- 
loitung) 41 usw ] und die im Text veiwendete Schieibweise D + , Z) + , D", D_ rukien 
von L Scheeffer, Acta math 5 (1884), p 52 sowie 183, her U Dim, a a 0 , 
hatte hierfur die mcht mehi gebiauchliehen, wemger ekaiakteristischen Zeichen 
A x , X x> A ' v , V x beuutzt, sowie die Benennung „est)cmi ohcillatom supenon e in- 
feriors, destio e smistio “ Eme an L Scheefla ankuupfende, abei dock davon 
abweichende Schieibweise von M Pascli, Math Ann 30 (1887), p 135, hat sonst 
kaum Verwendung gefunden Yon neueren Schreibweisen seien die folgenden 
zwei liervorgehoben (von denen die eme an U Dim, die andeie an L Scheefjer 
anknupft) die m Fianlaeich veibreiteten Zeichen [siehe etwa H Lehesgue, These, 
p 42 = Annali, p 272] A d , l d , A g , die im Deutschen mifc A r , l t , A x , X x wiedei-’ 
zugeben waren, ferner_die von C Ca) atheodory, Reelle Funktionen, p 517 li , be- 
nutzte SchrcLbweise D + , D * , [LeUterei bezuchnet jeden Gienzwert 

von r{x, x + lh), der miltels emei positiven (bzw negativen), gegen Null kom 
\eigierenden Folge {7;,] erhalten wird, ah rechte (bzw lmke) Denvierte D 
(bzw D_) ] 

Der^grofiere dei beiden Werte D+ und D~ wird auch als die „ohere Den - 
meite“ D, der klemere dei beiden YVerte und D_ als die „unteic Deniicrle te 
D hezeichnet, vgl ° 77 ) und 678 ) 

Gelegentlich wnd die Ableituug als „die Dcnvierti“ bezeichnet, dock wollen 
wir hiei, urn jede Verwechslung zu vermeiden, den Ansdruck „Denvieite“ aus- 
scliliefilich fur die „viei Dermerten 11 verwenden Im Fianzu 3 iscben ist es all- 
gemem ublich, in entspreebender Weise zwiseken „dcnvee‘ (Ableitung) und 
„nomhe del ice“ (Denvierte) zu uuteiseheiden T 

718) Caratheodory ,17 ) bezeichnet, sie als „dte viei Hauvtderwierten “ 
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[odei einon votcleren Diffeientialquotienten] / + '(Y), ist D~ = so 
hat sie eme hrihe Qnnteie) Ableitung [oder emeu Junta en Differential - 
quot lenten] fL(x) Die Funktion f(x) lieiBt clann nach 7 echts b7w nach 
links differentne'i'bar (ocler vom bzw Innten diffei entneibai) Smd aDe 
vier Deimeiten emandei gleick, so hat die Funktion mi Punkte x 
eme Ableitung {Ihffei entialquotient) /'(#) 719 ) ? m diesem Fall heiBt die 
Funktion f(x ) lm Punkt x diffei enhwbar 72 °) 

+ Als MaB tui die Unteischiede der viei Denvieiten von f(x) an 
der Stelle x kanu man zweckmaBig die als „Richtungss(hwanhing ilti 21 ) 
odei als , } G> enzbekantemvinleV 1122 ) bezeielmete grofite Differenz zwi- 
schen den aictg der viei Denvieiten m x benutzen* 

Die viei Denvieiten konnen ubei das Veihalten dei Funktion 
f(x) an dei betreffenden Stelle x AufschluB geben 1 st; 

D + >0, D„> 0, 

so waclisb die Funktion in x, ist 

V+> 0 ; 

so wachst die Funktion in x zur Kechien, ist 

I)-< 0, D h > 0 , 

so hat die Funktion lm Punkte x ein Minimum 

Setzen wir jetzt f(x) als stetig voiaus Der folgende ( + von 
FI j D im 723 ) heuuhiende*) Satz ist giundlegend 

In irgendeinem Inte) voile Jidben die mo Denvieiten dieselbe olere 
Grenze und dieselbe anterc Gienze, diese Gienzen smd diejemgen des 
Yeihaltmsses 7 (x, x), uenn x und x m dem betracldeten Into voile 
varnci en 

719) Auch wenn der gememsame Wert der viei Zahlon -)- oo oder ~oo ist 

720) *Es sei bier erwahnt, daB L E J Broinnei, Verslag Akad Amsteidam 
17 (1908), p 38/45 = Pioceed Acad Amsterdam 11 (1908), p 59/66, BezLehungen 
/wischen den Eigenschaften der zu festgehaltenem h gehoienden Differenzenquo- 
tienten > (/t, % -f - li) und der Existenz des Diffei entialquotienten unteisucht bat 

Ferner sei noch eiwabnt, dab W Giofi [siehe MonatBb Math Phys 30 
(1920), p 80/2] ats Seitenstuck zu den vier Denvieiten (durch Bildung gewisscr 
Mittelwerte des Diffeienzenquotienten) 3J Stcigungs^ahlen s definieit hat und, wenn 
diese zusammenfallen, eme „Steigung “ , letztere kann existieren, auch wonn kerne 
Ableitung an der beti Stelle vorhanden ist + 

721) Scheeffet 717 ), p 53 * 

722) J Rosenthal 1 x Hab -Sckrift, p 11 = Math Ann , p 4S8 Siehe hiei- 
uber auch clen m Hab -Schuft, p 36/7 = Math Ann , p 511/12 angegebenen Satz K 

723) * U JDinij Fondamenti, p l L )2/4 = Dini-Luioth, Grundlagen, p 262/5 
Vgl auch P du Bon-Reymond, Math Ann 16 (18S0), p 119 u 123/4 Veiall- 
gemeinerungen des Satzes bei W H Young , Proc London Math Soc (2) 15 
(1915), p 42'5 * 
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Hieraus folgt wenn un Punkte ^ eme der vier Dermerten 
stetig ist, so sind es die diei ubrigen auch, die Funktion hat dann 
m diesem Punkte eme Ableitung Smd die obeie und unteie Grenze 
der vier Denvieiten in emem Intel valle endlich, sagt man 7 daB 
die Funktion m diesem Inteivall beschiankte Denvierfce besitzt, man 
hat daim ; wie aueli x und lm Intel valle gewahlt weiden 

|>(a ; x)\< M, 

wo M eme feste Zahl 1st 724 ) 

Hat eme Funktion in emem IntervaUe beschiankte Denvieite, t>o 
ist die Funktion auch you besehianktei Sckwankung [*und zwai ist 
die totale Vanation del Funktion m emem InterYall von dei Lange 
S hochstens gleich Md*], dagegen ist die Umkehrung mcht nehtig 725 ) 

Fukien wir nun den von B Bctue™) kenukienden Begnff der 
„ol>eien bzw unteien Gienze emer Funktion hei Vernaclilassigung der 
Mengen emei hestimmten Gattung“ (z B dei abzahlbaien Mengen, 
der Mengen vom MaB Null) em Die obeie Gienze G von f(x) in 
\a, &] ist eine Zahl deiait, daB keme Punkte emstieien, fui welche 
/(c) > X, wena X > G y daB dagegen solche Punkte exi&tieien, wenn 
) < G ist Die obeie Gienze von fix) in [a, b] bei Veinachlassi- 
gung dei Mengen vom MaB Null ist eme Zahl G 1 deiart, daB die 
Menge dei Punkte, fui die f(x) > X ist, das MaB Null hat, wenn 
X > G l9 und em von Null veischiedenes MaB besitzt, wenn X < 
ist H Lebesgue 727 ) hat die folgenden Satze aufgestellt Die oboe und 
die unteie Gienze emei besch mil ten Denmaten bleibt umeiandeit , 
gleichmel 6b man die Mengen vom Mafi Null veinacldassigt odei mcht 
Die obeie und che untac Gienze emei beliebigen Denvieitcn bleibt un- 
leiandeit , glezchviel 6b man die abzahlbaien Mengen vernachlassigt 
od& mcht 

724) Diese letzfce Bedmgung, hauhg die ^Lipschitzsche Bedmgung" ge- 
nannt, kommt in vielen Schluasen uber die Reihenentwicklungen von Funk- 
tionen und die Existenztheoreme der Differential^] eickungen \or 4 Vgl z B 
II A 4 a, Nr 4 (P Painlcve )* 

7*25) Z B ist die Funktion 

x 2 sin ~ 
a? 

*oder noch emfachei die Funktion 

vr*c 

von beschx.inhter Sckwankung, obgleieh ilire Denvierten m deL Nahe des Punkt&s- 
r = 0 mcht besclnankt Bind 

726) *These, Pans 1899 =* Ann di mat (3) 3 (1899), p 72/3 + Vgl auch 
l5a j, Scklufl * 

727) Lebesgue , Levons sur Integration, p 80 — Vgl dazu auch F Bern- 
bte >i 782 ), p 332/5, C Oaratheodoi y f Reelle Funktionen, p 536/9 * 
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Wenn die in [a, b ] stetige und in (a, b) differentneibare Funktion 
f(x) m a und b Null ist, so wird bekanntlick die Ableitung, sofem 
sie endlicb bleibt, an mmdestens emer S telle ini Intervalle (ci, b) Nall 
[Mittelweitsatz der Differ entiali echnung 728 )] , fin die vier Denvierten 
existierfc ein entsprecbender Satz wenn eine stetige Funktion f(x) fur 
x = a und x = b Null ist, okhe m [a, b ] bestandig Nul] zu sem, so 
existreren Puntte von (a, b), fui die 

D + > 0, > 0 (oder Dr > 0 , > 0), 

und Punkte von (a, />), fur die 

D + < 0, D + < 0 (odei D- < 0, J)_ < 0) 
ist Hat man umgekehit bestandig 

entwedei D + D { 0 odei D~ D_ 0, 
so ist f(x) erne Konstante 

Ferner bat H Lebesgue 729 J bewiesen Die vier Denvierien emer 
stetigen Funktion sind Funktioncn von hochslens der zweiten JBairescJien 
Klasse Sie sind also mcfSbme Funlhoncn ^AuBerdem hat W U 
Young™ 0 ) gezeigt, daB die obeien (bzw unteien) Deri viei ten emei 
stetigen Funktion nacb oben (bzw unten) halbstetig sind, auBer viel- 
leicht in emer Menge eister Kategorie* 

39. Eigenschaften der Ableitungen Setzen wu voiaus, daB 
f(x) m [a, b] erne Ableitung f(x) besitzt G Dcoboux™ 1 ) hat be- 
wiesen erne Ableitung kann von cmem Werte A melit zu einern an - 
deren B ubergehen , ohm alle zwischen A und B hcgenden Werte an- 
zunehmen Diese Eigenschaft (a) kommt den stetigen Funktionen zu, 
aber genugt mcbt zui Chaiaktensieiung emei stetigen Funktion Bme 
Funktion kann die Eigenschaft (a) besitzen und dennoch punktieit 
oder sogar total unstetig sem Ersteres tutt, wie aus dem zu Ende 
diesei Ni Gresagten heivoigeht, bei jeder nicht stetigen Ableitung 
em 732 ), em Beispiel fur den zweiten Fall hat IT Lebesgue 783 ) gegeben 

728) ^Vgl hzeruber II A 2, Ni 7 (A Vofi) * 

729) ^Le^ons sur l’integrafcion, p 121, besser dargestellfc in* Ath Accad 

Line Rend (5) 15 II (1906), p 4 [*Wegin der Denvieiten unstetigei Funktionen 
Piehe W Fundamental math 3 (1922), p 123/7 ^ St Banach, ibid ,p 128/32 *] 

7S0) *TF H Young, Proc London Math Soc (2) 6 (1908), p 304* 

731) G Darhoux, Ann Ec Norm (2) 4 (1875), p 109 '10 

732) *Auf Beispiele deraitigei mcht-stetiger Ableitungen hat ?uerst G Dm- 
hoax 731 ) aufmerksam gemackt, em besonders emfachcs Beispiel dieeer Art ist 

f{x) = x°- am (-1) , 

2* sm — «,.(!) £ura;=(=0 

0 fui 'i = o * 

733) H Lebesgue , Le9ons sur 1’mt^gration, p 00 ^Em andeies derartigee 
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Sei x eme Zabl zwiscken 0 und 1, und a l} a 2 , , a n7 die 
Folge ibrer Dezimalstellen, so kann man scbieiben 

X = 0 , CL^ @3 a n 3 

betrachten vrir die Folge 


a n a &? lt 5 > > a 2n + 17 7 

ist sie mcbt periodisch, so setzen wn cp(x) = 0, ist sie penodmeb 
und beginnt die Penode nut a 2n _ u so setzen wn 
<p(v) = 0, a Sn a 2n+s a !n+i 

Die Funktion <p (x) mmmt dann m jedem nocb so klemen Inteivall 
alle zwiscben 0 und 1 gelegenen Weite an 

Besitzen zwei endlicbe Funktionen die Eigenscbaften ( cc ), so be- 
sitzt line Summe mcbt notwendig gleicbfalls diese Eigenstbaft 7 ' 11 ), 
aber die Summe von zwei endlicken Ableitungen besitzt die Eigen - 
schaft (a), da sie selbst wiedei eme Ableitung ist 7<Ua ) 

Wahiend die vier Dermerten emei stetigen Funktion von (hoch- 
stens) 2 Bavtesch&r Klasse sind [Ni 38], sind dio Ableitungen sogai 
Funktionen von (hockstens) 1 Klasse, nut andeien Worten, cine Ah - 


leitung ist auf jedey petfehten Menge hochstens punltiot u?i$tefrg [ + vg] 
Nr 53*] m der Tat ist sie dei Grenzweit dei Folge von stetigen 


Funktionen 


/„c^=«[4 +4) -/w] 


fur n = oo ZB ist die eben definierte Funktion (p(x) von JR Le 
besgue, da sie total unstetig ist, keme Ableitung, obzwai sie die 
Eigenschaft (a) besitzt 

+ TF H Young™) bat eine notwendige und biureicbende Bedin- 


Beispiel ist schon vorher von E Cesaro , Bull sc math [32=| (2) 21 (1897), 
p 258 angegeben worden* 

*Yon den beschrankteu, total unstetigen Funktionen /(*) mit dei Kigeu- 
Bchaft (a) bat F Apt, Aich Math Pkys (8) 20 (1012/13), p 189/91, ge/,eigt, dnB 
die Pnnkte x,y — f (a.) zusammen nnt ibren Haufungspunktcn ein ganzes Flilclien- 
stuck von nicht verschwmdendem MaB erfullen* 

734) H Lcbesgtie gibt a a 0 783 ) das folgende Beispiel 

1st /i(a)“Sm— lur em von 0 verschiedenes x, f x ( 0) — 1, 

f*(x) = *— sm-~ fur em von 0 verschiedenes x, (0) ==- 1 , 
so bat man 


fi(. x )~h ft (#) — 0 fur em von 0 veisclnedenes r, (0) / (0) = 2 

734 a) *Dagegen braucht das Produkt zweier Ableitungen mcht gleicbfalls 
erne Ableitung zusein, vgl W Wtlloss, Fundamentamatb 2(1921) p 146/54 <>87 * 
735) ,W R Young, Rend Giro mat Palermo 24 (1907), p 18 7'92 C- 
tragung auf den Fall emer Funktion von mebreren Verandeilicben ' Messenger 
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gung clafur angegeben, daB erne Funktion f{x) yon 1 Klasse die 
Eigenschaft (a) besitzt in jedem Punkt x soil f(x) gememsamei 
Grienzwert mindestens emei von rechts und mmdestens emer von 
links kommenden Folge von Funktionsweiten sein * 

40. Existenz der Ableitungen *Uber das klassiache Weie> st ) a) 3sche 
Beispiel emei stetigen, nngends diffeientneibaien Funktion ist sclion 
lm Aitikel IIA2, Nr 4 (A Vofi) benclitet woiclen [vgl auch II A 1, 
Ni 18 (A Ptingsheim)] 735a ) Nacb dem Bekanntwei clen dieses Beispiels 
sind teils in engem AnschluB daran ? teils mittels anderei Konstiuk- 
tionen (von denen eimge m duicbsichtigei geometnscbei Form auf- 
tieten) zablreicbe weiteie deiaitige Beispiele sfcetigei, nngends diffe- 
lentneibaier Funktionen gegeben und unteisucht woi den 7,3G )* 

of math (2) 39 (1910), p 69/72 — Vgl dazu auch A Dcnjoy , Bull Soc math 

France 4=3 (1915), p 179/85, Pans 0 R 162 (1916), p 868/70, Aim Ec Norm 
(3) 33 (1916), p 198/9, wo gewisae Kategorieu von Funktionen f(x) angegeben 
vzerden, die dei 1 Klasse angekoren und zugleick die Eigeuschaffc («) besitzen, 
bieruntei befinden sick msbesondeie die „appro\imativ btetigen“ Funktionen und 
die ,,appioxrmaliven Ableitungen“ [sieke Ni 44 bj 

Weiteres uber die Eigenschatt (a) bei 1) C Gillespie, Bull Amer Math 
Soc 28 (1922), p 245/50 * 

735 a) ^Ein erstes Beispiel emei mcbt-diffeientneibaren stetigen Funktion 
hat (bereits 30 Jahre voi K Weiei sti afi) B Bolzano gekannL, wobei ei allerdmgs 
nur die Nichtdiiferentiieibaikeit an emei ubciall diebten Menge von Stellen be- 
merkt zu baben schemt Sieke kierubei M label [„Aus dem liaudsckriftlicken 
NacblaB Bernard Bolzano s“], Sitzgsber d kon bobm Ges d Wiss 1920/21, Cl II, 
p 1/33 [Vgl dazu aucb G KowaltiosLi, Bencnte Ges Wiss Leipzig 74 (1922), 
P 91/5]" 

736) ^Abgeseben von den in II A 2, Ni 4 ( A VofS) sthon eiwaknten, aut das 
Weieisti a fischo Beispiel sicb be/iebenden LiteLatuiangaben [wozu man etwa nocb 
G Chisholm Young 7oS ), 1 Zitat, p 153/71, sowie die bei M JPasch, Yerandeilicbe 
und Funktion, Leipzig u Beilm 1914, p 122/9 gemachten biBtonscben Bemeikungen 
veigleicbe], ist hiei nocb auf folgende Arbeiten bmznweisen G Darboux , Ann fic 
Norm (2) 4 (1876), p 107/8, (2) 8 (1S79), p 195/202, U Dim, Ann di mat (2) 8 
(1877), p 121/37, Fondamenti, p 147/06 == Dim-Luroth, Giundlagen, p 205/29, 
M Leich , J f Math 103 (1888), p 126/3S, Ch Cclleim, Bull d scicnc math (2) 
14 (1890), p 152/5 [siebe dazu auch B N Prasad, Proceed Benares Math Soc 3 
(1921), p 1/4, Jabresbei Deutsch Math -Vei 31 (1922), p 174/5], G Peano, Math 
Ann 36 (1890), p 100, D Hilbcii , Math Ann 38 (1891), p 460, Ch J dela VaV.ee 
Poussin, Ann Soc scientif Biuxelles 16 A (1891/2), p 57/02, A Taubc) , Mouatsk 
Math Pbjs 8 (1897), p 330/40, T Bioden , J 1 Math 118 (1897), p LOO, Arkiv 
for mat, astr ocb fysik 2 (1905/0), Ni 2, p 1/12, E Steimtz , Math Ann 52 (1899), 
p 58/69, E H Mooie, Tiana Amer Math Soc 1 (1900), p 81/90, T Talagi , 
Proceed Tokyo Math -Phys Soc [Tokyd Sugaku -Butungakkwai Hokoku] 1 
(1901/03), p 176/7, J of the Physical School m Tokyo 14 (1904), p 1/2 (abge- 
druckt in Y Milami, Mathematical Papers from the Fai East [Abbandl zar Ge- 
scbicbte d math Wissenscb 2b], Leipzig 1910, p 108/9), J. Hefi, Disseitation 386 ), 
Encyklop d math ‘Wiasensch IT 3 71 
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*Die Eikenntms dei Exustenz stetigei, liugends differential baiei 
Funktionen fuhit natuigemaB zu der folgenden allgememen Fiage * 
In welchen Fallen uud fm welcke Menge von Werten % kann man be- 
kaupten, daB eine Funktion f{a.) eme Ableifcung be&itzt? Die wicli- 
tigste Antwoit auf diese Frage wild duicli folgenden Satz von H Le- 
besgue 737 ) gegeben Jede Fanldion f(x ) n 3 ) von heschranlde > Schivanlnng 

p 40/5, H v Koch, Aikiv foi mat, asti ochfysik 1 (1003 p 681/702, 2 (1905/6), 
Nr 27, p 1/2, Acta math 30 (1906), p 145/74 [vgl clazu auch F Apt , Math 
Ztschi 13 (1922), p 217/2*2], F Cesaio, Atti Accad Napoli (2) 12 (1905), Ni 15, 
p 1/12, Arch Math Phys (3) 10 (190b), p 57/b3, A Ihoglio , Gioin di mat 44 
[=(2) 18], (1906), p 168/80, 354/09, A Sclletio , Rend Circ mat Paleimo 28 (1009), 
p 153/84, S Fuluzaiva , Proceed Tokyo Math -Phys Soc [Tokyo Sugaku-Butu 
ngakkwai Kizi] (2) 4 (1907/S), p 202/7, G Fabet , Tahiesb Deutsch Math Yei 
16 (1907), p 538/40, Math Ann 66 (1908\ p 81/94, 09 (1910), p 372/51,0 Lands- 
beig, Jahiesber Deutach Math -Yer 17 (190b), p 46/61, W Sieipinslu , Anzeiger 
Ak Wiss Niakau 1914(A), p 102/81, Wektoi 3 (1914), p 337/43, A Denjoy , 
J de math (7)1 (191 o ), p 209'23, G H Hatdy, Trans Ainer Math Son 17 (1916), 
p 301/25, C Caraiheodo) ij, Reelle Funktionen, p 590/94, H Hahn , Jahiesbei 
Deutach Math -Yer 26 (1917 [1918]), p 2S1/4, K Knopp, Jahieslior Deutsch 
Math -Yer 20 (1917 [1918]), p 278/80, Aich Math Phys (3) 20 (1917), p 108/115, 
Sitzgsber d Berl Math Ges 16 (1917), p 97/106, Math Ztachi 2 (1918), p 1/26 
Die beiden letztgenannten Aihoiten yon K Knopp bieton zugleich emo gute zu- 
Bammenfussende Ubeisicht uber den Gogenstand Es sei noch envahnt, daB 
W R Young , Mesaengei of math (2) 38 (1908), p G5/9, ein paai allgomeine 
Eigenschaften der mrgends difterentuerbaien Funktionen angegeben hat — 
C Gamtktodory uud R Hahn (a a O) kaben daiauf hmgewiesen, daB big jet/t 
noch nichta ubei die EAisteuz solchcr Funktionen bekannt ist, die an keiner 
Stelle eine beatimmte lecbtsseitige Ableitung besitzen Ygl da/u aucb G Pra- 
sad , Bull Calcutta Math Soc 3 (1915), p 53/4 * 

737) R Lebesgue , Le 9 on 8 sur Pintdgiation, p 128 *Andeie Beweise lui 
diesen Satz (die nn Gegensatz zu H LebesgiiPB uraprunglichen Beiveis ohne Be- 
nut/ung des Integralbegnffs gefuhrt warden) bei G Fabei 7B5 ), L Tonelh 7 ™*) 
und Rencl Acc Lmcei (5) 25, (1916), p 103/70, sowie bei W R Young und 
G Chisholm Young, Pioc London Math Soc (2)9(1910/11), p 325/32, A Eajchman 
u S Ms 71 ' 11 ), p 201/10 — 

Den analog en Satz hat N Lnsm , Pane C R 155 (1912), p 1475/7, Annali 
di mat (3) 26 (1917), p 99/110 (msbes p 105/7) fm die stetigen Funktionen „von 
verallgememcrter beschiankter Schwaukung“ aufgestellt [die er (wie m 107a ) er- 
wahnt) mit Rucksicht auf das spezielle DenjoyBche Integial defimert hat], ubn- 
gens ist fui den hieim enthaltenen Fall des speziellen JD enjoy schen Integrals die 
betr Aus sage kurz vorher von A Benjoy 767 ) bewiesen burden Ygl dazu auch 
A Benjoy, Ann Ec Noim (3) 33 (1916), p 163 u 168 * 

73S) *Eb ist nicht notig, f\&) als stetig voiauszuset/en, vgl TF R Young 7 " 1 ) 
p 79/80 — 

Bei dieeer Gelegenheit sei eiwahnt, daB F Lulacs , Math Ann 70 (1911), 
p 561,2, cm Beispiel emer Fnnktion angegeben hat, die m emei uheiall dichten 
Menge unMetig, abei doch m emer uberall dichten Menge difteientneibai ist, 
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40. Existenz der Ableitungen 

m einem Intel vail [a, 6] besitzt erne endhehe Ableitung in jedem Punlde 
x von [a, b], aufiei vielleicht fm die Punlde emei Menge vom Maji Null 

Diesel Satz laBt sich nibbe&ondere auf Fiin.kti.ouen mit in einem 
Intervall [a, b] beschiankten Denvieiten anwenden 7d8a ) J? MonteV S9 ) 
hat die^en Satz auch fur die Funktionen bewiesen, deien Denvierfce 
m jedem. Pirnkt von [a, b] endhch sind, d h ei hat auch von diesen 
Funktionen gezeigt, da,B sie fast ubeiall m [a, b] eme endliohe Ah- 
leitung besitzen 710 )* 

B Levi hat femei folgenden Satz bewiesen 711 ) Die Menge dei 
Punlde x emeb Intei vails (ct, b), fio ivelche eme vi ( a , b) stetige Func- 
tion eme voi dei e imd eme liwteie Ableitmiq besitzt, die beuh vonemande t 
ve) schiedcn smd , ist abzahlbai 712 ) 

^Besitzt die Funktion an dei btelle x eme voiclere und hmteie 
Ableitung, die beide vonemandei verschieden smd, so haben wn den 
Typus emei Echo bzw Sprfzc, als deien Giofie ist dei Wmkel zwi- 
schen dei voi deien und hmteren Halbtangente, d h das Supplement 
des Gienzsekantenwmkels, zu bezeichnen GewisseimaBen als Vei- 
schaifung des voi stehenden Satzes zeigt nun A Rosenthal 1 ™), daB bet 
emei stetigen Function, die ubeiall im Into vail [a,b) cine voi dei e und 
eme hmteie Ableitung besitzt , die Spitzen und die Eden , deien Gtofie 
miter einci fesien Zahl y < it bleibt, in (a, b) mu eme sepai xerte Menge 
bilden Naturlich kann die Gresanitmenge allei Eeken bei emer deraitigen 

siehe auch W D A Westfall , Bull Amer Math Soc 15 (1008/0), p 225/5, W Sier - 
pinsh, Wektoi 3 (1913), p 145/7, L Narayan, Bull Calcutta Math Soc 2 (1915), 
Ni 2, p 21/6 * 

738a) *Rntspieckendes fui Funktionen von /vvei Vciauderlichon bei H Bade - 
machei, Math Ann 79 (1910), p 341/8, 81 (1020), p 52/63 * 

739) Moutel, Pans 0. R 155 (1912), p 1478/80 * 

740; + Emen noch weiteigehenden Satz hat A Dtnjoy, J de math (7) 1 
(1915), p 188/9 u 190/2, bewiesen [ist auch m seinem m Ni 40 a angegebenen, 
allgemeinen Resultat enthalten] Hat die stetige Funktion f(x) m jedem Punkt 
emer Menge M von positivem MaB auf emei Seite endhehe (obeie und untere) 
Denvieite, so besitzt f{x), von emer Nullmengo abgesehen, uberall auf M erne 
(endhehe) Ableitung * 

741) B Levi , Atti Accad Lmc Rend (5; 1 (1906), p 437/8 ^Diesen Satz 
bat viel spatei aneb W Sicipiusli, Anzeigei AL Wiss Kiakau 1012(A), p 850/5 
gefunden [Fur den Spezialfall dei konvexen Funktionen bat F Bernstein, Math 
Ann 64 (1907), p 425/b eiaen anderen, ^ehr emfachen Beweis gegebeu ] Be- 
zughch wesentlicher Veiallgemcmeiungen dieses Satzes siebc 7r,J ) und rnsbes 
den Aofang von Ni 40 a Vgl ubugens auch 45a ) * 

742) + Dei Satz gilt auch, wenu die betiachtete Funktion nicht als stetig 
voicusgesetzt wild, vgl G Chisholm Young 76 "), p 147/8* 

743) Rosenthal, Uber die Singulantuten der leellen ebenen Kurven, 
Munch Habil-Schr 1912 (Lpz 1912), p 37/8 = Math Ann 73(1912), r» 512/13* 
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Funktion [sogai bei emei konvesen Funktion 744 )] m (a, 1) uberall 
dicht liegen und bei emei stetigen Fuuktion, die nicht mein dei Em- 
echrankung unteiwoifen ist, duichweg vom und hmten differential - 
bai zu sem, konnen sogai die Spitzen uberall dicht liegen 745 ) 

Die Spitzen emei stetigen Funktion gekoien zu dei Menge M 
deijemgen Stellen, fui die mmdestens eme Denvieite unendhch ist 
Yon diesei Menge M liat W H Young 1Lb ) bewiesen, daB sie stets 
eme mneie Gienzmenge [sielie N 1 9 b] i&t Ahnhche Satze hat C Ca>ct~ 
tModojy 747 ) fur die Menge deijemgen Stellen emei stetigen Funktion 
bewiesen, in deuen eme bestimmte Denvieite + 00 (bzw — CX) ) wild, 
und msbesondeie leatgestellfc, daB jede solclie Menge endlich oder ab- 
zalilbar ist odei eme peifekte Teilmenge enthalt Weideu nun an 
emei Stelle alle vier Deimerfcen gleiclizeitig + oo oder gleiclizeitig 
— oo, so hat man m diesem Punkt eme unendliche Ableitung 718 ) 
Hiei aber haben B Levi u 8a ) und N Lusm 749 ) den folgenden Satz auf- 


744) ^Einlacbe Beispiele solchei konvexer Funktionen mit uberall dichl 
liegenden Ecken haben J L W V Jensen, Acta math 30 (1900), p 191 und 
F Bernstein, Arch Math Pliys (3) 12 (1907), p 285/6 gegeben* 

745) ^Deiarhge BeispieJe m II A 1, Nr 20, FuBn 228 ) ( A Bimq&licim), vgl 
auch da&elbst FuBnote 2ia ) Bezughch dei stetigen Funktionen mit uberall dicht 
liegenden Spitzen ist der folgende auf J Kontg , Monatsh Math Phys 1 (1890), 
p 7/12, zuruckgehende Satz hervorzuhoben [vgl auch A School flics, Bencht I 
1900, p 14S u 160] Es existiert hiei zu jedei behehig voigeschriebenen leolleu 
Zahl c eme uberall dicht liegende Menge von Punlcten, in denen entweder die 
Ableitung existiert und den Wert c hat, oder nicht existiert, wobei dann c zwi- 
sclien der groBten und klemsten Denvieiten dei betr Stelle liegt Nach 
A Rosenthal 1 1S ) muB hiei stets eme Menge 2 Kategone \on nicht voin und 
binten differentnerbaren Stellen vorhanden sem * 

746) *ir H Young, Ailav foi mat , asti och fysik 1 (1903/4), p 201/1 
Emen Spezialfall dieses Satzes, der &ich auf eme uberall dichte Menge M be- 
zieht, bat schon T Brodtn bewiesen [Ofversigt at Vet-Akad Forhandl (Stock- 
holm) 53 (189Gj, p 583/602, Acta Umv Lund 33 2 (1897), p 30/7, vgl auch 
A Schoenflies, Bencht I 1900, p 148/9] Ubngens ist der Satz von T VII Young 
semerseits vneder in emem viel umlassendeien (auf beliebige, nicht notwendig 
veitikale Iiichtungen aich bezichenden) Satz von A Rosenthal 1 n ) [Hab-Schr, 
p 35/6 = Math Ann, p 510/11] enthalten, vgl dazu auch die Untersuchungen 
von A Denjoy, Paris C E 160 (1915), p 763/b, J de math (7) 1 (1915), p 149/58* 

717) Caratheodory, Reelle Funktionen, p 528/30 u 535 Em Teil seiner 
Eeaultate auch schon bei A Denjoy 1 **), msbes J de math (7) 1 (1915), p 155/6* 

748) JBeispiele von (sogar monotonen) stetigen Funktionen mit ubeiall dicht 
liegenden Stellen, in denen die Ableitung -|- oo oder — oo ist, Bind m II A 1, 
Nr 20, FuBn 22S ) (A JPnngsheim) angegeben* 

748a) JB Levi, Bead Acc Lincei (5) 15, (1906), p 410/15 B Levi be- 
tiachtet nur den Fall, daB die stetige Funktion f{x) ubeiall eme bestimmte Ab- 
leitung besitzt * 
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gestellt Eme stetige Fnnktion f(x) lami eme unendliche Ableiiung nur 
hochstens m einey Menge vom Maji Null besitzen 749 a ) Em noeli weiter- 
gehendes Resultat liat A Denjoi / 75 °) eihalten, der clenselben Satz fur 
unendliche lechtsseitige (bzw lmksseitige) Ableitungen bewie^en hat 
|_vgl Ni 10 a] 

Endlich gehort hieiher noch der folgende Satz von A Rosen- 
thal™ 1 ) Die Menge de) mchtdiffeientneibcucn Stellen einey stetigen 
Funktion ist endlich, abmhlba) ode) von Machhqkeit clcs Kontmuums * 

JDie meisten dei voistehenden Satze lassen sich (teils ungeandert, 
teils mit gewissen Emschiankungen) auf beliebige stetige (Paiameter-) 
Kurven (voi allem m dei Ebene) ubeitiagen 752 ) Insbesondere gibt 
dei obige Satz von H Lebesgue hieibei AnlaB zu emei entsprechen- 
den Aussage ubei y ekhfizietbay e Kuiven * Fui die Rektifizieibarkeit 
emer Kuive ist notwendig und hmieichend, daB dio Funktionen emei 
Yeranderlichen, welche die Koordmaten dei Punkte diesei Kurven de- 
fimeren, -von beschianktei Schwankung smd 753 ), eme lektifizierbaie 
Kurve besitzt deshalb Tangenten, ausgenommen vielleicht fui die 
Kurvenpunkte, die emei Paiametei menge vom MaB Null entsprechen 7BJ ) 
G Fahey 755 ) + sowie L Tonelli 7B5a )* habeu Beweise dieses Satzes ge- 
geben, die vom Integi albegnff kemen Gebrauch machen 

Endlich wollen wir hiei noch eme andere mit dem obigen 
Lebesgue schen Satz aufs engste zusammenhangende Fiage betiachten, 

749) Lusin, Matematischeskij Sboimk [Rccueil math de la Soc math 
de Moscou] 28 (1911/12), p 266/94 u 544 [russisch], Pans C E 154 (1912), 
p 1688/90, Armali di mat (3) 2b (1917), p 81/88 [siehe hiei auch p 88/95] * 

749a) Lasm ud ) konnte feniei noch zeigen, dafl die in semern Satz ent- 
haltene Aussage geradezu charaktenstisch fui die Ableitungen ist, cr hat nam- 
lich beweisen konnen Ist eme in. [a, 6] defhneite, meBbaie Fnnktion cp(x) fast 
uberall endlich, so unterscheidel sich <p(%) in [a, fr] hochstens aut emer Null- 
menge von dei Ableitung emer gewissen stetigen Funktion f(x) [Ygl auch 
Ni 43 SckluB, bei 800 )]* 

750/ # 1 JDenjoy, J de math (7) 1 (1915), p 187, siehe auch St Banach, 
Pans C R 173 (1921), p 457/9 Vgl ferner Gr Chisholm Young 70 a ) * 

751) ’Rosenthal 743 ), Habil-Sckr, p 18/9 = Math Ann, p 513/4 * 

752) *Siehe hieruber msbesondeic A Rosenthal”**), § 3 * 

753) Jordan , Cours d’ Analyse I, 2 ed Pans 1893 (ebenso 3 ed Paris 
1909), p 100 

Fui Flachen und Funktionen mehrerer Veranderlichen ist das Entsprechende 
von Elise Bloch , Monatsh Math Pbys 30 (1920), p 105/22, unteisucht woiden* 

754) *£T Lebesgue 1 ^ 1 ), p 125/7 

Zugleick ergibt sich aus diesem Satz, daB kem Stuck emer nirgends diffe- 
rentneibaien Funktion rektifizieibar sem kann * 

755) G Fabei , Math Ann 69 (1910), p 381/95, *vgl auch 787 )* 

755a) *L Tonclh, Eend Acc Line (5) 25 t (1916), p 22/30 * 
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namlich die Diffei entueibarkeit ernes unbebtimmten Integrals Das 
nnbestimmte (Lebesguesche) Integial emei summieibaren Funktion isi 
eme Funktion von beschranktei Schwankung [siebe Hi 44] es be- 
sitzfc also ;> ixn aUgememen" eme Ableitung, genauei foimulieit, bat 
man den folgenden Satz, den man wiedei II Lebesgue veidankt 756 ) 
D as nnbestimmte Lebesguesdie Intecpal einei sumnnerbai en Funktion 
besitzt diese Funltion ziu Ableitung , aufier vidleicht fm eme Punlt- 
menge vom Mafi Null 

Ubrigens ist dieser Satz ziemlich selbstverstandlieh, wenn es sick 
nur um eme beschiankte, mtegneibare Funktion f(pc) bandelt In 
diesem Fall ist namlich das nnbestimmte Integral F[x ) eme stetige 
Funktion mit beschiankten Denvieiten, die f{sc) in alien Stetigkeits- 
punkten von f(z) /ui Ableitung bat Da die Unstetigkeitspunkte von 
f{z) eme Menge vom Mafie Null bilden niussen, so besitzt also F(x) 
fast ubeiall die Ableitung f(%) 

^Dei analoge Satz gilt aucb fui das spczielle Denyoyscke Integial 
[Nr 35c], d b das nnbestimmte sjyezielle DenjoyscJie Integial von f(x) 
besitzt j wie A Denjoy 757 1 bewiesen bat, iviede) f(%) fast uboall als Ab- 
leitanq Diesei Satz bleibfc aucb uocb ncbtig fui die von A Klimt- 
chmc gegebene Eiweiterung des speziellen Denjoy * cben Integrals 758 ), 
dagegen meld fui das all genie me Denjoijsche Integial, siebe hieiubei 
Ni 35 c mid 44 b* 

40 a. ^Bezielmngen zwischen den vier Denvierten Sell on ni 
Ni 38 [msbes bei 723 )] ist von Zusammenlungen zwischen den viei 
Deri viei ten die Rede gewesen, von noeh sjjezielleren Beziebungen 
zwischen den viei Denvierten haben die Satze m Ni 40 (z B dei 
Satz von B Levi ) gehandilt Wn wollen nun die Fiagestellungen, 
die duicb diese Satze dei letzten Ni angesebnitten smd, nocb weitei 
verfoken Welcbe Beziebungen besteben zwischen den veiscbiedenen 
Denvieiten, wenn man von Ausnahmemcngen bestimmter Ait (ab- 
zahlbaren Mengen, Nullmengen, Mengen 1 Kategone) absiebt? 

Hier ist voi allem em Satz hervoi/zuheben, der zuerst von 
A Rosenthal 160 ) und etwas spatei auch von G Chisholm Young 160 ) 

75G) *11 Lebfscjite' 1 *’ 1 ), p 121/5, Rend Acc Line (5) 15 2 (1900), p 0/8, Ann 
Ec Norm (3) 27 (1910), p -107/8 Vgl aucb JB Levi 7 * 1 ), p 438 u 6719 

Weitere Beweise fur cbeeen Satz bat A Denjoy, Bull Soc math France 13 
(1915b p 201/8 gegeben * 

757) Denjoy, Pans C R 154 (1912), p 1075/8 Vgl auch 737 ) * 

758) *1 lOnntcfime, Pans C It 162 (1910), p 287/90* 

759) Rosenthal"**), Hab -Schi , p 26/9 — Math Ann , p 601/4, hier ist 
der Satz m der lm obigen Test sogleieh anzugebenclen geometrischen Emklei- 
dung foimulieit * 
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ifgestellt woiden ist JBei erne) in (a, b) stetigen 7G1 J Function f(x) ist 
i jeder Stelle, von hochstens abzalilbcn vielen Stellcn abgesehen , die 
ttete Denvierte do einen Seite meld giofie) als die obeye Denvierte 
*> andeten Seite , d h 

D + D_ mid D“ D + 

nidi geometnsche Emkleidung kann man cliesem Satz eme noch 
oBeie Anscliaiilichkeit veileihen Man defimeie zunaebst (in Vei- 
Igememeiung dei m Ni 40 benutzten Ansdiucksweise) folgender- 
aBen eme Stelle als „Eclce ki Man betiachte an cler Stelle x vom 
sw hmten die zwiseben den fiiclitungen der obeien mid unteien 
envieiten emgescblossenen Winkel bzw r> /( (0 ^ # <£ it) Es sei 
m y] die GioBe des kleiuston Winkels, dei gleicbzeitig nnd & h 
ithalt Ist 7] = 0, so bat man eme Spline, ist rj positrv, abei < % , 

> bezeicbne man die Stelle % als „Ecke von dei GioBe >/‘ 7b3 ) Man 
mn dann den voistebenden Satz so foimulieren (woduicb ei deut- 
;b als emfaclie Vei allgem emeiung des Satzes von JB Levi , Nr 40, 
schemt) Die Punhte , m denen Eclcen ode > Spit&en emer stetigen 
miction hegen , bilden cine hochbtens abzahlhcn c Marge In dieser 
)rm gilt dei Satz aucli wiedex fui beliebige stetige Kurven dei 
oene 759 ) 

Die Beziebnngen, die zwiseben den Denvieiten bestehen, wenn 
m Ansnabmemengen vom MaB Null zulaBt, bat A Denjoy 7G3 ) syste- 
itiscb untei sucht Er erbalt biei das folgende zusammenfassende 
Ld abscblieBende Eiesuitat [m dem aucb emige dei Satze von Ni 40 
itentbalten smd 76t )] Bet emcy m ( a,b ) stetigen Funldion f{x) smd , 
>nn man von eme ) passenden Nullmenge absieht , an dm vei sclnedenen 
ellen i nui noch die folqenden via Fcdle moghch 


760) * G Chisholm Young, Acta math 37 (1914), p 141/8 — Ygl aucli 
Duijoy, Pans C R lbO (1915), p 707/9, J de math (7) 1 (1015), p 147/8, 
r diesen Satz ebenfalls gefunden unci emeu andeien Beweis dafur gegeben hat * 

761) ^tsTach G Chisholm Young 7C0 ) gilt dei Satz auch fur endhche mcht- 
tige Funktionen , vgl auch G Chisholm Young 70S ), 2 Zitafc, wo dei Satz auf 
ht endlich bleibende Funktionen ubertragen wircl* 

7b2) * A Rosenthal 7 Hab -Schj , p 5 = Math Ann p 482 + 

763) Denjoy, Pans C R 161 (1915), p 124/7, J de math (7) 1 (1915), 

105/240, msbes p 174/95 — Vgl da?u ubngens auch G Chisholm Young , 

art J of math 47 (1916), p 148/53, Pans C R 162 (191b), p 3S0/2, Pioc 
Qdon Math Soc 15 (191C0, p 360/84, [femei L E J Brouwer c88 ), p 19/24]* 

764) ^Namhch dei Satz von B Zm 71Bft ) und N Lusw 710 ) und seme von 
Denjoy 7 * 0 ) gegebene Veiallgememeiung, sowie die Montel sche Erganzung des 
^sflwcschen Satzes fsiehe 7Sfl ) u 740V )|* 
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1 D + = D~ = -f- °°> D + = D_ = — oo, 

2 D+ = D + ==- D~ == D__ encllicli , 

3 D+ = + oo, D — oo, D + = D~ endUch, 

4 2) _ = -|- c©, _Z) + = — cx), ZL = -0 + endlich 

AIbo Alle sonstigen eich auf die Denvierten emei Stelle x bezieben- 
den Vorkommmsse konnen sick nui m einer Nullmenge eieignen 
Jedei diesei viei Hauptfalle kann emzeln realisiert weiden, d li man 
kann Funktionen angeben, fui die fast ubeiall ein bestimmtei dieser 
yiei Falle emtiitt Fernei gibt es Funktionen, beL denen zugleich 
jeder diesei viei Falle in je emer Menge yon positivem Ma6 voi- 
kommt, nocb genauei Wenn man das Lineai kontmuum beliebig m 
viei elementenfi emde Mengen E l ,E 2 ,E^ } E l zeilegt, von denen jede 
von positivem Mafi ist, dann ist es nack A Dcnjoy 765 ) moglieh, erne 
stetige Funktion f(x) zu bilden, fui welcbe die vier Hauptfalle 1,2, 
3 , 4 beziekungsweise m den entspieckend bezeichneten viei Mengen 
E v E 2 , E v E± realisieit smd, jedesmal abgesehen von emei Nullmenge 

ScblieBlicb geboit bierhei nocb em (schon aus dem Jabi 1908 
stammendes) Ergebms von W H Young 7Gfa ) Aus der beieits m 
Ni 38 angegebenen Talsacbe, daB die obeien (bzw unteren) Den- 
vierten einei stetigen Funktion nacb oben (bzw unten) balbstetig 
smd, auBer vielleicbt m emei Menge 1 Kategone, folgt der Satz JBei 
emer stetigen FunUion untei scheidcn sick , abgesehen vielleicht von einer 
Menge 1 Kategorie , die Denmaten dei lechten und de> linLen Seite 
mcht voneinande > , d b , abgesehen vielleicht von emer Menge 1 Kate - 
gone ist stets D+ = D~ und T) + = D_ 

Hierm ist ubngens speziell nocb entbalten, daB die Falle 3 und 4 des 
Denjoysoken Satzes nui m Mengen 1 Kategone auffcreten konnen 767 )* 

41. Integrierbarkeit der Ableitung und der vier Denvierten Da 
die vier Derivieiten in emem Intervall dieselbe obeie Greuze und die- 
selbe unteie Gienze baben, so baben sie aueli dasselbe obeie Integial 
und dasselbe unteie Integial m emem Intervall, m dem sie bescbiankt 
smd Ist eme von lhnen mtegiabel, so smd es die diei ubngen aucb, 
und alle viei baben dasselbe Integial In diesem Falle bilden die Un- 
stetigkeitspunkte jedei der viei Denvieiten eme Menge vom MaB 
Null, bieiaus folgt, daB die Funktion eine Ableitung besitzt, auBer 

765) JDenjoy 16S ), msbes 2 Zitat, p 196/204* 

766) *TF H Young™ 0 ), p 305/8 * 

767) *Dabei ist zu bedenken, daB eme Menge 1 Kategorie tatBachlich auch 
Komplementar menge emei Nullmengre sem kann * 
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vielleicbt fur erne Punktmenge vom MaB Null, b m diesem Pall 
emei Punktion nut beschiankten, mtegneibaien Deimeiten gelangt 
man obne weiteies zu der Aussage des Lebesguesckexi Satzes vom An- 
fang von Ni 40* 

Nebmen wn an ; daB die Ableitung f'(x) in alien Punkten ernes 
Intel vails cxistieit und m diesem Inteivalle beschrankt ist V Vol- 
te)) a 7GS ) bat gezeigt ; daB dann f(x) mcbt lmmer mtegiabel ist sei m 
dei Tat E eine lineai e perfekte Menge mit von Null veiscbiedenem 
Mali, die lm Inteivalle \a, b J ibrer Endpunkte nngends dicbt ist ; und 
sei (i cc , /3) em von E punktlreies Intel vail, betrachten wn die Punktion 

c p( x > y) = (a — y f sm — - 

Die nach x genommene Ableitung ip\[x } cc) bat lm Intervall 
(a, unendlicb viele Nullstellen, sei cc -(- y die letzte und setzen 

wir /*(#) = <p(% } a) fill cc ^ a -(- y } 

f(x) = 9 p(cc -[- y, cc) fur a + y ^ x ^ (5 — y, 

f(x) = 9 o (/J ; x) tui (5 — ?'<:&<; (5 , 

f(x) = 0 fui die Punkte von E 

Die Ableitung f\x) existiert daun m alien Punkten von (& ; i), 
sie ist bescbiankt, aber die Punkte von E smd fur f'(%) Unstetig- 
keitspunkte, und ihie Menge bat em von Null veisuhiedenes Mafi, also 
ist f(x) nicht mtegiabel 

Andeie Beispiele von mcbt integiablen Ableitungen weiden uns 
duicb die Punktionen geliefeit, die in jedem Inteivalle unendlicb viele 
Maxima und Minima baben und erne beschrunkte Ableitung (mit Null- 
stellen m jedem Inteivalle) besitzen 760 ) die&e Ableitung ist mcbt inte- 
giabel 770 ) 

Fuhien wn jetzt das Lebesgue scbe Integral em jede Ableitung 
ist meBbai, jede dei viei Denvieiten ist meBbai, also jede besch unite 
Ableitung tst summmbai , jede besch unite Doivicrte 'ist summierbcu 

768) V Voltenct, Giorn ch mat (1) 19 (1881), p 333/37 *Sckon vorher batte 
U Dim [Fondamenti, p 276 u 281/3 = Dim- L wroth , Grundlagen, p 375 u 381/4] 
eme clabmgehende Yeimutung geaufieit und Giuncle dafur beigebracbt, vgl 770 ) * 

769) Die Exiatenz solcher Funktionen bat zueist A Kopcle durch Kon- 
stiuktion ernes Beispiels bewiesen Ygl II A 1, Nr 11, FuBn lltJ ) und Nr 20, 
FuBn 223 ) {A Pringdicim ), [*sowie auBerdein T Btodcn , Ofversigt afYet-Akad 
Forbandl (Stockholm) 57 (1900), p 423,41, 743/61, A Sthoenflies , Beuchfc I 1900, 
p 163^6, Math Ann 54 (190D, p 553,63, A Denjoy , Pans C R 158 (1914), 
p 1003/6, Bull Soc math Fiance 43 (1915), p 210/37*] 

770 *Dies bat scbon U Dim 768 ) bewiesen * 
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Nekmen wn au ; daB eme der Deiivieiten von f(%) in. (a, 6) end- 
lick isfc, auBer fui eme Punktmenge E, m dei wir uber das Ver- 
halten dieser Deirvieiten ubeibaupt mchts als bekaimt voiaussetzen 
wo lien Yon welclier Bescliaffenbeit muB E sein, damifc f(x) m (a b) 
bis anf eme additive Koustante bestimmt ist? 

L Scheeffe > 730 ) hat den Satz bewiesen eme stetige Funktion id 
bis auf eine addihie Konstante bestimmt, wenn eme Denvieite these) 
Funltion m ( a,b ), abgesehen von den Punlten einer abzaldbmen Menge 
E, endhch und dem Weite nach bekannt ist 781 j Die abzahlbaien Mengen 
entspiechen also der Foideiung JJbngens gilt del Beweis von 


dafur gegebeu, daB miendlicb vieS, wesentlicb verschiedene, stetigo Funktionen 
in alien Punkteu des IntervalSs [0, 1] die gleicbe (mebt uberall endlicbe) Ab- 
leitung besifczen 

Sei E eme peifekte Menge vom MaB Null, die dumb die punkfctieien Inter- 
vals d n (von der Langensumme 1) defimert ist Wablen wir eme positive Zabl 
J u <d 1 deiart, dab die Reibe 

»i l +*S+ +»•*+ 

konveigiert Wir setzen 

(») 

wenn c ein Puukt von E ist, wobei die Sumnie ^ sicb uber alle Intervals 

(«) 

links von ^ eratreckt In dem von E punktfreien Intel vail (a, /?), wo a < j? 
ist, setzen wir 

/(«) = /■(“) + 0- — “)* ful a < a- ^ ~~ , 
m - m - (p-xf fill -+ P 

Die Punktion fix) besitzt eme Ableitung, die m alien Punkten von E gleicli 
4- co ist 

Sei (p(ju) eme m [0, 1] nicht abnehmende und an jedem von E punktfreien 
Intervall konstante stetige Funktion [vgl ° 18 )], dann baben die beiden stetigen 
Funktiouen fix) und f(x) -f <p('*>) m jedem Punkte von [0, X] dieselbe Ableitung 
*Vgl aucb St Ruziewicz , Fundamenta matbeinaticae 1 (1920), p 148/51, 
wo em anderes derartiges (ubngens aul demselbon Prinzip beiuhendes) Beispiel 
angegeben ist* 

TSO) L Scheeffcr , Acta matb 5 (1884), p 282/7 — [^Spezialfalle dieses 

Satzes, bei denen abei die Ausnabmemenge E nur eme Menge 1 Gattung ist, 
sebon bei U Dm 778 )*] 

H Lebesgtie, Le 9 ons sur Integration, p 78, bat emen Beweib gegeben, der 
einfacbei ist als der von L Scheeftei *Vgl ^ azu au °b 0 Chisholm Young 76 °), 
p 150 * 

781) Eme stetige Funktion ist also bestimmt, wenn man die endlicben Werte 
lhxer Ableitung fur alle mationellen Werte von x kennt, sie ist es dagegen niebt 
wenn man die Ableitung nui fur alle rationalen # kennt [*Vgl L Schee/fer 760 ), 
p 291/6*] 
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L Sclieeffe) auch fui den moglicherweise allgememeien Fall, daB die 
Ausnahmemenge E nicht von der Machtigkeit des Kontmuums ist* 

Jd Bernstein™*) hat den Satz von L Sclieeffe) vei allgem emeit 
fui den Fall, daB die Ausnahmemenge E eine abzahlbaie oder mcht- 
abzahlbaie Menge dime per felten Bestandted ist 783 ) Dies ist die nm- 
fassendste Klaase von Mengen E, fur welche der Fundamentalsatz 
noch gelten kann Denn beieits L Sclieeffe ) TS4 ) hat auf Giund dei 
[zueist von G Canto / angegebenen] nirgends abnehmenden, strecken- 
weise konstanten, stetigen Funktionen [vgl 618 )] darauf hmgewiesen, 
daB sem Satz nicht mein fin erne Ausnahmemenge E gelten kann, 
welche emeu peifekten Beskmdteil entlialt [Vgl 779 )].* 

Man kann die vorhm gestellte Fiage noch em wemg modifi- 
zieien, mdem man annimmt, daB eme Denvieite dei stetigen Funk- 
tion f(&) m (< a , i) endlich ist, abgesehen von emei Punktmenge E } 
m deien samtlichen Punkten diese Denvieite wiikhch unendlich ist 
Von welchei Beschaffenheit muB E sein ; damit / (%) m (a, b) bis auf 
eme additive Konstante bestimint ist? Die wichtigste Antwoit auf 
diese Fiage gibt natuilich wieder der Sclieeffe ) scbe Satz Abei noch 
mehi Hiei bilden beieits die abmhTbarcn Mengen die umfassend&te 
Klasse von Mengen E 7 die zulassig smd Denn da nach Ni 40, 747 ) 
die Menge der Stellen, m denen eine bestimmte Denvieite -j- co oder 
— co wild, endlich odei abzahlbar ist odei einen peifekten Bestand- 
teil enthalt, so ist wegen dei Beispiele von 779 ) die stetige Funktion 
f(oc) nicht niehr bis auf eme additive Konstante bestimmt, wenn man 
eme Deuvierte von lhr kennt, die m den Punkten emei mcht-ab/ahl- 
baren Menge E unendlich wild 786 )* 

+ Die oben gestellte Frage kann man nun noch einmal abandern 
f(x) habe uberall in (a, b ) eme endhclie Denvieite, und die Werte dei- 
selben seien m (a, b) bekannt, auBei m emer Menge E Welche 
Mengen E smd zulassig, damit f(x) bis auf eme additive Konstante 
bestimmt ist? Die Antwoit lneiauf gibt dei folgende Satz 786 ) * Eme 

782) Bernstein , Bericbte Ges Wise Leipzig 60 (1908), p 331/5 Diese 
Aus^age hat kutz daiauf auch Ch J dc la Yallee Poussin , Corns d’Analyso mfini- 
te9imale 1 (2 ed ), Louvain - Pans 1909, p 81/2 mittels ernes abnlichen Gedanken- 
gangs bewiesen * 

783) ^Bezuglich des Nacbweises dei E:usteuz mcbt-abzablbarer ,, total im- 
perfekter" Mengen aiebe den ScbluB von Nr G * 

784) Sclieeffe) 7S0 ), p 2S7/91, [auch eme Bemerkung von lhm bei G Can- 
tor 618 )] Ahnlicke Uberlegungen auch bei A Ha) nach 0I8 ), wo allerdmgs man- 
cherlei unnchtig ist, [vgl dazu A Schoen flics , Bencbt I 1900, p 168/71]* 

785) *Vgl C Ccu athcodonj, Reelle Funktionen, p 596 * 

786) *Der Satz findet sich fui heschanlte Denvierte, allerdinga mcbt nut 
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stetuje Funhtion, von do erne Deumeite in ( a,b ) endhch ist, id doit 
hs auf one additive Konstante bestimmt, ivenn man den Weit dieser 
Deri met ten fm jeden Punlt % von (a, b), auftei fiu die Punlte emer 
Menge vom Majl Nidi, l emit 

Wn wissen weitei, daB m diesem Fa lie die Ableitung existieit, 
ausgenommen vielleiclit fui eine Punktmenge vom MaB Null, es ge- 
nugt also, die Ableitung in den Punkten, m denen sie existiert, zn 
kennen, und man kaun sogai nock aus diesen Punkten die]emgen 
einei Menge vom MaB Null ausschlieBen 

.Ubngens ist es mckt moglick, in dem letzten Satz die Menge 
vom MaB Null duick ligendeme Menge von positivem MaB zu er- 
setzen 737 )* 

^ScklieBlick kann man die beiden letzten Satze in dei folgendon 
allgememsten Aussage zusammenfassen 73s ) Fine stetuje Function ist 
in {a, b) hs auf eine additive Konstante bestimmt, ivenn lim cine dim 
Deimeiten 1 m jedem Punlte endhch ist, aafiei vielleiclit in cum ab- 
saldbaien Menge E u und 2 them TVeite noth belannt ist, aufio vicl- 
leicht m emer Menge K 2 vom Mafi Null * 

*Es sei nock keivoigekoben, daB sick alle Satze ckesei Ni oluie 
Benutzung des Integialbegnffs beweisen lassen’ 

43. Wnkliehe Aufsuekung der pnmitiven Funktionen emer 
gegebenen Dermerten Oder emer gegebenen Ableitung „Nackdein 
in dei voiigen Nr daiubei AufsckluB gegeben u oi don ist, wann erne 
stetige Funktion duick die Kenntms lkier Ableitung odei emer lkiei 
Deimeiten (bis auf erne additive Konstante) bestimmt ist, wollen wn 
nun kiei die wirklieke Aufsuekung dei pnmitiven Funktionen be- 
trackten, wenn man die Ableitung odei cine Denviette vollstamlig 
oder teilweise kennt Wn kaben dabei im folgeuden ausscklieBlick die 
stetigen pnmitiven Funktionen im Ange 788 a ) Das gegebene Mittel ist, 


„MaB Null", Bondera nut „Inhalt Null", sebon bei V Voltcna, Giorn di mat 19 
(1881), p 843 u 347, fui besebrankte Deuvieite und mit MaB Null bei II Lehcsqm 

Lemons sui Integration, p 79, lur endhche Denvieite b ei Ch J dc la Vidlee 
Poussin™*) * 


787 ) *Vgl V Yolteua ,86 ) sowie insbes L Schaffer™ 0 ), p 291* 

788) *C7i J de la Vallee Poussin, Corns d’ Analyse mfimtesimale l (3 et n 
Louvain - Pans 1914, p 101 Hier schembar etwas allgememer foimuhoit E 
ist erne Menge ohne perfekten Bestandteil, diese ist abei wegen des obigen vou 
selbst abzablbar Ubngen. ist a a 0 der Bewexs nnr nntei der Voiaussetzung 
liobtig, daB die Menge E, mebt nui obne peifekten Beslandteil, sondern auch 

noch vom Mali Null ist, abei wegen dei Abzahlbarkeit von E , ist letzteres 
ven selbst der Fall * 1 


788 a) ,Em einfacbes Beispiel unMtger pumitivei Funktionen emer Ab- 
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natuilicb die Bildung des unbestimmten Integials dei Denvieiten f(x\ 
namlicb * 

C+ff(x)dx = F(x), 

a 

wobei das Integial zunacbst em ifomawnsches oder Lebesgue scbes sem 
soli Um sich die Gresamtbeit dei stetigen primitives. Funktionen emei 
Denvieiten duicb unbestimmte Integiation derselben veiscbaffen za 
konnen, mufi notweudig a) diese Derivieite mtegneibai odei smnmiei- 
bai sem [Ni 41] und auBeidem b) die stetige piinnfive Funktion 
duicb die Kenntms dei Denvierten bis auf eme additive Konstante 
bestimmt sem [Nr 42] Imrnei aber, wenn diese beiden Bedmgungen 
a) und b) erfullt smd ; lie Fort die unbestimmte Integiation auch tat- 
sachlich die stetigen pnmitiven Funktionen Dies baben m den em- 
zelnen Fallen die beti Autoien eikannt, die sicb gleicbzeitig nut den 
zusammengebongen Aussagen von Ni 41 u 42 bescbaltigt baben 78 
Wn konnen uns biei daiauf bescbranken, die weitestgebenden llesul- 
tate, die sicb msbesondeie mit Hilfe des Lebesguc scben Integials er- 
geben anzufuhien * 

Man verdankt H Lebesgue 790 ) die folgenden Satze 

1 Die unbcstmmten Lebesgueschen Integyalc cine) brscht coihtcn Ab- 
leitung sind the jnvmtuen FunUionen Dasselbe gilt (wenn man nur 
die stetigen pumitzven Funktionen betiacbtet) fur eme dei viei Den- 
vierten, sofem dieselbe bescbiankt ist, fernei existieit dann die Ab- 
leitung, auBei vielleicbt fui die Punkte einei Menge vom MaB Null, 
und es genugt, das Integial ubei die Menge von Punkten zu nebmen, 
m denen die Ableitung existieit 

2 Allgeinemer Ist eme endhche Denviotc summiobai , so bind 


leitung Es sei N 

F(x) == yCC , 

dann ist die Funktion 




wobei 


/ F{x) -f- a fur x < 0 

3(0 = \F(x) + b „ x Q 

[ T<\x) + C „ !■>(), 

a < b < c 


sei, eme unstetige primitive Funktion yon F'(x ; * 

7S9) *Die ersten allgemeinen Ergebnisse uber das Aufsuchen der piimi- 
tiven Funktionen mittels Integiation linden sicb (fur beschrankte, mtegrierbare 
Denvierte) m den m m ) zitieiten Arbeiten von P du Bois-JReymond, U Dim, 
A Harnack* 

790) H Lebesgue , Lemons sui Integration, p 120/5 *1 im wesentlicbon 

schon in These, p 42 /± = Ann all, p 272/4 11 
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ilire anbestimmten In teg) ale zugleich die (stetigen) pimitiven FunUionen 
dieser Denvieiten Aucli in diesem Falle existieit die Ableitung, aus- 
genommen vielleicbt fur erne Punktinenge vom MaB Null mithin ist 
eme Funktion beeebrankter Scbwankung mit emei endlicben Den- 
vierten das unbestnnmte Integral lhiei Ableitung, wobei das Integral 
lediglicli ubei die Meuge dei Punkte zu eistrecken ist, in denen die 
Ableitung existieit m ) 

^Dei allgememste deiaitige Satz ist von W R Young 792 ) und 
von C Camtheodonj ?f)3 ) bewiesen woiden 7aSa ), namlicb 

3 Ist eme Denvieite f(x) emei stetiqen Fanltion F(x) m einem 
Intey vcdl siimmieibar und dort ubeuill, aufiei liochstens in emei abzcihl- 
baien Menge , endhch, so ist F{ Y) em unbestimmtes Integral diesei Dni~ 
viorten f[x) Da die bescbiankte Scliwankung von F(x) stets bm- 
leicbend ist fui die Sumimeibarkeit lbiei Denvieiten [Ni 41] , so 
folgt bieiaus dei sebon fiubei zueist von W H Young 794 -) und dann 
aucb von M JB Poite ; 795 ) bewiesene Satz Die stetige Funktion F(x) 
bescbianktei Scbwankung, von dei eme Denvieite endlicb jst, auBei 
boebstens m emei abzablbaien Menge, ist em unbestmimtes Integial 
diesei Denvieiten Diese beiden Satze geben notwendige und bm- 
reicbende Bedmg ungen dafiu, daB F(x) em unbestimmtes Integial 
lhiei Denvierten ist, wenn letzteie endlicb ist, abgeseben vielleicbt 
von abzablbar vielen Stellcn Abei tiotzdein kann man von diesem 
zweiten Satz mebt dnekt zu dem eisten kommen, solange man nocb 
mebt weiB [was allei dings aus dem ersten Satz unnnttelbar folgt], 
daB fur die Summieibaikeit einer Denvieiten, die von boebstens ab- 
zablbai vielen Stellen abgesehen endlich ist, die bescbiankte Sckwan- 
kung lbiei piimitiven Funktion F(%) notwendig ist* 

791) Diesei Satz bat zu emer (sebon m den Zitaton dei voibei geben den Nrn 
mebrfacb angedeuteten) Kontioverse zwiseben H Lebesgue und B Levi Veran- 
lassung gegeben, die, obne die Eicbtigkeit dei Bebauptungen m Frage zu stellen, 
dazu gefubrt bat, die Foini dei Beweise zu versebarfen, *dock smd es ini ganzen 
nur germgfugige Erganzungen oder Konektmen, die H Lebesgue semen Be- 
weisen bmzuzufugen batte, um sie volhg emwandhei zu macben * Ygl B Levi , 
Atti Accad Line Bend (5) 15 I (1900), p 433/8, *551/8% G74/S4, (5) 1511 (1906), 
p 358/68, H Lebesgue , ibid (5) 1511 (1906), p 3/8, (5) 16 I (1907), p 92/100, 2S3'90 

792) *TF H Young, Pioc London Matb Soc (2) 12 (1913), p 207/17, tuehe 
dazu aucb 794 ) und G Chisholm Young™ 1 '), p 152/3* 

793j *0 Cauitheodory, Beelle Funktionen, p 597/99 * 

793 a) *Fur eme nur reduzible Ausnabmemenge findet sich dei analoge Satz 
sebon voxber bei B Levi' r,r )* 

794) *IF JEL Young, Proc Cambridge Philos Soc 16 (1910 12 [1910]), p 35,8 
[Em weniger besagendei SatzbeiTT H Young und£ Chisholm Young™ 1 ), p 334,6 

795) *Af B Po)te), Bull Amei Math Soc 22 (1915/6), p 109/111* 
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Tiotz ties voistehenden isfc eme stetige Funktion F(x) von be- 
scbranktei Scbwankimg mcbt notwenchg ein unbestmimterf Integial 
[vielmeln muBte sie zu diesem Zweck nacli Ni 44 sogai totalstetig 
^em] Die Ableitung F'(x) diesei Funktion ist summierbai auf dei 
Menge E derjemgen Punkte von [a,b ~ |, in denen sie existiert unci 
endlich ist (die ubngen Punkte von [<7, &] bilden nur eme Nullmenge), 
jedoch stellt das Integial f F'{u) dx mcbt immei (F(jb) — I\a)) dai, 

sondein der Unteisohied zwiscb.cn beiclen GioBen ist gleicb clei „Vana- 
tion“ von F(x) in der Koraplementai menge von E bezuglicli [a, 5] 79G ) 
Jn andeiei Formuherung Nacli Ni 22 kann man cbe stetige Funk- 
tion F(x) von be&ehranktei Scbwankimg lm Intel vail [a, &] m em- 
deutigei Weise als Surame emei totalstetigen Funktion <p(x) unci 
einer m a veiscbwmclenden Funktion f(x) von konstantei l Vaua- 
tion darstellen; dann ist 

I F'{x)dx — (p(h) — (p(a)j 

i 

d b (p{x) ist ein unbestimmtes Integral emei jedcn Denvieiten von 
F(x), und dei eben besprocbene Unteiscbied zvnsclien ( F(b ) — F(a)) 

und f F'(x)(H wire! duieb (^(6) — 4>(a)) daigestellt 797 ) Daiaus folgt 

k 

dann [da nach Ni 44 die unbestiramten Integiale mit den totalsletigen 
Funktionen identiscb smd] dei zueist von H Lebe^qite m ) aufgestellto 
Satz * 

Daunt eme stetige Function em unbestimmtes Integial emei ihci 
viei Denvieiten, eisbecht nbei di c Eiulhchkei tspunlte dei lctzle)en } dan 

79b) Ch J de la Vtdlce Poussin , Cours d’Aualyae infinittmmalo 1, 2 ed 
( Louvain-Pans 1909), p 269/72, *3 ed (1914), p 277/9 Er veiafcehfc dabei untel 
dei „Vanation lt emei Funktion F(x) auf emei mefibaren Menge M folgendes 
Man urngebe M nut abzalilbar vielen, mcht uberoinandergieifenden Intel vallen 
(a n j 3 n ) und bildo ^[F[j$ n ) — F(u„)] Ist diese Summe absolut konveigent und 

existiert em emdeutig bestimmter Gienzweifc dei Summe, wenn man die Langen- 
summe dei Intervalle gegen das Mafi von M konveigieren laCt, so nennt er 
diesen Grenzwert die „Vanation“ von F(x) auf A/* 

*Vgl aucb Trans Amer Math Soc 16 (1915), p 175/8 u 184/5, Intcgrales 
de Lebesgue, p 93/4 * 

797) *Vgl da7U R Lebesgue , Arm fic Noun (3) 27 (1910), p 417/24, Ch J 
de la Vallee Poussin, Trans Amer Matb Soc 16 (1915), p 484/5, C Carathco- 
dory, Reelle Funktionen, p 589 * 

798) H Ltbcsgue , Atti Accad Line Rend (5) 16 1 (1907), p 285, + vgl aueh 
G Yitah, Atti Accad Tonno 48 (1907/8), p 238/43, sowie 70C ), 707 ) und L To- 
nelh 7S7 ) * 

iath la TT * 17 
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stelle, ist notwendig mid hnieichend, dafi jenc Funktion ein unbestwmtes 
Integial, also erne totalstetige Funktion sei 

+ Aus dem voistebenden daif man mcht etwa seblieBen, daB stets 
durcli Kenntms em ei Denvieiten f(i) emei totalstetigen Funktion 
Fix) jede stetige pnmitive Funktion von f(x) bis auf erne additive 
Konstante bestimmt ist und mittels des unbestimmten Lebesgue scken 
Integrals von f(x) eibalten wird (sondein nui die totalstetigen pmm- 
tiven Funbtionen sind als solche bis auf erne Konstante duicb f(x) 
bestimmt) Es existieren namlicb totalstetige Funktionen F(x ), von 
denen alle Denvieiten m emei peifekien Nullmenge A gleicli -f- oo 
smd 799 ) Nack Nr 42 smd also duicb die Kenntms emei dieser (sicker 
sumnneibaien) Denvieiten f(x) die stetigen pnmitiven Funktionen 
von f(v) mclit bis auf erne additive Konstante bestimmt, es gibt viel- 
meln zu diesem f(%) stetige Funktionen &(x), die mcht totalstetig smd 
und deien entspreckende Denvieite mit f(x) zusammenfallt Man kann 
also auf Giund von Nr 42 sagen 

Daunt die samthchen stetigen pnmitiven Funktionen einci Den- 
vieiten f(x) durcb das unbestnninte Integral von f(x) daigestellt 
weulen, ist notwendig und bimeicbend, daB f(x) erne m hoebstens 
abzablbar vielen Stellen unendlicbe Denvierte einei totalstetigon Funk- 
tion sei 

Natuilich durfen lm ubngen bei diesem und alien voiangelienden 
Satzen die Weite dei Denvieiten m emei Nullmenge unbelcannt sem 

Aus den vorstehenden Betiacbtungen und aus dem weitei obon 800 ) 
angegebenen Beispiel emei endlichen, mcbt summieibaren Ableitung 
gebt noch beivoi, daB die Umfange dei voibm eiwahnten Bedm- 
gungen a) nnd b) sick kemeswegs clecken, sondein sicli gegenseitig 
ubeiscbneiclen, d b erne Denvieite kann suimmeibai sein, oline line 
stetigen pnmitiven Funktionen bis auf erne additive Konstante zu he- 
stmimen, und umgekebit* 

^Das bisber Gesagte beziebt sicb ausschlieBlich auf das Lcbrsque- 
sche Integral, man kann nun abei noch wesentlick weifceikomnien ; 
wenn man m analogei Weise aucb das Dcnjoysehe Integial zm An- 
wendung bnngt A Denjoi/™) bat bewiesen, daB die uubestmmlen 
speziellen (ode? cdlgmemen) Denjogschen Integiale jcdci endhehm M- 
leituug (ode? Denvieiten) f[x) die [s letigen] pnmitiven Funktionen von 
f(x) da? stellen Also man siebt wiedei was das Lcbesguesche hite- 

799) Derartige Beis pi ele bei M B Pater '»■) nnd bei C Carathcodory, 

fteelle Funktionen, p 551/3 + J 

800) + In der Mitte von Nr 41 * 
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gial fur die beschiankten Denvieiten, das leistet das Denjoysche Inte- 
gial fui die endlichen Denvieiten* 

Wii betiachfcen nun weiteihm den Fall, wo uns mclit erne, son- 
dem mehieie Ableitungen gleichzeitig voigelegt smd 801 ) 

Hat man eme endlicbe Anzabl von Ableitungen und kennt man 
erne pumitive Funktion emei jeden von lhnen, so eihalt man eme 
pumitive Funktion dei Summe diesei Funktionen, mdem man die 
Surame ]ener pinnitiven Funktion en bildet 

Smd die Ableitungen in unendlichei Zabl vorhanden, clerart, daB 
sie eme gleichmaJBig konveigente Reihe bilden, so stellt lhre Snnmie 
eine Ableitung dai, von dei man eme primitive Funktion eihalt, m- 
dem man die Summe dei prmutiven Funktionen emei ]eden von ihnen 
bildet nui muB man die Konstanten deiait wahlen, daB die Reihe 
dei pumitiven Funktionen fui emeu Weit dei Veiandei lichen kon- 
vergiert 802 ) 

In dem Falle emei Reihe von nicht negativen Ableitungen, die 
gegen eme Ableitung konvergieit, eihalt man gleiehfalls erne pnnn- 
tive Funktion der Summe, mdem man die Summe von prmutiven 
Funktionen dei Gliecler dei Reihe bildet sofem nach geeignetei Wahl 
dei Konstanten die Reihe dei pumitiven Funktionen konveigieit 
Bezeichnet man mit f n (p) die Summe der n eisten Grlieder dei 
Reihe, so kann man den vorstehenden Satz auoh folgendermaBen aus- 
spiechen Konvei gtei en Ableitungen f v ( x ) wachscud gegen eme Ableitung 
f(x ), bo hciben 'the pnmitwen FuuLtionen eme primitive Function von 
f(x) 2ii) G) enzfunUion 80S ) DaheL ist vorausgesetzt, daB die auf die 
Konstanten bezugliche Bedmgung bestandig beachtet wnd 801 ) 

*Wn smd bishei stets von emei Funktion f(x) ausgegangen, von 
der hekannt ist, daB sie eme Ableitung odei Deiivieite ist Wie abei 
kann man feststellen, daB eme Funkt Lon f(x) tatsachlich eme Ablei- 
tung odei Denvierte ist? Als Antwoit daiauf eigibt sich wegen Satz 
2, 3 unserei Nr Ist die Funktion f(x) lm Intel vail \a, b] endlicb, 

801) dazu H Lrbesgue, Lemons sui lhntegiation , p 85/9, sowie den 
SchluB von Ni 37, insbesondere 713 )* 

802) H Lchebyue [ 80L ), p 88, Bull se math [40 =] (2) 29 (1905), p 272/5 J 
leitet aus diesem Satz einen Beweis dafur ab, daB jede stetige Funktion eme 
Ableitung ist, bei diesem Beweis wird die Integration nicht benutzt 

803) *Vgl auch Ni 49 bei 896 ) * 

804) Die Crrenzfunktion fgt) von Ableitungen f n {x), die mit n wachsen, ist 
nicht mimer eine Ableitung Z B vemi fin *,|>0 

, , nx 

fix) = 1 fur 0 und f( 0) = 0 


ist, so hat man 
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abgeseben hochstens yon abzablbai vielen Stellen, und sumnnerbar, 
so ist fix) daselbst dann und nur darni erne Ableitung bzw eme 
Deiiyiei te, wenn fix) m \ct y 6] gleicb dei Ableitung bzw Denvieiten 
lilies unbestimmten Integrals Fix) ist Ist f(i) mcht sumuueibai, 
s,q kann man das Denjoysche Integial keianzieben Die in \p, } 6] end- 
licbe Funktion f(x) ist dann und nur dann eme Ableitung bzw Den- 
vierte ; wenn f(x) in [a, b] totalisieibai und gleich dei Ableitung bzw 
Dei i vierten lines unbestimmten Denjoi/stken Integrals F(x) ist* 

Jn Nr 40 ist beivorgehoben worden, daB die Ableitung des 
unbestimmten Integrals emer summieibaien (odei speziell- total isier- 
baien) Funktion fix) fast uberall existieit, endlicb ist und nut f(x) 
ubeiemstimmt Daiaus folgt, da8 eme beliebige sumrmerbaie (odei 
speziell-totalisieibare) Funktion fix) fast ubeiall gleicb dei Ablei- 
tung emer stetigen Funktion F(x) ist Datuber nock hinausgebend 
bat N Lusm S05 ) folgendes Resultat eibalten 805n ) Wenn die Funktion 
f[x) in \a 7 b] meBbai und fast ubeiall endlich ist, dann existieit (mm- 
destens) eine in [a, b ] stetige Funktion F(x ), die doit fast ubeiall 
f(x) als Ableitung besitzt Da die Beweismetbode die Mittel zui Be- 
reebnung yon F(x) liefeit, kann man sagen, daB auf diese Weise ini 
allerallgememsten Fall die Auffindung von prmntiven Funktionen mog- 
licb ist, wenn man die Mengen voin MaB Null vemacblassigt * 

44. Funktionen, dae unbestimmto Intograle sind Untei welcben 
Bedmgungen ist eme Funktion F(x) das unbestnnmte Lebesqucb che 
Integral emer andeien Funktion? Diese Fiage bat H Lcbesguc fob 
gendermaBen beanfcwoifcet 

Damit eme FmiLtion Fix) eui unbestimmtes Lebesqticsches Inicquil 
*ei, ist nohvendig und Imireithend, dafi Fix) totalsletuj sei 806 ) 

805) Lusin 719 j [siebe insbesoncleie das letzte Zitat, p 88/95] sowie 
Pans C R 162 (1916), p 975/8 Vgl dazu auch eme Bemeikung von D T Ego - 
roft, Paris C II 154 (1912), p 1474/5, dei daraut bimveist, daft man ini allge- 
inemsten Fall F(x) mcht durch emen integralaitigen Proze6 eilialten kann, 
wenn man hierbei gewisse einfache Eigenscbaften des Integrals beibebalfcen will 

Siebe auBerdem ^1 Denjoy, Ann l5c Norm (3) 34 (1917), p 182/3, wo eme 
Yerallgememeruug dec Xwsmschen Frage behandelt wird K 

805 a) *Wie m anderem Zusammenhang schon in r ' 10a ) erwabnt * 

806) Diesen Satz bat zuerst EL Lcbesguc in emer FuBnote zu p 129 seiner 
Le 90 ns sur l’mtegrafcion angegeben G Vitah, Atti Accad Torino 40 (1904/5), 
p 1021/34, bat lhn von neuem aufgcstellt und bewiesen H Lebesgue bat erst 
etwas spatei in den Atti Accad Line Rend 16 1 (1907), p 286/8 den Beweis 
seines Satzes veroffentlicht 

H Lebesgue bat dabei den Beguff, aber mebt did anf G Vitah (a a O ) 
zuruckgehende Benennung der absolut stetigen oder total stetigen Funktionen 
benutzt *Siebe bierubet Ni 22 * 
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+ Hierm ist entkalten Jedes unbestimmte Lebesgue sclie Integral 
ist eme stetige Funktion von beschianktei Schwankung, abei lm all- 
gememen ist kernes wegs das Umgekehite der Fall (obgleich nacb 
Nr 41 jede stetige Funktion bescliianktei Schwankung sunmneibaie 
Derivieite besitztj* 

+ Wann ist nun speziell eme Funktion F(x) em unbestimmtes 
Rietnannacke s Integial^ Die^e Fiage hat H Lebesgue m ) folgendei- 
maBen beantwortet Daunt F(x) em unbestimmte s Riemannsclies Inte- 
gral sei, ist notwendig und hinreichend, daB F(x) beschiankte Den- 
vierte habe und daB auBeidem eme diesei Deuvieiten [und dann von 
selbst auch die andein drei] fast uberall stetig sei* 

t Es Bei noch eiwahnt, daB W II Young bQb ) die Sumine ernes un- 
bestimmten Lebesgue schen Integials (also emei totalstetigen Funktion) 
und emei monoton wachsenden [bzw abnehmenden] Funktion als 
jfiberes [bzw untetes] Halbinteg) al iC („uppe7 [luivet] semnnteg}al u ) m ) 
bezeichnet und emgehend unteisucht hat Eme Funktion, die zugleieh 
em obeies und em unteies „Halbmtegral“ ist, ist em Lebesgue sches 
Integral * 

+ Ahnhch wie fur das Lebesguesche (und LUemann sclie) Integral 
kann man auch nach den wesentlichen Eigenschaften des unbestimm- 
ten Denjoy^chen Integials fiagen N Lusin 787 ) hat gezeigt, daB jedes 
unbestimmte spezielle Lenjoysche Integial eme stetige Funktion von 
„veialigemeineitei beschianktei Schwankung' 4 167 a ) sei Duich Hmzu- 
nahme emer dei Totalstetigkeit analogen Bedmguug gibt N Limn’ 1 * 1 ) 
eme genaue Chaiaktensieiung des unbestimmten speziellen Denjoy- 
sclien Integials und A Khmtclnne 70S ) hat das Entspiecbende fur die 
von ihm gegebene Eiweiterung des speziellen De/yo?/scken Integrals 
angedeutet Und schlieBlich hat A Deujoy m ) gezeigt, daB die unbe- 
stimmten „allgemeinen Deujoybchen lnteg)ale u sick vollig decken mit 
den von ihm sogenannten „fonctions 7 esolubles ic odei ausfuhi lichei 
,fondions a vcuiatioii 7esoluble ii 7 sofein diese Funktionen stetig smd 
Er bezeichnet so eme in [a, b] definieite Funktion F(jl ) 7 wenn jede 
perfekte Nullmenge M von [a, &] eme perfekte Teilmenge M x ent- 
halt, so daB, falls a und /3 die Endpunkte von und (a n P a ) die ui 

807; *27 Lebesgue, Ann Fac sc Toulouse [23—] (3) l (1909), p 40/2* 

b08) H Young , Proc London Math Soc (2) 9 (1910), p 2S0/324 * 

809) *. H Halm, Theone der reellen Funktionen I, Beilin 1921, p 520, be- 
nufczt lnerfur die Bezeichnung ,nach oben (bzw nach unten) totalstetige Funk- 
tion “ * 

810) Denjoy, Pans C R 162 (1916), p 377/80, Ann lie Norm (3) 33 
(1916), p 156, 172/5, (3) 34 (1917), p 181/201* 
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(a, /?) enthaltenen Luckenmteivalle von M x sind, 


2(F0„) ~ F{a n )) 

n 

absolut konvergiert und 

F(P) -F(a) = 0 

1 st 8U )* 

F Biesz hat uotwendige und kuneickende Bedingungen aufgesucht 
dafur, dafl exne Funktion F(v) das unbestimmte Integial einer Funk- 
tion f(x) einei bestimmten Kategone sei 

Ei bezel chnet als Funktion der Klasse [L p ] (p > 1) erne ini 
Interval! [a, b] summieibaie Funktion f(&) } fui die aueh \f(x)\ l> 
lm gleichen Interval! summierbai ist Nun zeigt er, daB jede der 


Klassen \IF\ und von dei Menge deijemgen Funkfcionen ge- 

bildet wird, deren Piodukt mit ligendemer Funktion dei anderen 
Klasse summierbai ist, ist speziell p = 2, so stellt, wie man sieht, 
das Piodukt zweier summieibaiei Funktionen von summieibaiem Qua- 
diat erne summierbai e Funktion dai Man eikalt nun den folgen- 
den Satz 

Fine notwendige und him eichendc Bedmgung dafm , dafi F(x) ein 
mibestimmtes Integial emei Funltion dei Klasse [D J ~\ t>ei, beskht dm in , 
iaftd„Smme 

St ’ 


m der a 0 = a } a ly a 2 , , a m -u a m — b eine Einteilung des Intet vails 

[a, 6] bilden, untei einer von dei Ait der Ernie dung undbhanqigen obeten 
Schi anke hegt 8U ) 


^■0 *Diese jjlonctions insolubles 11 besitzen fast uberall ©me ^approximative 
Ableitung‘% aiehe hieruber Nr 44b A Derjoy defimert m 81(J ), letztes Zitat, 
das allgememe Denjoysche Integial von f(x ) geiadezu durch die charakteriati- 
scben Eigenschaften, eine stetige „fonction resoluble 11 zu sem, welcbe fast uberall 
f zur „approximativen Ableituug 11 besitzt, und leitet dann hieraus die in Nr 35 1 
angegebenen Konstiuktionsprmzipien und Bedmgungen ab — Bei gegebenem 

f{x) lA jj(x)dx durch dies© charakteriBtischen Eigenschaften bis auf eine ad- 
ditive Eonstante bestimmt — 

^gl feraer aucli die m 8es “) zitierten Noten, wo gich eine Charakterisieiuno 
derjemgen Funktionen findet, die duick den dort angegebenen mtegralaiti^eu 
ProzeC entstehen * ° 

812) F Btess, Math Ann 69 (1910), p 402/4 JE Fischer, Pans C R 144 
(1907), p 1148/61, bat sebon fruhei in etwas andeier Fonn die Bedingungen fur 
den Fall p = 2 gegeben Seme Resultate las sen sicb aut die ubngen Werte von p 
ausdehnen Fur p = 2 hatte aucb F Biesz Bern Knteuum sebon aufgestellt und 
angewendet, namlich in Math teimesz erteaito 27 (1909), p 230/40, Matkemalikai es 
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Femei Fine notwendige itnd him eicliende Bedmgnng dafio , da/3 
F(x) das uyibestimmte Integral emo Function besch anhte> Schwmfomy 
sei, besteht dann, da/3 die Summe 

F( a n+i) ~ F(a k ) F(a k } — F(ci k _ ^ 

a L+l~ Cl k a k~~ a k - 1 

iintei emer von do A? i do Emteilimg des Into vails [a, 6] unabhangigen 
obnen ScJu anle hegt sn ) 

44 a. ^Allgememeie Auffassung des unbestimmten Integrals 
H Lebe*gue S12 ) hat un Jahie 1910 fiu die Auffassung des unbestimmten 
Integrals emeu neuen Gesichtspunkt beigebiacht, dei allei dings seine 
Bedeutung und FruchtbaikeLt eist bei Funktionen mehieiei Yerander- 
lichen enveist und dabei ei&t m Nr 47 % oil zui Geltung kommen 
wild, zumal bei diesem Standpunkt die Zabl dei Yeiandeilicben ganz 
gleickgultig ist Hiei sei fur die Funktionen emei Yerandei lichen 
nui so viel voilaufig eiwahnt Bei dei bishei immei betiachteten Form 
des unbestimmten Integials von f(x) 

(1) Fix) = G - {- J‘f(x)dx 

a 

kann man die willkuiliche Konstante G beseitigen, wenn man an Stelle 
von F(x) nur Funktions differ enzen betrachtet Es wild so jedem (dem 
Definitionsbereich angehorenden) Intervall \a, /3] erne eindeutig be- 
stimmte Zahl 

(2) % ([«, fl) = F(, 3) - F(a) = ff(x) clx 

a 

zugeoidnet, d h das unbestimmte Integial (1) definieit m eindeutig 
bestimmter Weise die Intel v all/ unit ion (2) H Lebesgue fukit nun 
statt diesei IntervaUfunktiou gleich allgememei die entspiechende 
Mengenfunktion em f(x) sei m [a, l] summierbar und es sei e eme 
beliebige meBbaie Teilmenge von [a, &], dann ist 

(3) s(«j - f m *>. 


2 

l = 1 


physikai lapok 19 (1910), p 177 [beides ungansch] + Ygl fur p = 2 auch 
K Popoft, Math Ann 8b (1922), p 154/7, und L Neder, Math Ann 87 (1922), 
p 315/6 Verallgememerungen dei Betiachtungen von F BiCbZ hat TT H Young , 
Proc Roy Soc London 87 A (1912), p 225/9 gcgeben, vgl ferner Nr 35 0, insbes 
J Radon 670 )* 

813) F Riesz, Ann Ec Norm (3; 28 (1911), p 33/3G Dieser Satz findet 
sich auch m emer etwas andeien Foim in einei Note von F Riesz uber die 
lmearen Funktionaloperationen [Pans C R 119 (1909), p 974] 
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eme emdeutig bestimmle Fimktion der meBbaien Mengen e und diebt 

bezeichnet H Lcbesgue als das unbedimmte Integral von /(&) Ei 

zeigt, daB cliese imbestimmten Integiale mit den additiven total - 

stetigen Mengenfuukfcionen [Nr 22] dei Mengen e identiseh siucl Fui 

diese wnd nun (wieder unabbangig von der Zabl dei Veiandeilicben) 

eme Ableitung defimert und unteisucht, auch biembei siebe Ni 47 

Hier sei nui noch bemeikt, daB man bei ernet Veiandeilicben, mifc 

dem Ublichen ubeiemstimmend, ah Ableitung an dei Stelle x 0 defi- 

meien kann , gfd) 

lim ~~ , 
d =0 $ 7 


wobei unter d lrgendem den betraebteten Punkt x 0 enthaltendes Intel - 
vail verstanden wild* 14 )* 


441). + Die approximative!! Ableitungen A Khmtclune™ ) und 
ungefahi gleicbzeitig A Denjoy™) haben, mi Zusammenbang mifc der 
Unteisuebung des allgememen Denjoyschen Integials, den Begnff dei 
Ableitung emei Fimktion F(x) m folgender Weise verallgemeineit 
Wenn es eme meBbare Menge E gibt, welcbe lm Punkte x 0 die 
Dicbte 1 bat, so daB iintei Bescbrankung auf die Punkte x von E 


(1) F*\x 0 ) = lim 

* — Xq ~ Lq 

existieit, so sagt A Khmtchne, F{£) babe im Punkte x 0 die „asijm- 
ptohscJie AUeitung“ FW(z 0 ) : A JDenjoy gebrauebt bieifui die Bezeich- 
nung „app>oximatae Ableitung" 


814) # Eine Darstellung cler Lebesyue schen Theorie tin den Special fall dei 
Funktionen einer Ver.mderhchen findet sich bei Ch J de la Vdllec Poussin, Trans 
^iaer Math Soc 16 (1915), p 453/86, vgl auch. Integralea de Lebesgue, p 90/5 * 
816) Khmtclnnc, Pans C It 162 (1916), p 287/91 * 

816) Denjoy, Pans C R 162 (1916), p 377/80, Ann tie Norm (3) 3. 

(,1916), p 168/75 * 


817) Denjoy 8l0 ) bat diesem Begriff emeu nocb eUvas allgemeineren an 
die Seite gestellt, indem ei aucb den Fall betiachtet, wo E in x 0 mebt die 
Diehte 1, sondern (auf beiden Seiten odei nnr auf ewer Seite von a: ) eine un- 
tere Diehte > a hat* 

818) *Schon etwas frnber bat A Denjoy, Pans C K 158 (1914) p 1003/b 
Bull Soc math France 43 (1915), p 166/86, m ahnlichei Weiso „app, oxtmahv 
stetige ‘ Funktionen defimert und nahei untersucht Ei bezeiclmct eme Funktiou 
flfl) als approximate stetig mi Punkt r 0 , wenn f(x) m stetig , st auf emer 

Menge E die m a, von der Diehte 1 ,st, d h wenn untei Bescbrankung auf 
die Punkte % von E 

f{x 0 ) = lim /(a) ist 
~ = r a 


Von semen Satzen himibei eiwahnen wir Jede meBhate Fimktion fix) ist 
fast uberall approximate stetig [Vgl dazu den SchluB von Nr 57 a 1 Ferner 

me beschrankte, in jedem Punkt appioximativ stetige FunLtion ist eme Ablei- 
tung Vgl auck 
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Es bestehen clann fur diesen Begnff unci da<? allgememe Benjoy- 
xhe Integral analoge Zusammenkauge, wie wu sie fui die gewohn- 
hcke [„exafete“ odei „allgememe“] Ableitung uud das Lebesgue sche 
Integial kennen Insbesondeie gilt nach A Khintchine 815 ) und A Betir 
joy 810 ) dei Satz, daB das unbestimmte allgememe Benjoysche Integial 
den Integianden fast ubeiall als appioximative Ableitung besitzt (em 
Satz, dei mcht mein allgemem ncbtig waie, wenn man die ap- 
pioximative Ableitung cluick die gewohnliche Ableitung eisetzen 
wuide) AlbO ist ancb jede endliche Denvieite emei stetigen Funk- 
tion F(jl) zugleich fast ubeiall eme appioximative Ableitung von 
F(x) S20 J Fernei hat A K/untchme 821 ) den Satz bewiesen Damit eme 
meBbaie Funktion F(x), die 1 m Inteivall [0, 1] definieit ist, eme end- 
liche appi oximatLve Ableitung J r,[1] (^ 0 ) fast ubeiall m [0, 1J besitzt, 
ist uotwendig und hmieickend, daB man zu jedem £ > 0 eme perfekte 
Menge P von emem (1 — e) ubeisteigenden MaB angeben kann, dei- 
art, daB F(x) m P totalstetig ist Dabei lieiBe F(x) P total- 
stetig% wenn man bei Bildung cler ^Nullvanation" [hTi 22] von F(x) 
nur die zu P gehoienden Punkte benutzt und wenn die so gebildete 
,,Nullvanation“ veischwmdet 822 )* 

Integral© nnd Ableitungen der Funktionen mehrerer Veranderlichen 

45. Mefibare Funktionen. Summierbare Funktionen Mebi- 
fache Lebesguesche Integral© Die Definitionen des besfcimmten Inte- 
grals emei beschiankten Funktion emer Veianderhchen nach A L 
Cauchy und B Riemann lassen sich unmittelbai auf die Funktionen 
mehrerer Yei an dei lichen ausclehnen 82J ), ebenso die Definition dei 
oberen und unteien Integiale Das gleiche gilt von H Lebesgue s 

819) Denjoy 816 ) sowie Ann Ec Norm (3) 34 (1917), p 184 — Bei 

A Khintchine ist der Satz ohne Beweis angegeben, er isfc erst bei A Denjoy 
bewiesen — Vgl auch 811 )* 

820) *Siebe dazu auch A Denjoy 616 ), zweites Zitat, p 181 v 

821) *A Khintchine , Paris C K 164 (1917), p 142/4 * 

822) Khintchine 6 - 1 ) gibt (obne Beweis) auch emeu Zusammenhang zwi- 
sclien der approximativen und der exakten Ableitung an Damit eine mefibare 
Funktion f(x), die in jedem Punkt ernes Intervalls die approximative Ableitung 
emer meBbaien Funktion F[x) ist, m jedem Punkt dieses Intervalls die exakte 
Ableitung von F{i) sei, ist notwendig und himeichend, daB f{x) doit klemei 
als die exakte Ableitung cp(i) einei stetigen Funktion <P(%) sei Speziell ist 
demnach die approximative Ableitung sicker eme exakte Ableitung, wenn sie 
beschiankfc ist* 

823) *Vgl aucb If A 2, Nr 38 (A Vofi) * 
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Definition der meBbaren und der summierbaien Funktionen ; sowie 
von dei Definition des Lebesgue schen Integials 824 ) 

Erne Funktion f heiBt wieder mefiba ) , wenn die Menge allei 
Punkte, in denen man a < f <. (3 

bat, mefibar ist, was aueb a und sind 5q5 ) 

Die Summe und das Piodukt mehreiei meBbaien Funktionen sind 
meBbaie Funktionen, der Grienzweit emei Folge yon meBbaien Funk- 
tionen ist erne meBbaie Funktion Da eme Konstante und die Funk- 
tionen x 7 y } ts, meBbai smd, so ist jedes Polynom meBbai, also 
aucb jede Funktion, die in bezug auf die Gesamtbeit dei Verandei- 
licben stetig ist, und jede Funktion emei dei Have schen Funktionen- 
klassen Eme m bezug auf jede emzelne finer p Vanableu stetige Funk- 
tion ist meBbar, denn sie ist hochstens yon dei Klasse p — 1 [ vgl 
Nr 58 *] 

Sei / erne beschiankte meBbare Funktion, g und G lkre unteie 
und obeie Gienze ini Beieiche J9, schieben wn zwischen g und G 
n — 1 wachsende Z wischenwei te em und bilden wn die Folge 

bei 

die meBbare Menge aller Punkte m B, fui die J I+1 ist, und sei 

m{E\l t <^f < 7 1+1 ] } 

das MaB diesei Menge (das Imeaie MaB lm Falle emei, das Flachen- 
tnaB lm Falle zweiei, das RauminaB lm Falle dreiei Verandei lichen usw ) 
Die Summen 698 ) *= n 

1 = 0 
t = n 

1 = 0 

haben emeu gemeinsamen Gienzwert, wenn das Maximum dei Difle- 
renzen gegen Null konveigieit Dieser Gienzweit ist das 

Lebesgue scbe Integial, erstreckt ubei den Bereich B, und man nennt 

dann die Funktion / m B summieibcn Jede meBbaie besebrankte 
Funktion ist summierbai 

Es werde die Funktion f von p Verandeilicben ran fur die Punkte 
emer bescbiankten meBbaien Menge E betrachtet, sei feiner B cm 
p-dimensionaler Bereich, dei alle Punkte von E entbalt, und w eme 
Funktion, die in alien Punkten von E gleich f und m alien Punkten 


824) Lebesgue, These, p 44/51 = Annali, p 274/81 
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von B, die mcht zu E gehoren, Null isb Das ubei die Menge E ei- 
streekte Integial von f ist dann nacb. Definition gleieh dem Integral 
von cp uber dem Beieiclie B + Oder man kann wieder das Integral 
ubei E G03 ) direkt defimeren, mdem man m dei obigen Definition des 
Lebesgue schen Integials ausschlieBlich die zu E geliorenden Stellen 
benutzt * 825 ) 

Die Definition de& Integiales emei mcht beschiankten Funktion 
von mehieren Vauablen ist ebenfalls ganz gleieh der auf den Fall 
einei emzigen Yanablen bezuglicben Definition 

Jio, wie die Begriffe und Defimtionen, ubeitiagt sich auch ein 
sehi gioBei Teil dei Satze und Ubeilegnngen ohne ngendeme Ande- 
rung auf die Funktionen von mehreien Veiandei lichen, es tritt eben 
hieibei die Anzahl der Vei an dei lichen ubeihaupt mcht m die Erschei- 
nung In manchen Betiachtungen allot dings macht sich die Zabl dei 
unabhangigen Veiandei lichen bemeikbar 82b )* In diesen Fallen lassen 
sich lm giofien mid ganzen die Satze ubei die mehifachen Biemann- 
schen Integiale 827 ) auf die Lebesgue schen Integrate dei summierbaien 
Funktionen ausdehnen, wu beschianken uns dabei, dei bequemeien 
Ausdrucksweise halbei, auf den Fall zweiei Yanablen 

Das Wichtigste ist hier die Zuiuckfuhiung des mehrfachen Inte- 
grals auf wiedeiholte emfache Integration S2H ) 

Wir bemeiken zunachst Ist erne ebene Menge E fiachenhaft naeh 
Bo? el meBbar, so ist die Menge allei Punkte von E, die auf emei 
beliebigen Greiaden der Ebene liegen ; eme lineal nach Borel meBbare 
Menge, abei fur eme (nach Lebesgue ) meBbaie ebene Menge E, die 
kerne nach Botel meBbaie Menge ist ; biaucht die Menge dei Punkte 
von E, die auf emer beliebigen Geiaden liegen, keineswegs immei lmeai 

825) Ist f eme beschrankte, mcht. meBbare Funktion, so wild das obere und 
das unto e Lebesgue sche Integral von f wieder wortlich genau so definiert wie 
m FuBn COfi ) odei wie in Nr 31 

82b) *Eme auch fur solche Falle anwendbare dnekte Method© zur tfber- 
tragung von Eigenschaften eintacber Integrate auf mehrfache IntegLale hat 
B H Camp, Math Ann 75 (1914), p 274/89 angegeben * 

S27) *Vgl HA2, Ni 38—41 und 43-47 (A Tb/J), sowie IIA3, Ni 8 
( G B)unel )* 

S2S) ^Bezuglich dei Zuruckfubrung Ricmanmtikvr. Doppelmtcgrale auf lte- 
nerte Integrate siehe II A 2, Nr 39 (A Fo/3), sowie auBeidem A Sthoenfltts , 
Bencht I 1900, p 192/6, B Levi, Rend Circ mat Palermo 22 (190b), p 322/ 
E W Hobson, Theory, p 421/S, *und (auf Giund der in Ni 29 bei 57B ) ange- 
gebenen allgememeren Auffassung des Bienianuschen Integials; J Picrpont, Trans 
\mei Math Soc 6 (1905), p 428/31, Lectures 1, p 537/17, 2, p 11/20, E B 
Lytle, Tians Amer Math Soc 11 (1910), p 25/36 — Wegen dei betieffenden 

(Jntersuchungen bei uneig-entlichen Inte°ialen siehe FnRn * 
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rneBbai zu sem 824 ) Jedoch ist diese Menge [^nach G Fubmt b 3l )*] mmier 
noch auf jedei Geiaden (ngend)einer Pai allelschar rneBbai, auBei viel- 
leicht fui erne Menge you Gera den ; deien Schmttpunkte mit einei 
festen Geraden erne Menge vom MaB Null bilden S29 J 

H Lebesgue 82i ) bewei^t nun mit Hilfe dei voi stehenden Berner - 
kung, soweit sie sicb auf die nach Botel meBbaien Mengen bezieht, 
eme grundlegende Eeduktionsloimel, m dei q)(x 9 y) ©me Funktion 
bedeutet, die in alien Punkfcen der Menge E, ubei die das Doppel- 
mtegial ei^tieckt wild, gleiek der besclirankten, binnmieibaien Funk- 
tion f(v, y) und fui alle andeien Punkte des (E emschlieBenden) Recht- 
eckes D(0^x£a, 0<Ly£b) 

gleick Null ist Diese Foimel lautet 830 ) 

a b ~ ~h 

fj vi*, y) d y = / y) dy) dx = j( f<p(%, y ) dy ) d% 

J> Q JL 0 0 

Wenn alle Mengen E\_ a <1/ <|[/3] nacli JBorel rneBbai s>ind ('wenu 
also (p eme m D beschrankte, nach Borel meBbaie Funktion ist), so 
hat man die klassische Foimel 

(C b 

(11 ff<p(x,y)d'cdy=J (J <p(%,y)dy) di 

D 0 0 

Foiniel (1) ist dabei sichei anwenclbai auf die bezuglicli der Ge- 
samtheit dei Vei an dei lichen stetigen Funktionen, aul die bescbiankten 
Funktionen der j&meschen Klassen, untei denen insbesondeie die be- 
schrankten, in bezug aul jede emzelne Verandeiliche stetigen Funk- 
fcionen entlialten smd 

G Fuhm m ) hat sodann den wichtigen Satz 832 ) bewieseu, daB 
die Formel (1) in alien Fallen, in denen das Doppelmtogial auf der 
imken Seile voilianden ist, anwendbar bleibt untei dei Bedmgung, daB 

829) .DaB die Umkehiang diesei Aussage mcht mehr gilt, /eigte neuei- 
dmgs W Sterpihsli 480 )* 

830) .Hierin bezeichnet / bzw J das untere bzw obeie Lebesguea die Inti - 
gial [siebe G05 ) und Ni 81]*~ 

831) G Fubinu Rend Accad Line (5) 16 1 (1907), p 608/11 Sieho aucb 
Ch J de la Vallec Pousstn, Bull Al Belgique (class© sc) 12 (1910) p 768/98 
.Integrates de Lebesgue, p 50/*,* E W Hobson, Proc London Math’ Soc (2) 8 
(1910), p 22/39, Caiatheodory, Re elle Funktionen, p 621/34, sowie (auf G-rund 
der Picipontschen Integraldefimtion [Ni 85a]) J Pieipont , Lectures 2, p 394/101 
40S/12, J K Lamond, Trans Amer Math Soc 16 (1915), p 3s7/9b Die Unter- 
suebungen der letztgenannten drei Autoien smd allgemem fui » Veiandeiliche 
gefuhit* 

832} *Er wird vieliach kur/ als der , Satz von Fubm,‘ bezeichnet* 
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roan auf der rechten Seite alle Werte yon % vemachlassigt, fur die 

b 

Jcp(x,y) dy 

0 

mcht existieit, wobei — wie ei zeigt — diese Werte eme Menge vom 
MaB Null bilden 

Mit dei gleichen Einschrankung ist nach G Fubim 8S1 ) diese Foi- 
mel fui eme mcht; beschiankte, summierbare Funktion gultig 

+ Es veidient hei yorgehoben zu werden, daB man (selbst bei 
dachenkaft meBbaiem, abei mcht bes chi anktem cp ) m dei Foimel (1) 
mcht umgekehit aus dei Existenz des iteneiten Integials auf die 
Existenz des Doppelmtegials scklieBen kann, dies ist sogar noch mcht 
einmal dann eilaubt, wenn man. weiB ; daB das iteiieite Integral sich 
mcht andeit, wenn man die Reihenfolge dei Integiationen nach x 
bzw y mitemander veitauscht 88S ) Immeihm kann man bei flachen- 
haft meBbaiem Integianden cp leicbt notwendige und himeichende Be- 
dmgungen angeben, um aus der Existenz des iteneiten Integials auf 
die Existenz (und dann auch Grleickheit) des Doppelmtegials schheBen 
zu konnen Eme solche Bedmgurig besteht m dei Existenz und End- 
lichkeit des iteneiten Integials fur \cp\ odei fui eme zu |<p| aquiva- 
lente, mcht-negative Funktion 834 ), odei auch 83r> ) m der Existenz und 
Endlichkeit des iterierten Integrals von cp ubei jede beliebige meB- 
baie Teilmenge von D 88G )* 

833) + Fur ihewmmsche Integiale war die eutsprecbende Bemerkung (eoga-r 
tin bescbiunktes cp) schon Beit langerer Zeit durch Beispiele von J Thomac, 
Ztschr. Math Phys 23 (1878), p 67, und msbesondere von A Pnngshcim, Sitzgsbei 
Ak Wiss Muncben 29 (ls99), p 46/62, bekannt, siehe kieruber 1IA2, Nr 39 
{A Vofi), FuBn 288 ) Diese Beispiele versagen abei lm Falle Lebesgiics cher Inte- 
grate Fui letztere sind emschlagige Beispiele (nut fUchcnhaft meCbarem, aber 
mcht-bes chi anktem cp) von G Fubim™*), p 588/9, und C Cai atheodm y , Beetle 
Funktionen, p 634/5, gegeben worden, ubngens leisten dasselbe die ersten Bei- 
spiele von uneigenthchen iterierten Integralen, bei denen man die Reibenfotgc 
der Integration mcht ohne Wertandeiung vertanschen karm und die bereits von 
A L Cauchy, Memoire sui les integrates ddfimes [1814], ciscbienen eist 1827 
m Memoires pres pai div savants a l’Acad d Sc 1 — (Euvres (I) 1, p 394/6, 
nnd C F Gaufi, Commentationes soc sc Gottingonsis recentioies 3 (1816), p 138/9 
= Werke 3, p 62, angegeben worden sind Ferner liefert [in it Benutzung des 
Woblordnungssatzes] W Sierjnidslu* 50 ) und Fundamenta mathematicae 1 (1920), 
p 142/7, ein entapiechendes Beispiel bei beschranktem, abei mcht fldehenhaft 
meBbarem cp * 

834) % Jj Tonelh 8t2 ) } p 246/S, E W Hobson™ 1 ), p 31, C Caraiheodoiy 
Reelle Funktionen, p 636/8 * 

835) Fubim, Rend Acc Line (5) 22 r (1913), p 584/9 * 

836' *Mit diesen Untersucbungen bangt aufs engste die Frage nach der 
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Duicli Anwendung der Foimel (1) eigibt sicb. noch ohne weiteies 
Smd die Funktionen fx V und f yx bescbiankt, so smd sie (well sie 
Funktionen Ban eschei Klassen und daber aucb naeb Botel meBbai 
smd) auch summieibar, und man bat 

l y 

tix, y) — rn y) — f( x > °) + A°» °) =/ (JfE/y) dx 

D 0 0 

Femei liafc man, wenn nnd beschrankt smd, den soge- 
naxmten „Gi eenschen Sats u in der Ebene 887 ) 

(2) fj&* ~ If ) dx dy =fv (lx + 

E G 

wo dei Bereich B duicb die lektifizierbaie Eurve C begienzt ist; 
ebenso bat man die Forinel, die ein VolurmntegLal auf em Obei- 
ilachenmtegral zuiuckfubrt, den sogenannten „Gaufischen Satz u 83S ) 


Veitauschbaikeit der Integiationsfolge von iterierten Integralen zusanimen [Diese 
Vertauschbarkeit ist nacb dem olngon Satz von G lubini™ 1 ) natuilich lmrner 
gcstnttet, wenn das Doppelmtegial exiatiert ] Siehe nn ubngen hiembei aufier 
8JS ), 8SC ) noch C Aizela , Mem Aec Bologna (5) 2 (1S92J, p 131/47, 0 Stolz, 
Grundzuge 1, p 1/36, G JEf Hauhj, Qnait J of math 32 (1901), p 66/110, msbes 
79/85, E W Hobson , Proc London Math Soc (2) 5 (1907), p 325/31, W H Young, 
Trans Cambridge Phil Soc 21 (1910), p 361/76 , A Pringsheim, Math Ann 68 
(1910), p 369/78,* L Lichtenstein, Nacbi Ges Wish Gottingen 1910, p 408/75, 
^Sitzgebei Berliner Math Ges 10 (1911), p 55/69, G Fichtenholz, Rend Circ 
mat Palermo 36 (1913), p 111/114, C Caratheodoiy, Reelle Funktionen, p 638/41, 
JD C Gillespie , Ann of math (2) 20 (1919), p 224/8 L Lichtenstein , a a O 
(aowie auch D G Gillespie, a a O ) beweist u a Wenn die beiden (durch Ver- 
tauschung von x und y sich unterscheidenden) iteneiten Riemannschen Inte- 
(pnle cxistieren , dann sind sie einandei (jleich [Dies gilt ubrigens fur mcht-be- 
schrankte Funktionen (uneigentliche Integrate Oder Lfbesgue ache Integrate) lm 
allgemeinen mcht mehr, ygl 8S8 j Veimutlicli wird es auch mcht ganz allge- 
mem fin Ldesgucsche Integiate bei beschrankten Funktionen gelten (vgl W Sier- 
pihshi 8S3 ) , p 145, feiner auch L Lichtenstein, a a O , 2 Zitat, p 67/9), doch 
ist dies noch mcht definitiv entsclueden ]* 

837) *Siebe hierubei II A 2, Nr 45 (4 Fo/5), wegen Foimel (3) siche da- 
selbsfc Nr 46 [Spatere Arbeiten zu (21, die abei noch ifoemam^che Integner- 
harkeit voraussetzen M B Poitei , Ann ot math (2) 7 (1905), p 1/2, Ida Bar- 
ney, Amer J of math 36 (1914), p 137/50, M Picone, Rend Acc Line (5) 28 
(1919), p 270/3, Rend Cue mat Paleimo 43 (1918/19), p 239/54, E B Van 
Vied , Annals of math 22 (1920/21), p 226/37] * 

838) ^Diese Bezeiehnung ist m den Daistellungen dei Mechamk und 
Physik jetzt allgemein gebiauchhch, siche z B IV 14, Nr 5 (HI Abra- 
ham) * 



45. MeBbareu summierbare Funkuonen Mehrfache Lebesguesche Integrate 1221 


(3) //y&+i + § dzchj dss =J j Adxjdz + Bclzdx + Cdxdy, 

wenn ~ ~ beschrankt smd S39 ) 

ox 7 dy 7 dz J 

^Neben der Zmuckfulnung dei Doppelmtegrale auf iteneite lute- 
giale ist die sogenannte T) ansfo) mation der Doppelintegiale, d li die 
Emfuhiung neuei Yeiandeilieliei gauz besondeis wichtig 840 ) Es er- 
gibt sicli biei fui Lebesgiiesohe Doppelmtegrale Wird das Gebiet G 
der xij- Ebene umkehrbai eindeutig und stetig auf das Gebiet G t der 
n^-Ebene abgebildet drncli die Funktionen u — cp(x, y) 7 v = ty(x,y\ 
die besckrankte paitielle Ableitungen besitzen, so gilt die bekannte 
Transformationsformel 

(4) Jj f(u ,v)dudv ==yj / (cp (x, y), f (x, >/)) dxchj, 

wobei aus der Existenz des emen Doppelmtegials die des anderu folgt 
Hierbei ist an solchen Stellen, wo gleichzeitig die Funktionaldetermi- 
nante verschwindet und f uuendlicb ist, der lutegiand dei lechten 
Seite gleicli Null zn setzen 8 ^ 1 )* 


839) P Montd , Arm £c Norm (3) 24 (1907), p 283/98 Fur die Gultigkeit der 
Foimel (2) genugt z B , daB die vier Derrvicrten von p bezuglich y und von q 
bezuglicb x m B endlich und ftachenbalt eummierbai Bind Im eisten Gliede 

vernachlassigt man dann alle Punkte, fui die odei mcht existieien, d b 

ox oy 

man vernacblassigt erne Menge vom FlachenmaB Null, vgl Ch J de la Vallee 
Poussin 85 ' 1 ), erstes Zitat, p 790/3, *sowie Coura d’Analyee 2 (2 cd), p 124/5* 
*Ferner aei auf C Poh, Atfci Acc Tonno 49 (1913/14), p 248/00, und 
W Gro$, Monatsb Math Phys 27 (1910), p 70/120, msbes p 75/9 hmgewiesen 
Vgl aucb II C 3, Nr 10 (L Lichtenstein ), FuBn 10 a ) * 

^Bezuglich (d) siebe aucb L Lichtenstein , Arcb Math Pbys 27 (1918), 
p 31/7 Wegen der Ausdebnung von (3) lui erne beliebige Anzabl n von Ver- 
anderlicben sei msbesondere auf L E J Biouwei , Proc Acad Amsterdam 22 
(1919), p 150/4, hmgewiesen* 

840; *Siebe bieruber bezuglicb ifoewaimscher Integrate II A 2, Ni 41 {A Vofi) 
und II A 3, Ni 8 ( G Brunei ), vgl aucb 84S )* 

Die Tians formation Lebe^guesci\ei Doppelmtegrale baben unteisucht E W 
Hobson™ 1 ), x Ch J de la Vallee Pons in, Trans Amer Math Soc 16 (1916), 
p 496/501, H Rademacher, Ememdeutige Abbildungen und Mefibaikeit, Gottmgei 
Dissertation 1917, p 39/54 u S4/109 = Monatsb Math Pbys 27 (1916), p 220/35 
u 265/90, Math Ann 79 (1919), p 310/59, W H Young , Proc Roy Soc London 
A 96 (1919), p 82/91* 

841) Rademachei 8<10 ) Bei lhm ubrigens nocb allgememer an Stelle 
der Bedmgung, daB die Abbildungsfunktionen bescbrankte paitielle Ableitungen 
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Feraei hat man auch die Foimel fur die paitielle Integration 8 ' 12 ) 
und die Mittelweitsatze 633 ) 635 ) auf melnfache Integiale ubertiagen 

JBei dem Lclesgueschen Integial weiden zusammen mit den be- 
schrankten auch gleich die ni ch t- b es chi auk ten , summieibaren Funk- 
tionen behandelt, so dafi sieh fax solche mcht-beschiankte Funktionen 
eme gesondeite Uuteisuchung uneigentlichei Integiale eiubngt 842a ), wo- 
bei allerdmgs die Ledesguesche Integial definition sich von vomheiem nur 
anf den Fall absolutei Konveigenz bezieht Wenn man dagegen von 
dem mehifachen Biemannscken Integral ausgeht, das ja nur fui be- 
sebrankte Funktionen defimeit isfc, so hat man fur mcht-beschiankte 
Funktionen emeu Ghenznbeigang zum uneigenthehen Integral gan z 
analog wie 111 Ni 3 ^? voizunehmen Dabei siud dann eingeliende 
Untersuchungen notig, um zu sehen, welche Eigensehaften dei eigent- 
hchen mehifachen Integiale fui die uneigenthehen mehrfachen Inte- 
giale eihalten bleiben 8i3 ) Besondeis bemerkensweiL 1st, dafi man lnci 
(ganz andeis wie bei den einfachen uneigenthehen Integialen) nacli 
C Jot dan zunachst nui zu ahsolut home* gmten uneigenthehen mehi 

besLtzen, wnd mu gofuidert, dafl sie besclnankte partielle Denvieite besitzen 
(m Math Ann 79 eme noch weiteigohende Veiallgemeinerimg), man hat dann 
der Funktionaldetetmmante auf dei Nullmenge, wo sie etwa mebt, existieit, 
einen beliebigen Weit beizulcgen Ch J de la Vallee Poussin 8 * 0 ) foideit atatt 
dessen die totale Difterentuerbarkeit der Abbildungsiunktioneu In den Fallen, 
die den Bedmgungen von H Rademache 1 entspiechen, kann ea emtieten, daB 
diese totalen Difteientiale [s Nr 4(>] in emei Nullmenge mcht existieien* 

342) L Tonelli , Rend Acc Line (5) 18 ir (1909), p 210/53 , + jET Lchcsgue, 
Ann fic Norm (3) 27 (1910), p 446/7, B E Camp 610 ), p 236, IF E Young 
Proc London Math Soe (2) 10 (191G), p 273/93 + 

842a) *Besondeie Betiachtungen sind nur fui den Fall des Ubei gangs /u 
unendlichen Integiationsbereichen notig, vgl msbes B H Camp , Amei J of 
math 39 (1917), p 311/28* 

843) *Siehe hieiuber Ch J de la Vallee Poussni , Ann Soc ecient Biuxelles 
loB (1891/2'), p 150/80 [auafnhrlich lefenert m Q A3, Nr S (6r Brunei)], J de 
math (4) 8 (1892), p 421/67, (5) 5 (1899), p 191/204, C Jordan, J de math (4) 
8 (1892), p 87/94, Cours d’Analyse II (2 ed Pans 1894, 3 ed 1913), p 75/95, 
O Stolz , Giundzuge 3, p 122/99, A Schoen flies, Bencht I 1900, p 198/206, 
JE W Hobson, Proc London Math Soc (2j 4 1^1906), p 136/59, Theory, p 432/52, 
566/70, 582/94, TF Id Young, Proc London Math Soc (2) 6 fl 90S) , p 240/54, 
J Pierpont, Tiana Amer Math Soc 7 <1906), p 155/74, Lectures 2, p 30/76, 
RGB Richardson, Trans Amer Math Soc 7(1906), p 449/58, 9 (1908), p 339/71, 
J K Lomond , lb 13 (1912), p 434/44 

Von alien diesen Autoren wird msbesondeie die Zuruckfuhrung der un- 
eigentlichen mehrfachen Integrate auf itenerte Integiale unteisucht, fernor be- 
handeln C Jordan, O Stolz , E W Hobson, J Picipont die Transformation der 
uneigenthehen mehrfachen Integrate * 
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fachen Integralen gelangt 844 ) Um zu seben ; woran das liegt, be- 
tiacbten wir den emfachsten Pall B sei em besehianktei, emfacb zu- 
sammenhangendei , quadi xei barei Beieich der Ebene, f(x,y) soli nui 
auf dei Begienzung G you B Unendlicbkeitsstellen baben nnd sei in 
jedem lm Innern von B gelegenen emfacb zusammenbangenden, qua- 
dneibaren Teilbereich A bescbi ankfc und stetig Es weide non nut 
G Joy dan j'ff(x,y)dxdy deflmeit als Grenzweit allei Jff{%,y)dxdy, 

wenn dei In bait von A gegen den Inbalt von B konveigieit Bei 
emfacben, bedmgt konveigenten, uneigentliclien Integialen kann die 
Veieimgung himeicbend vielei, getienntei, m dei Nabe emei Unend- 
licbkeitsstelle liegenden Stiecken, in denen dei Integrand gleicbes 
Yoizeichen hat, beliebig gioBe Beitiage zum Integral liefern Da- 
gegen ist bei unserem Doppelmtegral das Analoge ausgescblossen, 
weil endlicb viele getiennt liegende Bereicbe lmmei duicb Hmzu- 
fugimg bzw Weglassung beliebig sckmaler Veibmdungsstucke (die 
kemen wesentlieben Beitiag zum Doppelmtegial leisten) zu emem ein- 
facb zusammenhangenden Beieich zusammengefaBt werden konnen — 
Um zu bedmgt Lonvet genten uneigentliclien Doppelmtegialen zu ge- 
langen ; wnd man denigemaB die bei dei Definition des uneigentlichen 
Doppelmtegials veiwendeten appioxiniierenclen Beieicbe wesentlicb zu 
spezialisieien baben, was Ph Ft end s15 ) duicbgefubit liat 

Zum ScbluB sei nocb eiwahnt, daB aucb cm groBei Teil der in 
Nr 35 a — f angegebenen andeien Integialdefimtionen sicb unnnttelbai 
auf mebifacbe Integiale ubeitiagen laBt, die notigen Angaben bier- 
uber finden sicb bezeits m Nr 35 a — f* 

46. Partielle Ableitungen und totales Differential + Man defi- 
niert neueidmgs das totale oder vollstaudige (eiste) Diffetential emei 
Funktion f(x, y) folgendeimaBen [dabei beruft man sicb m der Regel 
auf 0 Stofa Si& ), docb findet sicb dieser Begnff scbon viel fiuber m 
voller Scbarfe bei J Thomae su )] Man sagt, daB die in der Umgebung 
der Stelle (x } y) definieite Punktion an dei Stelle ( x,y ) em 

vollstandiges Diffeiential besitzt, wenn 
(1) A / = f(x + Ax, y + Ay) — x, y) 

— (AAx + BAy) + «(| Aa,| + | Ay|) 

844) Joidan 8I8 ), siehe ferner dazu 0 Stolz* n ) u Sitzgsber Ak Wiss 
Wien Ila 108 (3S99i, p 1234/8* 

S45) jJPh Freud, Monatsh Math Pbys 18 (1907), p 29/70, sLehe aucb E W 
Hobson , Theoiy, p 137/8 * 

846) ^0 Stolz, Grumizuge 1, p 131/3 * 

847) Thomae, Einleituug m die Tbeone dei besfcmunten Integiale, Halle 
1875, p 3G/7 * 

Enoyklop d math Wi fmacli TT « 73 



1124 IIC 9b Mohlel-Eosenthal Integiation und Differentiation 

ist ; wobei A, j B von Lx und Ly unabhangig smd und s mit 
(|Aa:| \Ay\) gegen Null konveigieit Es existieren dann in (x,y) 

die ersten partiellen Ableitungen yon f(x, y), namlieb 

df , 8/ 

? = und q = Ty> 

und e& ist 

A=p, B = q 

Dei lineai e Bestandteil von A f wild nun als das vollstandige Diffe- 

lential df von f(%, if) bezeichnet, also 

(2) df =pdx qdy 

Man bezeichnet femei m diesem Fall vielfacli f(x 7 y ) als an dei Sfcelle 
(x 7 y) 77 differentne>ba) il 848 ) 

Existieien die paitielleu Ableitungen p und q m dei Umgebung 
von (x } y) und smd sie m (x 7 y) stetig, so besitzt f(t i 7 y) sicherlich m 
(sc, y) em totales Diffeiential 819 ) Dagegen ist dies im allgememen mcht 
dei Fall ; wenn man nui die Existenz und Endlichkeit von p und q 
m dei Umgebung von (x, if) voiaussetzt 850 ) 851 ) 

848) *Darstellungen clei Diffeientiahecbnung bei Funktionen mehreier Ver- 
Andeiliehen smd untei Zugiundelegung dieses Begufts des totalen Diffeiontials 
gegeben woulen von J Pieipont, Lectures 1, p 268 ft , W H Young , The fun- 
damental tlieoicms of the differential calculus (Cambridge Tracts Nr 11), Cam- 
bridge 1910, p 21 ff, ill Fiechet, Nouv Ann de math [71=] (4) 12 (1912), 
p 3S5/103, 433/49 [dazu aucb Pane C R 152 (1911), p 816/7, 1050/1], Oh J de 
la Vallee Poussin, Cours d’Analyse 1, 3 ed , Louvam-Pans 1914, p 140ff, 
4 ed , Louvam-Pans 1921, p llOff , C CarcttJieodoiy, Reelle Funktionen, p 614 If — 
Erne Ubertragung diesei Definition <iuf den Funktionenraum bei M Frechet , 
a a 0 , p 448/9, und Tians Amer Math Soc 15 (1914), p 136/61 

Bezuglich der alteren Autfassung siebe II A 2, Ni 0 {A Vofi)* 

849) *Hierfui genugt sebon, wenn p an der Stelle (x, y) existiert und end- 
lich ist, wabrend g in der Umgebung von ($•, y) existieit und m (x, y) stetig 
ist, vgl 0 Holde) , Beitrage zur Potentialtbeone, Tubmgei Dissertation (Sfcutfc- 
gait 1882), p 67/70 * 

850) *Daiauf ist wobl zueist von J Thomae, Abnfi einei Tbeone der com- 
plexen Functionen und der Thetafunctionen emer Verandeilicben, Halle 1873, 
p 17/18 [vgl auch p 119/21], sowie b47 ) aufmeiksam gemaebt woiden — Em- 
facbes Beiapiel 

0 fui x = y = 0, 

x u 

-- — : fur die ubrigen Stellen 

V** + y* 

[Auch auf Beispiele, die E J Townsend, Ann of math (2) 21 (1919/20), p 64/72 
(ib, p 276/7 Benchtigungl) angegeben hat, sei bier hinge wiesen] * 

851) + Wenn die paitiellen Ableitungen p und q m einem Gebiet G be- 
scbiankt smd, so ist f(x,y) m G fast ubeiall total differentnerbai , vgl E Bade - 
mache), Math Ann 79 (1919), p 340/8* 


f(x, y) = 
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Man kann nun umgekelnt fragen * 

Wenn p nnd q ngendwelche stetige Funktionen smd, unter wel- 
chen Bedmgungen ist pdx -j - qdy das totale Diffeiential emer Funk- 
tion f(x, y) [odei, was dasselbe ist untei welehen Bedmgungen smd 
p und q die ersten paitiellen Ableitungen emei Funktion f(x,y)] und 
wie bestimmt man diese Funktion? Man kann diese Fiage als eme 
Ubeifcragung deb Pioblems del primitiven Funktionen auf den Fall 
zweier Yeiandei lichen ansehen 

+ Em 1 m wesentlichen beieits auf A C Claw aut 8b2 ), L J Eider 8521 ) und 
A Fontaine 853a ) zuruckgehendei bekanutei Satz besagt hieruber Smd 
in emem Gebiet G p und q ngendwelche stetige Funktionen 854 ) und 

sind doit auch und stetig, so ist pdx -f- qdy dann und nui 

dann ein totales Diffeiential m G, wenn duichweg in G 

dp dg 

dy d% 

ist 

Dieser Satz beruht voi allem auf der Yeitauschbaikeit der zweiten 
partiellen Ableitungen 

(S) AL = 

W dxdy dyda.’ 

worauf wii weitei unten noch zuruckkommen weiden 

Zuvoi aber wollen wii daiaui kin weiden, daB jenei Satz aufs 
engste mit dem Cauchy schen Inlegialsatz fui leelle Funktionen [vgl 
II A 2, Ni 45 (A zusammenhangt Dies eigibt sick unmittelbai 

aus dei bekannten Integrabilitatsbedmgung fur pdx + qdy Sind p 
und q stetige Funktionen in G } so ist dafui, daB fm jede m G ge- 
legene geschlossene lektifizierbaie Kuive G 

(4) j pdx + qdy = 0 

b 

ist, notwendig und hmreichend, daB pdx qdy em vollstandiges 
Diffeiential m G ist 

852) 0 ] Clairaut, Mem de math et pliys Acad Roy d Sciences (bei- 
gebunden dei Histone de l’Acad Roy d Sc Pans) 1739 [1741], p 425/36, 1740 
[1742], p 293/323, msbes p 294/7 * 

853) +L Euler , Commentarn Acad Petiopolitanae 7 (1734 u 1735 [erst 
1740 eischienen]), p 174/bS, 184/200, msbes p 176/S * 

853a) *A Fontaine , Memoires de matheniatnpies iecueillis et publies avec 
quelques pieces medits, Pans 17b4 Siehe auch A C Clan aut 852 ), zweites Zitat, 
p 294 Fufin* 

S54) JDie Funktionen weiden hier stets auch als emdeutig vorausgesetzt, 
da andeie Funktionen von uns hiei uberhaupt nicht betrachtet werden * 
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Man sielit also, daB jede veiscliaifte Bedmgung dafui , daB 
pdx + qdy em totales Differential ist, zugleicli erne veischailte Be- 
dmgung fur den CaucJiyschen Integialsatz bei reellen Funktionen, 
d k fur das Veiseliwmden des Kuivenmtegials (4) daistellt — daiaus 
lassen sich dann aucli veiscliaifte Bedmguiigen fui den Cauchy seken 
Integralsatz bei Funktionen komplesei Veumdei lichen folgein 865 ) — 
und umgekekit Deshalb hat die genaueie Unteisuchuiig unserei 
obigen Frage em doppeltes Intel esse 

Man kann hiei nun zunachst von dei von E Gou}t>al m ) gefun- 

deneu Veischaifung des CaucJiyschen. Integi alsatzes fui kompleve 

Funktionen ausgehen L hat dutch Ubeitiagung dei Gow- 

satschen Methode aufs Reelle die entspiechende Enveiteiung des 
Cauchyschen. Integralsatzes fui leelle Funktionen eihalten, d h er 
beweist (wenn wu sem Resultat mcht, wie ei es tut, luis Kurveu- 
mtegral (4), sondem gleich fui das totale Diffeiential foimulicren) don 
folgenden Satz Wenn die Funktionen p und q in G stetig sirnl und 
jede von ihnen daselbst ein voLlstandiges Diffeiential besit/t ; so ist 
die ubeiall in G geltende Bedmgung 

dp = Zl 

dy dx 

notwendig und himeichend dafui, daB pdx + qdy in G em vollstan- 
diges Diffeiential sei 

Auck die weiteigehenden Unteisuckungen, die etwas spater von 
P Montel 658 ) ubei die Bedingungen fur das vollstandige Differential 
angestellt woiden smd und ubei die wn nachhei zu benekten haben 
weiden, benutzen den Zusammenkang nut dem Cauchyschen Integi al- 
satz fur reelle Funktionen odei vielmeki die Integi abilitatsbedingung 
von pdx + qdy Er knupft (wie auch die meisten alteien Beweise 
des Cauchyschen Integi alsatzes) an die Gheen&che Foimel [(2) m 

Nr 46] an, aus dei, wenn, abgeseken von emei NuIImenge, ^ 

° 7 d y ox 

ist, das Yerschwinden des Kurvenmtegi als (4) folgt — 

855) *Siehe liieiuber IIBl, Ni 2 u 3 (TF F Osgood), sorcue m&besoudeie 
II C 4, Nr 2 u 4 (L Bieberbach) * 

856) Gow sat , Trans Amei Matb Soc 1 (1900), p 14/16, [siehe dazu 
auch E E Moore , lb , p 499/506, und A Pnngslieim , Tians Amei Math Soc 2 
(1901), p 413/21] Naheres hieruber findet man lm ubngen a a 0 8CC ) * 

S57) Hefttei, Nachi Ge* Wiss Gottingen 1902, p 115/40 [Vgl dazu 
auch lb 1903, p 312/16, 1904, p 196/200, sowie A Pnngslieim , Sitzgabei Ak 
Wiss Munchen 33 (1903), p 673/82 

858) *P Montel*™) [Eimges davon auch schon m emei vorlaufigen Mit- 
teilung Pans C R 136 (1903), p 1233/5 
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Die oben angegebene emfacbste Bedmguug dafui, daB pdx q dy 
eiu vollstandiges Diffeiential ist ; beruht, wie scbon eiwaknt, zu emem 
wesentliokeu Teil auf deni Fundamentalsatz you dei Veitauschbarkeit 
dei zweiten paitiellen Ableitungen, den man so ausspiechen kann * 
Seien wiedei p und q die paitiellen Ableitungen emei Funktion 
f(x, y ) in bezug auf % und y sind nun p und q 1 m Gebiet G stetig 

und lassen sue doit stetige Ableitungen ~~ und zu, so hat man 

dp _ dq 
dy dx 


fui alle Punkte von G 

+ [WiLL man nui uber die Vei tauschbaikeit an dei Stelle (x, y) 
etwas aussagen, so bat man die auf die Stetigkeit bezuglichen Yoraus- 
setzungen nui fur die Stelle ( cc, y) selbst, dagegen die auf die Exi- 
stenz dei Abledungen bezuglicben Yoiaussetzungen fui die Umgebung 
von (x, y) zu macbenj Siebe ubei diesen Veitauschungssatz II A 2, 
Ni 10 (A Vo/3), wo man aucb nabeie Angaben uber die emschlugige 
Liteiatui sowie ubei die Unteisuchungen von H A Schiv<nz m ) und 
andeien 860 ) findet, die eme Heiabmmdeiung dei Voiaussetzungen 
dieses V’eitauscbungssatzes bezwecken Z B kann man nach H A 
Schwaiz auf die Voraussetzung dei Existenz und Stetigkeit eme / der 

beiden zweiten Ableitungen oder verzicbten Aber es ist her- 

voizubeben, daB die Stetigkeit dei ersten Ableitungen und die Exi- 
stenz der zweiten Ableitungen m G noch mcbt fui die Yeitausch- 


859) H A Selma) z, Yeikandl d Schweiz naturforsck Gesellsch 55 (1873 
[1871]), p 159/70 — Ges math Abhandl 2, Berlin 1890, p 275/84 

8G0) J Thomae*'*’ 1 ), p 22, 17 Him, Analisi mfimtesnnale 1, Pisa 1877/8, 
p 122, *6r Peano, Matkesis (1) 10 (1890), p 163/1 Dazu kommen nocb von 
neueren Aibeiten j E W Hobson, Theoiy, p 316/21, Proc London Math Soc (2) 
5 (1907), p 225/36,* A Tunpe, Math Ann 65 (1908), p 310/2 *und W H Young , 
Proc Roy Soc Edinbuigh 29 (1908/9), p 136/64, Trans Cambridge Phil Soc 21 
(1911), p 112/13, 421/3 , [siehe auch 848 ), p 50/2] — Eme von P MartmutU , Rend 
Circ mat Palermo 37 (1911), p 17/21 angegebene Bedmgung ist unncktig, siebe 
hierubei H Hahn , Jabresber Deutsck Math -Yer 27 (1918 [1919]), p 181/8, 
vgl aber aucb P Men tinoiti , Rend Istit Lombaido (2) 17 (1911), p 815, 
865/69 * 

*Es seien nocb besonders die folgenden Bedmgung en fin den Yertauseh- 
barkeitssatz erwahnt, die von L Hcffle ; 857 ) [eistes Zitat, p 139/10] aus eemem 
oben erwahnten Satz fui em Gebiet G gefolgeit, etwas spater von W H Young 
[Proc London Math Soc (2) 7 (1909), p 157/80 (auch 848 ), p 22/3), vgl ferner 
Paris C R 118 (1909), p 82/1] direkt und zwar gleich fur eme einzelne Stelle 
bewiesen woiden smd an der betrackteten Stelle (x,y) sollen p und q (deren 
Existenz in der Umgebung vou ( x , y) voiausgeaetzt sei) em totales Differential 
besitzen * 
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barkeit hmreichen , siehe hierzu das weiter unten angegebene Bei- 
spiel 861 )* 

Duich welcbe Aussagen muB man nun die Gleiclumg (5) ei- 
setzen, wenn zwai die ersten Ableitungen p und q stetig bleiben, da- 

gegen yon den zweiten Ableitungen und ini wesentlichen nui 

lhre Existenz (jedenfalls nicht lhie Stetigkeit) bekannt ist ^ 

JDiese Piage bat P Montel 858 ) naber untersucht, und ei hat die 
dabei erkaltenen Eigebmsse dazu verweudet, urn die oben gestellte 
Frage nach den Bedmgungen , untei denen pdx qdy em vollstan- 
diges Diffeiential emei Funktion f(x,y) ist, weiter zu klaien Wir 
benebten nun uber diese Untersuchungen von P Montel , wobei im 
folgenden immei yoi ausgesetzt ist, daB p und q m G stetige Funk- 
tionen von (x } y ) sind * 

Betiacbten vm das Veibaltnis 

w. „ 7. ? \ + + — fi't' + h'V) — + + t(v,y) 

? y> 'b 'v 

und die Yeibaltnisse 

P( i, y -f l) — pfa y) 2(6 + li, y) — q{x, y) 

L ’ h 

Diese chei VetJicdfwsse haben ui jedem Gebiet G dieselbe obete Gienze 
und dieselbe untoe Gtenze, d b wenn die viei Zablen x ; y, h , l so 
vameien, daB die beiden Punkte (x 9 y) und (% -f- h, y -|~ l) niebt 
au& deni Gebiet G heiaustieteu Hieraus folgt, daB m jedem Punkte 
cliese Veibaltmsse denselben oberen und denselben untei en Limes 
haben Daiaus folgt weitei, daB die viei Denvieiten von p m bezug 
auf y 9 und die vier Denvieiten von q m bezug auf x in jedem Punkte 
denselben obeien Limes, denselben untei en Limes, dieselbe Scbwankuncr 
haben msbesondeie smd diese Denvieiten gleichzeitig stetig oder un- 

stetig, m jedem Stetigkeitspunkte existieien die Ableitungen || und 

und smd emandei gleich 

Nehmen wir, nui der bequemeien Ausdi ucksweise wegen, an, daB 
und ^ im ganzen Gebiet G existieren dann ist m jedem Stetig- 

keitspunbte dei emen Ableitung aueb die andere stetig und ihi gleich, 
m jedem Unstetigkeitspunkte haben beide die gleiche Schwankung 
(und auBeidem den gleichen obeien und den gleichen unteien Limes) 

Z B smd fui die Funktion 

861) *Ein erstes deraitiges Beispiel bei H A Schwaiz 8G0 ) ¥ 



4-6. Paitielle Ableitungen und totales Differential 1129 


die Ableitungen p unci q ubeiall stetig, femeL siud die Ableitungen 

und | ^ stetig, mit allemigei Ausnabme des Anfangspiinktes, in 

dem = 4- 1 ~ = — 1 unci dei obeie bzw untere Limes diesei 
ox oy 

beiden paitiellen Ableitungen gleicli + ]/2 bzw — ]/2 isfc 

Umgekelirt Sind die bcschanlden FunJMonen und m G 

mteqiabel und haben sie m jedem in G gelegenen Gebiet G' die gleiche 
obeie Gyenze und die gleiche untae Greuze, so sind p und q m 
jedem Funhte von G die paitiellen Ableitungen emer nnd dei selhen 
Function f(x, i/) 8G2 ) Diese Funktion ist 


*,V 

f(x, y) =fpdx + qdy, 


wobei das Integial langs ernes lektilizieibaien Weges genommen ist, 
dei x 0 , y 0 mit y veibmdet, obne aus dem Gebiet & heiauszutreten 
Nehmen wir jefczt an, daJB die m G bescluankten Fimldion.cn 

mebt notwendig mtegiabel sind, dann bat man den lolgenden 

Satz 863 ) Wenn p and q m G besclu anlde Ableitungen und ~~ za- 

lassen , so besteld eine notwendige nnd Inmeichcndc JBcdinr/ung dafu ? , 
daji diese Fnnhtionen paitielle Ableitungen eme) Fimhhon f{x 7 y) seien , 

dann , daji die Menge aller Punkte von G, tn dtnen ^ und von- 
einander verscluedcn sind } vom Mafi Nall m G ist 
Z B Die Funktion 

n — co 

f( x > !>) 9 (« — «„, V — PJ, 

n = 1 


m dei (p{x, y) die weitei oben eingefuhite Funktion. und (a n! /3„) emeu 
Punkt von rationalen, zwischen 0 und 1 enthaltenen Koordmaten 
daistellt, ist stetig und laBt stetige partielle Ableitungen zu, ra alien 
Punkten mit lationalen Kooidmaten, die 1 m Quadiate 
0£x£l, 0£y£l 

liegen, sind die beiden Ableitungen ~ und ~ voneinandei veischieden 

o sc oy 

862) In diesem Satze kann man die Ableitungen und — durcb De- 

o x dy 

uvierte ersetzen, aber da in diesem Falle diese Denvieiten Lescliidjikt sind, bo 
existieren die Ableitungen, ausgeuommeu vielleicbt fur cine Punktmenge vom 
MaB Null 

863) *Ein wesentlichei Teil dieses Satzes isfc bereifcs von A Pringshenn, 
Sitzgsber Ak Wiss Muncken 29 (1899j, p 52/62 bewiesen worden* 
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dq 


dp 


end- 


Kimmt man ledighch an, daB die Ableitungen und ^ 

lich seien, so ist die Menge dei Punkte, m deien Umgebung diese 
Funktionen mclit bescbiankt sind, eine abgeschlossene, nngends diebte 

Meno-e PT, und ^ smd emander gleiek, auBei vielleickt fui erne 
° 1 dx ay 

Punktmenge, deien JVIafi das von H nicht ubeitnflt 361 ) 

Ist die Funktion p(x } y), was auck x sei, eme Funktion von y 
mit beschianktei Schwankung und ist die Funktion q(%, y\ was aueb 
y sei, eme Funkfcion von x mit bescbianktei Schwankung, so kann 

man nocli bekaupten, daB die Menge allei Punkte, in denen ^ und 

nicht existieien, das MaB Null hat. und daB die Bedingung, daB 
dy D 

—■ und hochstens m emei NuLLmenge vonemandei verschieden 
dx dy ° 

smd, dafui himeicht, daB p und q die paitiellen Ableitungen der 
Funktion 

>/) —Jpdi + qdy 


seien 


365 


) 


Bescbiankt man sich endlich darauf, nui die Existenz von - 1 

7 dx 

d 'P 

und anzunehmen, so kann man nui bekaupten, daB die Menge 

allei Punkte, in denen diese Ableitungen einandei gleicli smd, eine 
uberall dichte Menge ist, denn da diese Funktionen beide dei Bane- 
schen Klasse 1 angehoien, so gibt es in jedem Grebiet Punkte, m 
denen beide stetig und folglick einandei gleick smd 866 ) 

47. Die unbestimmten Integiale und ihre Differentiation Die 
unbestimmten Integiale dei Funktionen von mehieien Veianderlichen 
und die Diffeientiation diesei Integiale smd (nut veischiedenen Me- 

864) *Daruber innaus hat P Mantel, Pans C E 15b (1913), p 1820/2 ohne 
Beweis angegeben, daB der oben bei 8l>s ) angegebene Satz auch nocb gilt, wean 

man — und ~~ nicht als beschrankt. sondern nui als endlich voraussetzt * 
ox dy 1 

865) Es genugt ebenlalls statt dei beschrankteu Schwankung vorauszusetzen, 
dafi die Denvierten \on q bezuglich x und von p bezughch y endlich nnd 
flachenhaft summierhai smd, vgl Gh J de la Vallee Poussin 6 " 9 ) 

866; P Montel 839 j L Lichtenstein, Sitzgsh Berl Math Ges 9 (1910), 
p 84/100, hat bewiesen, daB p nnd q die partiellen Ableitungen emei und der- 
eelben Funktion smd, wenn m G 


r Q l ) = y [«(* + &,») — «(*,y) —!>(«,» + *) + 2H®,!/)] 

beschrankt isfc und nut h ge gen Null konvergieit 


(fur h > 0) 
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tlioden) von G Vitah und insbesondere von H Lebesguc unteisucbt 
woi den 

G Vitah 861 ) Himmt als unbestimmtes Integial emei summierbaien 
Funktion 9 o(oc,y) die Funktion 868 ) 

x y 

f(&, y) -fj <p ( a -> if) dx d y 

0 0 

und betrachtet das zui Funktion f gebonge Yerbaltms ) (x } y, h, l) 
Streben h und L mit positiven Werten dei Null zu ? *wobei das Ver- 
baltms h L zwisehen endlichen, von Null veiscbiedenen Schranken 
bleibe 869 )* so definieit ei mittels des obeien und unteien Limes von 
r (z,y,li,h) zwei von den viei Denvierten von /, die andem beiden, 
mdem ei h und l mit negativen Wet ten gegen Null geben laBt sind 
alle viei emandei gleicb, so sagt ei, f habe eme Ableitung 1m Punkte 
(%, y) G Vitah beweist, daB / die Funktion c p zui Ableitung hat, 
auBei fui eme Punktmenge vom MaB Null JJbeihaupt ubeitragt er 
eme Reihe dei wesentlichsten Satze von Funktionen emer Yerandei- 
licben auf Funktionen mebierer Veiandeilichen 8G9a ) — In ahnlichei 
Weise wie G Vitah geben aueb emige andeie Matbematikei vor, um aus 
f(x,y) den Integianden cp{cc,y) beizuleiten, sie beweisen 870 ), daB, ab- 

geseben bocbstens von emei ebenen NuLlmenge, g— und exi- 
st leren und daB d~f d*f 

da dy dydx 

1st Fernei laBt sicb zeigen, daB f(x, y), abgeseben bocbstens von 
emer ebenen Nullmenge, ein vollstandiges DifFeiential besitzt 871 )* 

Von ganz neuen Gesicbtspunkten aus weiden die lneiher geboren- 
den Fiagen m den giundlegenden und umfassenden Unteisucbungen 
von H Lebesgue 872 ) betracbtet Die Defimtionen und Resultate von 


9 y) 


867) G Vitah, Atti Accad Toimo 43 (1907/8), p 237/46 

868) *Oder in an nehme statt dessen 


fix, y) — J‘J <p(x, y ) dxdy -j-J g{x)dx -f {h(y) dy + C, 


wobei g(x) nnd h(y) ■willkurliche summicrbare Funktionen smd* 

869) *Wegen diesei zusatzlichen Bedmgung (die bei G Vitah fehlt) siehe 
erne Bemerkung von H Lebesguc 872 ), p 362/3 u 395 * 

S69a) *Vgl dazu aucb H Looman 6(ilh ) * 

870) + Ein wesentlicker Teil dieses Satzes bereits bei H Lebesgue* 7 *), p 432, 
an lhn anschlieBend 1 st dei Satz bewiesen worden von G Fubini u L Tonelli , 
bend Circ mat Palermo 40 (1915), p 295/8, sowie von W H Young, Pans C R 
164 (1917), p 622 /o * 

871) *<7 Caratheodo) y , Reelle Funktionen, p 656/61 * 

872) H Lebesgue, Ann ICc Noim (3) 27 (1910), 0 361/450 



1132 IIC 9b Montel- Rosenthal Integiation und Differentiation 


H Lebesgue smd allgememei als die von G Vitah und uuabhangig 
von der Walil der Kooidmatenachsen sowie von der Zahl der unab- 
hangigen Yerandei lichen Wir haben bereits m Ni 44 a darauf hm- 
gewiesen, wie man zu dei Lebesgue schen Auffassung des unbestimmten 
Integrals gelangt Die Funktion <p sei ubei jede meBbaie Menge E 
endlichen Mafies summierbar Duich das ubei E eistieckte Integial 
von cp wird diesei Menge E erne Zahl F(E), erne Funktion dei Menge 
E, zugeoidnet Diese Funktion F(E ) heiBt nach LI Lebesgue das nu- 
bestimmte Integial von (p, sie ist erne additive, total stetige Func- 
tion dei Mengen E [vgl Nr 22] und diese Eigenschaften chaial- 
tensieien das unbestimmte Integial Die Ableitung diesei Funktion 
F(E) lm Punkte P wild von H Lebesgue nach dei Methode von 

V Volten a 873 ) defimeit man bilde den Quotienten ~fr, wobei mlE) 

das MaB dei P enthaltenden meBbaien Menge E bezeiehnet, und man 
suche den Gienzweit dieses Quotienten, wenn alle Dimensionen von E 
dei Null zustieben, diesei Grenzwei t ist, sofein er existieit, die Ab- 
leitung von F(E) im Punkte P t Wenu diesei Grenzwei t niclit existieit, 
so geben dei obeie und unteie Limes eine obere bzw unteie Deri- 
vierte Ohne weiteien Zusat / ware jedoch diese Definition zu allge- 
mein und wurde mcht zu den Satzen fuhien, die den Aussagen uber 
die emfachen Integiale entspiechen man muB also die zu ve°wenden- 
den Mengen E noch emer Bedingung unteiweifen* H Lebesgue be- 
dient sich dahei zui Definition dei Ableitung emei speziellen Kategone 
von Mengen E, die ei eine legulatc Mengenfamilie (famille icguheie 
d’ensembles) nennt t Ei bezeichnet 874 ) eme mefibare Menge E als 
„regulai“ (fur emeu bestimmten positiven Weit a), wenn fur die klemste 
E enthaltende Kugel 878 ) X 


m(E) 

m{K) 


> a > 0 


ist, und ei veisteht untei emei „regnlaren Mengenfamilie" eine Ge- 
Bamtheit von meBbaien Mengen E, die fur emen festen positiven Weit 
« regulai smd 878 ) [Vgl dazu die m Nr 20a gemachten Angaben 
uber den Fttolischen Uberdeckungssatz, dei bei den hier bespiochenen 
Lebesgue ^ sch en Untei suchungen eme wesentliche Rolle spielt] Man 


673) *Siehe V Volte/ ra 501 ), zuerst in Rend 
p 99 — [Vgl dazn auch Gh A Fischer 0ii ) ]* 

874) *Wie schon in 4s<> °j eiwahnt* 

875 ) *Bei zwei Dimensionen Kreis, bei emei Dimension Strecke 
iicfa kairn man statt emer Kugel auch einen Wurfel nehmen * 

878) 0 dela Vallee Poussin, Integrates de Lebesgue, p 60, nennt « den 
„Regulautatspaiametei‘ l dei Mengenfamilie* 


Atti Acc Line (4) 3 n (1887), 


■ Natur- 
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lasse nun erne P enfckaltende meBbaie Menge E so vameren, daB sie 

bestandig emer legulaien Mengenfamilie angekort und daB ihr Durck- 

messer gegen Null abnimmt, uud man macke dies fui alle moglicken 

solckeu legulaien Familien yon meBbaien Mengen, die P enthalten 

Den kieibei sick ergebenden obeien bzw unteien Limes von 

° m{F) 

bezeicknet H Lebesgue als die obete bzw untete Denviette (nombre 
derive) von F(E ) an der Stelle P 877 ), und, wenn diese beiden zu- 
sammenfallen, den gemeinsamen Weil als Ableitung (denvee) von 
F(E) im Punkie P, m diesem Fall keiBt F(E) „m P (hfferentiiet- 
bat “ * 

Bei Benutzung diesei Definition ist die Diffeientiation die inverse 
Opeiation der Integiation, auBei vielleickt fui eme Punktmenge vom 
MaB NuH + D h es gilt dei Satz Eme total stetige und additive 
Mengenfunktion F(E) kat fast ubeiall eme endlicke und bestimmte Ab- 
leitung, und sie ist das unbestnnmte Integial diesei Ableitung [diese 
genommen, wo sie bestnnmt und endkck ist] 878 ) Und umgekekit 
Eme ubei jeder meBbaien Menge endlichen MaBes summieibare Funk- 
tion cp ist fast ubeiall gleick dei Ableitung lhies unbestimmten Inte- 
gials * 

*Zugleick ergibt sick kieraus, daB, wenn man zui Definition dei 
Ableitung von F(E) mckt alle legularen Mengenfamilien, sondem 
nui lrgendeme spezielle regulaie Mengenfamilie zugiunde legt, sick 
die Ableitung von dei oben defmieiten nur kochstens in emei Null- 
menge unteisckeidet, und zwai ist diese Nullmenge von dei speziellen 
Ait dei verwendeten legularen Mengenfamilie unakkangig Durck 
solcke Spezialisieiung eikalt man z B die oben angegebene Defini- 
tion dei Ableitung von G Vitah , ein ancleiei viel bequemer zu ver- 
wendendei Spezialfall man kann fui E speziell Wurfel odei Kugeln 
mit dem Mittelpunkt P benutzen 87<) ) Hierhei gekoien auck die von 
Gh J de la Vallee Poussin emgefukiten und von lkm viel veiwendeten 
„derivees sur un 7 eseau“ 880 )* 


877) JJ Ceuatheodoiy, Reelle Funktionen, p 492, bezeichnet jeden einzelnen 
mittels emei legulaien, gegen P konvergierenden Mengenfolge erkaltenen Grenz- 

F(F) 

wert von — ' als erne „Demieifce“ von F{E ), vgl anck 717 ) und 718 ) * 

878) *Hieraus folgt die oben angegebene Ubereinstmimung der additiven, 
totalstetigen Mengenfunktionen mit den unbestimmten Integralen * 

879) *CJi J de la Vallee Poussin 616 ), p 59, bzw C Car atheodory 877 ), p 480, 
haben kierfur die Namen „derivecs symetnques ‘ bzw „Mittleie JDermote “ em- 
gefukrt * 

8S0) *Siebe Ch J de la Vallee Poussin** 1 ), zweites Zitat, p 486/8, dnttee 
Zitat, p 61ff Er versteht unter einem „Nefcz“ (reseau) eme unendhche Folge 
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„Weiteikm betiacktet E Lebesgue neben den unbestimmten Inte- 
gralen noeh allgemeinei die Funktionen besckianktei Sckwankung 
[Nr 22 466 )], die sick biei zunackst als additive Inteivallfunktionen 
von bescbianktei Sckwankung lepiasentieien, some lhie Denvieiten 
Es eigeben sick zum Tell analoge Satze, wie sie fui ewe Yeiandei- 
licke sekon m fmkeien Nua angegeben woiden sind Insbesondeie 
ist auck kier fast ubciall erne bestimmte, endheke Ableitung voi- 
kanden. Und Erne additive InteivaUfunktion besckranktei Sckwan- 
kung, deien Denvieite uberall endlick sind, ist das unbestnumte Inte- 
gial lkiei Denvieiten* 

,Die wichtigen Unteisuckuogen von E Lebesgue sind von Ch J 
de la Valle'e Poussm SS1 ) und von C Cat aiheodot y m ) teils weiteigefulirt, 
teils ausfukiliokei odei veiemfackt dargestellt woiden Ch J <le la 
Valle'e Poussin h83 ) gekt msbesondeie insofein ubei H Lebesgue humus, 
als ei dessen Untersuckungen ubei die Funktionen besclu anktoi 
Sckwankung bzw die zugekongen additnen Intel vallfiinktionen duick 
die entspieckeude Dnteisuekung dei absolut additiven Mengenfunk- 
tionen und lkrer Ableitungen ausbaut und vei allgemeinei t, wie s< lion 
in Ni 20, SckluB keivorgekoben, smd namlich [nacli J Radon* 1 '') 
uud Ch J de la Valle'e Poassm m )] die Punktfunktionen besolnanktoi 
Sckwankung und die absolut additiven Mengenfuuktionen aquivalont 
Mit Hilfe der genannten „denvees sur un ieseau^ a ®) gewinnt nun 
Ch J de la Valle'e Poussm m ) die betieffenden Satze ubet'die Diffenm- 
tiation dieser absolut additiven Mengenfuuktionen Endlick sind lnor 
nock die Unteisuckungen von J Radon™) ubei die absolut addi- 
tiven Mengenfuuktionen zu eiwahnen, die sich zwai mclit auf die 
Diffeientiation bezieken, wokl abei, wie schon m Ni 35 <1 ausemandei 
gesetzt, den Lebesgueschen Begnff des unbestimmten Integials veiall- 
gemeinernd auf Stieltjes sebe Integrale ubeitiagen * 

48. Integration partieller Diffei entialgleichun gen Die Ubei 

legungen, die gewoknlich bei dei Integiation dei partiellen Dilleion 


\on immer feineren, gleicli gerichteten, kubiachen Emteilungen E die auf- 
einandei Bind, und er bildet nut Hilfe der Maschen co H dieses Net/es d.e 

durcli den oberen bzw unteien Limes von 


“K) 


dargestellten Denvierten, wo- 


bei die <v„ siuh auf deu betraebteten Punkt P zusammenzieben sollen * 

881) *Ch J de la Tallee Poussin, Corns d’Analyse 2 (2 ed ) n -my/m 
rans Amer Math Soe 16 (1916), p 135/501 Integrals de Lebesgue, p 57/101* 
) Caratheodorif , Reelle Funktionen, p 409/510* 

p S3/104** 6 '* J ^ U ValUe P ° USSln ^ l) ’ ZW6lttS Zltat ’ P 468 / 96 ’ dittos Zitat 

884) J Radon 47 “) Vgl auch M Fiechet al0 )* 
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tialgleichungen angestellt weiden, setzen die Stetigkeit dei vorkom- 
menden Ableitungen voiaus B Bane hat sich nun dab folgende Pro- 
blem gestellt die Funktionen aufzusuchen, die nur denjenigen Bedin- 
gungen unteiwoifen sind, die no tig sind ? damit die m eme gegebene 
Gleichung emgehenden Elemente emen Sinn haben und diese Glei- 
chung befiiedigen Nehmen wn z B die Gleichung 

P + 2 = 0, 

so muB man eme Funktion f(x, y ) finden, die stetig ist m bezug aut 
jede emzelne dei Yeiandei lichen und paitielle Ableitungen p und q 
besitzt ; deren Summe Null ist B Bane hat gezeigt, daB, wenn man 
f(x, y) als stetig m bezug auf die Gesamtheit dei Veianderliehen ( x , y) 
voraussetzt, die Losung durch eme beliebige stetige Funktion von 
(x — y) geliefeit wild, und ei hat seme Resultate auf den Fall emei 
lmeaien Gleichung lint emei beliebigen Zahl von Yeiandei lichen aus- 
gedehnt 885 ) 

Jm ubngen fuhren diese und ahnliche, auf (gewohnliche odei 
partielle) Difieientialgleich ungen sich beziehende Fiagen, auch wenn 
bei lhiei Unteisuchung yon Methoden dei modernen reellen Funk- 
tionen theorie Gebrauch gemacht wnd ? beieits ubei den Ralimen dieses 
Artikels hmaus* 

885) B Baue, Paris C R 12b (1898), p 1700/3, Pansei Tli&se (1899) = Ann 
di mat (3) 3 (1899), p 101/21 Siehe aucli P Montel, Ann l5c Noim (3) 31 
(1907), p 297/8, *sowie a a O 8(U ) * 
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Reihen und Folgen von Funktionen emer Veranderlieken 

49. G-leiclimaJBig konvergente Reiben von stetigen Funktionen 

Betracbten wir eine Reibe, deien allgememes Glied eme reelle 

Funktion dei leellen Verandei lichen x ist Nelimen wir an, daB alle 
Gliedei dieser Reibe fiu samtliclie Werte x ernes gewissen Intel valles 1 
defimeit seien, und betracbten wir den Fall, daB die Reibe m I uberall 
konvergiert Sei dann s v (x) die Summe 

U) «,(*) = «oOO + u i ( x ) + + «, (*) 

uud s(x) die Summe 

(2) s(x) — lim s,(&) 

V = + oo 

der Reibe 

(3) «o(*) + «i( fl! ) + "i( a ')+ + **»(*) + 

JEme solcbe unendlicbe Reibe und eme unendlicke Folge ent- 
spiecben emandei vollstandig, jede kann m die andere verwandelt 
weiden Die Summe (2) dei unendlichen Reibe (3) ist nicbts anderes 
als die Gienzfunktion der Folge dei Teilsummen s v (x) Daber ist es 
gleicbgultig, ob wn weiterhm von emei unendlieben Reibe von Funk- 
tionen und lbiei Summe odei von emei unendlieben Funktionenfolge 
und ihrer Gienzfunktion spiechen* 

Es ist selir wiebtig, unter den gememsamen Eigenscbaften der 
Funktionen s % (x) diejemgen zu bestimmen, die beirn Gienzubergange 
erbalten bleiben, d h s(x) angeboien, odei andeis ausgediuckt, die 
Ait von Konveigenz zu bestimmen, die man dei Reibe odei Folge 
auferlegen muB, damit eine den Funktionen sjx) gememsame Eigen- 
sebaft aucb s(x) angebore 

Diese Frage wai von den alten Analysten niebt m emei so klaren 
Weise gestellt woiden, well man es als selbstveistandlick ansab, daB 
jede clen Gliedem emei Folge gememsame Eigenscbaft beim Grenz- 
ubergang eibalten bleibe Es ist leicbt, an emem Beispiele zu zeigen, 
daB dem niebt so ist In dei Tat, betiacbten wn die fur jeden end- 
heben Weit von x konvergente Folge 

foW = /i(a) = A5 s , /;>(» = a , f,(x) = a. 2, + 1 , , 

sie wird von ubeiall stetigen Funktionen gebilclet, und dennocb ist 
ibr Grenzweit (dei fui a == 0 gleick Null, fui x < 0 gleicb — I, fui 
x > 0 gleicb + 1 ist) fui x = 0 unstetig Setzt man 

«o(*l = fo^)> Ulfa) = > 
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so siebt man 7 daB erne konvergente Reike stetigei Funktionen eme 
unstetige Smmne kaben kann S86 ) 

Es ist also die Fiage zu sfcellen, iintei welcben Bedmgungen die 
Stetigkeit dei Grliedei einer konvei genten Reihe die Stetigkeit der 
Reihensumme nach sicli ziebt 

Ph L Seidel m ) und G G Stoles SSE ) eihielten eme bimeichende 
Bedmgung duich die Emfubiung der gleickmafiigen Konve) genz 889 ) 
Zeigen wir 7 woduich sie sich yon der gewobnlicben Konvei genz unter- 
scbeidet 

Ist, unter Beibehaltung dei vorstehenden Bezel cbnungen, die Reihe 

(3) u 0 (x) + u^z) + + w f (^) + 

an IntervaRe I ubeiall konvei gent 7 so kann man 

(4) r,(x) = s(x) — s, (*) 


setzen, und man kann bei festgeiialtenem x emei jeden Zabl a > u 
eme ganze Zabl m dei ait zuoidnen 7 daB fui alle ganzen Zablen n > m 
die Ungleicbung 

(5) l»-(*)l<« 

bestebt 

Aber diese Zabl m kann offenbai vameren 7 wenn man von emeni 
Werte von x zu einem andeien ubeigebt JSTennt man m(x) den 
klemsten dei Weite m , die der voistebenden Bedmgung bei gegebenen 
x und a genugen 7 so siebt man, daB die Funktion mix) in jedem 
Punkte des Intel valles I endlicb ist, abei es ist kem Grrund dafur 
vorbanden, daB sie fui jeden festen Weit von a m I bescbiankt spi 
Wn wahlen als Beispiel 890 ) bierfui mit I j Benchxson 891 ) 


*,(*) = X" + 


V (1 x) 

1 + V (1 — X) 


0 = h 2 > ) 


886) *Noch A L Cauchy katte geglaubt, das Gegenteil beweiaen zu konnen 
Sieke hieruber II A 1 (A Prmgsheim), Nr 17 [msbes FuBn 177 ) u 183 )] * 

887) Ph L Seidel, Abli Ak Muncken 5 a (1848), p 379/93 = Ostwalda Klas- 
siker der exakten Wissensckafteu, Nr 116, p 35/45 

888) G G Stoles, Trans Cambridge Philos Soc 8 fi (1849), p 533/83 = Math 
and pkys papers 1, Cambudge 1S80, p 236/285 

889) *Sieke hieruber auck II A 1, Nr 16, 17 u 21 (A Prmgsheim ), wo sick 
msbesondere ausfukrlickeie bistoriscke Angaben finden * 

890) *Das weiter oben lm Text bemitzte Beispiel oder die m II A 1, Ni 16, 
FuBn 17S ) {A Prmgsheim) angegebenen Beispiele waren nock elwas emfachei zu 
bekandeln, dock ist das nackfolgende Beispiel auck fui andeie Zwecke veiweud- 
bar Vgl den Text dieser Nr weiter unten sowie 99s )* 

891) Ofveraigt Vetonsk -Akad Forkandlingar (Stockholm) 54 (1897), p 608 
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lin Intel valle [0, 1] Dann konvergieit die Reilie (3) gegen 1 und 
man hat fur x = 1 — 

kO)l = 

Nimmt man also 
so sieht man, daB man 

hat, ni(x) kann also lm Inteivalle [0 7 1] beliebig gioBe Weite annehmen 
Wn sagen, daB die Konveigenz lm Inteivalle I gleichmafhg ist, 
wenn fiu jeden Weit von s die zugehouge Funktion m(x) bescluankt 
ist Das kommt daiauf liinaus, daB man m diesem Falle fiu die 
oben defmieite Zahl m lm ganzen Intel vail I eme nui von s, abei 
mcht mehi von ^ abhangige UioBe wahlen kann Bedient man sich 
des Kon\eigenzsatzes von A L Gauchi) , so kann man auek sagen 
Eme Reihe (o) ist m emem Inteivalle I gleicbmaBig konveigent, 
wenn man jedei Zahl e>0 eme Zahl N so znoidnen kann, daB fiu 
alle n>N un gamen Intavall I die Ungleichnng 

(6) i s , t+ „k) — I < £ 

bestelit, welches auch die gauze Zahl p sei 

Diesei Beguff dei gleichmaBigen Konveigenz tutt m emei gioBen 
Zahl von Fiagen auf Granz besondeis wichtig ist die bereits hervoi- 
gehobene Anwendnng auf die Fiage nach der Stetigkeit der Reihen- 
summe, die ]a, wie eiwahnt, den AnlaB zu dei hiei besprochenen Be- 
guffsbildung gegeben hat 

Die Summe einei lonvet genten JReihe von Funltionen , die m emem 
Inteivalle I stetig bind, ist ebenfalls in I stdig , wenn die Konveigenz 
diesei Reihe m I (jleichmafiig ist 

Das oben angegebene Beispiel (von I Bendixson) zeigt ubugens, 
daB die Umkehiung dieses Satzes mcht nchtig ist D h Die Summe 
emer konvergenten Reihe von stetigen Funktionen kann stetig sem, 
auch wenn die Konveigenz dei Reihe mcht gleicbmaBig ist *Dies ist 
durch geeignete Beispiele zueist von G Daiboux m ) , P da Bois-Rey- 
mond m ) und G Cantoy s94 ) nachgewiesen woiden 895 ) [Siehe hieiubei 

892) + G DciibQM, Ann Ec Noun (2) 4 (1875), p 77 '9 * 

89d) ^Abbandl Munchn Akacl 12, (1875\ p 120 FuBu * 

894) + M ath Ann lb (1880), p 268/9 * 

805) ^Ein besonders emfacbes Beispiel dieser Art ist 
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die ausfnhrlicbei en bistonscben Angaben m II A 1 ; Ni 16 ; insbes bei 

Fufin 1S0 )— 1S7 ) (A P> mgshem ) ]* 

Hieiaus geht also heivoi, daB cbe gleichmaBige Konveigenz emei 
Reibe you stetigen Funktionen zwai erne him eickende , abei feme not - 
uendige Bedingung fui die Stetigkeit dei Eeibensumme ist Hmiei- 
cbende und notwendige Bedingungen hieifoi, die durch YeiaUgemei- 
nerangen des Begnffs dei gleicbmaBigen Konveigenz entstelien, wei- 

den eist m Ni 52 bespiocben 895 a ) 

XJbuo-ens ist beieits die gleichmafiige Konveigenz eme bimei- 
ehende imd notwendige Bedingung fur die Stetigkeit der Reihensumme 
m emem abgesclilossenen Interval! I, wenn die Reihengliedei stetig 
und positiv smd 8fle ) Odei fui die Gienzfunktion emei Funktionenfolge 
formnlieit wenn man eme monotone (z B wachsende) Folge von ste- 
ticren Funktionen bat Dasselbe gilt aucb nocb fui die Gienzfunktion 
emer Folge von m I stetigen und monoton wachsenden Funktionen 897 )* 
+ Wn baben bier zunaebst nui von der gleicbmaBigen Konveigenz 
lm Intervall gespiocben In genau gleicbei Weise kann man die gleich- 
maBige Konvergenz auf ngendemei Menge M defimeien 

Man kann abei aucb ; darubei bmaus gebend, die gleiclmafiige 
Konvergenz an [odei m] eme t Stelle (odei, wie man aucli sagt, m de> 
TJmgebung emey Stelle ) defimeien, was zuerst von P du Bois-Reymond m ) 


s. (x) = 1 fur or = — - , 

1 v 

= 0 auBerhalb 

= bneai ia [v’T] und [t’4]' 

S95a) *V° U dem m Ni 52 7u bespiecbenden ist volhg verschieden erne 
andere Art der Yerallgemeinerung des Begnffs der gleicbmaBigen Konvergenz, 
die von E E Moore 5 * 6 ) [insbes erstes Zitat, p 30 ff , vieites Zitat, p 344] hei- 
mhrt Wird in (5) auf dei reebten Seite s durcb s |<r(aj)| eisetzt, so bezeicbnet 
E E Moore die Konveigenz als , } y elativ glcichmafhg“ [in bezug auf die „scale 
function “ („MaBfunktion“) <7(r)] Siebe lneizu 0 Boha fi36 ), p 265/b9, E W 
Chittenden , Tians Amen Math Soc 15 (1914), p 197/201, 20 (1919), p 179/84, 
23 (1922), p 1/15 * 

896) *£/ Dim , Fondamenti, p 110/12 = Dini-Luioth, Grundlagen, p 148/60 
Siebe aucb A. Pnngsheim , Math Ann 44 (1891), p S2, sowie P Montd, Ann Ec 
Norm (3) 24 (1907), p 263/4 und T E Eildebi andt , BuJl Am Math Soc 21 
(1914/15), p 113/5* 

897) JE E Buchanan u T E Eildebrandt , Annals of math (2) 9 (1908), 
p 123/6, C A DeB’Agnola, Atti Istit Veneto 70 n [= (8) 13 lr ] (1911), p 383/91 * 

S98) *P du Bois-Reymond , Sitzgsber Ak Wiss Beilin 1S86, p 359/60, J f 
Math 100 (1887), p 334/7 — Ei verwendet biei die Bezeichnnng „stetige Kon- 
vergenz“ statt „gleichmaBige Konvergenz 11 , vgl 901a ), v,o dei Auscliuck „stetige 
Konveigenz 11 m emem etwas engeren Sinn gebrauebt vircl* 



49. G-leichmaihg komergente Beihen von stetigen Funktionen 1141 


und darni besonders klai von A Pi ingshenn™) gesckehen 1st 000 ) Erne 
[m emei Umgebung yo n ^ 0 konveigente 901 )] Beihe odei Folge keiBt 
an dei Stelle '* 0 gleicbmaBig konveigent, wenu zn jedei positiven 
Zahl e eme Umgebung yon v 0 , namlicb U £ (a 0 ) und erne positive Zahl 
m gefunden weiden kann, so daB fui jeden Weit x von U s (a 0 ) und 
fui jedes n > m 

(5) i',WI< £ 

1st Dabei kann es naturlicb sein, daB diese Umgebungen U £ sick mit 
abnekmendem s auf den Punkt x 0 zusammenzieken 901 a ) 

1 st erne Reike m jedern. Punkt emer abgeschlossenen und be- 
sckiankten Menge A (z B ernes abgescklossenen InteivaLls) gleick- 
mafiig kouveigent, so konveigieit sie auck auf A gleicbmaBig 

Auck fui die gleickmaBige Konveigenz an emei Stelle gilt dei 
deni obigen entspieckende Satz ubei die Stefcigkeit dei Reikensumme 002 ) 
Eme m der Umgebung von x 0 konveigente Reike von m stetigen 
Funktionen, die m x 0 gleicbmaBig konveigieit, besitzt eme ebenfalls 
in jl 0 stetige Reikensumme * 

899) A Pringsheim, Math Ann 44 (1894), p 64/6 u 80/1 — Vgl auck 

II A 1, Ni 19 u Fufin 18t ) (A Pnngsheim)* 

900) ^Dieser Beguff 1 st auck spator mehifach von neuem aufgesatellt woi- 
den W H Young , Proc London Math Soc (2) 1 (1903), p 90, (2) 6 (1908), 
p 29/30,36, F Riesz, Jahiesbei Deutsch Math -Vei 17 (1908), p 199, C A BelV 
Agnola 91t ) — [Siehe kierzu auck die Bemeikungcn hoi F Hiesz, Acta math 42 
(1919), p 204/6, A Pringsheim, Sitzgsbei Ak Wise Muncken 1919, p 419/28]* 

901) ^Wenn man mcht die Konvergenz m einer Umgebung von x Q voraus- 
setzen will, so hat man (5) durch (6) zu eisetzen * 

901a) *Auf emen Spezialfall der gleichmafiigen Konvergenz Bei noch hmge- 
wiesen, namlich auf emen von E Hahn [Beetle Funktionen I, p 238/41 u 248/9, 
vg] auch E J Townsend 91 *), p 11, 57, 74/6] untei such ten und mit Eecht als 
„*tctige Konveigenz 1 m Punkte a? 0 u [vgl 898 j] bezeichneten Beguff man hat nur 
m dei obigen Definition (5) [odei (6)] fui alle Weite x und x* von U £ (a? 0 ) und 
fui alle n > m , n* > m durch 

I ‘V M — «„&*•) I < E 

zu eisetzen So eihalt man das genaue Analogon zum Begnlf der Stetigkeit 
j^etwa der Funktion cp (x, ~ ^ — s, (x) an dei Stelle x = x Q , 1 = oj 

Bei stetigen Funktionen fallen die Begnffe der gleichmafiigen nnd der 
stetigen Konvergenz zusammen [H Hahn , a a O p 248/9] Man kaun ubngens, 
darubei lnnausgehend , sehi leicht zeigen, dafi lui das Zusammeufallen der ste- 
tigen und dei gleichmafiigen Konveigenz ( 1 m Punkte % 0 auf dei Menge M) not- 
wendig und himeichend 1 st, dafi 

lira co {s l , M, x 0 ) = 0 

j = 00 

Bei [Wegen der Bezeichnung siehe Nr 22 ]* 

902) JEbeneo auch die bei d9G j nnd 8n7 ) gemachten Bemerkungen * 
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+ An emei Stelle ungleickmaBiger Konveigenz kann man die Ab- 
weichung von dei gleiclimafiigen Konveigenz duich den sogenannten 
„Grad dei ungleichnafiigen Konveigenz “ odei kuizei „ XJngletchmajiig - 
leitsgrad ic der Funktionenfolge bzw -leibe messen Daiuntei veisteht 
man folgendes 903 ) Fui jede beliebige Punktfolge x n und fui jede 
beliebige Folge von ganzzabligen Indizes v n -*■ -(- oo wild 

lim | >,„(%,,) | = q 

n — oo 


gebildet und die obeie Grrenze ailei dieser Zahlen p wild als Un- 
gleicfimaBigkeitsgi ad U dei Reihe (3) an dei Stelle x Q bezeicbnet %4 ) 
U = 0 chaiakteiisiert natuilicb die gleichmaBige Konveigenz an dei 
betr Stelle % Q * 

+ ScblieBlich sei noch daianf hmgewiesen, daB man beim Ubei- 
gang von konveigenten zu nickt-konveigenten (oder, wie man aucb 
sagt, oszillieienden) Folgen an Stelle dei gleichmaBigen Konvergen/ 
nacb W H Young q ° 5 ) entspiechende allgememeie Begriffe dei )} gleich- 
mafiigen Oszzllcttion il bilden kann So wie deL Begiiff dei Stetigkeit 
zerspalten wnd in Halbstetigkeit nacb oben bzw nnten, so gelangt 
man hiei von den gleickmaBig konveigenten Folgen zu den ;; obeihali> 
bzw nnterbalb gleichmaBig oszillierenden" Folgen, und „wai eigeben 
sicb zwei vei seine dene Moglxchkeiten emei deraitigen Begnffsbildnng 
[„umfoim oscillation of the first bzvt second land'‘ 90c )], die von 
W H Youn g emgehend unteisucht weiden 907 )* 

903; F Ob good, Amei J of math 19 (1897), p 155/6b, mabes p 104 
u 166 Ygl auefi A Schoeaflies , Benefit I 1900, p 225 y 6 [fiiei die jetzt ubhche 
Bezeichnung] und E W Hobson*™), erstes Zitat, p 252/3, Theoiy, p 483/5 

Em Ansatz zu emer derartigen Begnflsbildung beieits bei P du Bois-Heij- 
mond 898 j, zweites Zitafc p 337/45 * 

904) * H Hahn, Reelle Funktionen I, p 261/7, fufiit erne analoge, rnit der 
obigen auts engste zusammenfiangende Giofle als „Schwanlunq“ der Funktionen 
folge odei -leifie em, mdem er |* (ag| durefi 


tnsetzt wobei neben + + oo auefi ^*-> + 00 gefit - Ygl ubngeus dazu 
auefi C Caratheodory , Reelle Funktionen, p 177/S* 

905) *TF E Young, Pioc London Math Soc (2)6 (1908), p 298/320 (lubhes 
p 309 u 313), (2) 8 (1910), p 353/64, (2) 12 (1913), p 340/64, Trans Cambridge 

... 1 “ S ° C TI 21 r ( 1909) ’ p 2il / 55 < Attl IV congi mfceiuaz dei matematici (Roma 
1908), vol II [Rom 1909], p 57/9, Quait J of math 44 (1913) p 131/3 n 138/41 
Siehe hieizu auch E Halm, Reelle Funktionen I, p 254/00, 277/80 * 

900) Letetere wud von E Ealm als gleichmaBige (filiation", eisteie 
als „sekundar-gleichmaBige Oszillation 11 bezeichnet* 

90 c * EE f ,n ’ Reelle Funk tionen I, p 244/6 defmieit anBerdem nooh zo 
semem Begnfi der „stetigen Konvergenz“ *«■) emen zugehougen Begnff dei 
Jialbstetigen ObZillation' 1 * 
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49 a. JDie Verteilung der Stellen gleicKmaBiger nnd ungleich- 
mafiiger Konvergenz Die Fiage nacli clei Veiteilung der Stellen 
gleichmaBigei nnd ungleickmaBigei Konveigenz ist zueist von W F 
Osgood 908 ) fiu den Fall emgehend unteisuckt und eiledigt worden, 
wo die konveigente Folge { } aus stetigen Funktionen bestekl und 
erne stetige Gi enzf unktion besitzt Seme Resultate gelten jedocli all- 
geraemei 909 ), und man eihalt wesentlicke Aussagen, selbst wenn ubei 
die Funktionen f v und line Gi enzfunktion ubeihaupt nichts voiaus- 
gesetzt wird In die&em allgememsten Fall eigibt sick 910 ) Dainit A 
die Menge allei Punkte ungleicbmaBigei Konveigenz emer konver- 
genten Folge { } sei, ist notwendig und kmreickencl, daB A eme 
„auBeie Greuzmenge“ ? d h die Veiemigung von kockstens abzablbar 
vielen abgescklossenen Mengen ist Natuilick ist dann die zu A kom- 
plementaie „mneie Gienzmenge^ die Menge allei Punkte gleiebmaBigex 
Konveigenz von [f T } 91 x ) Wenn die Funktionen f v als stetig voraus- 
gesetzt weiden, so kann man nock meki aussagen in diesem Falle 
namlick liegen die Punkte gleickmaBiger Konveigenz ubeiall dickt ; 
und zwar bilden die Punkte ungleickmaBigei Konveigenz eme Menge 
eistei Kategone 912 ) 913 ) [Im ubngen sei kier aueli auf Nr 56 hm- 
gewiesen ]* 

908) + IF F Osgood , Nacbr Ges Wiss Gottingen 1896, p 288, 290, 289, 
Amer J of matb 19 (1897), p 155/73* 

909) *Die Voraussetzung clei Stetigkeib dei Grenzfunktion kann uberall 
entbebrt werden, siehe E W Hobson , Proc London Matb Soe [(1)] 34 (1902), 
p 246/53, aueli Acta math 27 (1903), p 209/16* 

910) *TF H Young, Proc London Matb Soc (2) 1 (1904), p 356/60, Biehe 
aueli H Hahn, Reelle Funktionen I, p 267/71 * 

911) *Ist die Folge { f } } niebt, wie im Text angenommen, m einem Inter- 
vail definieit und konveigent, sondern wild sie auf einei beliebigen Menge M 
betiacbtet (obne daB sie ubeiall auf M zu konvergioren brauebt), bo ist die 
Menge A aller Stellen, m welchen } niebt gleichmaBig konveigieit, die Yer- 
emigung von boebatens abzablbai vielen m M abgeschlobsenen Mengen Wenn 
auBeidem {/J,} ubeiall auf M konvergieit, so muBsen diese abgescblossenen 
Mengen noch Teilmengen von (M M') scin [da m iaolieiten Punkten die Kon- 
vergenz von selbat eme gleickmaBige ist] Siebe H Hahn 010 ) — 

Fur die Konvergenz - und Diver genzQtQ\\Qn emci beliebigen (niebt uberall 
konvergenten) Folge von beliebigen Funktionen J /!, } beetebt eme derartige Ge- 
setzmaBigkeit niebt jede vorgegebene Menge kann ,,Konveigenzmenge l ‘ emer 
geeigneten Folge {/) j sem Erst wenn man uber die /, Yoiaussetzungen maebt, 
wird aucb die Konvergenzmenge Bedmgungen unterworfen Smd die /, meBbar, 
so ist auch die Konvergenzmenge meBbai Wenn man die weiteie Emscbiankung 
maclit, daB die f v Baue^cha Funktionen smd, so ist die Konvergenzmenge stets 
eme Boielsche. Menge, Genaueres bieniber in Ni 54a, mabesondere bei Fufin 104 7 ) * 

912) E Osgood 908 ) [msbes 2 Zilat, p 171/oJ mit der emsthiankenden 
Voraussetzung der Stetigkeit der Gienzfunktion Femei sind Beweise obne diese 
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491). ^G-leichgradig stetige Funktionenmengen Hat man eme 
ge yoh stetigen Funktionen f v (cl) , die gegen erne stetige Qienz- 
ktion f(x) konveigieien, so biaucht nacli Ni 49 diese Folge niclit 
LchmaBig zu konveigieien Wenn man also weiB, daB die Folge 
h noch. gleichmaBig konveigiort, so wild es umgekehit moglicli 
i } nbei die f\ (x) noch mehi als die bloBe Stetigkeit auszusagen 
se ubei die bloBe Stetigkeit hmausgehende, fur die gleichmaBige 
iveigenz cbaiaktenstiscbe Eigenscbaft ist die sogenannte gleich- 
dige Stetigkeit dei Funktionenfolge Diesel Begnfi stammt von 
AlscoU 914 ) Eme Folge von Funktionen f v (x) lieiBt gleichgi adig 
g [ 7i egnalmente contmua u ~\ m emem Punkte cc 0 , wenn es zu jedem 
tiven e eme Umgebung U von x 0 gibt, so daB fui jedes die 
wankung in 11 klemei als e ist Die Funktionenfolge heiBe m 
m Intel valle 1 oder auf einei Menge M gleiehgiadig stetig, wenn 
m jedem Punkte von I odei M gleiehgiadig stetig ist Ist I 
3 Schlossen, so ist daselbst die Funktionenfolge gleiehgiadig stetig, 
n zu emem beliebigeu positiven a eme Lange d gekoit, so daB in 
m TeilmteivaLL aus I von einer Lange < d die Sehwankung jedes 
lemei als s bleibt 

Diese gleichgi adige Stetigkeit m '< 0 ist nun also, wie schon oben 
'deutet, notwendig und hmieichend dafui, daB eme m x 0 konvei- 
e Folge von daselbst stetigen Funktionen in x 0 gleichmaBig kon- 
leifc, und dieselbe Aussage gilt dann natuilich auch (statt an der 
e x 0 ) lm abgesehlossenen Intei vail [odei auf emer abgeschlossenen, 
hrankten Menge A] 915 ) 

usaetzung gegeben woiden von E J Townsend , Ubei den Begriff und die 
jndung dea Doppelhmes, G-ott Diss 1000, p 52/5 u 68, W Hobson™ 9 ), 
I Young , Proc London Math Soc (2) 1 (1903/1), p 89/98, E B Van VJecl, 
3 Amer Math Soc 8 (1907), p 202/4, C A BelV Agnola, Rend Accad Line 
fix (1910), 2^ 105/9 Ygl auch E Hausdorff, Mengenlekre, p 387/8, H Hahn, 
e Funktionen I, p 274/7, G Kuratowsh 1021 ), p 7S/80 
Infolge dieses Satzes eiweist sich ein Bei spiel von P du Bois-Reymond 
jsber Ak Berlin 18S6, p 366] fur eme Folge von stetigen Funktionen, die 
Jem Punkt ungleichmaBig konveigieien sollte, als falsch und unmoglich * 

913) *Wegen dei entsptechendcn Satze ubei die Verteilung der Punkte 
lmafiiger bzw ungleichinafliger Oszillation siehe W H Young, Pioc London 

Soc (2) 6 (1908), p 310/1* u 310, (2) 12 (1913), p 355/57, sowie 1 T Hahn 
3 Funktionen I, p 277/80* 

914) *£r Ascoh, Mem Accad Line (3) 18 (1884), p 515/80 Ygl auch 
ontel 9l % 246, C A BelV Agnola 91C ), 2 Zitat, p 1106 Bei dera ersteien 
definition der gleichgradig stetigen Funktionenmengen fuib Intervall «/, bei 
etzteien fur den Punkt x 0 [Vgl femei auch Nr o7 bei 706 ) ]* 

915) *G Aizela, Mem Ist Bologna (5) 5 (1895), p 225/31, (5) 8 (1899/1900), 
3/81, (5) 10 (1902/4), p 109 [Dt&ch Bearbeitung von J T Pohl u Br Bauch - 
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Statt emei Folge von stetigen Funktionen kanu man allgemeiuer 
lrgencleme Menge von stetigen Funktionen zugiimdelegen unci in glei- 
ckei Weise kieifur den Begnff dei gleicligradjgen Stetigkeit defimeien 
Man eihalh dann tier den Satz 016 ) Es bei g erne Menge von Funk- 
tionen f, die m emeui abgeschlossenen Inteivall 1 odei auf emei ab- 
gescklossenen und beschrankten Menge A defimeit nnd claselbst &te- 
tig 917 ) seien, damit dann aus jedei m § enthaltenen Funktionen folge 
eme (in I oder A) gleickmaBig konveigente Teilfolge heiausgeguffen 
weiclen kann, ist notwendig und himeichend, daB die Funktionen menge 
g gleiohgiadig stetig und gleicbinaBig beschiankt 018 ) sei 

Man kann diesen Satz nock andeis foimulieien, man bezeicbnet 
[nach M Ft dchet 91b )] eme (auf emei Menge M gegebenej Funktionen- 
menge g als lompalrf, wenn jede Funktionen folge aus § eme (auf M) 
gleicbmaBig konveigente Teilfolge entbalt Also kann dei obige Satz 
so ausgespiochen weiclen Fui die Kompaktlieit unseiei oben betracli- 
teten Funktionenraenge $ ist notwendig unci himeichend, daB g gleich- 
gradig stetig unci gleicbmaBig beschiankt sei 

Diesei Begnff „lompaht ei stimmt ubeiem nut dei allgemeinen De- 
finition; die m Ni 26 gegeben ist, man hat hiei nui emen Funk- 
tionenranm zugrunde zu legen, m deui die in Nr 26 bei n41 ) gegebene 
Entfemnngsdefinition gilt, odei ; was dasselbe ist ; in dem clas „Grienz- 
element" mit Hilfe dei gleiekmaBigen Kon\eigenz dei Funktionen de- 
fimeit wild 

SchlieBlich sei noch folgendes himeichende Kiitenum fur die 
gieichgradige Stetigkeit erwahnt In einern Inteivall I ist eme Funk- 
tionenmenge $ sicheilich dann gleiohgiadig stetig, wenn in I die 

egger , Monatsh Math Phys 10 (1905), p 71/2, 260/8] Siehe feiner C A I)e\V- 
Agnola , Rend Accad Line (5) 19 n (1910), p 106/7 (dazu aucli Atti Iat Yeneto 
6 9u [= (8) 12 n ] (1910), p 1103/9) Vgl auch W H Young , Pioc London Math 
Soc (2) 8 (1910), p 366, sowie M Fiechet, Ann Ec Nona (3) 38 (1921), p 359/02 * 

916) + Em (auf ,,hiureichend u sicli beziekender Teil) dieses Satzes bei 
G Ascoh Ql 4 ), p 645/49, lm ubrigen stammt dei Satz selbst lm wesenlhchen erst 
von C Arzela Qlb ) [vgl auch Pend Accad Line (4) 5 X (1889), p 342/8, sowie 
Mem Ist Bologna (5) 0 (1896/7), p 131/6] Sieke ferner hieizu M Frechct, 
Panser These 1906 = Rend Circ mat Palermo 22 (1906), p 10/14, P Montel, 
Ann Ec Noim (3) 24 (1907), p 236/64, msbes p 236/43 u p 249/52, L Tonilli , 
Atti Accad Torino 49 (1914/, p 4/14, [\gl auch Foudamenti di calcolo deile 
vanaziom 1, Bologna (1922), p 76/92], W Giofi, Silzgsbei Ak Wiss Wien II a, 
123 (1914), p 806/7, F Schurcr, Iutegraldifferenzen- und Differentialdifteienzen- 
gleichungen (Pieisschr Finstl Jablonowskische Gesellach), Leipzig 1919, p 21/3* 

917) JG Arzelci^ 16 ) behandelt auch ent^piechend den Pali unsletigei Funk- 
tionen, die gegen eme stetige Grenzfunktion konvergiercn * 

918) h Alle Funktionen von g liegen (in J oder A) zwischen zwei 
festen endiicken Sclnanken * 
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ersten Diffeienzenquotienten allei Funktionen von % msgesamt gleick- 
mafiig beschiankt smd 9I9 )* 

50. Der WeierstraBsclie Satz 1st eme Reike m emem Intel - 
valle I gleichroaBig konyeigent, so ist dei Fehlei, den man begeht, 
wenn man die Summe s(V) duich die Summe s u (x) dci eisten Grliedei 
eisetzt, m I bescbiankt und wild mil wacbsendem n beliebig klein 
Es ist deslialb fui die Anwendungen voiteilhaft, eme Funktion m der 
Fonn emer gleicbmaflig konveigenten Reihe yon emfacheien Funk- 
tioneu daistellen zu konnen Ganz besondeis wichtig smd die beiden 
folgenden Satze, die mitemandei in engem Zusammenbang stehen and 
die man beide K Weietst)afi d2 °) veidankt 

1 Jede in einem abgeschlossenen lute) valle 1 stehqe Function hann 
daselbst in eme gleichmafiiq und absoluf honoeigente Beihe von Polynomen 
entimclelt net den 921 ) 

Nennen wn endliche trigonometiiscbe Summe (^ t01 Oidnung) 
jeden Ausdiuck der Foim 

(1) u o + l h cos x + v i sin cos + v 2 sm 2x + 

+ u n cos n x -)- v n sin m , 

wo u 0i u L , v lf u 2 , v 2 , , u n , v n beliebige Konstanten smd 

2 Jede stetige Fiuiktion von dei Penode 2 tt hann in eme gleich- 
mafiig und dbsolut honveigente Iiahe von endhchen tngonomett ischcn 
Summon entivichelt wet den 

Fui beide Weieishafisoh&n. Satze smd eme gioBe Anzabl yon Bc- 
weisen gegeben worden Wn weiden biei nui den eisten dieser bei- 
den Satze, den sogenannten „ Weieishafisclien Pohjnomsat emgehen- 
der zu bespreelien baben 922 ) JZunachst sei heivoigeboben, daB dieser 

919) * C Aizela, Mem Ist Bologna (5) 5 (1895), p 232/3, (5) 8 (1899/1900), 
p 182/6 [Dtsch Bearbeitung 915 ), p 258/63], vg] auch Rend Ist Bologna (2) 7 
(1903), p 34/5, (2) 8 (1904), p 143/54* 

920) K Weie) shaft, Sitzgbb Ak Berlin 18S5, p 633/9, 789/805 [^aucli ms 
Franzosische ubeisetzt von L Laugel im J de math (4) 2 (1886), p 105/H, 
115/38*], Mathematische Weike 3, Berlin 1903, p 1/37 

921) Betracbtet man statt des endlicheu Inteivalles 1 die ganze %-Acbse 
Oder eme Halbgeiade, so kann man es so einncliten, daB die Beihe m jedem 
endlicben (abgeschlossenen) Teilmtervalle absolut nnd gleichmdBig komergiert 

922) ^Fm den Satz 2 baben, abgesehen \on K Weiei shaft*-*), Beweise 
geben F Picard*”), V Yoltena 929 ), H Lehesgue *”) [biei wird 2 direkt aus°l 
hergeleitet] , L Feja , Matbematikai es pbyaikai lapok 10 (1902) p 49 /G8 
47/1.! 3 (ungansch), Math Ann 58 (1904), p 51/69, msbes p 54, 60, 67 Cli J 
dela Vallee Poussin*™), eistes Z:tat, p 227/51, L’Enseignement math 20 (1918) 
p 5 if , Le f ons sm l’appioximation des fonctions, d’une triable leelle, Pans 
1919, p 5/6, [Ubeitiagung der Untersnehungen des ietztgenannten (erstes Zitat) 
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Satz (unabkangig von K Weierstrafi und etwa gleichzeitig mit ihm) 
ini wesenthchen auch von C Range 923 ) gef linden und bewieseu worden 
jst* Im ubugen smd die zakheiehen Beweise dieses Satzes 1 mit 
ganz veischiedenartigen Methoclen eibiaclit woiden Die emen, wie 
die von H Lebesgue 92i ), G Mittag-Leffle) 925 ) + und G Fabe> 9U )* smd 
elementarei Natui , + dazu kann aucli der Beweis von C Range 933 ) ge- 
rechnet werden* Andeie, wie die von E Eicon d 921 ) ; M Letch 928 ) uud 
V Yolfota™) benutzen die Daistellung duicb tiigonometnscke Eeihen 
+ Nooh andeie, z B die von L Fejm 93 °), W Stelloff 931 ) und P FunV 32 1 
gehen von Entwicklungen nacli Legend) esehen Polynomen 933 ) aus* 
Encllich maclien die Beweise von K T Veie> shaft 920 ) sowie von E Lan- 
dau 934 ) + und Ch J de la Vallee Poussin 935 )* von dei Methode der sm- 
auf mehrere Yeiauderliche boi E Sibuam, Atfci Acc Torino 44 (1909), p 659/83]; 
auch JD Jaclbon 96S ), zweites Zilat Bezuglich der Emoidnung in die allgememe 
Theone der smgulaien Integrale siehe 08(i ) * tJbrigenB laBt sicli ein grofier Teil 
der Betrachtungen vom Polynomsatz 1 auf den Satz 2 ubertiagen, lmlem man 
emfach die Polynome duich endliche tngonometnsche Summon ersetzt ^Ygl 
aucli den Text bei 04 Ju ) * 

923) C Lunge, Acta math 7 (1885), p 387/92 ^Er hat hiei allerdings nui 
die gleichmaBige Approximation der stetigen Funktionen duich rationale Funk- 
tionen bewiesen, aber er hatte achon vorhoi [Acta math 6 (1884/5), p 236/8 
(siehe auch p 246 j] die gleichmafiige Approximation dei rationalen Funktionen 
durcb Polynome duichgefuhit Ygl dazu aucli erne Bemerkung von E Fhragmen 
bei G Mittag-Leftler ° 26 ), p 218/21* 

924) Bull sc math [33 =] (2) 22 r (1898), p 278/87 

925) Bend Circ mat Paleimo 14 (1900), p 217/24 

926) *Jahiesbei Deutsch Math -Yer 19 (1910), p 14-3/4* 

927) JPans C R 112 (1891), p 183/6*, Tiaite d’Analyse I, V° dd , Pans 
1891, p 258, 2° ed , Pans 1901, p 278 

928) Rozpravy Ak Piag (IT Cl) 1 ('1892), ISTr 33, 2 (1893), Nr 9 (beides 
tschechisch), *Acta math 27 (1903), p 341/4 Ygl dazu aucli JP Lehmann , 
Diss 0(3 °), p 58/61 * 

929) Bend Circ mat Palermo 11 (1897), p 83/6 

930) + Mathematikai ds teimeszettudomAnyi drtesito 26 (1908), p 323/73, 
Math Ann 67 (1909), p 76/109, msbes p 97/99 Siehe dazu auch A JBLaar, 
Bend Circ mat Palermo 32 (1911), p 132/42, M Flanchetel , Rend Circ mat 
Palermo 33 (19L2), p 1/26, msbes p 1/2 u 23/6* 

931) ^Meinones Ac sc St Petersbouig (8) 30 (1911), Nr 4 (86 S [franzo- 
sisch]), msbes p 5, 30/31, 86 Da/u mssische Selbstanzeige Bull Ac sc 
St Pdtersbourg (6) 6j- (1911), p 754/7* 

932) *Matk Ann 77 (1915/16), p 146/8* 

933) *Siehe hieiubei II A 10 ( A Wangertn ), msbes Ni 2 * 

934) Bend Circ mat Paleimo 25 (1908), p 337/45 [*Ygl dazu auch W G 
Simon, Ann ol math (2) 19 (1917/18), p 242/5, wo die Integrale durch Summen 
erBetzt werden *] 

935) *Bull Acad Roy Belgique (classe sc) 1908, p 193/254, auch Cours 
d’Analy^e II, 2 ed , Louvaiu-Pans 1912, p 126/37 * 
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gulaieu Integiale Grebtaucli, die dann von E Lebesgue 936 J systematisch 
entwickelt woiden ist [*Wegen der allgememen Tlieone dei smgn- 
laien Integiale siehe II C 11 (E Hilb n 0 Ssdsv), Ni 4*] 937 ) 

Die Metkode von K Weiei shaft ist leclit emfack, sie berukfc aut 
der Formel + » 

( 2 ) fe~ p dt=y% 

— oo 

Die wesentlichste Eigensckaft dieses Integiales ist, daB man zu einei 

gegebenen Zabl cj > 0 stets em A deiait finden kann, daB fui a>A 

+ 00 

^e~ tL dt < co 

a 

ist 

Man beweist dann, daB dei Anscliuck 

+ 00 hl — x\ - 

(3) w(x, A) = Jj fin) e~\~ld u 

— 03 

gleiclimaBig gegen die gegebene Funktion f{%) ltonveigierl, iiidem 
nian zeLgt, daB das Integral nicht mei klict geaudeit wild, wenn man 
als In tegi ationsgi enzen — h, + h mmmfc, sofem h und A gemigend 

klem smd ^und A < ~j 

Man eisetzt dann die gauze Funktiou W(r„ A) von x duicli die 
ersten Glieder llnei Entwieklung m erne Mac Lam/nsche Reilie" 8 '’) 

936) Ann Fac sc Toulouse [23=] (3) 1 (1909), p 25/117, 119/28 ^ielie 
auch die vorlaufige Mitteilung in Rend Circ mat Paleimo 26 (1908), p 326/8 ' 
Feinei sei hier hmgewiesen auf E W Hobson, Pioc London Math Soc (2) 6 

(1908), p 349/95, *und E Hahn, Denkschi Ak Wiss Wien 93 (1910), p 585/656 
657/92 * ^ 1 ’ 

93?) + Es sei noth eruahnt, daB S Bernstein, Communications Soc math 
de Kharkow (2) 13 (1912/13), p 1/2, einen Beweis yon Satz 1 mit Hilfe der Wahr- 
sckeinlickkeitsrechnung erbracht hat — Auch ein Teil dei in Nr 51 beliandel- 
ten Methoden dei Interpolation fuhit zu Beweisen dea TFcicistio/iscken Sat/ee 
ygl msbea [aufier 9 ” c )] oc ») an d 9S! ) 

IF H Young, Proc London Math Soc (2) 6 (1908), p 210/2-i, hat don 
Satz 1 fui nicht-beschrankte, m emem eiweiterten Sinn stetige Funktiouen ver- 
allgememeit 

Bezuglich dei Ausdehnung auf Funktionen mehrerer Yeranderlicheu sowie 
auf den Funktionenraum siehe Ni 5S * 

938) *Es sei bemerkt, daB K Wciershap seiner Untersuchuug von vornheiun 
einen etwas allgememeren Charakter dadureh gegeben hat, daB er start e~‘ 1 bo- 
uebige andeie Funktionen y(i) mit analogen Eigenschaften ins Au°-e o-efafit hat 
so daB also bei ihm nnmittelbar klar mid, daB auf manmgfache Art FoRen 
approxumei endei Polynome gefunden werden konnen V<d ubinrens 936 ) Ll 
den Hmweis auf die allgemeine Theone der s.ngularen Integrate" 
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®Pat er baben zuerst E Landau 93q ) + und kmz darauf Ch J de la 
a& J£> anssin 935)* die Metbode yon K Weter shaft sebi veiemfachfc, 
fkJn - sie das Integial W(cl,1) duicli das Integral 

i 

ff{n) [1 — (u — x ) s ]” d u 

' I" 


2 J*(l — u*) n du 
o 

das nn Inter valle [0 ; 1] gleicbmaBig gegen die als sfcefcig 
r *r\tBg^setzte Funktion f(x) konveigieit, wenn n ubei aide Gienzen 
Dieses Integial ist nun aber offenbai ein Polynom m % 
^H>ie Appioximation nut Hilfe dei Polynorne LJx) biefcet nocb 
^rr woitereu wesentlicben Voiteil dai Wie Ch J de la Vallee Pous- 
to J gezeigt bat, konveigieien die aus L n (x) duicb p-iache Ablei- 
* enfcstebenden Polynorne D p L n {%) nut wacbsendem n gegen die 
bleitung von f{%) m jedem Punkl, wo diese Ableitung existieifc, 
i diese Konveigenz ist gleicbmaBig in jedem InfceivaLl, das ganz 
Iiuiern ernes Stetigkeitsmtei vails von f^{x) liegfc <jn ) 012 ) ,f 


USO) JS Landau 9 ' !I ) gibt selbst an, daB ei dio Idee soinei Veromfachung 

I P^'iey-^sifrrt/lschen Beweises emei Bemeikung von T J Sticllje s vordankt [Cor- 
if>ndance crHeimite et de Stieltjes, pnbl pai B Bail laud et H Bourget , 2, 
in lOOS, p 337/9 (*vgl dazu auch p 185/7*)] 

0 40) ^Ch J de la Vallee Poussin 9Jfi ), erstes Zitat, p 202/21, zweitee Zitat, 
D/8 3. — [Ahnlicb fur endliche tngonometnscbe Summen a a 0 98C ), erBfcea 

' t , p. 2 38/44, und fur Legendreeche Polynome M Blanche) e? 080 )] — Allge- 
iigi*o Uxitersuchungen bei H Halm***), p 59b£L , K Ogura, Tohoku Math T 
tO 19), p H8/25 

Schon fiuliei halte P Pamlevc, Pans C ft 126 (1898), p 459/61, stetige 
JvUonen samt lhren Ableituugeu duicb Polynome und clcren Ableitungen 

* uximiert, allexdmgs nui bei Funktionen, deren samthche Ableitungen exi- 

041) ^.L Tonelli 1087 ), p 25/31, Annali di mat (3) 25 (1916), p 275/316, so- 

/l. Ocj'itra 94 °) , p 125/6, babon entsprecbcud aucb die Integration von /*(#) 

I I oir zio-gebongen Naberungspolynome L n (x) lintei sucbt * 

1)42) Die Landamchen Polynome bieten nocb den gioflen Vorzug dai, daB 
jbiiotL fHir die Approximation nicht-stetiger Funktionen f{x) sebi biaucbbai 
i Ills liat namlich F Riesz, Jabiesb Dtscb Math -Yei 17 (1908), p 196/211 i 
cl die Zaudawschen Polynome L n {%) gegen f(%) „fast uberall“ Louver - 

* seZZ?st wenn f(x) mu erne siimmieibarc FunLtion wobei also die Kon- 

ggegen f(%) boehstens m den Punkten einer Nullmeage au^setzt Unter 
Ivon vex’genzpunkten befinden sicb alle Stetigkeitspunkte von f(t) JJnd nocb 
, i jedei Stetigleit^htelle von f(x) ist die Konvergenz der Polynome gleith- 

1 1 € j .Arch die soeben lm Text gemaebte Aussage uber die Ableitungen gilt 

C77i de la ValUe Poussin*** 0 ) ganz allgemem — Ubngena sebe man zu 

t ti Diugen aucb Ni 57 a und msbes Fufin ,074 ) * 
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Bei andeien Methoden zeigt man zueist, daJS man die Kurve, 
welcke die gegebene stetige Funktion claistellt, als die Gfienze ernes 
emgeschnebenen poljgonalen Limenzuges anseben kann, dessen Maximal - 
seitenlange gegen Null konveigieit Man wild so auf den Fall ge- 
fuhrt, m dem die daizustellende Kin ve selbst polygonal ist 

Um den Satz m diesem Falle zu beweisen, benutzt V Volte n a™) 
die Daistellimg emei stetigen peiiodiscben Funktion, die endlich viele 
Maxima und Minima hat, duich die Foiuiet sche Reihe Man kann 
fur denselben Fall aueh elemental e Methoden anwenden Man be- 
merkt, daB die duich den polygonalen Lmieuzug daigestellte Funk- 
lion erne emfache Kombmation von Funktionen eisten Griades und 
von Funktionen ist, die ahnlich gebaut smd wie eme Funktion 
cc(v), welcke fui v > 0 gleich Null, fin x < 0 gleich 1 und fur 
x = 0 endlich ist Es genugt dann, die Funktion c/(x) duich em 
Polynom zu eisetzen, welches sick lhi behebig naheit, auBei vielleiekt 
m emem klemen Intel vail um # = 0, m dem sie endlich bleibt 
C Bunge 923 ) und G Mdtag-Lefflu 925 ) geben veisekiedene Daistellungen 
von a(x) 

Ubugens, wenn man beieits den oben ausgespiockenen Satz 2 
kennt, gelangt man seki schnell zu Satz 1 duich folgende *von 
E Biccud 927 j veiwendete* Mcthode, die lm wesentlicken nui eme Yerem- 
facliung dei Methode von V Volte)) a ist Nennen wn 9 o(x) eme Funk- 
tion, die 1m Intel valle I clinch dieselbe Kuive daigestellt wild vie f(x) 
und in bezug auf die eiste Ordmate von I symmetuscli 1st und die nn 
ubngen eme stetige, penodische Funktion 1st, deien Penode a gleich 
dei doppelten Lange von I 1st Nach dem Satze 2 kann man cp(x ) 
durch eme Reihe von endlichen trigonometnschen Sum men daisleJIen, 

die man eihalt, wenn man m (1) ^ duich — — ersetzt Jede dieser 

Summen 1st eme gauze Funktion, und es genugt dann, sie naherungs- 
weise duich die eisten Glieder lhiei Entwicklung zu eisetzen 

Jn noch viel emfuckeier Weise kann man den Zusammenhang 
zwischen den Satzen 1 und 2 nach S Bo nstein qi2tl ) aufdecken und 
ausnutzen, wenn man zugleick mit f(x) die Funktion f(cos cp) be- 
tiachtet Die Appioximation dei letzteien Funktion duich Summen 
(1), die hiei nui cos-Gliedei entkalten, liefeit, wenn man cos(Atp) 
durch cos cp ausdiuckfc und dann cos cp = x setzt, eme entspiecliende 
Appioximation von f(x) durch Polynouie* 

Dei Satz von Wcm st) aft besitzt gioBe Wichtigkeit, nicht nur 

912a) Bernstein* 40 ), zweites Zifcat, vgl auch C de la Vallee Poussin, 
Legons 922 ), msbes p 6/7 u 63/4 * 
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in praktischer Hmsiclit (Intel polation), sondern auch dadureh, daB er 
die Menge dei stetigen Funktionen als die Ableitung [N 1 4: u 26] 
der Menge dei Polynome erschemen laBfc (wenn man fui die Defini- 
tion des „Gienzelements“ die gleichmaBige Konveigenz zngiunde legt) 
+ Benutzt man ubngens nui die Polynome mit lationalen Koeffizienten, 
so eihalt man die Menge dei stetigen Funktionen als (wiedei mit 
Hilfe dei gleichmaBigen Konvergenz defimeite) Ableitung einei ab - 
zahlbaien Teilnienge 9i3 / Man kann daliei nach einei Bemeikung yon 
M Ft echet^) [*bzw nach W Siojnnsla^Y] sogai em fiu allemal eme 
Reihe yon Polynomen bilden deiait 7 daB es moglich ist, sie durch 
jedesmalige passende Zusaminenfassung [„bzw Anoidnung*] lbier Glie- 
der gleichmaBig gegen jede beliebige gegebene stetige Funktion kon- 
yeigieien zu lasseu 

+ Femei kann man, wie J PdV Ji:G ) auf Giund des Weietstrafiacken 
Satzes gezeigt hat, die Nahei ungspolynome emei gegebenen stetigen 
Funktion f(x) so wahlen, daB sie eme Folge yon (natuilick lm ail- 
gem emen nicht alien) Abschnitten emei zu f(x) passend bestimmten 
Potenzieihe bilden Und naeh emer daian anknupfenden Bemeikung 
yon M Fekc4e m ) kann man sogar (wiedei ausgehend yon den Poly- 
nomen mit lationalen Koeffizienten) eme feste Potenzieihe angeben, 
deren geeignet ausgewahlte Abschmtte lm Intel vail [ — 1 ? — 1~ 1] jede 
vorgegebene, lm Nullpunkt veisehwmdende, stetige Funktion f(x) be- 
liebig gut appioxmneien * 

jSchlieBlich kann man den Weiersba^ohen Polynomsatz noch m 
emer andeien Weise foimulieien, was zu neuen Fiagestellungen An- 

943) *Nach C Jjinstm , Monatsh Math Phys 28 (1917), p 104/12, ist be- 
leits fur die Funktionen 1 (odei 2 ) Klasse [Nr 58 u 54] etwas Analoges mclit 
moglich, wenn man wiedei die gleichmaBige Konveigenz zugrunde legt Es gibt 
uberhaupt kerne abzahlbare Menge von Funktionen, so daB jede Funktion 1 
(oder 2) Klasse duich eme Teilfolge von SOI gleichmaBig approximieit wird Und 
fur die Funktionen 2 Klasse ist etwas deiaitigeb nicht emmal moglich, wenn 
man die gcwohnhche Konveigenz benutzt und zugleich die Funktionen von 5JTJ 
als meBbar voraussetzt — lm ubrigen vgl 107 4 ) * 

941) M Ftechet, Rend Circ mat Paleimo 22 (1906), p 36 

945) Siejpihsli, Anzeigei Ak Wiss Krakau (A) 1912, p 86/94* 

946) Pal, Toholm Math J 5 (3 914), p 8/9, [auch Mathematikai es phys 
lapok 24 (1915), p 243/7 (ungarisch)] 

Hiermit hangt eme andere Bemerkung \on J Pal [T6hoku Math J 6 
(1914/15), p 42/3] eng zusammen, daB man namlich jede lm Nullpunkt vei- 
schwmdende, stetige Funktion f(x) lm Interval! [ — a, + a] duich Polynome mifc 
ganzzahhgen Koelfizienten approxmuei en kann, wenn 0<«<1 ist Vgl dazu 
auch S Kaleya, ib 6 (1914/15), p 182/b* 

947) *Bei J PaZ 946 ), letztes Zitat * 
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laB gibt, numlich Die Folge der Potenzen 

(5) x° = 1, a. 1 , a- 3 , X s , > x H , 

bildet eme Basis fui die Gesamtheit dei m [a, b] stetigen Funktionen, 
m dem Sinn, daB jede der letzteien durch lmeaie Aggiegate 948 ) dei 
Potenzen (5) nut beliebigei Genauigkeit gleichmaBig appioxunieit 
werden tann 

Man kann nun allgememei fiagen, etwa mit Besclnankung aul 
das Interval! [0, 1] Wie muB eme Teilfolge von (5) beschaffen sem, 
damit sie eme deiaitige Basis darstelle? Odei noch allgememei Unter 
welcben Bedmgungen bildet die Folge von beliebigen positives Potenzen 

(6) X P °, & 1 , ,X»n, (O^Po<Pl< <Pn< ) 

ein deiaitiges Basissystem 9 S Bei nstem m ) , dei diese Fiage gestellt 
hat, hat hierfui emeiseits himeichende und andeieiseits notwendige 
Bedmgungen angegeben Erst Ch H Muntz™) konnte die folgende, 
zugleich notwendige und himeichende Bedmgung beweisen Die un- 
endliche Folge dei Potenzen 

(6a) *° =- 1, as**, a*, ,x Pn , (S><)\< <P„< ) 

ist dann und nur dann eme Basis alter m [0, 1] stetigen Funktionen, 
wenn m 

yi 

p, 

i=i 

diveigieit 951 ) 

948) + Mit konstanten Eoeffizienten * 

949) + S Bernstein , Pioceedmgs of tlie 5 international congress of mathe- 
maticians, Cambridge 1912, Vol I (Cambridge 1913), p 256/66, msbes p 264, 
Mem Acad Roy Belgique [Classe d sc ] (2) 4 (1912), fasc 1 (101 S ), msbes p 78/84 * 

950) *Ch H Muntz , Mathemafciscke Abhandlungen, H A Schwa? z zu seinem 

50jakr Doktor- Jubilaum gewidmet, Berlin 1914, p 303/12 Siehe auch Arch 
Math Pbys (3) 24 (1916), p 310/16 (wo gezeigt wird, dafi m emem positiven 
Intervall die unendliche Folge der Wurzeln 

iii i 

v 1 , £ 3 , , x‘\ , "C 0 — 1 

eme Basis der doit stetigen Funktionen ist) — 

Eme Veremfachung des Beweises und Yerallgememerungen des Satzes, 
msbes fui komplexe Exponenten, bei O Szcisz, Math Ann 77 (1916), p 482/96, 
ygl dazu auch Mathematikai es physikai lapok 25 (1917), p 157/77 (ungansch) 
[Ferner fui kotnplexe Funktionen T Gatleman, Arkiv for mat , asti och fyflik 
17 (1922/23), Nr 9 ]* 

951) *Wie Ch H Muntz, Pans C R 158 (1914), p 1864/6, zueist gezeigt 
und dann auf emfacherem Wege O Szcis ", J f Math 148 (1918), p 183/8 [der 
auch noch einen anderen deiartigen Satz gibt] bewiesen bat, besit/i die Folge 
der BernoulliRLkeiL Polynome geraden Giades die Eigenschaft, dafi eie und [lm 
Gegen&atz zu den Potenzen (5)] jede beliebige aus ihnen herausgegriifene uneud- 
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Naturlich oidnet sicli das voistehende dei folgenden allgem em- 
sten Fiagestellung untei * 

Warm bildet erne gegebeue abzahlbaie Folge von in [a, 6] ste- 
tigen Funktionen 

(0 <M^) ? VsC 2 ')* > 

eine Basis aller in \a } ?>] stetigen Funktionen? 

Diese aUgememe Fiage ist zueist von JE Schmidt^ 2 ) untei sucbt 
worden und von lbm sind emeiseits binieicbende und andeieiseits 
notweiubge Bedmgungen dafui aufgesfcellt woiden, walneud, daian 
anknupfend ; F JRieS2 CJbb ) Bedmgungen geben konnte, die zugleicb not- 
wendig und kimeichend smd 

51. Interpolation. Beste Approximation 901 ) Der Weie)sh aflache 
Satz erlaubt, erne behebige stetige Funktion durch em Polynom zu 
ersetzen ; das sicb m emem gegebeneu Inteivall beliebig wemg von 
lhi untei scbeidet 

Die hieimit geleistete Appioximation dei stetigen Funktion f(oc) 
setzt lm Prinzip die voile Kenntnis von f(x ) nil betiacbteten Intei- 
vall voiaus Nun ist abei die Funktion f(%) 9 da sie stetig ist, bereits 
duich eme abzaklbare, ubeiall diebte Menge ibier Punkte vollig be- 
stimmt Man wird — was fur die Anwendungcn besondeis wicktig 
ist — naturgemalJ nocb emen Scliutt weitergeben und die Bestim- 
mung ernes Naheiungspolynoms von f{x) zu gewmnen sucben, wenn 
man nur eme endliche Anzalil von Punkten (z B mit lationalen Ab- 
szissen) der f(x) darstellenden Kuive kennt, dei art , daB eme An- 

liche Teilfolge in [0, V] eme Basis dei dort stetigen Funktionen bildet — 
Ubrigens besitzt [wie sick umnittelbar aus dem Sat.z von Ch H Muntz oco ) ei- 
gibt] jede Folge (6 a; dieselbe Eigenscbaft fur das Intervall [0,1], wenn nur die 
p u beschrankt bleiben * 

952) E Schmidt } EntwicUung willkurlicher Funktionen nach Systeintn vor- 
geschriebener, Gott Dias 1905 [mebes IV Kap],Matli Ann 63 (1907), p 433/76 
— [*Vgl auch A Kneso, Math Ann 60 (1905), p 402/43 *| 

*Es sol bier auch auf eme Albeit von J MoUemp, Matb Ann 60 (1909), 
p 511/16 [clazu eme Berichtigung lb 71 (1912), p 600] kmgewieseu, tvo eme 
m dieser JEhohtung liegende Frage in veibaltmsmaBig emfacbei Weise behandelt 
und so em neuei Beweis des WeierstiafisSkeTi Satzes gegeben wird * 

951) F J Ricsz, Ann £c Norm [47 =] (1) 28 (1911), p 51/4, Dvorlaufige Mit- 
teilung Pans C R 150 (1910), p 674/7*] 

954) *In dieser Nr weiden nui emige neuere, die Interpolation befcreffende 
Dmge besprochen, msbesondeie solche, die entwedei mit dem vorhergebenden 
zusammenbangen oder uberhaupt mit Methoclen dei leellen Funktiouentbeone 
behandelt werden Im ubiigen sei auf die ausfuhi lichen Darstollungen m den 
Artikeln I D 3, loteipolation (. J Bauschinga) und IT A 9a, Tngonometnscbe Inter- 
polation ( II Burlhaidt) veiwiesen Vgl auch II C 4, Nr 59 (L Bieberbach )* 
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nalieiung von beliebigei Genauigkeifc eizielt weiden kann, wenn die 
Zalil dieser Punkte lumeichend groB l^t (und dieselben m dei Gienze 
sclilieBlicb uberall diclit liegen) Dies eben ist das Ziel dei Lite) Rotation 
Ain emfachsten s>chemt es zu sem, das Polynom allem dunb die 
Bedingung zn be&timmen, daB es fur eme zui Beiechnung seiner Koeffi- 
zienten geiade hmieichende Anzabl von a pnon ausgewahlten Wei ten 
der Yeiandei lichen nut dei gegebenen Function susammenfcdlt Die 
Funktion muBte dann dei Limes dieses Polynoines sem, wenn die 
Maximallange dei duich diese Werfce bestimmten aufemandeifolgen- 
den Intel valle gegen Null konvergieit Jedes der fiaglichen Polynome 
kann ubugens unmittelbar, z B duich die Intel polationsfoimel von 
Lag) ange %bh ), eihalien wtiden 

G Bunge™) und, unabhangig von lhrn, E Hotel™) liaben Bei- 
spiele gegeben, die /eigen, daB diese Methode nicht zum gewunscliten 
Resultat fuhien kann So hat G Range gezeigt Beiechnet man em 

Polynom E v (x) vom n i(sn Giade, das mit dei stetigen Funktion --- L - 

1 it 

aa den aufeinandeifolgenden Endpunkien von u gleicben Teilen des Inter- 
valles [ — [>, +5] zusammeniallt, so konveigieitbeiunbegienzt wacbsen- 
dem u mcbt nui dieses Polynom mckt notwendig mi ganzen Intel - 

valle [— 5, -f- 5] gegen ^ , sondein es diveigieit sogai au Stellen 
auBeihalb des Iuteivalles [ — 3,(13 , -j- 3 ? 63 ] 

E Eoiel ist es gelungen, eme aus Poiynomen bestebende Iutei- 
polatiousfoimel zu eibalten, die mimei konveigieit <J6b ) Grenauei ge- 
sagt man kann em fu> allemal Polynome P /(jl (V) bilden, welcbe 
folgende Eigenschaft beaitzen Ist eme zwiscben 0 und 1 defimeite 
stetige Funktion f(x ) gegeben, so bat man 

• u=0 

und die Konvergenz ist von 0 bis 1 gleichmaBig 


**55) *Vgl IB la (E Nelto), Nr 2 unci I D 3 (J Bausdungei), Nr 3* 

956) C Bunge, Ztschi Math Pliys 16 (1901), p 224/43, siehe aucli Ch Mo ay 
Ann Ec Norm (3) 1 (1884), p 165/70, Bull sc math [31. =>1 ( 2 ) 20, (1896)' 
p 266/70, E Heine, J f Math 89 (1880), p 27/30 

*Die Untersuchungen ion C Bunge smd neuerdmgs weiteigefulnt woulen 
von G Faber, Jahresb Deutsch Math -Yei 23 (1914), p 192 210, 8 Bernstein, Math 
Ann 79 (1918), p 1/12, H Hahn™), p 137/42 * 

957) 15 Boiel, Lertons sur lesfonetions de variables leelles, Pans 1005, p 74/9 

958) E Boiet, *Verhandl des 3 intemat Math -Kongr Heidolbero 1U04 

(Leipzig 1905), p 229/32*, »«), p 79/82 [*?gl dazu auch G Faber™) *] 


(!) f(y) = Inn Ef (E-' 
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Man siebt, daB man als angenaheites Polynom das Polynom 

u = 0 

nelimen kann, das bestimmt ist, wenn man nui die Werte von f{x) 
fur die Abszissen 



kennt 

Durch die Anwendung derselben Metbode kann man em fm allemal 
endliche tngonometiische Reihen S (6) clerait bilden, daB man 

(3) 9(«) = l‘m| 9 >p)y«) 

>=°V = o x 7 

mifc gleicbmaBigei Konvergenz liat, wenn (p{&) erne stetige Funkhon 
von dei Penode 2 it 1 st 959 ) 

AuBeulem lafit sich mclit nui die Mogliclikeit del Bildung dei 
S uv (6) und der P MjV (x) beweisen, sondein man kann sogai wuklieb 
emfacbe Ausdiucke fui sie angeben Solche smd explizit aufgestellt 
worden von M Kiause 960 ) ; M Potron 961 ), Sie)pinsh %z ), S j Bein- 
stein d62& )* fm die P^ v {x) tmd von M Fiecket 0B9 ) fui die 5^,(0) 963b ) f)63 ) 


959) M Fr edict, Pans C R 141 (1905), p 818/9 Die Formel bleibt bestehen, 
aucb wenn 9 ( 0 ) und (p(2ic ) 

ungleicb smd, aber dann ist dei Grenzwert dei rechfcen Seite fur 6 = 0 oder 

0 — 2?r qp(0) + 9(2#) 

2 ’ 


und die Konvergenz 1 st nur m jedem mnerhalb von (0, 27t) gelegenen Intervalle 
gleichmuBig Em Diuckfehler ist in einer folgenden Note [Paris C R 141 (1905), 
p 875] berickfeigt woiden 

960) M Krause, *Paris C R 140 (1905), p 1 442/4 ,* Benchte Ges d Wis& 
Leipzig 58 (1906), p 2/18, *Jakresb Deutsck Math -Vei 16 (1907), p 240/2 Siehe 
ferner hierzu die bei M Kiause entstandene Dissertation von P Lehmann, Bei- 
trage zur Tkeorie der Darstellung der stetigen Funktionen duicb Reihen von 
ganzen rationalen Funktionen, Halle 1910* 

961) M Potion, Bull Soc math France 34 (1906), p 52/60 

962) Sici pinsh, Prace Matematyczno-Fizyczne 22 (1911), p 59/68 (pol- 
nisch), ausfuhrliches Referat kieruber 1 m Bull sc math [49 n =] (2) 38 n (1914), 
p 9/11 * 

962a) *S Bernstein ° 87 ) Hier pin ganz besondeis emfacber Ausdiuck fur 
P t{ v (x), namlich 




962b) *Auck aus D Jackson ™*) , zweites Zifcat, p 372, kann ein explizitei 
Ausdruck tur die 8 ' v (6) abgelesen werden * 

963) *AuBeidem smd von verschiedenen Mathematikern auch noch andeie 

Encyklop d math Wisaon* b tt 7% 
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H Lebesgue mi ) gibt ubngeus erne allgememe Metliode an, durcli 
die man, ausgehend Ton den Integraldaistellungen nnttels smgularei 
Integrale, die voistebenden Ausdiucke und aufieidem nocb beliebige 
andere (der Hot efacben Formel analoge) Losungen des Inteipolations- 
problems erhalten kann „Dies ist yon Th PuidaLovic 9S5 ) nocb weitei 
ausgefubi t woulen Femer bat E Ealm m ) (mit Metboden, die der 
Tbeone dei singulaien Integiale nacbgebildet sind) notwendige und 
binieichende Bedmg ungen dafur aufgestellt, daB ganz allgememe Inter- 
polationsformeln (die niebt notwendig nnt Polynomen, sondein mit 
behebigen Funktionen gebildet sind) im Inteivall [a, b] fui alle be- 
bchi ankten und koebstens von erster Ait unstetigen Funktionen 967 ') 
f(x) an emei behebigen Stetigkeitsstelle von f(%) gegen f(x) konver- 
gieren Aucb die Bedmgungen fur gleichmaBige Konveigenz gegen 
f(x) werden von lbm genanei untei suebt * 

,Die Lagt angesche Inteipolationsformel besitzt anBei dei in vielen 
Fallen voibandenen Diveigenz nocb emen anderen, m dei Piaxis uber- 
aus storenden Mangel Genngfugige Andernngen dei bei dei Intel - 
polation verwendeten Beobacbtungsweite von f(x) konnen seln be- 
tracb thebe (sogar mit n ubei alle Gienzen waebsende) Andeiungen 
dei Naherungsausdrucke P n (x ) bewnken 9li8 ) H Hahn™) bat nun ge- 
nauer die Bedmgungen untei suebt dafur, daB bei allgememen Iutei- 


exiilizite Interpolationsformelu angegeben und unteisucbt worden (haupts.ichlich 
trigonometnsche, zum Teil auch mit Polynomen gebildete), welciie entweder 

a) geeignet sind, alle stetigen Funktionen /(a) daizustollen, odei b) dies nur fin 
speziellere stetige Funktionen (z B die von besclir.mkter Schivankung) loiston 
Siehe [abgesehen von »“)] msbesondere Zu a) 1) Jaclson, Trans Amor Math 
Soc 14 (1913), p 453/61, Rend Circ mat Paleimo 37 (1914), p 371/75, 39(1915), 
p 230/2, L Fejer, Nachr Ges Wiss Gottingen 191b, p 66/91, N Kt't/lof} Bull' 
sc math [52,=] (2) 41, (1917), p 309/20, Malta Tims, Math Ztschi 3(1919) 
p 93/113, vgl auch K Ogata, Toholcu Math J lb (1919), p 126/35 — Zu 

b) Ch J de la Vallee Poussin, Bull Acad Roy Belgique (classo d sc) 1908 
p 319/410 [dazu auch Mana Tims, a a O], G Falct , Math Ann b<) (1910)’ 
p 417/34, D Jaclson, a a O, eistes Zitat, K Ogura, TOhoku Math T 18 (1920),’ 
p 61/74 — Im ubugen siehe hiemi auch den Artikel II C 10 (IS Hilb-M Tiicss) * 

961) U Lehesgue, Ann Fac sc Toulouse (3) 1 (1909), p 108/9 

965) *T/i Radalovic, Ubei singuLire Integrale und Interpolationsveifabren 
Auszug aus der Dissertation, Bonn 1921 Er hat hier auch die Differentiation 
von Interpolationsverfahien naher unieisucbt* 

966) Ealin, Math Ztschr 1 (1918), p 115/42 * 

967) *Ahnlich auch fur die Klasse der Funktionen f( % ) von beschmnkte, 
benwankung * 


**68) *Ygl hieiuber Ch J de la Vallee Poussin p jj Ttetve 

Ztschr Math Phys 64(1916/17), p 74/90, G Fabei L Feju^) msbe / 
P 73/6, H Hahn QGa ), p 115/6, 137/42 * ’ 
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polationsverfahren erne geimge Andeiung cler zu mterpolieienden 
Werte von f(x) aucli stets eme nm geimgfugige Andeiung der Nahe- 
rungsausdi ncke zur Folge hat Im speziellen findet ei, da6 diese 
Eigenschaft im Inteivall [ct 7 &] sichei voikanden ist, wenn das be- 
trachtete Interpolationsveifahien m [a, 5] fui jedes stetige fix) gleich- 
maJBig gegen f(oc) kouveigieit* 

Die Foimel von E JBoiel und die daian anknupfenden andeien 
hiei bespiochenen Untersuckungen geben eme vollstandige Losung 
des Intel polationspioblems Sowohl fui die Inteipolation wie fur die 
Appioximation emei gegebenen stetigen Funktion /’(t) gibt es, wie 
wir gesehen kaben, nicht nui eme emzige Losung, 'mndern unendlicli 
viele, also etwa unendlicb viele Systeme von Polynomen, welcke die 
Inteipolation odei die Approximation von fix) eimogliclien Wir 
konnen nun fiagen, ob sick imtei diesen unendlick vielen Losungen 
mcht eme linden lafit, die bessei als alle andem ist Man kann das 
Woit „bcssei“ veischiedenaitig auffassen Z B ist es ganz besonders 
mtei essant, zu unteisuchen, ob es unter alien Entwicklungen emei 
stetigen Funktion /(&) in eme Reilie von Polynomen, bei dei die Poly- 
nome sukzessive gegebene Giade kaben, mcht erne gibt, die schnellei 
als die andeien konveigieit 

Diese Fiage ist mittelst emei von P L Tschcbi]schefj m ) her- 
rnkrenden, von P Kn clibet gey 97 °) veivollkommneten [und dann von 
mekreien andeien Matkematikem modifiziei ten 97L )J Melkode mi bejahen- 
den Smne gelost woiden Man eihalt so die folgenden Satze Ist 

969) P L Tschebyschcff , *Memones prdsentes a PAcad sc St -P^tersbourg 
par divers savants 7 (1864), p 537/68,* Memoues Acad sc St -Petersbouig 
(6) sc math pkys nat [anck als (0) 7 sc math plays be/eichnct] (1869), 
p 201/91 [1867], Bulletin cle la classe phys -rnatb Acad sc St -Petersbourg 
16 (1S57/S), col 145/9, Oeuvies 1, St Peteisburg 1899, p *109/43*, 271/378, 
705/10 *Aufierdem gehort zum Bereich dieser Untersuckungen Zapiski maperd- 
toiskoj Akademn nauk (St Petersbuig) 22 (1873), Ankang Nr 1 (russisck) = 
J de math (2) 19 (1874), p 319/46 (fianzbsisck ubersetzfc von N Khamlof) = 
Oeuvres 2, St Petersburg 1907, p 187/215, Zapiski nnpeiat Akad nauk 
(St Petersbuig) 40 (1881), Anhang Nr 3 (russisch) — Oeuvies 2, p 333/56 (fran- 
zosisch ubeisetzt von C A Posse) * 

970) P Kirchbei get , Ubei Tchebychefache -Inndheiungsmethodeii, Diss Got- 
tingen 1902, [*em Teil clavon auch m Math Ann 57 (1903;, p 509/40*] 

971) *An die Untcrsuchungen von P L Tschebyschcff und P Kircliberger 
schlieBen die folgenden Aibeiten an, in denen die von jenen gewonnenen Ee- 
sultate teils eme neue oder wemgstens modifizierte Begiundung eifakren, teils 
erweitert Tverden * E Boiel, Lemons 967 ), p 82/92, L Tondli, Annah di mat 
(3) 15 (1908), p 47/94, 95/119, fih I de la Vallee Poussin, Bull Acad Koy 
Belgique 12 (1910), p 808/44, P Suppantsclntsch , Sitzgsber Ak Wise Wien 
Ha 123 2 (1914), p 1553/1618 * 
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erne Funktion f(x), die in emem Inteivalle I stetig ist, gegeben, so 
existieit fur jeden Wert der ganzen Zalil n ein und nm ein Polynom 
Ton hochstens Grade, 

derart, daB der Maximal wei t von | f(x) — T n (x) | in 1 tleinei ist als 
derjenige, den man eilialt, wenu man T n (x) clinch ngendein andeios 
Polynom von hochstens n tem Giade eisetzt 972 ) Man hat dnnn 

!(x) = lim T v (x) 

V — oo 

mit gleichmaBigoi Konveigenz un Inteivalle I Ist welter V n (x) das 
Polynom n t6U Grades, welches T n (x) eisetzt, wenn man die stetige 
Funktion g(x) an Stelle von /(a.) betiachtet, und konvergieit q(x) 
gleickmaBig gegen f(%), &o lafit sicli beweisen, daB die Ivoeffizienten 
von V n (x) bezuglich gegen die von T n {x) konveigieien, so daB fur 
ein festes n die Konespondenz zwiscken f(a) und T n (x) stetig ist 

*Wn eiwahnen noch, daB Ch J de la Vallce Poiissm m ) statt in 
emem Intel vail 1 allgememer m ngendemei besehiankten Imearen 

972) ^Insbe&ondere ist das cmdeutig bestimmto („ r l\chcbysche/f sclie“) Poly- 
uoin n t0l] Grades T lt ( i), fui -welches dei Koelfi/ient von a tl gleick 1 ist und dns 
2 )i [— 1, -j- 1] am wcnigsten von Null abweicht 

T n (%) = cos (n (arecos x)) 

= ^ r(‘ e + v ^ — i )" + — v <■* — i)"j 

Die&e Polynome und veischiedene damit zuBaiumenkangend© Pragen smd [ab- 
gesehen von P L Tschebyscheff ° 09 )] Gcgenstand dci folgenden Aibeiten gewesen 
G Zolotaieft, Zapiski impel Akad nauk (St Peteisburg) 30 (1877) [lussiach], 
Melanges math et asti tnes du Bull Ac St -Petersbouig 15 (1877; , [aubfuhrl 
Refeiat in Fortschr d Math 9 (1S77), p 343/4.7], A Markoff , Zapisla impci 
Akad nauk (St Peteisburg) 62 (1889), p 1/24 [russisch], W Mailofl , tJber 
Polynome, die m emem gegebenen Tntervallc moglichst wenig von Null ab- 
weichen, St Petersburg 1892 [russisch] = Math Ann 77 (1916), p 213/58 
[deutsch von J Giofimann], E Vdlhu , Pans C R 116 (1893), p 712/14, 
E Liebmcmn, Jahresb Dtbch Math -Yei 18 (1909), p 433/19, M Fujtwrna, 
Tokoku Math J 3 (1913), p 129/36, S Bernstein® 1 ®), zweites Zitat, p 5/21, 
47/9, Commnn Soc math dc Kbarkow (2) 11 (1913), p 81/7, Parib C R 157 
(1913), p 1055/7, A Pcheborsh, Commun Soc math de Khaikow (2) 14 (1913), 
p 65/80, Pans C R 156 (1914), p 531/3, 158 (1914), p 619/21, M Ries~ , Pans 
C R 158 (1914), p 1152/i, Jabresbei Deutsch Math -Vei 23 (1914), p 354/68, 
Acta math 40 (1916), p 337/47, L Fejer, J f Math 146 (1915), p 80/82, Math 
Ann 85 (1922), p 41/8, [Ch J] dc la Vallce Poussin } Bull Soc math Fiance 45 
(1917), p 53/6, F Eger vary, Arch Math Pkys (3) 27 (1918), p 17/24, Cr Fabei , 
J f Math 150 (1919), p 79/106, I Scfon , Math Ztschr 4 (1919), p 271/87, 
G Szego , Math Ztschr 9 (1921), p 239/41, 252/7, M Felete u J L v Neumann, 
Tahiesbei Deutsch Math -Yer 31 (1922), p 125/38* 


T,&) 
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Punktmenge openert, und daB L Tonelh 971 ) die Tschebyscheffsohen 
TJntersuchungen auf Funktionen von zwei (leellen) Veianderlichen 973 ) 
und auf Funktionen emer komplexen Veianderlichen 971 ) ubeitragen 
kat 975 )* 

JDie voi stekenden Resultate sind nun nock wesentlick m dei 
Hmsickt verallgememeit weiden, daB man zui besten Tschebyscheft scken 
Annabel ung emei stetigen Funktion f{x) an Stelle von Poly nomen 
w ton Grades allgememeie Systeme stetigei Funktionen veiwendet Diese 
allgememeien Untei suckling en sind zuerst von M F) edict™) und etwa 
gleickzeitig ganz besondeis eingekend von J W Young 911 ) begonnen 
woiden und smd dann von F Sibiram 918 ) [mit Hilfe emei Uber- 
tragung dei Gedankengange von L Tonelh 911 ) bzw Ch J de la Vallee 
Foussin 9lr )\ wesentlick weitei gefoideit und neuei clings [untei An- 
wendung dei Minlioivslischen Geometne] von A Haar 919 ) zu emem 
gewissen AbsckluB gebiackt woiden Es kandelt sick kiei, genauer 
gesagt, vor allem um folgendes 980 ) Gegeben sei ein Intel vail oder 
gleick allgememei lrgendeme beschrankte, abgesclilossene Punkt- 
menge 9Ji ernes Raumes von einei oclei mekieien Dimensionen, mit 
X sei lrgendem Punkt von SO? bezeichnet Femer sei das folgende 
System von m 2JI stetigen Funktionen 

( 4 ) f t {X), f s (X), fJX) 

vorgelegt Es wird nun die beste Tschebyscheffsche Annaberung lrgend- 
emer in stetigen Funktion /(X) mittels dei aus (4) gebildeten 


973) *a a 0 97 1 ), p 60/94, siehe auck 978 ), 07 °), 98 T ) unrl den zugekbrigen Text * 

974) *a a 0 971 ), p 108/119 Hieian anknupfend untersucken den Fall kom- 
plexei Veranderliehen ferner F Sibuani 078 ), erstes Zitat, p 220/1 , zweites 
Zitat, p 161/5, Ch J de la Vallee Poiibsm , Bull Acad Roy Belgique 1911, 
p 119/211, auBeidem em Teil der in fl72 ) genannton Arbeiten * 

976) JFerner bekandelt die Ubeitragung auf den Fuuktionenraum JR Ga- 
teaux , Rend Acc Line 23 x (1914), p 405/8, die Veiallgemomeiung auf Poly- 
nome mit mcht-ganzzabligen Exponenten & Bernstein * 19 ), zweites Zitat, 
p 37/47 * 

976) M Fiedtet, Pans C R 144 (1907), p 124/6, Ann Ec Norm [44 ==] (3) 25 
(1908), p 43/56 

977) J W Young , Tiane Amer Math Soc 8 (1907), p 331/44 

978) *F Stbirani , Ann di mat (3) 16 (1909), p 20-i/21, Rend Circ mat 
Palermo 34 (1912), p 132/57 In der zweiten Albeit, p 155/7, auch eimge Be- 
merkungen uber gleichzeitige beste Approximation dei Funktion f(x) und lhrei 
eisten ^ Ableitungen * 

979) , A Baai, Math Ann 78 (1918), p 294/311 * 

980) *Bei J W Young ° 77 ) sind noch allgememeie Auffassungen unci Frage- 
stellungen bebandelt * 
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lmearen Aggregate 

(5) aJ^X) + a,f 2 (X) + + a„f„(X) 

gesucht, d li diejemgen Konstanten 

(6) a„, a 3 a n ), 

fur welclie m SQi das Maximum von 

(0 l/X-20 — ( a ifi(X) + /i® + + a J n Ob) | 

moglichst klem wild Es eigibt sich Stets existieit mindestens em 
Wertsystem (6), fur welches dieses Extremum emtiitt Eme not- 
wendige und kmreichende Bedmgung dafur, daB nur em miziges der- 
aitiges ausgezeiclmetes Wertsystem existiert, besteht darm, daB die 
Punktion (5) mit Ausnahme des tuvialen Weitsystems 

«!=<** = = =a n === °y 

fur kem andeies Weitsystem (6) in mehr als ( n — 1) Nullstellen 

besitzt 98l J 

Daraus folgt nock unmittelbar [was fui Polynome von 2 Ver- 
anderlicken sekon L Tonelh mi ) gezeigt hat], daB in zwei- odei mekr- 
dimensionalen Gebieten @ Item Punktionensystem (4) [fur n 2] 

existieieu kann, mit dessen lmeaien Aggiegaten eme emdeutige Tsclieby- 
scheffscke Annakeiung jeder stetigen Funktion f(X) in © moglieh 
ist Denn man kann m diesem Fall die GioBen (6) so bestimmen, 
daB (5) an emer mneren Stelle von © positiv und an emer anderen 
solcken Stelle negativ ist, weskalb dann (5) an unendlich vielen Stellen 
von © veisckwmden muB* 

% Die eken bespiockenen allgememen Resultate entkalten natuilich 
die entspieckenden oben angegebenen Satze ubei Polynome als spe- 
ziellen Fall Duick Anwendung dieser allgememeren Untersuchungen 
gewmnt man femei deiaitige Satze z B uber endlicke trigonometnscke 
Surnmen* Dies gesckiekt zueist von M Fiechet™) und J W Young 977 ), 
sie zeigen so 9S3 ) 

Ist <p(0) eme stetige Funktion von dei Penode 2% und v eme 
bekebige ganze Zakl, so gibt es eme ti igonometriscke Summe v t6r 
Ordnung, T v (0), die (lm Smne von P L Tscliebyscheff) sick <p(0) 
mekr nakert als jede andere ti igonometriscke Summe v tQT Oidnung 
Weitei bemerkt M Frechet 


981) + Sieke inbbes A Haai 979 ), p 301 u 311 * 

982) ^Die betieffende Untersuckung uber endlicke trigonometnscke Summen 
ist in anderer Weise nock von L Tonelli 971 ), p 95/108, und von F Sibi)am 97S ), 
erstes Zjtat, insbes p 21S/9, gefukit worden, und zwar kaben sie auck den Fall 
von 2 Verandeikcken betiacktet* 
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1 daB die so zwiscben cp(d) und T V (Q) aufgestellte Korrespon- 
denz (lm oben angegebenen Smn) stetig ist; 

2 daB mit wacbsendem v die Koeffizienten von T x {&) bezuglich 
gleichmaBig gegen die Fourierschvn Koeffizienten von cp{6) konver- 
gieren, obne lhnen mi allgememen gleich zu sem, 

3 daB sie aucb mcbt den Koeffizienten dei Summen von Fejer 
[siehe bierubei II C 10 (E HiTb u M Btesz), Nr 8] gieieb sind, und 
mcbt emmal duicb die Summen gleicben Ranges von Fejer emdeutig 
bestimmt sind 

So daB man eme eiudeutige Daistellung jedei stetigen penodi- 
scben Funktion <p(0) durcb eme Reike von endlicben trigonoinetn- 
scben Summen hat, die gleicbmaBig und schneller als die entspre- 
cbenden Reiben von Fomm odei von Fejet gegen <p(0) konveigieren 

Fur die voistehenden Unteisucbungen ist es wesentbch, daB das, 
was man untei dei am meisten angenaheiten Funktion versteht, 
geiade m dei angegebenen Tsehebysclieffscb.eR Weise defimert wird 
Man konnte natuilicb aucb veiscbiedene andeie Definitionen ver- 
wenden [vgl z B 977 )], und es ist ganz besondeis nabeliegend, biei 
die Metbode der klemsten Quadiate zu benutzen JDies ist von emer 
gioBeren Anzabl von Matbematikem gescbeben (insbes geiade auch 
von P L Tschebyscheff sowie von J P Gy am) Es genuge hier, auf 
ID 3 (J Baiisclnngcr ), Nr 14 - und II A 9a (H Bwlhardt), Ni 4 u 6 
zu verweisen 98S ) Nui em paar Punkte, die zu dem vongen in engei 
Beziebung steheu, seien bier nocb bervorgeboben Knupfen wir zu- 
nacbst an die zuletzt besprocbenen tngonometriscben Summen an * 
Wurde man etwa, entspiecheud dei Metbode dei klemsten Quadiate, 
den Febler, den man begeht, wenn man die stetige, penodiscbe Funk- 
tion <p(0) durch eme tngonometuscbe Summe F x {6) v tQT Ordnung er- 
setzt, duicb die GrioBe 

2 71 

J{<p(d)-F,(6)Yd6 

0 

messen, so wurde die qo(0 ) am meisten angenabeite tugonometnsche 
Summe v ter Oidnung diejenige sem, die zu Koeffizienten die Founer- 
scben Koeffizienten von <p(&) bat 984 ) Abei wenn diese Definition auch 

983; *Sowie auf die fianzos Bearbeitung dei Encykl , I 21 (J Bansthingci 
H Andoyer), Ni 27, und auf H Burlhctrdt, JEntwicklungen nach oscilherenden 
Functionen und Integration dei Diffeientialgleichungen der matliematischen Phy- 
aik, Bencht, Jahresbei Deutscli Math -Vei 10^ (1901/08), §82 u S3 * 

984) *Vgl die Liteiaturangaben in II A 9a ( H Bialhcudt) Nr 4, FuI3n 15 

In die8em Zusammenhang sei noch aul F Bernstein , J f Math 132 (1907), 
p 270/8 lung ewie sen * 
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fur die Reclmung bequemei ist als die oben bespiocbene yon P L 
Tschebyscheff, so bat sie docb aucb manebe Nacbteile (da msbeson- 
deie ? wenn dei so definierte Feblei gegen Null konvergieit, F V (B ) 
mebt notweudig fui jeden Weit yon 0 gegen q>(0) konveigieit) [J.m 
ubrigen sei wegen diesei Dmge aucb auf den Aitikel IIC 10 (_E7 Hilb 
u M Riesz ) bmgewiesen *] 

JVlacben wn das Analoge fur die Appioximation der stetigen 
Funktionen f{x) duicb Polyuome Das Polynom n ten Giades, welcbes 
das Integial des Feblei quadrats zu einem Minimum macht, erbalt 
man duicb die Summe del eisten n - j- 1 Teime m der Entwicklung 
yon fix) nach Legend) e seben Polynomen 985 ) Man kann ubngens aucb 
(statt des Integials dei Feblei quadi ate) das Integial dei l ten Potenz 
des absoluten Betiags des Fehleis zu emem Minimum macben und 
die entspreebenden Nabeiungspolynome n tQR Giades bestimmen Es 
eigibt sicb dann, daB man beim Gienzubeigang fui l = oo zu den 
Polynomen dei Tschebyscheff \ seben Appioximation gelangt 986 )* 

+ Mit der besten Approximation (lm Tschebyscheff seben Sinn) bangt 
scblieBlick nocb aufs engste die Fiage nacb dem „G)ad dei Ap- 
proximation" [ } , 0 )d)e d' dpp o%imation u \ zusammen, die zueist von 
Civ J de la Vallee Poussin 987 ) gestellt und in Anguff genommen, dann 
msbesondere von S Betnstein 988 ) und D Jackson u a m ausgedebnten 
Enters uebungen emgebend bebandelt woiden isfc, d h die Fiage Wenn 
man nnt Hilfe von Polynomen n ten Grades Funktionen emer geeigneten 
Funktionenklasse moglicbst gut approxmneit, welcben Giad der Ge- 
nauigkeit dei Annabel ung kann man garantieren und msbesondere 
wie diuckt sich die GioBenoidnung des dabei begangenen maximalen 
Feblei s mit Hilfe yon n aus? Bezeichnet man diesen Fehlei lm be- 
tiacbteten Interval!, d b das Maximum von | f(x) — T n (x)\ mit 
E n (f(x)), so sagt dei Weieishafi sclie Satz (Nr 50) aus ; daB fur jedes 
stetige f{x) lim E n {f[x)) = 0 

n = oo 

985) *P L Tschebyscheff , Bulletin de la classe phys -math Acad sc 
St -Pdtersbourg 13 (1854), col 210/11 ~ J f Math 53 (,1857), p 286 = Oeuvres 1, 
p 701/2", [dazu Utsckemja Zapiski imper Akad nauk (St Peteisbuig) 3 (1855), 
p 636/64 (mssisch) = J de math (2) 3 (1858), p 289/323 (franzoBisch von 
I-J Bienayme ) — Oeuvres 1, p 201/30, msbes § 4 u 7], G Flair, Pans C R 
44 (1857), p 984/6 * 

986) *Siehe hieiuhei G Volya, Pans C R 157 (1913), p 840/3, D Jack- 
son, Tians Amer Math Soc 22 (1921), p 117/28, 168/66, 320/b* 

987) Ch J de la Vallee Poussin 9S5 ), eistes Zitat, p 221/7, feruer Bull Acad 
Roy Belgique 10 (1908), p 403/10, 12 (19 JO), p 80S/44 *Ygl auch die etwa 
gleichzeitigen Bemerkungen bei H Lcbesgue 9SC ), zweites Zitat * 

988) flushes sieke 949 ) * 
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ist Es liandelt sich danu mi wesentlichen daiuin, untei geeigneten 
Voraussetzungen uber f(x) die GrioBenoidnung dieses Versebwmdens 
zu unfceisucben Dabei eigibt sich, daB ein mniger Zusammenhang 
bestebt zwiscben den Differentialeigenscbaften yon f(x) und dem 
asymptotiscben Verbalten dei Abnabme von JS n (f(x)) Dock sind alle 
diese Untersuchungen und die dabei yeiwendeten Metboden so eng 
mit der Tbeone der trigonometnsclien Reiben und den bieibei auf- 
tretenden analogen Fiagestellungen veiknupft und verwacbsen, daB 
es als zweckmaBig eiscbien, diesen ganzen Fiagenkomplex des Ap- 
proximationsgi ades emheitlich in dem Aitikel II C 10 uber „Trigono- 
metnsebe Reihen" yon JE SiTb und M JRiess zui Darstellung zu 
brmgen, darauf sei biei yerwiesen 989 )*~ 

52. Quasi-gleichmafiige Konvergenz Wn baben bemeikt(Nr 49), 
daB die gleickmaBige Ivonyeigenz emei Reibe von stetigen Funktionen 
fur die Stetigkeit del Summe zwar bimeicbend, aber ini allgeinemen 
nicht notwendig 1 st 990 ) Um eme zugleicb bimeicbende und not- 
wendige Bedmgung zu finden, mufi man die Bedmgung der Gleich- 
maBigkeit gleicbsam lockem U Dim 991 ) bat zunacbst, mdem er die 
„emfach- gleichmafiige Konve)gem u emfubrte, eme himeicbende Bedm- 
gung erkalten, die zwar umfassender 1 st als die gewohnliche gleicb- 
maJBige Konyergenz 992 ), aber nock immei mcbt notwendig 993 ) *Von 
der „gleickmaBigen Ivonyeigenz 1 m Interyall 1“ kommt man zur 
„emfach-gleicbmaBigen Konveigenz m I u 7 wenn man bei gegebenen s 
die Ungleicbung (5) [Ni 49] m I mcbt fur alle 11 > m, sondern nur 
fur nnendhch vide solcbe n foideit 991 )* 

Notwendige und hmreicbende Bedingungen sind zuerst + ebenfalls 


989) ^Es sei noch besondeis die zusammenfassende Darstellung in Ch J de 
la Vallee Poussin , Le^ns sui Tapproximation des fonctions d une variable r£elle, 
Pans 1919, erwahnt* 

990) *Wegeu eunger Spezialfalle, m denen die gleichmafiige Konvergenz 
auch erne notwendige Bedmgung 1 st, siehe die m Nr 40 bei 89 °), 807 ), ° 02 ) ge- 
macbten Bemeikungen* 

991) U Dim, Fondamenti, p 103 — Dim-Luioth, Guindlagen, p 137/8 
*Vgl auch II A 1 (A Pnngsheim ), Ni 17, Fuhn 188 ) * 

992) *Vgl dazu I Bendixson 891 ), p 603/7* 

993) *Das oben (Nr 40) angegebene Beispiel von I Bendixson 891 ) sowie 
das emfacheie Beirfpiel von 896 ) liefem Folgen stetiger Funktionen nut stetiger 
Grenzfunktion, welche in emem Inteivall weder gleiehmaftig noch einfach-gleich- 
maftig konvergieren * 

994) *0bngens gibt es naturlieh in jedei emfach-glcicbmaBig konvergenten 
Folge Teiltolgen, die gleichmafiig konveigieren * 
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von U Dmt m ) sowie* von G Arzela 996 ) gefunden worden *Man hat 
dabei zweieilei zu nntersclieiden 1 eine notwendige und hmreichende 
Bedmcruncr dafur, daB m emem bestimmten Punkte ci Q die Gi enzfunktion 
oder Reihensumme stetig ist, wenn die einzelnen Funktionen als stetig 
in x 0 vorausgesetzt sind, 2 die daraus folgende notwendige und lun- 
reicliende Bedmgung fui die Stetigkeit der Grenzfunktion m emem 
Intel vail 1 (odei in emei Punktmenge M), wenn die einzelnen Funk- 
tionen m I (odei M) als stetig voiausgesetzt smd Zu 1 hat (im 
wesentlichen) zuerst U Dim q 95 ) die folgende notwendige und hm- 
reichende Bedmgung aufgestellt Zu jedem positiven £ und zu jeder 
ganzen Zahl n } die ein himeichend grofies m B ubeitnfft, gehoit eme 
gewisse Umgebung von x 0 , namlich U ej7i (a 0 ), so daB fui alle Punkte x 
diesei Umgebung 

( 5 ) [>»|<« 

ist Dei Untei seined gegenubei der „gleichmaBigen Konveigenz im 
Punkte x 0 “ besteht bloB daim ; daB die Umgebung U bei dei gleich- 
mafiigen Konvergenz nm von s 7 hiei abei von e und von n abhangt 
Dieser Begriff hat bisher, wie es schemt, kemen besonderen Narnen 
erhalten 99Ga ), ei moge als „pseudo-gleichmafiige Konvergenz im Punkte 
x 0 <( bezeichnefc werden * 

+ Mau kann diese notwendige und hmreichende Bedmgung fui die 
Stetigkeit dei Gi enzfunktion m a 0 noch durch andeie wemger for- 
dernde Bedmgungen ersetzen [Bei einei Folge von stetigen Funk- 
tionen ist dann natuilich die eme dieser Bedmgungen immer erne 
Folge dei andein, dagegen sind die Umfange diesei Beguffe vei- 
schieden, wenn man sie auf beliebige Funktionenfolgen anwendet] 

Eme eiste deiartige Bedmgung stellt die einfach-gleiclimafiige 
Konvergenz dei Folge im P unite x Q “ dar, die im wesentlichen eben- 
falls bereits von U Dint 99 *) henuhit 997 ) Sie entsteht aus dei „pseudo- 
gleichmaBigen Konvergenz m x 0 “ 7 wenn man die defimei ende Eigen- 

995) Dim, Fondamenti, p 107/9 = Dmi-Lui oth, Grundlagen, p 143/6 * 

996) G Arzela , *Rend Ist Bologna (1) 19 (1883/4), p 79/8 A,* Mem Ist Bo- 
logna (5) 8 (1899/1900), p 138/71 [*Dtsch Bearbeitung yon J T Fold, Monatsk 
Math Pkys 16 (1905), p 82/112*], *vgl auch Rend Ist Bologna (2) 7 (1902/3), 
p 22/32 * 

996 a) % Nachtraglich finde ich bei P Martinolti, Rend Istit Lombaido (2) 
47 (1914), p 874/5, hierfur die [an 100 *) anknupfende und gerade deshalb (vgl 
1003 )) bier gai niebt zweckinaBige] Bezeichnung „successione (o sene) convei- 
gente quasi umformemente nel punto a, 0 “ * 

997) *Siehe lnerzu auch E W Hobson } Tkeoiy, p lb9/90, C A JDelV Ag- 
nola, Atti Istit Yenet 69 jj [== (&) 12 n ] (1909/10), p 1083/1102, insbes p 1098/1102 
[vgl auch ibid, p 151/9], II Hahn, Reelle Funktionen I, p 250/5* 
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scbaft mcbt fui alle ganzen Zablen n > m E , sondem nur fur unendhch 
viele solclie n foideit, oder aucb sxe entstebt aus dei „emfacb-gleich- 
maBigen Konveigenz 1 m Intel vail l u 7 werm man von detn festen Inter- 
vall 1 zu Umgebungen U(^ 0 ) von x Q ubeigebt, die von s und n ab- 
hangig sind Da, wie oben eiwahnt, die ,,emfacb-gleicbmaBige Kon- 
veicrenz im Intel vail l a fui die Stetigkeit dei Reibensurume m I 
mcbt notwendig ist, so eigibt sicb, daB die einfacb-gleicbmaBige Kon- 
vergenz in jedem einzelnen Punkt von 1 nocli mcbt die „emfacb- 
gleicbmufiige Konveigenz in I a zui Folge hat 

Man kann nun die voistebende Bedmgung nocb emmal veiem- 
facben, mdem man die definierende Eigenscbaft statt fur unendlicb 
viele ?i ; nui fin ein emsiges n fordeit Man erhalt so die folgende 
notwendige und bimeicbende Bedmgung fur die Stetigkeit dei Gienz- 
funktion stetigei Funktionen im Punkt a 0 Zu jedem positiven s soil 
es erne gauze Zabl n und erne Umgebung 11 von a 0 geben, so daB 
fui jeden Punkt x von 11 | ? (x) [ < s 

ist 998 ) F Hausdotff 998 ) bezeicbnet dies als v umfo> me Konvergenz in 
vielleicht waie dei Ausdruck 79 emfachst- gleichmafiige Konvergenz 
m x 0 ' £ voizuzieben 999 )* 

+ Aus diesen uotwencligen und bmreicbenden Bedmgungen fur die 
Stelle x 0 eigeben sicb natuilick 2 sofoit notwendige und bimeicbende 
Bedmgungen fur das ganze Intel vail I [oder fui erne Punktmenge ilf] 
muB nui erne dei obigen Bedmgungen m jedem einzelnen Punkt 

998) L Oilando looS ), msbes zweites u dnttes Zital, S Kaleija , Tohoku 
Math J 3 (1913), p 1-17/9, F Haa^dorft , Mengenlchre, p 384/7 — [Ygl dazu 
aucb noch P Mcntinotti™ 6 *), p 870/8] ^ 

999) *Eme gcgen f{pc) konvergierende Folge von Funktionen /,(#), die im 

Punkte a 0 „fast alle'* unstetig smd, kann m x 0 „einfachst-gleichmaBig (uniform)* 1 
konveigieren, obne „uufach-gleichinaCig l * zu konveigieien, selbst dann, wenn 
/ mit kemor der Funktionen /, in emer Umgebung von a 0 ubeiemstimmt Bei- 
spiel Auf emer Geraden sei d\, , d /t , eme Folge von anemandei- 

stofionden Inteivallen, die (etva nach lechts hiu) gegen emen emzigen Punkt 
ju t) = 0 Lonvergieren, jedes <5^ wild m erne ebensolclie Folge von Teilintervallen 

zeilegt, die gegen den lechten Endpunkt von 6 konvergieren Es sei 
t l (x)=^x i 

und fui v > 1 

1 im Mittelpunkt aller 

0 m den Endpunkten dei und aufterhalb 
derselben 

linear m jeder Halfte von 
also fix) = 0 Hier ist der m der obigen Definition auftretende Index n sfcets 
gleich 1 * 
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von I [oder 31] eifullt sem Man kann nun (etwa mit Hilfe des 
Botelscken TJbeideckungssatzes) fur ein abgesclilossenes Intervall I 
[oder allgememei fui erne abgeschlossene und beschrankte Menge A] 
diese Bedmcmnor umfoimen*, man erhalt so nut G Aizeld 9% ) als not- 
wendige und himeicbende Bedmgung fur die Stetigkeit dei Grienz- 
funktion bzw dei Reihensumme emer Polge odei Reihe von stetigen 
Punktionen m I [odei ^. 1000 )] die sog st) eclemveise gleichmafiige Kon- 
vergenz (c unifoime (odei m egual grado) „ci die nacli E Bo - 

rel im ) haufig als quasi -gleicbnafiige Konveigenz (convergence quasi- 
umfoime) bezeicbnet wild 1002 ) 

Eme Reihe (odei Folge) von Punktionen heiBt in emem Intervalle 
l 1005 ) quasi-gleichmafiig konvergent, wenn 

1 die Reihe m I konveigieit, 

2 man ]eder Zahl s > 0 und jedei Zahl N eme Zahl N' > A 7 
zuordnen kann, dei ait, daB fui jeden Weit von x des IntervaLLes I 
eme ganze Zahl n x zwischcn N und N' existieit, fur die man 

(a) | y n Jix)\<s hat 1003 a ) 

^Wenn man beim Ubeigang vom Puukt zum Inteivall die , ; em- 
fachst-gleichmaBige (uniform e) Konveigenz m zum Ausgangs- 
punkt wahlt, so kann man diese Bedmgung dei „quasi-gleiehmaBigen 
Konvergenz“ noch ein wenig veieinfachen 100i ), mdem man untei 2 
nur foidert, daB zu jedei Zahl £>0 endlich viele ganze Zahlen n x 
existieren, so daB fur jedes x von I (a) gilt 1005 )* 

1000) *Bei emei beliebigen Menge 31 hat man dieselbe Bedmgung fur jede 
abgeschlossene und beschrankte Teilmenge von 31 * 

1001) E Borel, Le^ns 957 ), p 41 

1002) Weitere Beweise oder Beweisveremfachungen dieses .Ar 2 etachen 
Satzes bei JS W Hobson, Proc London Math Soc (2) 1 (1904), p 376/82 
[auch Theory, p 489/94],* E Borel, Leijons 057 ), p 41/5, A Del! Agnola, 
Rend 1st Lomb (2) 40 (1907), p 378/84, (2) 41 (1908), p 287/99, 676/83, 
G Vtvanti , Rend Circ mat Palermo 30 (1910), p 85/6, L Orlando, Annaes 
scieut Acad Polytechn Porto 6 (1911), p 188/90, 7 (1912), p 97/8, Rend Acc 
Line (5) 22 jj (1913), p 415/17 [Vgl auch noch J Wolff , Yerslag Ak Amster- 
dam 27„ (1918/19), p 1098/1103] * 

^Wegen Gultigkeit des Satzes in allgememen. Raumen [Klasse (X)] siehe 
M Frechet, Pans C R 140 (1905), p 29, Pariser Th5se 1906 = Rend Circ mat 
Palermo 22 (19(>6), p 9/10* 

1003) *Ebenso auf irgendeiner Menge 31 — Die entspiechende Begnffs- 
bildung fur die emzelne Stelle x 0 m II A 1, Ni 17 [SchluB] (. A Pnnc/sheim )* 

1003a) *Ygl auch Nr 36* 

1004) *Ygl L Orlando 1002 ), S Kakeya 998 )* 

1003) *Es sei erwahnt, daB C Burstm [Monatsh Math Phys 27 (1916), 
p 292/302] einen anderen, nocn wemger fordemden Begnff als „ quasi-uni forme 
Konveigenz** emgefuhrt und untersucht hat* 
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53. Grenzfunktionen stetiger Funktionen ffn liaben geseken, 
[Nr 49], daB eme Reike stetiger Funktionen gegen eme unstetige 
Funktion konveigieien kann Es eikebt sich nun die Fiage, ob eme 
solclie unstetige Funktion besondeie Eigenscliaften bessitzt, ob sie 
emei speziellen Klasse in dei Menge dei Funktionen emei Yerandei- 
licben angehort Diese Frage ist von R Bane vollstandig gelost woi- 
den Um seme Resultate bequem auszusprecben, geben wn zueist eme 
Definition 

Nehmen wn an, daB eme Funktion f(x) mmdesiens m alien 
Punkten emei peifekten [Ni 4] Punktmeuge E definieit sei Wn 
sagen, daB f(cc ) in emem Punkte % 0 von E m bezug auf E stetig sei ; 
wenn f{x) gegen f(x 0 ) konveigieit, auf welclie Weise aucb ein be- 
standig zu E gelioiendei Punkt x gegen konveigieit Wir sagen 
femer, daB eme Funktion, die mckt m jedem Punkte von E stetig 
ist, m bezug auf E nm pmiktwme unstetig ist, wenn es in emei be- 
liebig klemen Umgebung jedes Punkte* von E Punkte von E gibt, 
in denen die Funktion m bezug auf E stetig ist [ + Vgl Ni 22 *] 

R Baire 100G ) beweist nun den folgenden ullgememen Satz Eme 
notwendige und himeichende Bedingung dafui, daB eme emdeutige 
unstetige Funktion duioh eme konveigente Reike stetigei Funktionen 
dargestellfc weiden kann, ist die, daB diese Funktion auf jeder pei- 
fekten Menge nui liocbstens punktweise unstetig sei Andere Beweise 
sind von H Lebesgue 1001 ), t W E Young 100S ) und Ch J de la Vallee 
Poussin 1009 )* gegeben woiden 1010 ) 

Sei dieser Satz als ncktig erkannt, dann ist es jetzt leiclit, zu 
beweisen, daB sich eme Funktion defimeien laBt, die mckt Summe 

1006) R Retire , *Pans C R 126 (1898), p 884/7*, Panser These 1899 = 
Ann di mat (3) J (1899), p 19/63 ^Siehe dazu auch Bull Soc math Fiance 28 
(1900), p 173/9, Le^ns sur les functions discontinues, Pans 1906, Chap IV u 
V — Fernei beweist er in Acta math 30 (1906), p 15 u 18/21, den Satz fui 
Funktionen, die nur auf lrgendemer Menge M definieit sind * 

1007) H Lebesguc, *Paris C R 128 (1899), p 811/13 , * Demonstration d’un 
theorfcme de M Bane, Note II in E Rorel , Le^ns 967 ), p 149/55, Bull Soc math 
Fiance 32 (1904), p 229/J2, *siehe auch 102 °), p 181/2* 

1008) + II Young , Me&sengei of math (2) 37 (1907 08), p 49/54, 139/44, 
Quart J of math 40 (1909), p 374/80, hiei auch emige Yeiallgememeiungeu 
Siehe ferner Proc London Math Soc (2) 6 (1908), p 298/304 * 

1009) Y C dc la Vallee Poussin, Integrates de Lebesgue, p 105/25 [Siehe 
hier/u und zu 100 °) auch C KaratowsU, Fundamenta math 3 (1922), p 100/7] * 

1010) *Andeie Beweise fur Teile des Satzes bei C A DciVAgnola , Rend 
Ist Lomb (2) 41 (1908j, p 287/307, 676/84, Atti Ist Yeneto 68 n [== (8) Hu] 
(1908/09), p 775/83, E B Van Vlecl, Tians Amei Math Soc 8 (1907), p 202/4 
In dieseui Zusauimenliange sei auch E IP Chittenden 89Da ), zweifces Zitat, eiwahnt* 
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einei Reilie von stetigen Funktionen sein kann Es genugt, na Inter- 
val! [0, 1] die Funktion %{x) zu betrackten, welclie fur die rationalen Ab- 
szissen gleich 1 und fui die ubrigen Null ist Dann gibt es auf der 
vom ganzen Intel vail [0, 1] gebildeten peifekten Menge E m der Tat 
kemen Stetigkeitspuukt in bezug auf E 

So ist die Menge dei unstetigen Funktionen, welche Ghenzwerte 
von stetigen Funktionen sind, nur em (bestimmtei) Teil dei Menge der 
emdeutigen Funktionen B Bcme 10Ll ) hat daher die Funktionen diesei 
Menge „ Funktionen dei j Klasse l u nennen konnen, mdem ei den stetigen 
Funktionen den Namen ^Funktionen dei nnllten Klasse“ zueiteilte 

Es ist ubugens leicht zu sehen, daB die m dei Pi axis gewoknlick 
vorkommenden unstetigen Funktionen in dei Regel von der ersten 
Klasse sind Die meisten untei ilinen besitzen m dei Tat nur erne 
endlicke Zalil von Unstetigkeiten H Lebesgue iQ12 ) hat sogat dnekt be- 
wiesen, daB eme Funktion f(i), die m eineni Intel vallel defimert ist, 
m dem die Menge lhiei Unstetigkeitbpuukte abzahlbai ist ; duich eme 
m I konveigente Reihe von stetigen Funktionen (namlich Poljnomen) 
dargestellt weiden kann, die sogai in jedem Intel valle, das mneihalb 
ernes Stetigkeitsintei valles liegt, gleichmaBig konvergieit 

54, Die Baireschen Funktionenklassen. Ebenso wie eme gleich- 
maBig konvergente Reihe von stetigen Funktionen eme stetige Funk- 
tion zui Summe hat, ebenso hat auch eme gleichmaBig konveigente 
Reihe von Funktionen eister Klasse eme Funktion erstei Klasse (oder 
nulltei Klasse) zur Summe 1013 ) Abei ebenso wie fui die Reihen von 
stetigen Funktionen hoit auch hiei dei Satz auf, ncktig zu sein, 
wenn man bloB gewohnliche Konveigenz hat lou j 

1011) *R Bciirc, Pans C R 126 (ISOS'), p 1621/3, These, p G8/71 * 

1012) H Lebesgue , Bull sc math [33=] (2) 22 (1898), p 280/3, em anderer 
Beweis von H Lebesgue in E Roiel, Le^ns 067 ), p 97/8 Sieke auch E Rorel, 
Pans C R 137 (1903), p 903/6, Le^ns 957 ), p 96/7 

1013) R Baire, *These, p 67/8*, Le^ne 1006 ), p 112/14 + Der wesentlichste 
Teil dieses Satzes schon hoi V Voltena, Giorn di mat 19 (1881), p 79/80* 

+ Der entsprechende Satz fur Funktionen beliebiger Klasse bei H Lebesgue I0 *°), 
p 156, und bei R Baire, Acta math 30 (1906), p 5/6 — Nach C Bwstm 1005 )] 

P 300 Ai gdt dies fur beliebige Klassen auch, wenu man die gleickmaBige Kon- 
vergenz durch ,,einfack 8 t-gleickmafiige (umfoime) 41 [Nr 52] Konveigenz ersetzt * 

1011) *Nach C Burstin 1005 ), p 292/9, ist eme notwendige und hmreichende 
Bedmguug dafur, daB eme Gienzfunktion von Funktionen hochstens 1 Klasse 
selbst von hochstens 1 Klasse sei, che von ihm sogenannte „quasi -umfoime“ 
Konveigenz 1005 ; auf jeder perfekten Menge — Dagegen smd fui hohere als die 
eiste Klasso derartige, auf die Art der Konveigenz bezugheke, notwendige und 
hmieichende Bedmgungen nock mckt bekannt, vgl ibid, p 301/2* 
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Setzt man z B 101D ) lm Intervalle [0, 1] 

/■(*) = lim ( cos m ' %X Y% zOO = lllu t m [a), 

n — oo rn — oo 

so sieht man leicbt, daB die f m (x) Funktionen eistei Klasse smd, welehe 
als Gienzwert die m Ni 53 angegebene Funktion %(x) baben, und 
diese ist weder stetig nocb von der ersten Klasse 

Durcb Veiallgememeiung gelangt man zu der KlassifikatLon von 
Baire 1011 ) Wn haben die Funktionen dei Klassen 0 und 1 defimert, 
allgemem nehmen wir an, wir batten die Funktionen von mediigeier 
Klasse als cc definieit, daun nennt man FmiUion cc ter Klasse jede Funk- 
tion, welcbe als Gienze emer Folge von Funktionen mediigerei Klasse 
als a eibalten weiden kann, aber selbst mcbt von niedngeiei Khsse als 
a ist Man definieit so die Funktionen dei Klassen 0, 1, 2, , v, 

Man kann sogar diese Definition genau mit denselben Worten auf 
den Fall anwenden, daB cc eme tiansfimte Zabl ist Man siebt dann, 
daB msbesondere erne Funktion dei Klasse a [Ni 5] eme Funktion 
ist, die, obne von endlicbei Klasse zu sem, Gienze von Funktionen 
endlicber (abei notwendigeiweise mcbt bescbianktei) Klasse ist *Auf 
diese Weise konnen die Bane scben Klassen fui alle Indizes cc dei 
eisfcen und zweiten Canto** scben Zablenklasse definieit werden, und 
man siebb sebi leicbt 1010 ), daB auf Giund des m dei gegebenen Defi- 
nition entbaltenen Eizeugung&pnnzips dei Index a dei Ifawescben 
Klassen die erste und zweito Canto** Zablenklasse niemals vei- 
lassen kann 10l0ft ) Die in den Baneschen Klassen entbaltenen Funk- 
tionen weiden kuiz als Bawesche Fnnhtionen bezeicbnet * 

Es bleibt woblveistanden nocb zu beweisen, daB Funktionen allei 
fGassen existieien Zunacbst ist es leicbt, mit JR Bane 101 " 1 ) zu seben, 
daB man die Menge dei emdeutigen Funktionen mcbt eiscbopft, wenn 
man alle Funktionen bildet, deien Klasse eme gegebene (endlicbe 
odei tiansfimte) Zabl a mcbt ubeisteigt In dei Tat ist die Macbtig- 
keit f der eisten Menge gioBer als die des Kontinuums, d h als die 
Macbtigkeit allei dieser Funktionen von bocbstens a ter Klasse Daraus 
fol^t dann, daB Funktionen extstie*en , die mcbt m der Klassifikation 
von Baire entbalten sind 101S ) Abei kann man sie wnklicb defimeren , 
me angeben? 

1016) *Vgl II A 1 (J. Pnngsheim), Ni 3, Fufin J1 ) * 

1016) Rave, Tbe*e, p 70 * 

1016 a) ^Reziigbch cler Moghcbkeit emer Yerwendnng von Fuuktionenfolgen 
\om Typus SI (= Anfangszahl dei 3 Zablenklasse) siebe H Lebcsgne 102 °), p 151/2, 
FuBnote, sowie insbes TT r Siopnish, Fundaraenta math 1 1 , 1020 ), p 132/41 * 

1017) Tb6se, p 71 

1018) *Siebe ubngeus die mNi 20 vorund nach soc ) gemacbtcn Bemerknngen * 
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Em sebi emfacliei ScliluB yon E Hotel 1019 ) zeigt, daB man, wenn 
eme willkmlicbe (endlicbe oder transfimte) Zahl a gegeben ist, (nut- 
tels ernes Diagonal veifabrens) eme wohl besfcimmte Fnnktion konst) u- 
26 ) en kann, die entweder von lioherer Klasse als a ist odei ubeibaupt 
auBeibalb dei Klassifikation von R Baire steht Duicli creeignete 
Abanderung diesei ScbluBweise ist es H Lebesgue gelungen zu be- 
weisen, daft man wirkhch Funktionen vgendeinet gegebenen (endhchen 
oder t) ansfimtcn) Klasse angeben kann , und sogat Funktionen , ivelche 
der Klassifikation von Bane entgehen 1020 ) 

B Baire bat eme allgememe Eigenscbaft dei Funktionen, die in 
seiner Klassifikation enthalten smd, angegeben Jede Funktion von 
lrgendemer seiner Klassen ist anf jeder peifekten Menge bocbstens 
punktweise unstetig, wenn man die Mengen der ersten Kategone 
[siebe Nr 9a] m bezug auf diese peifekte Menge vemachlassigt l021 ) 
*Aber diese Bedmgung ist fui das Enthaltensem emei Funktion m 
der Bane scben Klassifikation nnr notwendig, dagegen, wie N Lusm 1022 ) 
gezeigt hat ; nicht Jmireichend* 

j H Lebesgue bat notwendige und bimeicbende Bedmg ungen dafur 
gegeben, daB eme Funktion von emer bestimmten Klasse a sei 1023 ), dai- 
unter aueb solclie, die eme Yerallgememeiung der oben angegeben en 
Batreschen cbarakteristiscben Bedmgung fui die Funktionen der 

1 Klasse darstellen Ei bat aucb den Satz bewiesen 1024 ) Bamit eme 

1019) E Borel, Le 9 ons 967 ), Note III, p 156/8 

Im Jahre 1898 hatte V Volterra an R Baue [\gl R Bane, Acta math 30 
(1906), p 47] die Mitteilung ernes Beispieles emei Funktion von hhheier ala 
der 2 Klasse gelangen lassen 1905 hatte R Baire [a a 0 , p 30/47] gezeigt, 
dafi man eine Funktion der Klasse 3 wirklich bilden kann 

1020) H Lebesgue , J de math (6) 1 (1905), p 205/16 [*Eme veiemfachte Dar- 
stellung des ersten diesei beiden Esistenzbeweise fmdet &ich bei O de la Vallee 
Poussm 1009 ), p 145/51 *] *Vgl auch C Euratowslt, Pans C R 176 (1923), p 229/32 * 

1021) R Baire, Pans C R 129 (1899), p 1010/13, siehe auch R Batre l0in ), 
p 21/30, [in seinei These, p 81/7, und m 1011 ), erstes Zitat, nur fui Funktionen 

2 Klasse] * Die obige Form des Satzes ist diejemge, die H Lebesgue, J de math 
(6) 1 (1905), p 184/88, gegeben hat, doit findet man die zum Verstandms uotigen 
Defmitionen und emen neuen Beweis *Emen andeien Beweis bat W Sttipmsh, 
Fundamenta math 1 (1920), p 159/65 gegeben Siehe femer hierzu G Km a- 
towsh, Fundamenta math 5 (1923), p 75/86 * — *Vgl anch den SchluG von ID0 ) 
nnd den Text bei 726 )* 

1022) *AT Lusin, hat dies zuerst m Pans C R 158 (1914), p 1258/61, untei 
der Voraussetzung der Hypothese, daB die Machtigkeit des Kontmuums gleich 

sei, dann neueidmgs m Fundamenta mathematicae 2 (1921), p 155/57, ohne 
diese Hypothese (nui nut Benutzung des Au&wahlaxioms) bewiesen * 

1023) H Lebesgue 1020 ), p 166/91 

1024) *ib , p 168/70 * 
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Funktion f{x) dei Klctssi filiation von Berne angehott , i$t es notwenchg 
und Jumeichend, dafi sic nach Borel mefibax sex [vgl Ni 30], d h daft 
die Menge dei Punkte x , m denen 

^ f(x) v 

ist, erne nach. Box el mefibare Menge sei [siebe Nr 91) u 20], was auch 
die Zahlen g, und v smd 

^Eine Modification dei Bane schen Klassifikation eigibt sick, 

wenn man nn Anscklufi an W H Young 1025 ) statt mit beliebigen, nui 

mit monotonen Funktionenfolgen openeit Bezeicbnen wn 1026 ) die 

Grenzfunktionen von monotonen Folgen stetmei Funktionen als Funk- 
ed c 

tionen exstet Chdnung , und speziell bei monoton wacbsenden Folgen 
die [in diesem Fail nach unlen kalbstetige 1027 )] Gienzfunktion als 
erne Gienzfunktion G 1? bei monoton abnelnnenden Folgen die [m 
diesem Fall nach oben halbstetige] Gienzfunktion als erne Funktion 
g Y Von hier ausgeliend defimeien wir wieder fui jedes a dei eisten 
oder zweilen Zalilenklasse die Funldionen ec tcr 0) dnunq Die Funk- 
tionen von medngeiei Ordnung als a seien defimeit, dann nenne 
man Funktion cc tor Oidnung jede Funktion, welche als Gienze einei 
monotonen Folge von Funktionen medugeier Oidnung als a erhalten 
weiden kann, aber selbst nicht von medngerei Oidnung als a ist 
Und zwai bezeichnen wir erne solche Funktion alb G a bzw g a , je 
nachdem sie nnttels emei monoton wacbsenden oder monoton ab- 
nehmenden Folge eizeugt wild Eme monoton wachsende [bzw ab- 
nehmendej Folge von Funktionen, die hoclistens Funktionen G a 
[bzw ^J 1028 ) smd, besitzt als Gienzfunktion ebenfalls hochstens eme 

1025) H \oung, Pioc London Math Soc (2) *J (1910/11), p 15/24, (2) 
12 (1913;, p 260/87, (2; 15 (1916), p 354/9 Vgl auch 10 - 7 ) 

Die Ansatze von IP H Young smd von H Hahn, Beelle Funktionen 1, 
p 328/49, genauer ausgefuhrt woulen Vgl fernei F Hausdoift l04 ‘ , ) 1 dei die hier 
einschlagigen Satze durch Spezialihieiung allgememeiei Untersuchungen geuinnt* 

1026) ^Wirwahlen die Bezeichnungen nn AnschluB an H Hahn'"™), p 328 
Wegen der Youngschen Bezeichnungen siehe loso ) * 

1027) *DaB eme Funktion dann und nui dann Gienzfunktion emer monoton 
wach&onden Folge stetigei Funktionen sein kann, wenn sie nach unten halb- 
stetig ist, hat zueist i? JBaire , Bull Soc math Fiance 32 (1904;, p 125/8 bc- 
wiesen, spater auch W H Young, Proc Cambridge Philos Soc 14(1908), p 520/29, 
Proc Boy Soc Edinburgh 28 (1908), p 249/58 [\gl auch Messenger of math 37 
(1908), p 148/51] Andere Beweise (zum Teil fur beliebige metnsche Baume) 
H Tietze , J f Math 145 (1914), p 9/14, H Hahn, Sitzgsber Ak Wiss WienITa 
126 (1917), p 95/103, C Caratheodoi y , Beelle Funktionen, p 175,6, 401/2, und 
besonders emfacli F Hausdorff, Math Ztscbr 5 (1919), p 293/4 * 

1028) + „Hochbtens G a ‘ soil bedeuten G a oder ngendeine Funktion \ou 
meilrigeier Oidnung als a* 
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Funktion G a [bzw g u ] 1029 ) Beim foitschieitenden Aufbau dex ver- 
schiedeuen Oidnungen mussen also abwecbselnd monoton waebsende 
und monoton fallende Folgen veiwendet weiden 103 °) 

Man siebt leicht, daB die Gesamtheit dei Funktionen allei dieser 
Oidnungen mit dei Gesamtheit alter Baue schen Funktionen identiscli 
ist Genauei eigibt sich 1031 ) Die Gesamtheit aUer Funktionen hoch- 
stens a t6V Klasse besteht aus alien Funktionen hochstens a t&r Oidnung 
sowie aus alien denjemgen Funktionen (a + l) tei Oidnung, die gleich- 
zeitig G a+1 und g a+i smd* 

+ Eme andeie Modifikation der Berne schen Klassifikation eigibt 
sich, wenn man nach W Siapniski statt „konvei gentei Folgen odei 
Reihen“ nbeiall ,, absolut h onveigeute Reihen“ veiwendet Zunachst zeigt 
sich, daB erne Funktion danu und nur dann m eme absolut konvei- 
gente Reihe stetiger Funktionen entwiekelbai ist, wenn sie die Diffe- 
lenz von zwei nach oben halbstetigen Funktionen 1st 1032 ), und dies 
1st kernes wegs fui jede Funktion dei eisten Ifrm eschen Klasse dei 
Fall 1033 ) Da jede monotone Folge sich ah absolut konveigente Reihe 
schieiben laBt, so 1st klai, daB eme Funktion a tei Oidnung von 
hochstens a tGr „Stufe“ m dei Klassifikation von W Siopihsh 1st 1034 ), 
und es 1st selbstveisiandhch, daB eme Funktion a ter „Stufe“ von 
hochstens cc t6T Klasse 1st Die Emteilung von W Sieypritshi steht 
also gewisseimaBen in dei Mitte zwischen dei von W H Young und 
der von R Bane TJbugens konnte man sehi leicht noch genauei 
sehen, daB (fur a 1 ) TF Sieipinslih Funktionen a tei „Stufe“ zu- 
sammenfallen mit Funktionen, die sich als Diffeienz von zwei Funk- 
tionen, die hochstens q a 103-1 a ) smd daistellen lassen, ohne daB diese 
Darstellung fur em kleineies < a moglich 1st* 

54 a. ^Klassifikation der Borelschen Mengen uud line Bezie- 
hungen zu den Baneschen Funktionen W11 haben bereits m Ni 54 

1029) *Siehe msbes H Hahn p 330/2 * 

1030) ^eskalb bezeichnet TT H Young die Funktionen G lf g x , 6r 2 , g 3 , 

G 3 , g 5 , bzw als Z-, u-, Zw-, ul- , lid-, ulu-, -Funktionen [wobei ei ubii- 

gens, anders wie oben, lrgendeme dieser Funktionen m alle folgenden Oidnungen 
gleicbei Ait nocbmals mit aufmmmt], was zwar fur kleme Indizes lecht em- 
dnnglich, fur gioBeie odei gar fur tranBfimte Indizes abei mebt gut brauebbar 1 st * 

1031) *Siehe TT H Young 102C ), zweites Zitat, p 283/7, sowie H Hahn™* 5 ), 
p 345/9 * 

1032) *TF Sierpifiski, Fundamenta math 2 (1921), p 15/18* 

1033; *TT Siei pzhshi 109 *), p 18/27, emfacherei Beweis \on St Ma*whiewicz, 
ibid, p 28/32, [siehe aucli p 32/o, sowie TT Sieijnhsl 1 , ibid, p 37/10, 
St Kempisiy , ibid, p 131/5]* 

1034) *St Kemp ist y, Fundainenta math 2 (1921), p 64/73 * 

1034 a) *Oder auch hochstens G u * 
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iuf die von H Lebesgue im ) aufgedeckte euge Beziehung zwi scken 
len Bcme schen Funktionen und den Boi elschen Mengen binge wiesen 
Dieser Zusammenkang ist ein nocli tiefei gehender Die Bo) elschen 
Mengen lassen sick m ahnhckei Weise wie die Bane scken Funktionen 
dassifizieieu, nnd es lassen sick dann die Bane scken Funktionen emei 
bestimmten Kdasse duick die entsprechenden .EWZscken Mengen cka- 
aktensieren und uingekekit 

Von diesem letzteien Zusammenkang ist zueist H Lelesgue im ) 
msgegangen, urn eine Klassifikation dei Bot elschen Mengen durch- 
iiifukien Er hezeicknet erne Menge M als erne „Menge F der Klasse a?" 
wir sckieiben n FJ) 9 wenn man M als Menge E [a ^ &] 103G ) be- 

-rackten kann, wo f erne Funktion dei Klasse a ibt und wobei es 
nchfc moglick sein soil, f dmck eine Funktion von niediigeiei Klasse 
u ei&etzen Und ei bezeicknet M als eine „ Menge 0 det Klasse a u 
wn sckieiben „O a u ) 9 wenn das Analoge fur E [a < / < 6] gilt Diese 
3ezeickniuig mkrt dahei, daB sick fui a — 0 die akgescklossenen 
)zw offenen Mengen (ens /ermes bzw ouveits) eigeben 

Die m der ersten bzw zweiten Definition auftietenden Mengen E 
connen auck ersetzt weiden durck E\f = 0] bzw durck £[/=(= 0], woi- 
ms folgt, daB die Komplementaimenge einei Menge F a erne Menge O a 
st Erne Menge F a (oder O a ) ist stets zugleick erne Menge 0 (odei F) 
on kockstens (a -J- l) tbr Klasse Die Gesamtkeit dei Mengen F und 0 
ller diesei Klassen ist identisck mit der Gesamtkeit der Hotel schen 
tfengen 

W H Young 1037 ) bat [wie sckon mNi 9 b eiwahnt], okne Reran- 
lehung dei J?a^escken Funktionen, in dnektei Weise eine deiartige Klas- 
lfikation dei Hotel scken Mengen voigenommen, mdem ei unruittelbar 
on den defimerenden und eizeugenden Piozessen dei Hot ehckvn Mengen 
vgl Ni 9b u 20] ausgekt, namlick von dei Bildung dei Vereimgungs- 
renge und des Duickscknitts von Mengenfolgen, wobei er wieder aus- 
chliefilick monotone (wachsende odei faUende) Folgen veiwendet 1038 j 
lan kommt so zu emer Emteilung dei Mengen, welcke ganz dei obigen 
knteilung der Funktionen m Oidnuogen entspucht, man wild zweck- 

1035) % H Lebcbgue 10S0 ), mbbes p 156/66 * 

1036) *Wegen diesei Bezeicbnungen siehe Ni 30 + 

1037) H Young 102 *), zweites Zitat , weitei auagefukrt von H Halm 102& ), 
331/42 Vgl aucli C de la Valhe Poussin, Trans Amer Math Soc 16 (1915), 
437/41, sowie F Hausdotf/, Mengenlehre, p 23/5 u 304 '6, u 10 16 ), fernei die 

emeikungeu in Ni Oh bei 125 ) * 

1038) *Doch ist hiei die Beschrankung auf monotone Mengenfolgen un- 
eseuthch und kann in Wegfall kommen Ygl msbes H Hahn 102fi ), p 335/7* 
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maBig die Bezeichnungen m ahnlichei Weise wahlen 1089 ) Unter Mengen 
1 Oidnung verstehe man die abgescblossenen Mengen und die offenen 
Mengeu, die als Mengen nnd 3S 1 bezeichnet weiden soiled Durcb 
Induktion weiden dann wieder fui jedes a dei ersten odei zweiten 
Zahlenklasse mit Hilfe der Mengen medrigeiei Ordnung die Mengen 
d kt Oichmng, namlicb die Mengen und 58 u folgendermaBen definiert 
Der Durchschnitt einei mono ton abnebmenden Folge von Mengen 
von medngerei als a ter Oidnung weide, wenn ei mebt gleiclifalis von 
medugeier als a t6r Ordnung ist ; eme Menge geuannt; uad die 
entspiecliende Veremigungsmenge naonoton wachsendei Folgen werde 
als eme Menge 58 ft bezeichnet Die oben defimeiten Mengen F a sincl, 
wenn oc eme isolieite Zahl ist, identisch ruit den Mengen und, 

wenn a eme Limeszahl ist ; identisch nut dei Gesamtheit dei Mengen 
v iox Oidnung und der Mengen Entspiechendes gi]t (mdem 2) 

duich 58 ersetzt wild) fin die Mengen O a 104 °) 

Diese Emteilung dei Boyelschen Mengen m Ordnungen laJJt sich 
ubugens geiadezu dei Emteilung dei ifaweseken Funktionen m Ord- 
nungen unteroidnen, jeder Menge 3) w fbzw 58 J ist namlicb in em- 
deutiger Weise eme ,,ckaiakteiistiscke“ Funktion zugeoidnet, welche 
in jedem Punkt dei betiachteten Menge gleich 1, sonst gleich 0 ist, 
und diese chaiaktenstische Funktion ist geiade eme Funktion q u 
[bzw G a ] Dementspiechend ubeitiagen sich die oben bei den Banc- 
schen Funktionen eiwahuten Satze auf die Boy el^ohQw Mengen 

Zwischen der Klassifikation dei Bane schen Funktionen und dei 
Bo'iehchen Mengen bestehen noch weiteie spezielle Zusammenhange, 
die zueist von H Lebesgue und dann auch von anderen Mathematikein 
unteisucht woiden sind, und die zu emei Chaiaktensierung der Baue- 
schen Funktionen bestimmtei Klasse oder Oidnung dienen odei fuhren 

1039) ^Wir wollen uns bzgl der Bezeichnungen wieder an H Hahn 10 - 5 ), 
p 334, anschliefien 

W H Young 10 - 5 ), zweites Zitat, verwendet natuilicli eme der obigen 10S0 ) 
entsprechende Bezeichnungsweise i o -, io -, oi-, tot-, oio- , -Mengen, dabei 
smd i und o Abkurzungen von „ inner bzw outer limiting sets" [siehe Ni 01)] 

F Hausdoiff, Mengenlehre, p 304/5, verwendet die analogen, durchsichtigen 
Bezeichnungen F, G, F a , G d , F od , G 0(J , Von der Hausdorft schen Be- 

zeichnungsweise haben wir m Nr 01) gelegentlich Gebiauch gemacht Wir 
ziehen aber luei die kurzere und fur tiansfimte Oidnungszahlen geeigneterc 
HahnschQ Bezeichnungsweise voi * 

1010) *Die Invananz chesei Klassifikation dei Bold schen Mengen gegen- 
uber umkehibar emdeutigen und beiderseits stetigen Transformationen hat, wie 
schon m Ni 17a erwahnt, W Sier 2 nksh S3f)R ) bewiesen, vgl dazu auch !m,, ) J «) 
und deu zugehorigen Text * 
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Zunackst 1041 ) Damit f hoehstens erne Funktion G a sei, ist not- 
wendig unil kmreichend, daB fax jedes p die Menge F[f>p] hoch- 
stens erne Menge 9? C( , seL, damit f genan eme Funktion G a sei ; muB 
auBerdem nock gefoideit weiden (dann wieder notwendig und hm- 
reicbend), daB fin kein /3 < a alle Mengen F[f>p] und ebenso fui 
kein /3 < a alle Mengen E [f < hoehstens Mengen 58^ smcl 

Daiaus folgt dann sofort auch Damit f eme Funktion rc tor Klasse 
sei, ist notwendig und hmreickend, daB fui alle p und q die Mengen 
E[p<*f <I#J 1042 ) bochstens Mengen F a smd und daB dies fui keme 
klemeie Klasse ft (/] < cc) dei Fall ist 1043 ) [Daiaus eigibt sich un- 
mittelbax der scbon m bfr 54: erwabnte Satz, daB die Bern eschen. 
Funbfcionen mit den nacb Boy el meBbaien Funktionen identiscb smd] 

In engern Zusamnienbang bieimit leitet H Lebesgue 102S ) nocb 
eme Reibe weiteiei cbaiakteristiscbei Eigenscbaften fur die Funktionen 
a tor Khibse (odei koebstens a tcr Klasse) ab 1014 ) 

Die Beziehung zwischen den Bote Zscben Mengen und den Brnye- 
seben Funktionen bestimmter Klasse bat F Hctusdo>ff mb ) m be- 
merkens welter Weise vei allgem emerfc, mdem ei fast beliebige Systeme 
von Funktionen f und die zugebongen Mengen M = E [f > p\ bzw 
N — E [f p\ betrachtet Es eigeben sick bieibei eme Reibe von 
Satzen, die analog den wichtigsten Aussagen fui die Bat) eschen Funk- 
tionen smd und diese als Spezialfalle entbalten 

Die Betracbtungen dteser und der vorigen Ni gelten im wesent- 
licben unveiandeit, wenn die Funktionen niebt im Gesamtiaum ; sondern 
nur auf lrgendemei (eventuell emei geeigneten Bedmgung zu untei- 
werfenclen) Menge 2ft defimert smd oder wenn dei Gesamtraum lrgend- 
em metuscbei (zum Teil nocb allgememerer) Raum ist 101G ) Im Zu- 

1041) *JV 11 Young 10 **), zweites Zitat, p 260/83, dnttes Zitat, p 357/9 
Vgl auch H Hahn 10 2 % p 342/5 * 

1042) *Man konntc dafur auch E [f ^ q] nelimen Ferner konnte 

man hierin und < duicli > und < ersetzen, wenn man gleichzeitig F durch 
0 ersetzen wurde * 

1043) * II Lebesgue 10 * 0 ), p 167/8, siehe auch C dc la Vallee Poussin , Integrates 
deLebesgue, p 139/42, sowiemsbes W Sierpihsh, Bull Acad sc Cracovie (A) 1918, 
p 168/72 (wo auf eme Ungenauigkeit bei H Lebesgue aufmerksam gemaekt wird) — 

Es sei m diesem Zusammenhang noch auf W Sieipmsla, Pans C R 170 
(1920), p 919/22, Fundamenfca math 2 (1921\ p 74/80, hingewieseu * 

1044) + Siehe hieizu auch H Hahn 10 -*), p 352/6, C de la Vallee Poussin 10 ™), 
p 142/5* 

1045) Hausdoiff, Math Ztschi 5 (1919), p 292/309, insbes p 298/309, 
[siehe dazu auch Mengenlehre, p 27/31, 390/4]* 

1016) *Sieke F Hausdoiff l04C ) u H Hahn 10 **), p 318/92, vgl ferner B Banc , 
Acta math 32 (1909), p 97/176 * 
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sammenkang daunt ist noch. msbesondeie del Fall zu keiucksicktigen, 
daB die veiwendeten Funktionenfolgen mcbt uberall konveigieien 
(, )} unvollstandige Baoesche Funktionen") Es eigibt sich Die Menge, 
m der ngendeine Folge von Funktionen genngeiei als a t0r Klasse 
konveigiert, ist bockstens eine Menge © ft + 2 Abei auch umgekebrt 
Jede Menge $ a+2 ist Konveigenzmenge yon Funktionen genngerei 
als a ter Klasse 1047 ) 

Wenn erne Bane scbe Funktion f von a CI Klasse nur auf emei 
Menge SD? defimeit ist, wnd man fiagen, ob diese Funktion f zu 
emei Funktion gleiehei Klasse im ganzen Raum Pi mveiteit weiden 
kann Wn befciacbten zunachst die stetigen Funktionen ( a — 0) Es 
ist fast selbstveistandlick, daB sick eme auf emer beliebigen Menge 3)7 
stetige Funktion dann und nur dann zu emei auf dei abgescklossenen 
Hulle 3Ji stetigen Funktion erweitein laBt, wenn in jedem Haufungs- 
punkt von 9J7 em Limes dei m 317 gegebenen Funktionsweite 
existiert 10i8 ) Danibei kinaus ist yon mebreien Matkematikem, zum 
Teil unabhangig yonemandei und auf veisclnedenen Wegen 1049 ), be- 
wiesen worden, daB jede auf emei abgescklossenen Menge 3)7 stetige 
Funktion sick zu emer im ganzen Raum stetigen Funktion erweitein laBt 

Fur a 1 eigibt sick entspieckend Ist 3)7 kockstens eine Menge 
und f auf 3)7 yon kockstens a tlJ1 Klasse, so laBt sick f zu emer 
Funktion, die mi ganzen Raum Pi von kockstens a t0 1 Klasse ist, ei- 
weitein, emfack daduick, daB man auf (B — 937) die Funktion / gleick 
emer Konstanten setzt 1050 ) Bei beliebigem 3)7 lassen sick die JBedm- 
gungen angeben, untei denen f auf den ganzen Raum eiweitert wei- 
den kann, es kommt wesentlick darauf an, zu seken, wann die Ei- 
weiterung yon 3)7 nack 3)7 moglich ist 1051 ) 

1047) *H Hahn , Arch Math Phys (3) 28 (1919), p 34/45, [vgl auch Reeile 
Funktionen I, p 380/3, dei Fall a = l auch bei W Sieipvnsli , Fundamenta math 
2 (1921), p 41/9 J Siehe fernei F Hausclorff, Mengenlehie, p 30/31, 390/9 
und 911 )* 

1048) *i? Fane, Acta math 30 (190b), p 17 [Die analoge Erweiterung 
punktweise unstetiger Funktionen bei T Broden, Acta Umv Lund 33 [= (2) 8 J 
(lb-17), p 16] * 

1049) Tietze, J 1 Math 145 (1914), p 9/14, C dc la Vallee Poussin l04B ), 
p 127, H Boh i m C Caratheodory, Feelle Funktionen, p 617/20 [s auch p VI], 
L E J Biouwei , Math Ann 79 (1918T9), p 209 'll [siehe auch p 403], F Ham - 
doift 10 * 5 ), eistes Zitat, p 296/8 * 

1050) *Siehe H Hahn 102|J ), p 356 — F Hausdor/f lbl& \ p 306/9, zeigt etwas 
allgememer die Erweiterung einer Funktion a tor Klasse, wenn W hochstens eme 
Menge 3)^ + 1 ist * 

10^1' *Eme derartige Untersucliung bei H Hahn l ™\ p 3b0/3 — Speziell 
iur a = 1 siehe R Baire 1048 ) n H Hahn I026 ), p 364/5* 
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Zusammenfassend konnen wir sagen, daB die Baiye scken Funk- 
tionen und die Boy el scken Mengen aufs allerengste initemandei ver- 
knupft smd und daB line Eigensckaften sick gegenseitig bedmgen 
Wir wollen abei znui ScbiuB dock nock auf emeu Fall aufmeiksam 
macken, wo eine Betiacktung dei Bane scken Funktionen ubei die 
Gresamtkeit der jSmefechen Mengen kmausfukit Nadi N Lusin mia ) 
biauckt namlich die Menge dei Funktionswerte, die erne Baiye scke 
Funktion aimekmen kann, keme Boyelsche Menge mehi zu sem, son- 
dern sie wild 1 m allgemeinen nur erne Menge (.4) [s Ni 9b] sem 
existieien sogai beieits Funktionen eistei Klasse, die, abgeseken 
von den rationalen Stellen, in [0, 1] stetig smd und deren Fuuktions- 
werte keme Bo? el scke Menge bilden * 

55. Die analytisch. darstellbaren Funktionen Seit G Lejeime- 
Diyidilet und B Rieyyia?i?i ist man ziemlick allgemein dann eimg, 
eine Zakl y als emdeutige Funktion dei Veiandeilicken x zu be- 
tiackten, wenn jedem Werte von x ein Weit von y entspiickt, okne 
daB man sick von vomheiein mit deni Yeifakien besckaftigt, das zur 
Definition diesel Zuoidnung dient 1053 ) Wenn auck diese Definition 
allgemein anerkannt wild, so betiackten dennock viele Matkematiker 
als naiarlicher diejemgen Funktionen, die duick analytiscke Ausdrucke 
bestimmt smd Z B unteisuckt man liebei die Funktion des Argu- 
ruentes, die duick die Werte emei Mac Lamm scken Reike auf ihiem 
Konveigenzkieis defimeit ist, als die a <pno?i gebildeten unstetigen 
Funktionen Es wai von Inteiesse, die Fiage zu beleuckten, ob diese 
Unteisckeidung emem wnklicken Sackverkalt entspuckt 

Zunackst ist es leickt emzuseken, daB diese Unteisckeidung m 
der Praxis keme Existenzbeiecktigung besitzt Die Funktionen, denen 
man da begegnet, selkst die sondeibaisten smd stets ernei analytiscken 
Darstellung fakig Man kann nainlick jede stetige Funktion in gleick- 
maBig konveigente Reiken von Polynonien entwickeln Hieiaus folgt, 
daB jede Funktion der eisten Baweschen Klasse duick eme Reike von 
Polynomen daigestellt weiden kann, die (allei dings liu allgemeinen 
mckt gleichmaBig) konveigieit Eine Funktion zweitei Klasse kann dann 
durck eme Doppelreihe ? = « 

2 2 *~*> 

<1 = 1 Lp=i 

dargestellt weiden, m dei die P (rt) Polynoine smd Und allgemein 

1051a) Lusm l2C ), vgl clazu auch IT Sieipihsh [Bull Acad be 
Ciacoue (A) 1918, insbes p 168/6 sowie p 191/2]* 

1052) ^Hislonscbes ubei. deu Funktion sbegnff m II A 1, Ni 1—3 (A Pung u- 
henn) * 
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wird eme Function. ?i ter Klasse clinch erne w-fache Reihe dargestellt 
werden, deieu samtliche Glieder Polynome smd 

Aber man kann sich dennoch fi agen, ob es analytisch nielit dar- 
stellbaie Funktionen gibt Man muB zunachst festsetzen was man 
daruntei veisteht H Lebesgae nennt analytisch daistellbar jede Funk- 
tion, die man konstiuieren kann, indem man nach emem bestimmten 
Gesetz endlich oclei abzahlbai imencllich viele Additionen, Multiplika- 
tionen, Grenzubei gauge an IConstanten und Verandei lichen voimmmt 1053 ) 
Der Fall, daB dei Gienz ubei gang an mcht ubeiall konveigenten Reihen 
yorzimehmen ist, wucl dabei mcht ausgeschlossen, wodurch auch mcht 
uberall defimeite Funktionen zugelassen weiden Es ist ferner zu 
bemerken, daB die ublichen, duich die Symbole 

, T, sin, log, j, 

X 0 

dargestellten Opeiationen, wenngleich sie untei den ausdrucklich zu- 
gelassenen Opeiationen mcht eischemen, dennoch, auf analytisch dar- 
stellbare Funktionen angewendet, wiedei analytisch daistellbaie Funk- 
tionen eigeben 1054 ) Z B ist 

u v — u X -- , 
v 7 

und man kann eme Reihe von Polynomen m v angeben, die gegen 
~ konveigieit, ausgenommen fui v — 0 

H Lebesgue zeigt damn, daB jede analytisch daistellbare Funk- 
tion m der Klassifikation von Bane enthalten ist 1Qr>5 ) Die Umkehrung 
ist ubngens evident Man kann also die oben [Nr 54] angegebenen 
Resultate nach S Lebesgue folgendeimaBen ausspiechen Damit eme 
Funktion analytisch daistellbar i ist , ist es notwendig und Inmeichend , 
dafi sie eme nach Ben el mejSbare Funktion sei Man kann analytisch 
mcht daistellbaie Funktionen angeben , und 1056 ) man kann nnter lhnen 
sogar solche finden, die tiotzdem im Rienumnsoheii Smne mtegrabel smd 

1053) H Lebesgue 10 ao ), p 145 

1054) id p 146 

1055) id p 152/3, 168/70 

105b) id p 216 — *Dies stun int saclilicli uberem mit der bereit& m Nr 20 
voi und nach s<16 ) gemachten Bemerkung, daO man Mengcn angeben kann, die 
zwar nn Joidan seben, mebt aber im 7?o;eZscken Sinn mefibar smd — Ubngens 
liefeit natnrlich jede mcht meBbaie Meuge M sofoit em Beispiel emei analytisch 
mebt darstellbaien Funktion /, wenn man / = 1 auf AT, = 0 m den ubngen 
Punkten setzt Und das gleiche gilt aucb, wenn man fur M eine Menge 2 Kate- 
gone nimrnt, deren Komplementarmenge ebenfalls von 2 Kategone ist [vgl Nr 9a], 
denn nach 107 ) ist eme solche Menge M mcht nach JBorel mefibai * 
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Man kann von den analytigch dai&tellbaien Funktionen diejemgen 
unterscbeiden, die [miplizite] analytisch defimeit smd 1057 ) II Lebesgue 
nennt so jede Funktion y , die gleiclizeitig mit emei endheben (oder 
sogar abzablbai unendlicben) Menge andeiei Funktionen y l} y 27 de- 
fimert ist als erne der Losungen einer Menge von ebenso vielen Glei- 
cbungen, die man eihalt, mdern man analytisch daistellbare Funk- 
tionen von x , y 3 y 17 y 27 gleich Null setzt II Lebesgue will nun 
beweisen, daB jene Unteiscbeidung unwesentlich ist, d b daB jede 
implizite analytiscb definieite Funktion aucli aualytisch darstellbai 
ist 1058 ) + Abei der Beweis von H Lebesgue muB als miBlungen an- 
gesehen weiden, da er sich wesentlicb auf emen unuchtigen Hilfssatz 
stutzt 1059 ) N Z^w 1059a ) gibt an, daB sicb tiotzdem die Lebesgue sche Be- 
hauptung bezuglicb dei implizite definierten Funktionen beweisen lasse * 

56. Konvergenzcharakber von Folgen meJBbarer Funktionen 106 °) 
+ Alle jftaz/rseben Funktionen smd, wie erwahut, nacb JBoel meBbar, 
daber bilden die (nacb. Lebesgue) meBbaien Funktionen eme umfassen- 
deie Gesamtbeit Wn wollen nun zunacbst einige allgemeine Aus- 
sagen ubei den Konveigenzchaiakter von Folgen meBbaier Funktionen 
machen und dann nacbber [Ni 57 a] allgemeine Beziebungen zwiscben 
den xneBbaren Funktionen und den escben Ivlassen untersuchen* 

Man kann mit H Lebesgue sagen, daB eme Reihe fast uberall™ 0 ) 
lm Intel vail [a 7 b] konveigieit, wenn die Menge der Punkte, wo sie 
mebt konveigieit, vom MaB Null ist 

+ Es ist nun bemerkensweit, daB man ubei den Ivon vei gen zeba- 
lakter emer fast ubei all konvergenten Reibe wesentliebe Aussagen 
macben kann, sobald die Emzelfunktionen als meBbai vorausgesetzt 
werden * 

1057) id p 14 r < 

1058J id p 192 

1059) ^Es handelt sick urn den Hilfssatz (a a 0 , p 191/2), daB die Pio- 
joktion einei Boiehchen Menge wieder eme Borehche Menge sei Die Unnchtig- 
keit dieses Hilfssatzes kat M Soushn, Pans C R 164 (1917), p 88/91, nachge- 
wiesen, sieke kieiuber Nr Ob — tfbrigens bestehfc dei FehlsckluB H Lebesgue s 
beim Beweis dieses Hilfssatzes dann, dafi er annunmt, die Piojektion des Durcb- 
seknittes emer abnekmenden Mengenfolge sei gleick dem DuicbBckmU der em- 
/elnen Projektionen, was duick seki emfacke Beispiele wideilegt verden kann — 
Vgl da 7 ii auck H Lebesgue , Atm Ec Noirn [54 =] (3^ 35 (1918), p 240/3 * 

1059a) Limn, Pans C R 161 (1917), p 93, dock feklen kier die 
nakeren Ausfukrungen * 

1060) *Die in diesei Nr bekandelten Dinge hat H Hahn, Reelle Funktio 
nen I, p 556/63 u 570/4, lusofern veiallgememert, als ei an Stelle der meBbaren 
Funktionen die allgememeren „qp- meBbaren “ Funktionen [vgl Ni 30 bei ™ 4 ) 
bis Bn7 )] betracktet* 
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E 1 3o)el mi ) hat gezeigt Wenn erne Eeihe von meBbaren Funk- 
tionen fast ubeiall ini Intervall [a, V\ konvergieit, so stiebt das Mafi 
dei Menge von Punkten, m denen del Reihemest vom Range n ab- 
solut genommen gioBer als erne willkuiliche positive Zahl e ist, mit 

- der Null zu 1062 ) 

^Das Gleiehe gilt nach H Lebesgue 10CS ) auch, wenn man die Worte 
^Reihemest vom Range n tl durch „mmdestens em Reihemest vom 
Range m ^ n u eisetzt * 

Die vorsfcehenden Satze konnen als Spezialfalle des folgenden 
Theoiems von D Th Egoi off 1064 ) betiachtet weiden ; dei dasselbe aus 
jeneti Satzen abgeleitet hat 

Wenn erne Reihe von meBbaien Funktionen fast ubeiall m emern 
Intervall konveigiert, so kann man aus diesem Intel vail erne Menge 
von beliebig kleinem MaB rj heiausheben, dei ait, daB die Reihe in 
der Komplementai menge gleiehmaJBig konveigieit 1065 ) 

1061) E Borel, Le^ns 967 ), p 37 *Vgl dazu auch C Aizela, Mem 1st 
Bologna (5) 8 (1899/1900), p 135, wo sick bereits em Spezialfall des Satzes findet * 

1062) *Man kann diesen Satz nock etwas anders foimuheren, wenn man 
folgende Begufte verwendet Es sei 31 erne meBbare Menge (etwa \on endlickem 
MaB), es sei { f tl ) erne Folge von auf 31 meBbaien Funktionen und f ebenfalR 
erne auf M meBbaie, endliche Funktion, wenn dann das MaB dei Punkte, 
wo | f — f n \ groBei als eine willkurlicke positive Zahl s ist, fur jedes 8 mit 
wacksendem n der Null zustrebt, so sagt F JRiesz [Pans C It 148 (1909), 
p 1303/5], die Folge { f n } Lonveigiere gegen f „eti mesure 11 , odei, an E Borel 
[Paris C R 154 (1912), p 413/5, J de matk (6) 8 (1912), p 192/4] ansekkeBend, 
sagt man, die Folge {f n } louver gw e n a&gmptotisch u gegen f 

Unter Benutzung dieser Ausdrucksweise kann man also den obigen Borel - 
seken Satz so ausspiecken Wenn erne Folge von meBbaien Funktionen m emem 
Intervall (oder auf emer meBbaren Menge 31 von endlickem Mafi; last ubeiall 
gegen f konvergieit, so konvergiert sie daselbst asymptotisck gegen f 

Das Umgekehite gilt mcht Aber man kann nack F Riesz , a a O , aus eiuei 
solcken gegen f asymptotisck. konveigenten Folge stets erne Teilfolge keraus- 
keben, die fast ubeiall gegen f konveigierfc * 

1063) Lebesgue, Pans C R 137 (1903), p 1228/30 [untei Bezugnahme 
auf seme Tkese, p 29], Lemons sui les series tiigonometiiques, Paris 1906, p 9 10 
[dazu Ricktigstellung ernes klemen Yeisekens Pans C R 149 (1909;, p 102/3] 

Man kann dies nack emer Bemerkung von I) Th Egoroff lutj4 ; leicht aus dem 
voistehenden Borehehen Satz folgem * 

1064) JD Th Egoioff } Pans C R 152 (1911), p 244/6 [*Eiu andeiei Beweis 
dieses Satzes bei F Biesz, Acta htteiarum ac sciential um Umv Ilungar Franc -.Tos 
(Secfcio scient matk ) 1 (1922), p 18/21 *] 

1065) ^Dieser Satz lafit sick mckt dahm versckaifen, dafi die gleickmafiige 
Konvergenz in emem mafigleicken Kem des Inteivalls (bzw von 31) etattfindet 
vgl C Cat atheodory, Reelle Funktionen, p 3S4/S r ) * 
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JUbngens kann man statt eines Inteivalls lnei erne beliebige 
mefibaie Menge M yon endlicbem MaB zugrunde legen* 

+ Man kanu diesen Satz nocb anders foimuheien, wenn man dabei 
erne sckon yoibei von H Weyl 10 G6 ) angegebene Begnffsbildung ver- 
wendet Ei bezeicknet erne auf M defimerte Funktionenfolge als 
v wesenthcli-gleicltmafiig <{ kouveigent ; wenn sie, nach Au^sckluB emer 
geeigneten Teilmenge von beliebig klemem MaB, auf der Restmenge 
von M gleicbmaBig konveigieit 

Dann besagt also der Satz von Egoioff, daB eme auf M fast ubey- 
all lonveygente Folge mefibcuey FituUionen doit aach ivesentlich-gleich- 
mafitg Iconungieit Also fin erne auf dei meBbaien Menge M von 
endlicbem MaB defimerte Folge von meBbaien Funlctionen decken sick 
die Begnffe <,fast obey all lonve>gent c und „wesenth(h-gleichmafhg Lon- 
vei g(nt u vollstandig 1067 )* 

57 Konvergenz im Mifctel Sei SI die Menge dei Funktionen, 
deren Quadiafc mi Tntervall [a, b] sumnneibai ist Gehoren f(x) und 
( ) dei Menge SI an, so geboit auck f(x) — (p(x ) zu & und man 
kann den Ausdruck 



(p{x)Yd% 


als die „Entfey nung“ von f(%) und <p(x) bezeichnen [^Siehe Ni 26 a, 
insbes bei 542 ) *] E Fischey 10f ' 8 ) sagt, daB eine Reike von Funktionen 
von St 

(n f x (x), f 2 (x), , t n (x), 

nn Mittd louveygwt, wenn die Entfeinung von f n (x ) und f n+p (x) 
mit ~ beliebig Idem wild, was auck p sei Und ei beweist 1069 ), daB 
dann m SI eme Funktion 

existieit, gegcA) die die Reihe im Mittel konveigieit, d k daB die 


1066) Wcyl , Math Ann 67 (1009), p 225 * 

1067) + TF H Young , Quart J of math 14 (191)), p 129/34, Proc London 
Math Soc (2) 12 (1913), p 363/4, hat den Satz von Egorotf noch verallgeinemert 
Wenn man die Voiaussetzung fallen laBt, daB die betrachtete Funktion eniolge 
fabt uberall konvergieien soil, bO kann man immer noch eine analoge Aussage 
mackon, wobei an Stelle der „gleickmaBigen Konveigenz 11 jetzfc die „gleichm iBige 
bzw sekundar-gluckmuBige Ckzillation* [vgl Nr 49, SchluB] tritt * 

106S) E Fische? , Pans C R 144 (1907), p 1022/4, [vgi auch p 1148/51] 
^Eme deiartige Begnffibildung findet sieh ubngens im wesenthchen sebon bei 
A RarnacL , Math Ann 17 (1580), p 126 u 128* 

1069) JEm anderer Beweis dieses Sat/es bei H Weyl 10 " 1 ) * 
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Entfernung von f(x) und f n [%) mit ^ unendhch klem wird J(x) ibt 

naturlicli nur bis auf eme Nullmenge bestimmt, d h an Stelle von 
f(x) kann hiei auch ]ede dazu aquivalente Funktion treten* 1070 ) 

H Weyl 1071 ) beweist auBeidem, daB man aus dei irn Mittel kon- 
vergenten Reihe (1) stets eme Teilfolge heiausheben kann, die gegeix 
f(x) gleichmaBig konveigieit m emei Punktmenge des Intel vails [a, b\ 
deren MaB sicb beliebig wemg von (b — a ) untei scheidet *Odei an- 
ders gesagt Aus dei irn Mittel konveigenten Funktionenfolge (1) 
kann man stets eme gegen f(pc) ivesenthch-gleichmafhg konveigente 
[Nr 50] Teilfolge heiausheben* 

57 a. *Allgememe Beziehungen zwisehen meBbaren Funk- 
tionen und Baireschen Klassen Die Banes chen Funktiouen smd, wie 
oben betonfc wuide, naeh Boiel mefibai und mfolgede^sen m dei um- 
fassendeien Gesamtheit der (nach Lebesgue ) mefibaien Funktionen ent- 
halten Es bestehen nuu sehi emfache allgememe Beziebuugen zwi- 
schen den ineBbaien Funktionen und den Funktiouen dei niedugsten 
Baue sehen Klassen G Vitah 1072 ) hat namlich den folgenden Satz be- 
wiesen Zit jedu behebigen mcfibaien Fanltion ist eme Function vou 
(Jiochstens) 2 Klasse aqmvalent 543 ), d h die beiden Funktionen uuter-* 
scheiden sieh nui m einei Nullmenge (Natuilich ist diese Aussage 
fur die meBbaien Funktionen chaiaktenstisch ) Man kann diesen Satz 
als em Analogon zu dei m 391 ) gemachten Aussage ubei maBgleichen 
Kem (bzw Hu lie) emei nieBbaren Menge auffassen und, von da aus- 
gehend, aueh sehr emfach beweisen Wenn man ubngens die Into- 
giationstheone benutzt, so folgt dieser Satz, wemgstens lui summier- 
bare Funktionen, unmittelbar aus dei Tatsache [Ni 40], dafi erne 

1070) *Veral]gemeinei ungen clieBei Betiachtungen smd gegeben worden 
a) von F Riesz 10 **) u Math Ann 69 (1910), p 461/8, wo der Exponent 2 durck 
eme kehebige positive Zakl ersetzt wird, [vgl dazu auch J Radon, Sitzgsbei 
Ak Wiss Wien II a 122 (1913), p 1361/8, 128 (1919), p 1088/92], b) von Ria 
Nalh, Rend Circ mat Paleimo 38 (1914), p 305/19, 320/3, wo unendlicke Inte- 
gLationsmtervalle betrachtet werden* 

1071) S Weyl l0bG ), p 243/5, siehe dazu auch M Rlcincheiel, Rend One mat 
Palermo 30 (1910), p 292/5, *Bull sc math [58 1 =] (2) 47 x (1923), p 195/204 * 

1072) 6r Vitali, Rend Ist Lomb (2) 38 (1905), p 599,603 ^Ygl auch 
C Caratheodory , Reelle Funktionen, p 403/7 * 

^Ferner sei uberhaupt wegen der m diesei Nr behandelten Dmge auf 
H Hahn, Reelle Funktionen I, p 5b3/70, hmgewiesen, wo an Stelle dei mefi- 
baren Funktionen allgememere „<p-mefibare“ Funktionen [vgl Nr 80, bei 59 *) 
bis 507 j] betrachtet werden * 

*Fur die Satze dieser Nr hat vor kurzein W Sieipi/tbh, Fundainenta math 
3 (1922), p 314/21 neue Beweise gegeben * 



57 a Allgem Bezieh zwiachen meBbaren Funktionen u Baireselien Klassen 1183 

Denvieite ernes unbestmimten Lebesguesohzn Integrals fast ubeiall 
nut dem Integranden uberemstmimt 

Aus clie&em Satz von G Vitali eigeben sich noch emige weiteie 
Folgerungen 

M Fiechet 107s ) bat bewiesen, daB es zu jedei beliebigen Bawe- 
seben Funktion f eme Beihe von Polynomen gibt, die fast nberall gegen 
f lonvergmt Diesei Satz laBt sicb jetzt nut Hilfe des vorstebenden 
FWzschen Satzes sofoit fui alle mefibcuen Fnnltionen f veiallgemei- 
nem 1st ubngens / eme summieibare Funktion, so kann man den 
Satz direkt (obne Bezngnabme auf die Ifazjcscben Funktioneu, mit 
Hilfe dei Integrationstheone) begi unden und kann bieifui die Poly- 
nome sofort explizit angeben Es wild namlicb nacb F Rtesz das 
Gewunsckte (un Inteivall [0 7 1]) beieits duicb die zugebougen Lcwidau- 
scben Polynome [Ni 50] geleistet 1071 ) Man kann das eben Gesagte 
ancb so fonuulieien 1st f eme meBbaie Funktion auf enter meBbaren 
Menge M } so gibfc es emeu maBgleicben Kem von M, auf welcbem f von 
Jiochstcns 1 Klasse ist Daiaus daif man abei nicht scblieBen 1075 ), daB 
iede meBbaie Funktion auf M zu emei Funktion 1 Klasse aquivalent 


1073) M Ficcheb, These, Pans 1906 = Rend <Jn c mat Palermo 22 (1906), 
V 1^/17 [*Voilaufige Mitteilmig Pans C R 140 (1905), p 28*] 

1074) Schon vor M Ficchet hatted Lcbe^fue [Math Ann 61 (1905), p 251/80, 
insbes p 277, *vgi auch Lesons 1 ™ 3 ), p 92/6*] gezeigt, daB die antkmetischen 
Mittel 6 n von L Fejer [\gl den Aitikel 1IC10 von E HiTb n M Biesz uber 
trigonometn&che ReihenJ gegen die Funktion konvergieren, auBer nelleieht fur 
eme Punktmenge vom MaB Null [Hieiaus laBt sicli unmittelbar eme wirklicbe 
Beatimmung emer dem Satz entspiecbenden Reihe von Polynomen beileiten ] 
P Fatou [Acta math 30 (1906), p 395/400] ist zu emein analogen Resultat imt- 
tels des Poissonschen Integrals gelangfc Endlicb hat F 1 Biesz , Jahresb Dtscb Math - 
Vcr 17 (1908), p 140/211 gezeigt, dafi die Polynome L n [x) von E Landau 
[Nr 50] gegen /(<) konveigieion, selbst wenn j(jb) nur eme summieibare Funk- 
tjon iBfc, wobei die Konvergenz gegen f{%) kockstens in den Punkten emer Menge 
vom MaB Null aussetzt [Wegen weiteier Emzelheiten siebe 94 2 ) ] Alle diese 
Beweise, bib auf den von M Frechet , beruben auf cler I’atsacbe, daB ein unbe- 
stimmtes Integral die mtegnerte funktion, aufier vielleicbt fur eme Menge vom 
MaB Null, /ur Ableitung bat H Lebesgue hat schlicBlich noch bewiesen [Ann 
Fac sc Toulouse (3) 1 (1909), p 86/101], daB alle diese Resultate Bich aus emem 
allgememen Kritenum ableiten lassen, das auf die smgulaien Integiale von 
K Weiei sfutfi, S D Boisson , E Landau und Cfi J de la Vallte Poussin An- 
wendung hndet [vgl die allgememe Theone dei smgularen Integiale lm Artikel 
IIC 11 ( E LLilb u O Szasz)] Per Beweis von A/ Fiechet dagegen beruht auf 
emer allgememen Eigenscbaft der Poppelreiken — + Siehe hierzu auch E W 
Hobson , Proc London Math Soc (2) 12 (1913), p 150-73* 

1075) *Wie dies C Bitistin^ b ) [vgl msbes die doit zitieifce (von A Bosenthal 
veianlaBte) Benchtigung] getan hatte* 
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ist Den n Die Folge dei Polynome wnd 1 m allgememen auf emei 
Nullmenge mebt konveigieien und dalaer nicht auf dei ganzen Menge 
M eme Funktion 1 Klasse definieien In dei Tat gibt es meBbaie 
Funktionen, die (auf lhrer Defimtionsmenge 31) zu kernel Funktion 
1 Klasse aquivalent bind 1076 ) — 

Mit Hilfe des Satzes von Ego) off [JSTi 56] kann man weitei nocb 
schlieBen, daB jede auf emei meBbaien Menge 31 definieite, fast ubeiall 
endlicbe, meBbaie Funktion f auf einei (peifekten) Teilmenge P ? deien 
MaB sick behebig wenig von dem MaB von 31 unterscheidet, stetig 
ist 1077 ) Djese Aussage ist fur die meBbaren Funktionen cliaiakte- 
nstiscb 1077a ) Man kann abei dabei P lm allgememen niclit cluicb 
emen maBgleieben Kern von 31 eisetzen, da es auf 31 meBbaie Funk- 
tionen gibt, die auf jedem maBgleieben Kem von 31 total unstetig 
sind 1076 ) Dagegen kann man nach A Denjoy 818 ) nocb bebaupten, daB 
f fast ubeiall m 31 „appioximativ stetig“ ist 

Entspiecbend den vorstelienden Resultaten teilt G Ccu cithe'odot y 1018 ) 
die unstetigen meBbaren Funktionen in 4 „Aiten ic em 1 diejemgen, 
die auf lhiei Defimtionsmenge 31 emei stetigen Funktion aquivalent 
sind, 2 die auf emem maBgleieben Kern von 31 stetig sind, 3 die 
emer Funktion 1 Klasse aquivalent sind, 4 die auBei dei MeBkaikeit 
kemer weiteien Bedmgung unteiwoifen sind Jede diesei 4 Arten 
von meBbaien Funktionen ist m dei folgenden entbalten und engei 
als diese 

Es ist nocb sebr bemeikensweit, daB neuerdmgs H Elunibe) g m8a ) 
weitgebende Aussagen auch uber ganz behebige Funktionen gewmnen 

1076) *Ygl z B C Caraiheodoi y 10 ™), p 407/8 u 411* 

1077) *Andeutungen kieruber znerst bei E Borel , Pans C R 137 (1903), 
p 966/7, und R Lehesgue, ibid, p 1228/30, explizit formulieit und bewiesen (und 
zwai m ganz direktei Weise) von G Vitali l ^\ p 601/2 [er bat dies aus semem 
oben angegebenen Satz 1072 ) ubei die Funktionen 2 Klasse kergeleitet] Ygl lerner 
dazu N Lustn 749 ), sowie TP" Sierpm<ki, TOboku Math J 10 (1916), p 81/6 * 

1077a) *D k jede auf M fast uberall endlicke Funktion, fur welcke die 
obige Aussage gilt, ist auf M meBbar, siebe L Tonelh, Fondamenti di calcolo 
delle vanaziom, 1, Bologna [1922], p 131/42, msbes p 132/4 u 141/2 L Tonelli 
niminfc uberkaupt a a O die obige ckaraktenstiscke Eigen^ckaft [„Qaasi-Stctuj- 
heit“ (auf M)] zum Ausgangspunkt, um von da aus die meisten dei in diesei 
Nr betrackteten Satze zu gewmnen — 

In diesem Zusammenkang siebe auch W Sieipihslu u A Zygnund , Funda- 
menta inatk 4 (1923), p 316/8, die (nut Hilfe des Wohloidnungssatzes) eme auf 
jeder Menge von Macktigkeit i unstetige (also mcht-mefibaie; Funktion bilden * 

1078) Cai atheodoi y 107z ), p 412/13 * 

1078a) Blumbcrg, Proceed National Acad U S A 8 (1922), p 283/8 
[Eme ausfukrliclie Darstellung wird m den Trans Amei Matk Soc ersckeinen ]* 



5S. Funktionen mehreiei Verandei lichen 


1185 


konnte, von denen gai niehts (abgeseken vielleiclit von dei Endlick- 
keit), msbesondeie mcht die MeBbarkeit voiansgesetzt wird Er zeigt, 
daB jede beliebige Fnnktion f auf einer 1 m Defimtionsbeieich Jf 1078b ) 
ubeiall dicliten Menge stetig ist und (was erne weitgekende Verall- 
gememeiung des vorliergehenden Denjoyschen Resultats ist), daB f fast 
uberall in M „approximativ stetig u ist 1078c )* 


Reihen nnd Folgen von Funktionen metrerer Veranderhchen 

58. Funktionen mehrerer Veranderlichen Die meisten der vor- 
stekenden Betracktungen lassen sick auf die Funktionen emei end- 
licken Zakl von Veiaudeilicken anwenden Nui wild man veianlaBt, 
die Stetigkeifc in bezug auf die Gesamtkeit dei Veianderlicken von der 
Stetigkeit m bezug auf jede einzelne der Veiaudeilicken zu unteisckeiden 
Man sagt kuiz, daB erne Funktion von mekieren Veiaudeilicken stetig 
ist, wenn dei erste Fall zutnfft Man fmdet eme emfacke Beziekung 
zwiscken den beiden Aiten von Stetigkeiten, wenn man die Klassifi- 
kation von JBaue auf den Fall mekieier Veiaudeilicken ausdeknt 
Betracktet man eme (in bezug auf die Gesamtkeit dei Veianderlicken) 
stetige Funktion als Funktion nulltei Klasse, so definiert man wieder 
nackeinander die Funktionen erstei ; zweiter, Klasse durck die Fest- 
setzung, daB eme Funktion dann von dei Klasse a ist, wenn sie 
Grenzweit von Funktionen niediigeier Klassen als a ist, okne selbst 
von medngeier Klasse als a zu sein Die den fiukeien analogen 
Satze ubei die Bairestihen Klassen gelten auck lm Fall mekrerei 
Verandeiliclien nn wesentlicken genau ebenso wie fui eme Verander- 
licke Nun beweist H Lebesgue die folgenden Satze 

Eme Funktion von n Veranderhchen , die m bezug auf eme jede 
von ihnen stetig ist 7 ist hochstens von der Klasse (n — 1) 1079 ) Und 
zwai kann sie wnklick von der (n — l) ton Klasse sem 1st f(t ) eme 
FunlUion einer Veranderhchen von der Klasse n, so existiert eme m be - 

l07Sb) ^Dei Defimtionsbeieich M karm der Gesamtraum oder eme geeig- 
neten Bedinguugen unteiworfene Menge sein * 

107Sc) +Das letzteie diesei beiden Resultate hat (oftenbai unabhangig von 
H Blumbeig) kuizlich auch TT Sierpinsla, Fundamenta math 4 (1923), p 124/7 
bewiesen * 

1079) H Lebesgue , * 1012 ), eistes Zitat, p 284/5,' * 1020 j, p 201 [*Wegen dei 
Spezialfalle n = 2, 3 vgl anch R Baire , These, p 87/101, u B Lebesgue 1007 ), 
zweites Zitat, p 234*] — *Siehe dazu feinei H Hahn } Reelle Funktionen I, 
p 383/92 * 
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zug auf jede the) Vetandethchen stetige FunUion (p(oc lf % 2} > x n +i) 
depart, daft f(t ) nut do FunUion ( y(t,t , , f) identiscli ist i080 J 

*Man kann dem nock hmzufugen, was R Bane 10 ** 1 ) fur n — 2 
u 3 und H Hahn 1082 ) fur beliebiges n bewiesen bat, daB erne Funk- 
tion von n Verandei lichen, die in bezug auf jede emzelne von lknen 
stetig ist, nur punktweise unstetig ist als Funktion dei Gesamtheit 
lhier Verandeilichen, und zwai liegen line Stetigkeitspunkte sogar 
auf jedei (n — l)-dimensionalen Mannigfaltigkeit i t = const = 1, 
2, n) ubeiall dickt 1083 )* 

Eb gelten auck die folgenden, den frukeien analogen Satze 
Die Summe einer gleickma (iig lonvei genten Reihe von (in bezug 
auf die Gesamtheit iher Veianderlichen) stetigen FunUionen ist eine 
stetige FunUion Jede (in bezug auf die Gesamtheit iliiey Verande?- 
Uchen) stetige FunUion lann in emon Intel vail als die Summe emei 
absolut und gleichmafiig home} genten Reihe von Folynomen daigestelll 
iverden Diese Veiallgememeiung des Wcie) sti a/3scken Satzes auf 
Funktionen von mekreien Veiandei lichen ist duich die oben Nr 50 
angegebenen Metkoden von JL Weiosti a/3 1081 ) + , G Mitiag-Leffler m ), 
E Picao d 921 ) , U Lebehgue lJ2L ) sowie E Landau***) ^uiul Ch J dc la 
Vallce Poussni mb ), femei W Stelloff 931 )* bewiesen woiden 1080 ) 

Hieiaus folgt wiedei, daB eme Funktion mehierei Veianderlichen 
von dei Kla&se n durck erne n-faclie Reihe, deren Gliedei Polynoine 
smd, daistellbai ist 


1080) H Lebesgue 10 - 0 ), p 202/6 Der Fall n — 1 wai zuerst \on F Volterra 
un Jakre 1899 erkalten woiden [mcht veroffentlicht, sieke die FuBnote von 
H Lebesgue, id p 203J 

1081) JR Bane, Paris C R 125 (1897), p 691/4, These, p 22/7, 95/9 
Vgl auch E B Van Vlecl , Tians Ainer Math Soc 8 (1907), p 19S/201 Ver- 
allgememei ungen bei K Bogcl, Math Ann 81 (1920), p 04/93 * 

1082) *27 Halm, Math Ztsckr 4 (1919), p 306/13 * 

1083) *Dies steht naturhch mcht un Wideispruch zu dem (auch fur 
n Veianderliche unverandeit geltenden) Satz von R Bane 100 *), dei ja punkt- 
weise Unstetigkeit auf jedei peifekten Teilmenge foideit* 

1084) *a a 0 92 °), Werke 3, p 27/37 — Hierzu auch G Ingrann , Sulla 
lappiesentazione analitica per una funzione leale di due variabili reali, 
Bologna 1889 * 

1085) *Siehe 935 j, zweites Zitat * 

10S6) *AuBeidem ist der Weiei shaft sche Polynomsatz auf den Funktionen- 
raum ubeitragen woiden von M Fiechet, Pans C R 14b (1909), p 155/6, Ann 
Ec Norm [46=] (3) 27 (1910), p 193/216, msbes p 213 Weitere Unter- 
suchungen hiernber bei R Gateaux, Pans C R 157 (1913), p 325, Fiend Acl 
Lmcei 22 n (1913), p 646/8, 23 x (1914;, p 310/15, Bull Soc math France 50 
(1922), p 2/0, 21/30, P Levy , Pans C R 172 (1921), p 1283/1 * 
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L Tonelh l0bl ) hat die Eigebmsse + von Gh J de la Vall<e Foussin m ) 
und* von F Rie^ 9i2 ) n 1074 ) bezuglich der Polynome von £ Landau 
[Ni 50J auf den Fall von n Veiandei lichen ausgedehnt Z B konvei- 
gieit, fm n = 2, das Polynom 

i i 


V 2 v S 


p n (*i> h) — 


wobei 


i i 


V'2 f/j 

=J J[1 — V - 

<>' 0 


1 st, gegen die bummieibare Funktion 

/*( i ^ 2 ) ? 

auBei m emei Punktmenge vom Inhalte Nall + Zu den Konveigeuz- 
punkten gehoien alle Stetigkeitspunkte von f{r 1? t 2 ) * Die Konvei- 
genz 1 st gleiehmaBig m jedem Stetigkeitsbeieiche + Ebenso lassen sick 
ubei die paitiellen Ableitungen mid line Daistellnng ahnliclie Aus- 
sagen machen wie bei den Fnnktionen emei Vei andei lichen * 

*Auch die Tsch eh/sche ffschen Unteisuchungen smd auf die Funk- 
tionen mehieiei Veiandei lichen verangememei t woiden, msbes von 
L ToneUi m ), F S'dm am 97S ) und A Ham m ) Die nalieien Angaben 
hieiuber smd beieits in Ni 51 gemacht worden* 

+ Ubeihaupt linden sieh 111 den fiuheien Nm auch sonst die notig- 
sten Angaben und Liteiatuinachwei3e bezuglich dei Ubeifcragung dei 
Resultate auf den Fall mehrerei Veranderhchen und ebenso auch be- 
zuglich dei Ubeitragung auf noch allgememeie (msbesoudeie metri- 
sohe) Raume * 


1087') L Toticlh, Read Cue mat Palermo 20 (1910j, p 1,36 V&l auc b 
Cli J de la Vallce Poussin, Cours d ’Analyse II, 2 od , Louvain -Pans 1912 
p 135/7, S Talenctha, Tokoku Math T 16 T1019), p 16/25* 


(Abgeschlossen im Juli 1923 ) 




II C 10. NEUERE UNTERSTJ CHUNG EF tJBER 
TR IGOIST OMETRISCHE REIHEN?) 

Von 

E HILB und M RIESZ 

IN WURZBUKG IN STOCKHOLM 


H JBurlhardt (^11 A IS') gab den Benchfc uber die historiscbe Entwicklung 
der Theorie und Anwendungen der tngonomefcnschen Reihen bis Riemann In 
den folgenden Ausfuhrungen berichten wir uber die Weiterentwicklung der 
Theone, mussen jedoch auf erne Besprechung der Anwendungen verzichten, eben- 
so auf eine Ausemandersetzung des Emflusses der Theone auf die gesamte 
Analysis und spezLell auf lhre Giundbegnffe 

Nacb einem kurzen histonschen Obeiblicke gehen wir zunachsfc von emer 
Funktion f(x) aus, der wir die Zahlen lft ) 


(I) 




+ 7t 

f\pc) cos nxdx. 


+ 7t 

K = lJ ht) 


f[T) sin nxdx (w == 0, 1, 2, ), 


lhre Founerfaief ju lenten und die zunachsfc foimale Reihe 

oo 

(H) a 0 + cos nx + s innx), 

n — 1 

lhie Fourier r eihc zuordnen Es wild dann untersucht, unter welchen Bedin- 
gungen diese Fourier reihe direkfc Oder vermittels geeigneter Summations verfahren 
die Funktion f(x) daratellfc Daruber hinaus behandeln wir die Frage, wie Ope- 
rationen, die wir auf Funktionen anwenden, sich in lhren JbRnerkoeffizienten 
widerspiegeln Dei zweite Teil brmgt die von Riemann geschaffene Theorie der 
allgememen trigonometuschen Reihen, bei denen von der Reihe als solcher aus- 
gegangen wird und also die Koelfizienten mchfc von vornherem in der Foim (I) 
gegeben Bind 

Wir beschranken uns auf Reihen mifc emer Veianderlichen und geben nur 
m Nr 15 einen ganz kurzen Bencht uber mehrfache, namenfclich zweifache 
Fozme/sehe und tngonometnsche Reihen Schliefilich behandeln wir in Ergan- 
zung des Refeiates A Rosenthal (II C 9) Fragen uber den Giad der Annaheiung 
einei Funktion durch Polynome und endliche trigonomefcrische Summen 


1) Fiu die Mitwnkung bei dei Koirektur bzw fui Yeibesseiungs- und Ei- 
ganzungsvorschlage smd die Vezfassei den Heuen Fejer, Halm, Haidy , Haus- 
dorff , A Kneser, Landau , Nedci , Perron, Plefiner, Pnngsheim , F Riesz, Sclile- 
singer und Szasz zum w umston Danke \erpflichfcet 

la) Uber die Festlegung des Integralbeguffs vgl Nr 1 

Eucyklop d math Wissensch II 3 
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Inhaltsubersicht 

1. Festsetzungen und Bezeichnungen 

2. Geschichtlicher Ubeiblick 

I. Fouriersche Reihen 

3. .Founeikoeffizienten 

4. Konvergenz der Fouriei schen Reihe 

5. Die konjugierte Reihe 

0. Gleichmaflige Konvergenz und absolute Konvergenz 

7. Verschiedene Konvergenz- und Divergenzerschemungen 

8. Summations verfahren 

9. Die Bessehche Ungleicbung und der Parsevahche Satz 
10 Der Riesz-Fischer* che Satz und verwandte SStze 

11. Operationen mit Founei reihen 

II. Allgemeine tngonometrisclie Reihen. 

12. Die Arbeit Riemann s 

13. Weiterentwicklung lm AnschlnB an Riemann 

14. Konvergenz- und Divergenzeischemungen bei allgememen trigonometnsehen 
Reihen 

III. Anhang. 

15. Mehrfacbe Founer reihen und tngonometnsche Reihen 

16. Der Grad der Annaherungen 


lateratur 

Fur altere Literatur vgl bei H Bnrkhardt (II A 12, p 823—824), fur die Gesamt- 
literatur M Lecat, Bibliographie des senes trigonometnques, 1921 
Oltei genannt werden lm folgenden namentlich 
B Riemann , Gesammelte mathematische Werke, 2 Aufl 1892, msbesondere da- 
selb8t tJber die Darstellbarkeit emer Funktion durch erne tngonometnsche 
Reihe, p 227 — 271 (aus Gott Abh 1867) 

H Lebesgue, Le 9 ons sur les senes trigonometnques, Sammlung Boiel 1906 
Zitiert Lebesgue, Le 90 ns 

Ch -J de la Vallee Poussin, Cours d analyse mfimtesimale, Bd II, 2 Aufl 1912 
Zitiert de la Vallee Poussin, Cours II Femer 
— , Le 9 ons sur l 1 approximation des fonctions d’une variable reelle Sammlung 
Borel 1919 Zitieit de la Vallee Poussin, Legons 
Zur Erganzung des vorliegenden Benchtes verweisen wir aufier auf das schon 
erwahnte Referat von H Burhlxardt (II A 12) auf L Biebeibach (II C 4), 
A Rosenthal (II C 9), E Hilb und 0 Szasz (II C 11) Irn letztgenannten 
Referate wird auch das Foux iex sche Integraltbeoiem besproehen 



1 Festsetzungen und Bezeichnungen 2. Geechichtlicber tfberblick 1191 

1. JTestsetzungen und Bezeichnungen. 1 Wir bezeichnen mit 
( a 7 b) em Intervall mit AusschluB semei Endpunkte (offenes Intervall), 
mit <a, by ein Intervall mit EmschluB semer Endpunkte (abgeschlos- 
senes Intervall), mit >«,£><( em Intervall, welches < [a , by vollstandig m 
semem Innern enthalt 

2 Bei der Definition emei Funktion dient als Gi undmtervall lm 

allgememen das Intervall — % x < % Uber dieses Intervall hmaus 
denken wir uns die Funktion mit dei Penode 2% fortgesetzt Untei 
emer m <( — sc, -f* riy stetigen Funktion verstehen wn also eme stetige 
Funktion mit der Penode 2% Die Klasse dieser Funktionen be- 
zeichnen wir mit Als Stetigleitsmafi cn(d) bezeichnen wir im 

AnschluB an de la Vallee Poussin das Maximum von IfOs) — 

bei | x 2 — x x | ^ 8 

3 Die Worte „Integ>aV l , »mteg) ie)bai “ wenden wir stets im Lebes- 
gueBciien Smne an Dahei ist mit f(x) zugleich auch \f(x) | mtegnerbar 
(vgl II C 9 (A Rosenthal ), Nr 38) Die Klasse der m <( — it, -j- mte- 
gneibaren Funktionen bezeichnen wir mit X, die del Funktionen, bei 
denen auBerdem die L ie Potenz (h > 1) mtegnerbar ist, nennen wn 1} 
Die Klasse dei mtegneibaren und beschrankten Funktionen nennen 
wir h, die der im Riemanmohm Smne mtegneibaien Funktionen R 
Wir sprechen aber alteie Satze, welche fur Funktionen der Klasse 
L gelten, im allgememen gleich fur diese aus Auf Funktionen, die 
mcht im Lebesgneschenj aber etwa im Hat nack-Lebesgue schen oder im 
Denjoyschen Smne mtegnerbar smd (vgl II C 9, A Rosenthal , Anm 630 
bzw Nr 35 c), kommen wir nur beilaufig zu sprechen 

ScblieBlicli nennen wir emen Punkt x emen iegula>en Punlt dei 
Funktion f(&)> wenn die Funktion daselbst stetig ist odei eme Un- 
stetigkeit eistei Ait besitzt, oder wen n lim 2 (f(x + h) + f(x — li)) existieit 
In emem legularen Punkte veistehen wn untei f{x) stets den letzt- 
genannten Weit 

2, Geschichtlicher Uberblick. Da bei dei folgenden sachlichen 
Anordnung dei ges chick tliehe Gesichtspunkt m den Hmteigrund ge- 
diangt wird, bnngen wn bier eme kurze Ubeisicht uber die Ent- 
wicklung 

j B Riemann 2 ) bnngt durch die Emfuhnmg semes Integralbegriffs 
eme Yertiefung dei Theone dei Founersohen Eeihen, besondeis aber 
schafft er die Grundlage fui eme Behandlung dei allgememen tngono- 

2) Fur Literatuiangaben vgl zu Riemcinn die Lifceraturubersicht, zu Cantor 
Nr 13, zu du Eois-Reymond Nr 13 u 7, zu Fejcr Nr 8, zu Riesz-Ftscher 

Nr 10 
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metrischen Reihen. An die Arbeit Riemanns schlieBen sich die Unter- 
suchungen yon G Cantor und P du JRois-JReymond an 

G Cantor beweist 1870 den Emdeutigheitssatz , der aussagt, daB 
erne Funktion, wenn uberhaupt, nur auf erne emzige Weise 1 m Inter- 
yalle <( — zt, + durch eme konyergente tngonometuscbe Reihe dar- 
steilbar ist Die Bestieb ungen, dieses Ergebms unter Zulassung ge- 
wisser Ausnahmepunkte zu enveitern, fnhrten Canton zu semen mengen- 
theoretisehen Untersucbungen und Begriffsbildungen 

P du Bois-Reymond zeigt 1875 m Ervveiteiung ernes Resultates 
von G Ascohj daB eme konyergente tngonometrische Reihe, die m 
<( — ^ eme Funktion der Klasse R daistellt, eme Founersche 

Reihe ist AuBerdem bnngt er 1873 Beispiele stetiger Funktionen, 
deren Fom m reihe nicht uberall konvergiert 

L Feje ) deekt durch seine Untersuchungen uber die Anwendung 
der anthmetischen Mittel der Partialsummen die Bedeutung dei Sum- 
mations verfahren divergenter Reihen fur die Theone der Founey schen 
Reihen auf 

E Lebesgue gibt 1901 den fur erne einheitliche Theone der tn- 
gonometnschen Reihen gi undlegenden Integralbegriff, der u a ge- 
stattet, den obigen Satz von du JBois-Reymond statt fur Funktionen 
der Klasse JR fur beschiankte Funktionen auszusprechen, und den 
Riesz-FiscJm schen Satz eimoglieht (vgl Nr 10) 

I. Fourierselie Keilien. 

3. Fourierkoeffizienten Es sei f{x) in (a, /3) eine Funktion der 
Klasse L Dann ist fur stetig waehsendes g 

(i) \imjf(x)l°^xdx = 0 

tx 

Wir bezeichnen diesen Satz als das R'lemann-Lebesgaeache 8 ) Funda- 
mentallemma 3 4 ) Insbesondere folgt Die PW?e>koeffizienten a n , b n einer 
Funktion der Klasse L konveigieren mit wachsendem n nach Null 

DaB der Satz frn nicht absolut mtegrieibare Funktionen nicht zu 
gelten biaucht, hat schon Riemann durch Beispiele gezeigt 4 *) 

3) B Riemann, 1 c p 253 — 255, fur Funktionen der Klasse X, H Lebesgue 
Ann £e Noun (3) 20 (1903), p 453—485, speziell p 473, Lemons, p 61 

4) Fur bierher gekorige Fragen uber gleichmafhge Konvergenz in bezug 
auf emen Parameter vgl E W Hobson, London math Soc Pioc (2) 5 (1907), 
p 275 — 289 Ygl aucb de la Vallee Poussin, Coura II, p 142 

4 a) Ygl hierzu E C Titchmarsh, London math Soc Proc (2) 22 (1923), 
p III — IY I'Jutn) 
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Unter spezielleren V oraussetzungen eigibt sich 

a) Gehort f(x) zur Klasse 1 r, dann ist 


(2) + &*) 

71 — 1 

konyergent 5 ) Ygl Nr 9 

b) Ist f(x ) von bescbrankter Scliwankung, so bleiben na n und 
nb n beschrankt 6 ) 

c) Besitzt die penodiscbe Funktion fix) erne ? te Ableitnng mxt 
dem StetigkeitsmaB G? r (d) ; so 1 st 7 ) 


(3) 


I “» I <- 
I K I = 


i- », p) 

i tv ' \ n ) 


Genugt speziell fix) fur jedes x emei Lypscfotz bedmgung mit festen 
G und a j 1 st also 

(4) \f{x + 4) -f(x) I <0|a|», (0<*<1) 

so 1 st 


(5) 


I »« I ^ 

I I »“ 


Fur a = 1 hat man aber nach emer Bemeikung von Fatou s ) das 
weitergehende Resultat 

(6) lira na n — lim nb n = 0, 

n ~y no n~>x> 


und es folgt sogar die Konyergenz der Reihe 

(7) + 1% 


wahrend fur a < 1 nach Hardy 9 ) noch die Konyergenz der Reihe 


5) Der Exponent 2 kann, wie Beispiele zeigen, auch bei der Klasse mcht 
ermedugt werden, T Carleman, Acta Math 41 (1918;, p 377 — 384, E Landau, 
Math Ztschi 5 (1919), p 147—153 Vgl auch H Slemhaus , London math Soc 
Proc (2) 19 (1921), p 273—275, 0 Seusz , Math Ztschi 8 (1920), p 222—236 
Das weitestgehende Resultat in diesei Richtung gibt T H GionwaTl, Am math 
Soc Bull 27 (1921), p 320—321 

6) F Bicsz, Math Ztschr 2 (1918), p 312 — 315, zeigt duich ein Beispiel, 
dafi sogar bei emer stetigen Funktion beschiankter Schwankung na und nb rl 
mcht notwendig gegen Null gehen Dagegen ist nach L Nedci , Math Ztschr 
6 (1920), j! 270 — 273 umgekehit erne Funktion beachrankter Schwankung, bei der 

»(l a n i + I b n |)">0, 

notwendig stetig Wegen andexei Fragen ubei die GioBenordnung der Koeffi- 
zienten vgl W H Young, Roy Soc Pioc A 93 (1917), p 42 — 55 u p 455 — 467 

7) E Lebesguc, Soc math France Bull 38 (1910), p 184 — 210, spez p 190 ff 
Ygl auch de la Vallee Foussm, Leipons, p lb 

81 P Fatou , Acta Math 30 (1906), p 335—400, spez p 3SS 

9) G H Hatdy, Am math Soc Trans 17 (1916), p 301 — 325, spez p 321 
Ygl auch W H Young , Roy Soc Proc A 85 (1911), p 416 — 430 und 87 (1912), 
n 217 *** 
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( 8 ) 


cr 


2«*-Kal + hi) 


folgt, wenn e beliebig positiv ist Weiteigehende Resultate bringt 
0 S2as2 d& ) 

Ubei den Vanabilitatsbereicb der Koeffizienten positivei bairno- 
niseber Funktionen und die eng damit zusammenhangenden Fragen 
nacb notwendigen nnd himeicbenden Bedingungen fui die Foune )- 
koeffizienten bescbrankter, monotoner l0a ), JR mtegr]eibaier 10V ) Funk- 
tionen vgl L Biebobach, II C 4, p 500ff , ubei das asvmptotiscbe Vei- 
balten dei Jbwnerkoeffizienten fui gewisse Funktionenklassen ygl 
ebenda p 471 — 472 

4. Konvergenz der Founerscben Reihe Die Funktionen cos nx , 
sm nx (n = 0, 1, 2 ) bilden lm Bereiche der stetigen Funktionen 

em in < — n, -{- %) abgescblossenes System 11 ), d li es gibt keme 
mcbt identisch vei scbwmdende Funktion dei Klasse deren Foune) - 
koeffizienten samtlicli Null sind, odei Zwei veiscbiedene stetige 
Funktionen baben veiscbiedene Foiu Daraus folgt unmittel- 

bar 12 ) Jede in <— sr, -f- %} stetige Funktion, deien Foioiene ibe 
daselbst gleicbmafiig konveigiert, wnd durcb diese Reibe daigestellt 
Dieses gilt z B, wenn m (3) i ^ 2 ist Es genugt abei, und zwar 
aucb noch fur absolute Konveigenz, viel wemger, z B dafi die Funk- 
tion stetig sei, und erne stuckweise stetige Ableitung besitze 13 ) Vgl 
Ni 8 


Zu weiteigebenden Ergebnissen kommt man, mdem man in An- 
scbluB an L Duichlet (vgl H Binlhaidt, II A 12, p 1036 u 
1043) von 

l 71 

(9) s n (x) = — a 0 -f- cos lx + b K sm lx) 



Sill (2 71 -|“ 1) 



dt 


sm 



9a) 0 Szasz, Munch Sitzungsb 1922, p 135—154 

10) C Cai atheodory, a) Berl Sitzungsb 1920, p 559 — 573, ferner b) Math 
Ztsckr 1 (1918), p 309—320 

11) Besondeis emfack bewiesen bei Lebesgue, Le^on^, p 37—38 

12) Ygl Inerzu etwa A Kneser, Math Ann 58 (1903), p 81 — 147 

13) Ch-J de la Vallee Poussin , Ann Soc sc Brux 17 B (1893), p 18 — 34, 
spez 33 f Hierzu M Rocker, Ann of Math (2) 7 (1905—6), p 81—152, msbes 
p 108 Ygl ferner A Pringsheim , Munch Sitzungsb 30 (1900) p 37—100, spe<_ 
p 54— 6S 
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ausgeht und untersuckt u ), wann 

(10) lim s n (x) = S 

n -> cc 

existiert Es sei 

(11 ) 9 (0 - fix + 2 f) + tix- 2t) - 25, 

wo S zunackst beliebig Dann ist 


( 12 ) 


*.(*) — s 



sin (2 n + 1) f 
sin t 


at 


0 

Yermittels des Riemann-Lebesgueachen Fundamentallemmas ergibt sick 
daraus als notwendige und kinreickende Bedmgung fur die Konver- 
genz der Fowierxeihe lm Punkte % gegen den Grenzwert S 


(13) 


l l ?Aj *(9 


sin fi 7C t 


dt = 0, 


o 

wo 8 erne beliebig klein wahlbare, feste, positive Zahl ist Ua ) Hieraus 
folgfc dei berukmte, nack Eiemann benannte Satz 15 ) Die Konvergenz 
und der Weit dei Founet reike emei Funktion m emem Punkte x 
kangt mu von dem Yeikalten der Funktion m der unmittelbaren 
Nackbarsckaft dieses Punkfces ab 

Wir machen nun lm folgenden die Yoraussetzung, daB der be- 
tracktete Punkt x ein regulaier 16 ) sei (Vgl Nr 1) Dann eikalt man 
fui die Konveigenz der Founeri&ih& nack dem Weite 17 ) 


(14) S = lim i (f(x + *)+/<*- h)) = / (x) 

A -> 0 ^ 

die kmreickenden Kntenen 


a) ' sei mtegnerbar (. Duu ) 18 ) Dieser Satz ergibt sick aus (13) 

unter nockmaliger Heianziekung des Jttemami-Lebesgue scken Lemmas 

b) | (a? -f- <5) — f(x) | < G | d |“ (cc > 0 und C > 0 sind die Kon- 


14) Bezuglich weiterei Ausfuhrungen vgl de la Vallee Poussin, Cours II, 
p 143 f 

14 a) P du Bois-jReymond und G H Hardy , 1 c 45), untersuchen 

f 

lin> — f Wj W ldt, 

U ->oo ft l 

0 

wenn sick f(t) m t — 0 in bestimmter Weise smgulai verkalt 

15) Bei Riemann wild der Satz p 253 nicht fui Poimerreiken, sondern 
fur allgememe trigonometriache Reihen ausgesprochen 

16) In den Kritenen b) und c) ist diese VorauBsetzung von selbat entbalten 

17) Dieser Wert von S ist in (11) einzufuhren 

18) U Dim, Sene di Founei etc, Fisa 1880, p 102 
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stanten der izpseTute- Bedmgung) (Lipscintz 19 )) Dieses Kriterium ist 
em Spezialfall des yorheigehenden Insbesondeie ist diese Bedmgung 
erfullt, wenn f (x) lm Punkte x emmal diffeienzieibar ist 

c) f (x) sei m der Umgebung von x von beschranbter Scliwan- 
kung Dies Kriterium erhalt Jordan 20 ) aus (13) als Erweiterung der 
bekannten Dinchletschen Bedmgungen (vgl H BmlJiardt II A 12, 
p 1036 und 1043) durch Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes 
der Integralrechnung 

Diese klassischen Kutenen smd m den beiden folgenden enthalten 

1 Es sei , , 

+ « 

(15) G(h)=± + 

rJ 

— h 

als Funktion von h von beschranktei Schwankung Dann konvergiert 
die Fourierrz\)i£ lm Punkte x nach 

+ji 

(16) S = lim ~ I) {% + t) dt 

h+0 111 J 

- h 

(de la Vallee Poussin S1 )) Dieser Satz 22 ) ergibt sicb aus (13) duich 
partielle Integiation unter Heranziebung des zweiten Mittelwertsatzes. 


19) M 0 Lipschitz, J 1 Math 63 (1864), p 296 — 308 Bei der von Lipschitz 
gegebenen Ableitung wird voiausgesetzt daB die Bedmgung fui alle x ernes 
Jnteivallea erfullt sei, so daB man also erne hmieichende Bedmgung fur gleich- 
maBige Konvergenz eihalt Betreffs Wurdigung der Lipschitzschen Bedmgung 
vgl JE Phragmen bei G Mittag- Left lei , Acta Math 24 (1900), p 205—244, spez 
p 230f und msbes p 232 Anm 

20) C Jordan , Pans C R 92 (1881), p 228—230 

21) Ch-J de la Vallee Poussin , Palermo Rend 31 (1911), p 296 — 299, 
W H Young , London math Soc Proc (2) 10 (1912), p 254—272 fuhrt die Untei- 
suchung der Fourierreike von f(x) auf die der Fow leneike von 

+ * 



zuruck und erhalt durch diesen bedeutaamen Kunstgrilf emen neuen Beweis und 
Yerallgememerungen des obigen Satzes von de la Vallee Poussin , p 26b-267 
lm wesentlichen dasaelbe Kriterium wie de la Vallee Poussin gibt achon P du 
JBois-Reymond, Pane C R 92 (1881), p 915—918, 962—904 Vgl auch T JB,o- 
den, Math Ann 52 (1899), p 177—227, spez p 213 f 

22) Dieses Kutenum umfaBt nicht das von W H Young , Pans C 11 163 
(1916), p 187—190 und 1 c 106;, erste Arbeit, p 206 gegebene Kntenum 

h 

j\d [t(f(c + t) + | 

0 


1 _ 

h 



4. Konvergenz der FouuerBchen Reihe 


1197 


2 Es sei fui ein bestimmtes S 

6 

(17) lm g> (t) | dt = 0 

0 

und f 

(18) lim n^L±A^ M dt==0) 

() 


£ konstant > d, dann konyergiert die Founet reihe lm Punkte x nach 
dem m diesem Falle stets existierenden G-renzwert (16) ( Lebesgue 23 )) 
Dieser Satz wird erkalten, mdem man (13) durck die unter der Yor- 
aussetzung yon (17) damit aquivalente Bedmgung 34 ) 


(19) 


lim 
d -> 0 


i /> 

V 




ersetzt 

Aus (17) allem folgt nack (12) fur das betracktete x 

(20) lim ^ = 0 

«->oo d 


Es kestekt also, da (17) fast ubeiall erfullt ist, (20) fast uberall- 5 ) 
Das Lebesgue&cixe Knterium umfaBt 26 ) a]le voikergehenden Be- 
dmgungen, auBerdem aber auck nock das klassiscke sogenannte Lip- 
schtz-Dimsche Knterium 27 ), das semem Ckaiaktei nack em Knterium 
fur gleickmaBige IConyeigenz ist, namlick 


Bei besckrunkt und x etwa em reguUier Punkt Dieses umfaBt aber semerseits 
k ernes der hier angefukrten Kriterien auBer c) Vgl hierzu G H Haidy, 1 c 26) 
Vgl fernei zum Teil fur Yerallgememerungen W H Young , Pans C R 168 (1916), 
p 427 — 430 und p 975—978, 164 (1917), p 82— 85 und p 267— 270, und 1 c 21) 

23) H Lebesgue , Matli Ann 61 (1905), p 251—280, msbes p 263, Lemons, 
p 59 if , de la Vallee Poussin, Cours II, p 145 u 150 gibt auck Y^rallgemeinei ungen 

24) Aus verwandten Umformungen kervorgekende Kriterien geben L Kio- 
neclei, Beil Sitzungsb 1885, p 641—666, O Holder, ebenda, p 419 — 434, T JBroden, 
1 c 21) 

25) G H Hardy, London matk Soc Proc (2) 12 (1913), p 365 — 372, spez 
p 369 Dasselbe beweist W H Young, London matk Soc Proc (2) 13 (1913), 
p 13 — 28, fur die formale Ableitung der Koz^zmeike emer Funktion be&ckrankter 
Sckwankung Fur erne Yeitiefung vgl auck G II Hardy, Messenger, Nr 550, 
46 (1917), p 146—149 

26) Erne gen aue vergleichende Analyse der Tragweite der veisckiedeuen 
Kriterien gibt G H Hardy, Messenger, Nr 586, 49 (1920), p 149—155 

27) U Lim, 1 c p 102 Ygl auck G Fabei , Matk Ann 69 (1910), p 372 
bis 443 spez § 5 Faber 1 c § 6 und Lebesgue 1 c 7), p 206 — 208 zeigen duick 
Beispiele, daB die obige Bedmgung mckt durek 

| f{x + S) - fix) | log jlj < C 


ersetzt werden kann 
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Konvergiert 1 m Intel valle &<( 

\f\jc + 9) — t (*) I lo 8 1 1 1 

gleichmaBig mit d nach Null, dann konveigiert die Foiuiet Teihe m 
<a ? by gleichmaBig gegen f(x) 

Kntenen andeiei Ait sind die folgenden 
Smd na n und nb n bescbiankt odei konveigiert 

oo 

ys n ( a « + 

n — 1 

dann ergeben sicli als notwendige und hmieiekende Bedingimgen' 8 ) 
fur die Konveigenz der Founenz ihe nn Punkte x f daB der Gienz- 
weit (16) existiere odei daB die Reihe durch anthraetische Mittel 
lrgendwelchei Ordnung oder sogai nui nach dei Posssowscken Methode 
(vgl Ni 8) smnmierbar sei Umfassendeie Resultate m diesei Richtung 
gibt Nedey* Sa ) Wegen andeiei Kntenen vgl Young und NoaiUon 29 ) 

5. Die konjugierte Reilie Es sei formal 

JO 

(21) s=“;-+ n n cos nx + b n sin nx), 

n = 1 

(22) S = -f cos nx — a H sin nx) 

71 — l 

und 

(23) S - * 5 = + 1 ».) «■ *" 

n = 1 

also S — iS foimal die Potenzieihe a n — ib n ) # n auf deni 

n- 1 

Einheitskieise z = e 11 S heiBt die konjugierte tngonometiische Reihe 


28) G H Hauly und J E Littlewood, London math Soc Proc (2) 18 
(1918), p 2C5 — 2 15, spez p 229 u 233, auch P Fatou, 1 c 8) p 345—347, 3S5 
b u 3S7 und L Fcjc7 , Pans C R 156 (1913), p 46 — 49, feinei Festschrift fui 
H A Schwarz 1914, p 42 — 53 Insbesondere folgt nach G H Haidy , London 
raath Soc Proc (2j 8 (1909), p 301—320 aus dem PVjcrschen Sa-tze uber die 
Summation durch anthmetische Mittel (vgl Nr S) veimittelsfc ernes 1 c von 
Haidy gegebenen allgemeinen Reihensatzes (vgl L Biebobach , II C 4, p 482), 
das Kntenum c) Vgl hieizu auch de la Vdllte Poussin , Corns II, p 162 und fur 
das Kntenum a) S Pollaid, London math Soc Pioc (2) 15 (1916), p 336—339 
Vgl auch die Ausfuhiungen bei L Bicberbach, JI C 4, p 482—484, spez die 
Anm 248), 249), 253), 254) 

28 a) L Ncde) in emer demnachst in den London math Soc Proc er&chei- 
nenden Arbeit 

29) W H Young , 1 c 21) und 22), P NoaiUon , Ac Belg Bull sc 1913, 
p 524-541 
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von Sj S und — S nennen wn die Komponenten dei Potenzieihe auf 
derri Emlieitskreis 

Es entsteht nun die Fiage Was kann man uber S aussagen, 
wenn man die Eigenschaften yon S kennt, namenthch wenn S die 
Foune ) reihe emer Funktion f(x) ist? In diesem Falle 1 st 30 ) 


n 

(24) $ tl (x ) = ^ cos A a — fl^sinia,) 


— hjVu + Q — fb — Y — d t S1 ) 

Konveigieit also 

= 31 <»»*), 

0 

so konveigieit die konjugierte trigonometusche Reihe, und es 1 st 


(25) 5' == ~ lun j (f(% + /) — / (a — t)) cot y d t, 

c 

1 st f (x) in der Umgebung von % von beschranktei Schwankung, so 
1 st 33 ) die Existenz des Grrenzweites m (25) notwendig und himei- 
cbend fui die Konveigenz der konjugierten Reihe Si ) 

Aus (24) schlieht Fnngsheim 3B ) An emer Sprungstelle von f(x) 
19 1 die konjugieite Reihe eigentlich divergent Hieiuber hmaus zeigt 
F Luldcs s6 ) 

Grehoit f (z) zur Klasse L und existieit an der Stelle x der 
Gienzweit 


(26) 
so 1 st 


D v = ]im ( f(x + h) — f{% — - ft)) 1 

h ->0 


lim 

n -> 00 


S „ (v) 

logn 




■>0) A Tauber, Monatsh Math Phys 2 (1891), p 79 — 118, A Pnngsheim, 
1 c 13), p 79—100 

31) Die Konvcrgenz der konjugierten Reihe hangt also wieder nur von dem 
Veihalten von f(x) in der Umgebung von x ab, dagegen der Wert 1 m Gegen- 
satz zui Reihe S von der Gesamtheit dei Werte f(x) m ( — 7r,-f-7r> 

32) A Prmqslmm, 1 c 13), p 87 

33) W H Young, Munch Sitzungsb 41 (1911), p 361—371 

34) Fur weitere Konvergenzkntenen vgl Pnngsheim, 1 c , Young , 1 c 
Aufieidem Young, 1 c 21) und London math Soc Proc (2) 12 (1913) p 433 
bis 452 

35) 1 c, p 87 

3G) F Lulacs, J f Math 150 (1920), 107—112 Vgl auch L Fejer, J f 
Math 142 (1913), p 165—188 und W W Young , 1 c 38, letzte Arbeit 



1200 II C 10 Hilb-Btesz Neueie Untersuchungen uber tngonometrische Reihen 


Dasselbe gilt allgememei, wenn erne Zahl D x existiert, welcbe der 
Gleichung h 

(27) lim \ f\ f{x + 0 - f(x -t)-D x \dt 

A-X) n J 
0 

genugfc Da es iiach Lebesgue fast uberall eme solcbe Zahl D x gibt ? 
und diese sogai fast uberall Null ist 7 so folgt 

Fur eme beliebige Funktion f (x) aus L ist fast ubeiall 37 ) 


(28) 


lim 

ll 


log n 


= 0 


6. Gleichmafiige Konvergenz und absolute Konvergenz Schon 
am Anfang von Nr 4: fanden wir himeichende Bedingungen fur die 
absolute und gleichmaBige Konvergenz emei Foune?ie lhe Auch m 
dem Lipschitz-DimsciierL Knteimm batten wir eme himeichende Be- 
dmgung fur gleichmafiige Konveigenz Eme solcbe haben wir auch 
entsprechend dem Jordan schen Kritenum c) m emem Intervall (a, V}, 
wenn f (x) m )>a, b( stetig und von beschrankter Schwankung ist 38 ) 
Die anderen Kntenen hatten wir als Bedmgung fui die Konvergenz 
m emem Punkte ausgesprochen Wie Fatou 39 ) bemeikte, eihalt man 
aus diesen Kntenen hinreichende Bedingungen fui die gleichmaBige 
Konvergenz m emem Intel valle (a, V), wenn die Bedingungen fui das 
InteivaU &<( gleichmaBig erfnllt sind, wobei dei Sinii von „gleich- 
maBig“ sich in jedem emzelnen Falle leicht festlegen laBt 

Fur stetige Potenzreihen 40 ) gilt nach L Feje') der Satz Aus der 
gleichmaBigen Konvergenz dei emen Komponente auf dem ganzen 
Kreis folgt die gleichmaBige Konvergenz dei andeien Komponente 41 ) 
Tiefei hegt der Satz Die konjugierte Reihe emer gleichmaBig kon- 
vergenten tngonometiischen Reihe konvergieit fast uberall 42 ) 


37) W H Young, 1 c 34), letzte Arbeit, p 433 FuBnote Vgl auch den 
entprechenden Satz m Foimel (20) von G H Hardy 

38) Vgl dazu neben C Joidan , 1 c 20) auch G Faber , 1 c 27), § 5 

39) P Fatou, Bull Soc math France J3 (1905), p 158 Vgl auch Lcbe&gue, 
Lemons, p 62, F W Hobson, 1 c 4) und de la Vallee Poussin, Cours II, p 142 

40) Eine Potenzreihe, deren Konvergenzradius mmdestens 1 ist und deren 
Summe fur | jsr [ < 1 so eiganzt weiden kann, dafi sie fur \z \ < 1 stetig ist, 
nennen wn eme stetige Potenzreihe 

41) Dieses eigibt sicb aus dem folgenden Satze, den L Pejer \ermittels 
ernes Satzes von £ Bernstein (vgl Anm 174) gewonuen liat Konveigiert eme 
trigonometnsche Reihe gleichmaBig, so konvergiert fur ibre konjugieite Reihe 
der Unterschied zwi&chen dem ^ ten Mittel erster Ordnung und der >i ten Partial- 
summe gleichmaBig gegen Null, L Fejei , J f Math 144 (1914), p 48 — 56 Die 
entsprechenden Satze fur emen Eheisbogen beweist M Piesz, Deutsch Math -Ver 
23 (1914), p 354 — 368, spez p 366 

42) L Fejei, 1 c 41), p 56 
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Fur die Frage absolutei Konveigenz gibt S Bernstein 4S ) den 
Satz Grenugt die stetige Funktion f[x) ubeiall emer Lipsclntz- Bedin- 
gung mit konstantem G und cc > dann ist 

n = 1 

konvergent (vgl bieizu (8)) Fur jedes a < — gibt es Funktionen nut 
mcbt absolut kouveigenter Foinwneike u ) 

7. Verschiedene Konvergenz- und Divergenzerschemungen. Wie 
scbon in dei Emleitung eiwahnt, gibt du Bois-Beymond 45 ) das erste 
Beispiel 46 ) emei stetigen Funktion, deien Fbwne* entwicklung m emem 
Punkte diveigieit, da lkie Paitialsummen doit mcbt bescbiankt sind 
In allgememei Weise nimmt dann Lebesgue 47 ) diese Frage auf und 
gibt em Pnnzip zur Konstiuktion mcbt nur solcbei stetigei Funkti- 
onen, deren Fom lei reibe m emem Punkte a diyeigieit, sondein aucb 
solcbei, deren Founeire ibe zwar ubeiall, aber m der Umgebung eines 
Punktes a mcbt gleiehmaBig konveigiert Im eisten Falle bat die 
Reibe nacb Fejers AS ) Bezeicbnung im Punkte a erne du Bois-Beymond - 
scbe, im zweiten Falle erne Lebesgue scbe Singulantat Das Auffcreten 
beidei Arten von Smgulantaten folgt nacb Lebesgue wesentlicb aus 
der Tatsacbe, dafi die Zahlen 49 ) 

43) S Bernstein , Paris C R 158 (1914), p 1661—1663 Ferner Math-Ver 
Kharkoff 14 (1914), p 139—144, (1915), p 200—201, allgemeinere Resultate bei 
0 Szasz , 1 c 9a) 

44) Beispiele ausnahmslos und gleickmafiig, aber mcht absolut konvergenter 

Potenzreiben geben G H Hardy und M 1 hesz bei Haidy, Quart J 44 (1913), 
p 147—160, spez p 157 — 160, vgl bierzu aucb E Fabry , Acta math 36 (1913), 

p 69—104, spez p 103 und G H Hardy , 1 c 9), p 322 Ferner L Fejer, 

Munch Sitzungsb (1917), p 33—50, spez p 49, L Nedet , Zui Konvergenz der 
tngonometnschen Reihen, Diss Gott 1919 (45 S ), spez p 44—45, O Szasz, Math 

Ztschr 8 (1920), p 222—236, vgl aueh A Pnngsheim, Math Ann 25 (1885), 

p 419—426, spez p 424 und bierzu H Stemhaus, Krak Anz 1918, p 153—160 

45) P du Bois-Rcymond , Gott Nachr 1873, p 571 — 584, Munch Abb 12 
(1876) II, p I — XXIII und p 1 — 103 Vgl zu dieser Arbeit G H Hardy , 
Quart J M 44 (1912/13), p 1—40, p 242—261 

46) Em emfackeieB Beispiel gibt H A Sclnvatz bei A Sachse , Ztschi Math 
Phys 25 (1880), p 271f 

47) H Lebesgue, Pans C R 141 (1905), p 875 — 877, Lemons, p 84 — 89 
Vgl auch Toulouse Ann (3) 1 (1909), p 25—117, msbes p 25 — 27 

48) L Fejer, Pans C R 150 (1910), p 518-520 

49) g n ist das Maximum bzw die obeie Greuze dei | s n { x ) \ an ngenclemei 

Sfcelle x lui die Gesamtbeit der emfack unstetigen bzw stetigen Funktionen 
| f(x) | 1 Vgl fur das Analoge bei Potenzieihen L Biebobach , II C 4, p 505 

und L Neder, Math Ztschr 11 (1921), p 115—123, insbes fur i'bw? imeihen 
p 116, Anm 3 
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(29) 





at, 


die sogenannten Lebesgue seben Konstanten, 50 ) rait n uber alle Gienzen 
wacbsen An cliesen Gedankengang you Lebesgue anscbliefiend gibt 
Fejer 5r ) besondeis sebone Beispiele von Founerre lhen nut du Bois- 
Reymondscher Smgulantat, wobei aucb die Koeffizienten einfacben 
Gesetzen geboicben Er gibt anBeidem das erste Beispiel 52 ) einer ste- 
tigen Potenzreibe, die m emem Punbte des Embeitskreises diveigiert 

Allgemem gilt naeb Fejet fui stetige Potenzreiben als Folge semes 
nber die Komponenten emer soleben Reibe gegebenen Satzes 41 ) tolgen- 
des Tbeozem 53 ) Hat die eme Reibe in emem Punkte des Emheitskreises 
eme der beiden Singularitaten, so tntt m demselben Punkte die eme 
dei beiden Smgulai itaten aucb bei dei andeien Reibe auf Fejw zeigt 
durcb Beispiele 54 ), daB die drei bier denkbaren Falle aucb wirklich 
auftieten konnen 

Nacb emem Versucb von du Bois-Reymond* b ) bildet Feje / 56 ) 
Beispiele stetiger Funktionen, deren Founeneihe in nnndestens abzabl- 


50) L Fejci , J f Math 138 (1910), p 22—53 Fejei zeigt, daB 

A(log«+c 0 +| + J), 

Tvob^i | ot n | beschrankt ist Hieraus folgt, daB die g n fur gioBe n mouoton 
wachsen In der Arbeit Ann Ec Norm (3) 28 (1911), p 63 — 103, welclie eme Zu- 
sammenstellung der fmheren Arbeiten und der darm emelten Resultate bnngt, 
druckt Fejer p 99f Q n durch eme endliche Summe aus Davon ausgehend be- 
weist T H Gronuall, Math Ann 72 (1912), p 244 — 261, Ann of Math (2) 15 
(1913—1914), p 125—128 die von Fejer vermutete Tatsache, daB die Q n von 
Beginn an wachsen Noch mebr beweist G Szego , Math Ztschi 9 (1921), 
p 163—166 

51) L Fejer, I c 41), 44), 48), 50), femer a) J f Math 137 (1909), p 1—5, 
b) Palermo Rend 28 (1909), p 402—404, c) Munch Sitzungsb (1917), p 33—60, 
d) Monatsh Math Phys 28 (1917), p 64 — 7b Betreffs ernes andeien Vorteils 
dieser Beispiele (starkes Anwachsen gewisser s n ) vgl G H Ha) dy , 1 c 25), erste 
Arbeit, p 371—372 Gleichzeitig gibt G Faber , 1 c 27), § 6 Beispiele mit emem 
Divergenzpunkte, mit uberall dichten Divergenzpunkten, mit emem Punkte un- 
gleiehmaBigei Konvergenz 

52) L Fejer, Munch Sitzungsb 1910, 3 Abh , p 1 — 17 

53) Diese allgemeine Eassung folgt auB dem 1 c 41) erwalmten Satze von 
M Riesz 

54) Ygl 1 c 51), c), p 44 f 

55) F du Bois-Reymond, 1 c 45), p 100—102, vgl Afafo s Emwand, Deutsch 
Math-Ver (1922), p 153—155 Die Anregung zur Bildung solcher Reihen stammt 
von Weierstrafi, \gl Berlin Math GeB Sitzungsb 9 (1910), p 53—56, spez p 56 
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bar Yielen ubeiall dichtliegenden Punkten mcht beschrankte Paitial- 
sumrnen 57 ) baben Stemhaus und Nedo 53 ) geben Beispiele Yon Founet- 
leihen stetigei Funktionen bzw stefcigei Potenzreihen mit genau ab- 
zahlbai yielen ubeiall dichtliegenden Divergenzstellen Em Beispiel 
emer stetigen Funktion, deien Fouuei reihe ausnahmslos ? abei m kei- 
nem Inter valle gleichmaBig konvergieit, gibt Stemhaus, die entspie- 
cliende Potenzieihe Nedo 59 ) A Kolmogoioff 69 *) gibt neueidmgs das 
Beispiel emei Funktion der Klasse L, deren Fotvnet leihe fast ubeiall 
divergieit 

Eine besondere Konveigenzeigentumlichkeit ist noch die Gibbs- 
sche Eischemimg Es babe f(x) 1 m Punkte a eme Spiungstelle, sei 
abei sonst lm Intel valle <( — it, -f- it} stetig und von bescliranktei 
Schwankung Dann besitzt s n (x) m dei Nabe dei Spiungstelle Maxima 
und Minima, deren Grenzweite fui n — >■ oo aus dem Intervall < f(a — 0), 
f{a -|- 0)) heraustreten Grenauei gesagt, die die Partialsummen dai- 
stellenden Kuiven nabern sich gleichmaBig einer Kurve C , die tui 
— a<%<,it y — f (x) darstellt und auBeiclem aus der 

geiacllmigen Stiecke mit den Endpunkten 

* - «, y-f(a + 0) 

TT 

bestebt, so daB also diese Stiecke uber die von dei Kuive y = f (t) 
aus dei Geiaden % — a ausgeschnittene Strecke auf jeder Seite urn 
etwa 9% dei letzteren heiausragt Diese Tatsache wird nach Gibbs 60 '), 
der sie wiedei entdeckte (vgl H JBurUiaidt, II A 12, p 1049) als 
Gibbs sche Eischemung 01 ) bezeichuet Allgemem eigibt sie sich duieh 

56) L Fejo, 1 c 52;, liier auch lur Potenzreiben 

57) Nach H Stemhaus bei Ncdei , Disa i c 44), p 26 f gilt aber, wenn die 
Partialsummen xn emer ubeiall diekten Menge mcht besckrankt Bind, das gleicbe 
m einer Menge, die c ,in jedem Inter valle dem Konlmuum aquivalent ist Nede) 
gibt 1 c p 2511 u a auch Beispiele, in denen die Partialsummen m emer pei- 
lekten, nirgends dichten Nullmenge mcht beschrankt sind, wahiend die Reihe 
sonst uberali komergiert 

58) H Stemhaus , Kiak Anz 1919, p 128—141 und L Nedo , Math Ztschi 6 
(1920), p 262— 2b9 

69) H Stemhaus , Kink Anz 1912, p 146—160, vgl auch L Nedo, Diss 

p 35 If, hier auch fur Potenzreihen, ferner 1 c 58), p 267 ff J Pal, Pans C R 

158 (1911), p 101 — 103 zeigt, daB es zu jeder Funktion der Klasse erne em- 
emdeutig stetige Transformation fiU) gibt, sodaB die Founerreihe von / (/x (a,)) 
gleichmaBig konvergiert 

59 a) A Kolmogorofj , Fund Math 4 (1923), p 324— 32S 

60) W Gibbs, Nature 59 (1898), p 606 

61) C Bunge, Theorie und Praxie der Reihen (1904), p 170 — 180, II B ocher, 

1 c 13), p 123 ff , ferner J f Math 144 (1914), p 41—47 Vgl ferner T H 
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Zuruckfuhrung auf erne spezielle Reihe, etwa auf die Reihe 61a ) 


00 

2 

n =: 1 


am nx 
n 


Bei Benutzung der anthinetischen Mittel erster Oidnung (vgl Nr 8) 
tritt jedoch die Gibbssche Erschemung niclit auf 62 ), da dieselben, wie 
dort bemerkt wird, immer zwischen der obeien und unteien Gienze 
dei Funktion veilaufen Fur anthmetiscbe Mittel von klemerei als 
erster Oidnung beweist Cramer 6S ) die Existenz emei Zabl A (0 < A < 1 ), 
deraitig, daB fiu Summation von niedrigeier als der A ten Ordnung die 
(rzfc&ssche Erschemung auftritt, fur solche hoheiei Ordnung dagegenmeht 
8. Summationsverfaliren 1 Anthmetische Mittel Die Existenz 
diveigenter Founerre, iben fuhrt zur Aufgabe, aus emei divergenten 
Reihe die erzeugende Funktion zu finden ; d h diejenige Funktion, 
deren Jbwr^ikoeffizienten die Eoeffizienten der Reihe smd Dazu 
dienen die Summations veifahren, deien wichtigste die von Poisson, 
Riemann und Fejei smd Wir begmnen mit dem Fejci schen Sum- 
mations verfabren, welches zeitlich das jungste ist 7 aber die Bedeutung 
der Summation fur die Tlieorie der Fom ie> l eike zum eisfcen Mai klar 
zutage tieten lieB Wir setzen 

(30) <?„ (*) = &W+Jd?) ± + fari W 


wo s n (x) in (9) definiert ist, dann eihalt man 

7t 

"g" 

(31) 0 n (x) = ^ j ’ (fix + 2t) + f{x — 2t)) dt 

0 

Dieses Integral hat vor dem in (9) gegebenen Dd ichletstihen. den V 01 - 
zug, daB der Faktor von (f(x + 2 1) + f(x — 2t)) wesentlich positiv 64 ) 
1 st, so daB also der erste Mittelwertsatz statt des zweiten angewendet 
weiden kann Hieiaus folgt 


Gronwall, Math Ann 72 (1912), p 228—243, Amei math Soc Trans 13 (1912), 
p 445 — 468, D Jackson , Palermo Rend 32 (1911), p 257—262, H S Catslaw, 
Amer J of math 39 (1917), p 185—198, Tr Lalcsco, Ac Roumame Bull (1919 
bis 1920), p 76—81 

61a) Die n te Partialsumme diesei Reihe 1 st fur alle n und x gleichm&Big 
beschrankt Zuerst bewiesen von A Kncser, Math Ann 60 (1905), p 402—423 
Unmittelbar folgt diese Tatsache aus dem Satze in 66) 

62) L Fejer, Math Ann 64 (1907), p 273— 28S, msbes 282 ff , Palermo Rend 
38 (1914), p 79—97 

63) IT Ciamer } Arkiv f Mat 13, Nr 20 (1918) p 1—21 

64) Die weitere Entwicklung zeigte allerdmgs, daB diese Eigenschaft die 
Tragweite des Summationsveifahrens mcht erschopft 
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a) Sind L und l obeie und unteie Scliranke von f (x), so ist fur 

aUe n l < <?„ U) ^ L e5 ) S6 ) 

b) In einem legulaien Punkte x (vgl Nr 1) konvergieien die 
6 n (x) nacli f{x) 

c) Die Konveigenz der Mittel gegen die Funktion ist erne gleich- 
maBige m jedeui Interval!; dis in emem Intel vail entbalten ist, m deni 
f{x) stetig ist 

Dies smd die Satze von Fejet* 1 ) In Veiallgememeiung von 
b) ist nacli Rcu dy-Littleivood 68 ) bei einer Funktion der Klasse L 2 in 
jedem legulaien Punkte von f\x) bei s = fix) 


(31 *■) 
und sogar 
( 31 **) 


] im + I s ! —s \ + + l^-l — S 1 _ 0 

lmi + + + = 0 


Aus b) eigibt sicli Wenn eme Fomiei reilie an emer regulaien S telle 
konvergiei t, so konveigieit sie nacli f(x) 68a ) Divergieit eme Fou)ie>- 
leihe an emei legularen S telle von fix), so liegt stets f (x) zwischen 
dei obeien und unteren Unbestimmtheitsgienze dei Partialsummen 

*»w ° 9 ) 

Die Satze M und c) gelten uuveiandert 70 ) bei dei Summation mit 


65) Veitiefungen geben A Huriuitz , Math Ann 57 (1903), p 425— 446, 
spez p 433 und L Fejcr, 1 c 67 b) und 1 c 62) zweite Arbeit, p S5 

6G) Smd auBerdem | a„ | < \ b lt | < ■?-, so ist l - {A + B) < sjx) 

< L + [A + B), L Fejo , Pans C R 150 (1910), p 1299—1302 Vgl welter 
T H Gronwall, 1 c 61) zweite Arbeit und E Landau, Gott Nackr 1917, p 79 
bis 97, 8j)Cz p S3 — 84 

67) L Fejir, a) Paris C R 131 (1900), p 984 — 987, msbes b) Math Ann 58 
(1904), p 51—09, vgl auch Math Pliys Lapok 14 (1902), p 49 — 68 und p 97 
bis 123 (ung) 

68) G H Eatdij und J E Littlewood, Pans C R 150 (1913), p 1307—1309 
(31 s1 ; und (31^*) gelten ubngens last uberall Vgl auch L Fejer, 1 c 51 dj, 
spez § 4, M Fekete, Math Term Eit 34 (1916), p 759 — 786 (ung ) und J Schut 
J f Math 148 (1918), p 121 — 145, spez p 130 Eme weitgehende Yerallgemei- 
neiung gibt neuerdmgs T Carleman , London math Soc Pioc ^2) 21 (1923), 
p 483 — 492 

68 aj Dieses folgt auch aus alien anderen hier behandelten Summations- 
verfakren 

69) Vgl hieizu E Hosbenf elder, Zul Tkeone der tngonoinetriscken Reiken, 
Pr (Nr 40) Gymn StiaOburg, Wes»tpi 1899—1.900 

70) Dies folgt daiau^, dafi die Summation (C, 6) auf ein smgulaieb Integral 
fuhit (vgl E Hilb und 0 Szatz , II C lli, debsen Kern zwar bei & < 1 mcht 


nn 
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C&sa>osclien Mitteln d t0r Ordnuug [G, d ) fur positive d und bei dem 
gleichwertigen M Rieszschen Summationsveifahren 71 ) Fui erne em- 
gebendere Erorteiung der Summationsveriahren nicbt ganzei Ordnuug 
vgl L Biebeybachj II C 4, p 477 — 480 ; feiuei Boh)-C)ame>, II 0 8, p 753f 
Grehoit f (x ) zui Klasse L und ist fui 

(32) ' P {t)=f{x + 2t) + f(x-2t)-2f{x) 
analog zu (16) 

A 

( 33 ) t m 0 T J <p (t) dt — 0, 

0 

so konveigieien nacb Lebesgue 12 ) die anthmetischen Mittel zweiter 
Ordnung, nacli Young die Mittel (C, 1 + d) gegen f(x) 13 ) 

Ist noch 

h 

(34) lim f\ cp(t) | dt = 0, 
h->0 J 

o 

so konveigieren nacb Lebesgue 7Sa ) die Feje> scben Mittel, nacli Hctuly 74 ) 
die Mittel (C7, S) lm Punkte % nacli / (a) Da (34) nach Lebesgue 
stets fast uberall erfullt ist ; so findet die Summierbaikeit mit diesen 
Mitteln fast uberall statt Dasselbe folgt fur die Funktionen der 
Klasse It selion aus b), da diese Funktionen fast ubeiall stetig sind 
DaB aber fui die Summieibarkeit der Founerreihe emer Funktion 
der Klasse L durch Feje't sche Mittel die Bedmgung (33) meht hm- 
leiclit, zeigt Hahn 75 ) durch ern Beispiel lm Falle jedoch, wo f (x) 
m der Umgebung des betrachteten x beschiankt ist, gilt der folgende 

durchweg positiv, wie bei 8 ^ 1 ist, abei die 1 c angegebenen Bedmgungen a), 
b), c) erfullt Fur feste positive 8 gilt statt des obigen Satzes a) nur 1st ficc) 
beschiankt, so sind die genannten Mittel gleichmahig beschranht 

71) M Rtesz, Pans C It 149 (1909), p 909—912, Acta Umv hung Franc - 
Jos 1 (1923), p 104—113, ferner S Chapman, London math Soc Pioc (2) 9 
(1911), p 369— 409, spez p 390 ff und Quart J M 43 (1911), p 1—52, spez 
p 26—37 

72) H Lebesgue , 1 c 23) erste Arbeit, p 274 ff , 1 c 47) dntte Arbeit, 
p S8 ff , P Nalh , Palermo Rend 40 (1915), p 33 — 37, beweibt denselben Satz fur 
nach Denjoy vollstandig totalisierbare Funktionen (vgl Rosenthal , II C 9, Nr Boo) 
Ygl auch J Priwaloff, Palermo Rend 41 (1916), p 202 — 206 

73) W H Young , zeigt 1 c 21) Wenn die Founerreihe von ${h) fnr 
h = O (C, 8) konvergiert, so konvergiert die Founerreihe von f (x) (C, 1 -j- d) Er 
erhalt so emeu emfachen Beweis^fur die obigen Satze von Lebesgue 

73 a) 1 c 23), Math Ann und 1 c 47), Toulouse Ann 

74) G- R Hardy , London math Soc Proc (2) 12 (1913), p 365 — 372 

75) H Hahn, Deutsck Math -Yer 25 (1916/17), p 359—366 
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Satz von Hardy und Littlewood™) 1st f(x) mtegrieibai und au8 
dem in der Umgebung von x beschiankt 77 ), so ist lhre Foinienei] 
wenn durcli antbmetische Mittel lrgendemei Ordnung, auch dur 
solche jeder positLven Oidnung summierbar Die notwendige und h] 
reickende Bedmgung fur die Summierbarkeit ist die Esistenz c 
Grenzweites (16), und S ist dann die Summe dei JEteihe 77a ) Fur d 
allgememen Fall emei Funktion der Klasse L geben Hcudy und Litt 
tvood 11 ^) als notwendige und kmreichende Bedmgung fui Summi 
baikeit mit dei Summe S durck ai ltkmetiscke Mittel genugend kol 
positivei Oidnung, da8 


•Pi O) 


ikh 


fin n gen demen Weit von l mit x nach Null strebt 

Die foimal abgeleitete Fomiens ike emei Funktion bescbrankl 
Sckwankung hat m bezug auf die Summation positivei Oidnung d 
selben Eigenschaften wie die gewohnlichen Fownei reihen und ist n 
besondere fast ubeiall (C, d) bei d > 0 summieibai 77 c ) Fui die f 
deutung dieser Reikenklasse vgl msbesondere Nr 11,4 

2 Poissonscke Summation 78 ) Aus dem Poissonschen Integia 
(vgl L Lichtenstein, II C 3, p 211 ff) folgt 79 ), daB fui jede mteguerba 


76) G H Hardy und J E Littlewood , London math Soc Proc (2) 17 (191 
p XIII— XV 

77) Statt dei Beschianktheit von f (x) genugt es auch, diejenige von 

h 

J \f( J; + t) + f('i-t)\dt 

o 

vorauszusetzen Fur diese Bedmgung \gl P Noaillon, 1 c 29), spez p 534 
77 a) Nach A F Andersen, Studiei over Cesaros Summabilitetsmeto* 
Dies Kopenhageu 1921, 100 S, spez p 87 f ist hieifur die Existenz des Pc 
son schea Gienzweites auch eme notwendige und limreicbende Bedmgung 

77b) G II Haidy und J E Littlenood, Math ZtBchr 19 (1923 j, p 67— 
Emeu entspiechenden Satz iur die komjugierte Reihe \eroffentlichen die < 
nannten Verlassei demnachst in den London math Soc Proc Vgl hieizu an 
Math Ztschr, 1 c p 96 

77c) W H Young, 1 c 25) und 10b) 

78) Die Poissons che Sumuneruug wird bei Potenzreihen als A/e/sche Su 
mieiung bezeichnet Vgl L Biebeibach, II C 4, p 475—487, insbes p 476 u 
p 481 if 

79) P Patou, 1 c 8;, p 348 — 349 und 373 fi, H Lebesgue, 1 c 47) chi 
Albeit, p 88, L Lichtenstein, J f Math 141 ^1912^1, p 12—42, 142 ^191 
p 189 — 190, H Hahn , Wiener Denkschriften, Math -Nat K1 93 (1916), p £ 
bis 692, spez p 651— 653 Vgl auch 71/ Schechtei , Monatsh Math Pkys 
(1911), p 224 — 234, W Grosz, Wien Ber 124 i v 1915), p 1017 — 1037 
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Fuuktion 

00 

(35) •T + 2 (®n COS n x + b n sin n r) > " 

n — 1 

f LU 7 i nacb dem Gienzwerte (16) in jedem Punkte konveigiert, 
wo diesei Grenzwert existiert Die Konvergenz ist erne gleiclimafiige 
m jedetn Intel valle, das m emem Stetigkeitsmtei valle dei Fuuktion 
entbalten ist Fui die Existenz des Pwssuuscben Grenzweites der zu 

(35) konjugierten Reibe 

(36) ^?[b n cos nx — a n sm nx) ) n 

1 

m emem Punkte a, m dem f(x) stetig ist, odei in dem allgememei 4ja ) 

h 

(36 a) lim -j-J* (f(% -f- t) — f\x — i)) dt = 0 

o 

gilt, ist notweudig nnd bimeicbend, daB der Gienzwert in (25) exi- 
stiert Die beiden Gienzwerte smd dann emander gleich Fui gleich- 
maBige Konvergenz gilt entspiecliendes so ) Nach Plefinet 80a ) ist die 
konjugierte Reilie emei Funktion dei Klasse L odei allgememei die- 
jenige dei formalen Ableitung der Fou>iene \\ le emei Fuuktion be- 
sebranktei Schwankimg sowokl duicb das PoissonscAie Verfahien, wie 
aucb durch antbmetische Mittel beliebigei positivei Oidnung 801j ) ; wie 
aucb duich das Biemannsche Verfabren (Nr 12) fast ubeiall summierbai 
3 And&e Simmationsmethoden a) Durcb toimale Integration dei 
Pbwzeneibe von f (x) eibalt man eme gleicbmafiig konveigente Reibe 
F 1 (x) (vgl Nr 11) Fast ubeiall, namlicb m alien Punkten, m den en 
F 1 '(x)=f(%) ist, odei allgememei, wo dei Grenzweit 

Ira — (r -f h) — I\ (x — lb)) 

— (v +]£( a n C0S nX + h n SmnX ) ~r) 

existieit, gibt die lecbte Seite von (37) em Summationsveifaluen fui 
die Fowiene ibe 

bl Durcb zweimalige Integiation kommt man zu dem in Nr 12 
bei allgememen tngonometnscben Reiben zu besprecbenden Biemann - 

79a) Aus ilei Existed des Grenzwertes ^25) folgt (30 a) 

80) P Fatou, 1 c 8), p 35Sff 

80 a) A Plefiner, Mitt d Math Sem d Umv GieBen Bd 1, Heft 10 (1923), 
p 1 — 36 Vgl auch P Fatou , 1 c 8), p 373—375 mid J PniLaloff, Pans C R 
165 (1017), p 90—99 

80 M 1 c nur fur Mittel 1 Ordnung, allgemein nach schnftbcbei Mitteiluug 
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schen Summationsverfahren, das uberall anwendbai ist, wo die ur- 
sprunglicbe Reibe konveigieit 80 c ) 

c) De la Vallee Poussin 81 ) bildet die endliehe trigonometnsche 
Sum me 


n 


(38) S n (x)-%+2 

k =1 


n (n — 1) (w — ^ + 1 ) 
{n -}~ I) (n "H 2) (ii -j- h) 


[a^coskx + h k emkx), 


dann gibt lim S n (x) ein Summationsverfakren, das ebenso wie das 

K or 

Poissonh che 82 ) allgememer ist als das der anthmetischen Mittel irgend- 
welchei Ordnung 83 ) 84 ) 

9. Die Besselsche Ungleichung und der Parsevalsclie Satz 85 ) 
Die Summationsmethoden finden eme wichtige Anwendung beun Be- 
weise des sogenannten Pa) sevahehen Satzes (ygl II A 12, JS JBurh- 
liauU , p 947), der sicli dem folgenden Ideenkieise einordnet 

Es sei f(x) eme Funktion der Klasse L 2 Dann haben die Fourier- 
koeffizienten a n , b n die Eigenschaft, daJ3 


J | /OO — ( c o + 


cosAa; -(- d k sin dx 


zu einem Minimum 86 ) wild fur c 0 = ia Q , c k — a k} d k = b k (L = 1, 2, n) 
Die Paitialsnmmen dei Fourier reibe geben daber nach dem Prm- 
zipe dei klemsten Quadrate bei gegebener Ordnung des tngonometn- 
schen Polynoms die beste Annalierung der gegebenen Funktion f(x) 
Diese Eigen schaft fulirt zu einei naturgemaBen Definition dei Fourier - 
sclien Reihe 87 ) 


80 c) Eme Yerallgememerung bei H Hahn , 1 c 79), p 690 

81) Ch-J de la Vallee Poussin , Belg Ac Bull (1908), p 193 — 254, spez 
p 233 ff , H Hahn , 1 c 79), p 631 

82) 0 Holdci , Math Ann 20 (1882), p 535—649, W Grosz , 1 c 79) 

83) T E Gi omoall, Pans C R 158 (1914), p 1664—1665, J f Math 147 

(1917), p 16—35 

84) Fui andere Summationsmethoden vgl noch W H Young, Leipz Ber 63 
(1911), p 369 — 387, J Holier up , Danske Vidensk Selak Math -fya Medd III 8 
(1920), p 1—29 

85) Ygl hierzu auch die cntsprechenden Ausfuhrungen fur allgemeine ortho- 
gonale Systeme in dem Referat E Hilb und 0 Szasz, II C 11 

86) Aus dem unten gegebenen Par sevahehen Satze folgt, daft dieses Mini- 
mum mifc - nach Null geht 

n ° 

S7) A Toepler , Wien Ak Anz 13 (1876), p 205 — 209, J P Gram, J f 

Math 94 (1883), p 41 — 73, \gl II A 9 a, H BurUiardt, p 648, Anm 15; 
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Andeieiseits gilt die Identitat 


-r /t. ~r n 

(39) A f tfw-s H Wydz-lJ}\x)dx-(\aj+]>J(al + b!)), 

— n —n K = i 

aus dei die sogenaunte Bessel sche Ungleichung Ss ) 

+* 

T a i+2 {a ' + i ^^iJ f ^ dx 

L = 1 -it 

folgt, so daB also fui die Punktionen dei Klasse L 2 

!(«,: + K) 

n = 1 

konvergiert 

Fui Funktionen nut gleicbmaBig konveigenter Foium reihe folgt 
aus (39) odei unmittelbar duicli gliedweise Integration dei Pcuseval- 
sclie Satz +n 

(40) ~jt\x)dx^ ±aj +2^ + b n) 


In allgememstei Weise bewies Fatou sq ) diesen Satz 90 ) fui Funktionen 
der Klasse L 2 dureh Anwendung der Besselscken Ungleicbuug, des 
Powsoraschen Suinmationsveifahiens und ernes der Integiaheolmung 
angeliongen yon lhm selbbt stammenden Hilfssatzes 
Aus (40) folgt 

+ rt 

( 41 ) ~ ft f( x ) 9{x) dx = ~ a 0 a 0 +^(a n u„ + bj n ) , 

— t n = l 


88) F W Bessel, Asti Nachr 6 (1828), p 333—348 

89) P Fatou, 1 c 8), p 373—379 

90) Fur Funktionen der Klasse B nut emei endlicken Anzahi quadratisch 
mtegiierbaiei Unendhchkeiten mirde der Satz zueist von de la Vallee Poussin , 
1 c 13) bewiesen, vgl fur diesen Fall besonders auch A Suiwttz , Ann 6c Noirn 
(3) 19 (1902), p 357—408, Math Ann 57 (1903), p 425—446 nnd 59 (1904), p 553, 
und fin Funktionen der Klasse L b H Lebesgue, Le 9 ons, p 100— 101, die beiden 
letztgenannten Verfabser benutzen die Fejei schen Mittel Andere Beweise geben 
E Fischer, Monatsh Math Pliys 15 (1904), p 69—92, F Bunstein, J f Math 
132 (1907 1 ), P 270 — 278, fur die Klasse X 2 A G Dixon, (Jambr Phil Soc Proc 
15 (1909), p 210 — 216, vgl auch de la Vallee Poustm, Cours II, p 165 — 16b 
Eine weiteie Beweisanordnuug geht von der evidenten Gultigkeit des Paiseval - 
Bchen Satzea fui emfache Funktionen qp('c) aus und geht zum allgememen Falie 

+ it 

durch solche Approximationen uber, daB f (f(x) — cpwtfdx beliebig klein wad 

—it 

Vgl W A SteJcloff, Petersb Denksehr (8) 15 (1904), 32 S , Kiak Anz Math 
1903, p 713 — 740, 1904, p 280 — 283, A Kneser , Integialgleichuugen , 2 Aufl 
1922, p 24 
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wenn fix) und g(x) zur Klasse Z 2 gehoren und a n , 1) H bzw a n7 ilire 
Fom w koeffizienten smd 90 a ) 

Erne Erweiteiung dieses Satzes eihalt man duicli die folgenden 
Betracktungeu 

Es seien A) f(c t) und g(x) Funktionen der Klasse L, G(%) von 
besclnanktei Schwankung, 

+ Tt 4 - 71 

(42) l(x) = ±f} f\'i + t)g(t)dt, J(x) = ±ff(* + i)dG(t) 91 ) 

— ^ — n 

Dann smd nach Young 132 ) I(&) und J(%) fast uberall endlLche Funk- 
tionen der Klasse L 1st 93 ) aufieidem B) f(x) beschiankt oder gekoit 

i + 1 

C) f{%) zur Klasse L q[%) zui Klasse L * (jo > 0), msbesondeie 94 ) 
C') f(x) und g(i) zui Klasse L 2 , so smd lin Falle B) I(x ) und J{%) 9 
lin Falle 0) und O') 1(a) stetig Ferner ist lm Falle C) unci C') 

00 

(43) l(x) = \ a 0 ft 0 -\-J?((a n a H + bJ n ) cos nx — (aj,—b n a n ) sin nx ) , 

n = I 

und es konveigiert die lechte Seite gleiclimafiig, ini Falle C') aucb 
absolut 95 ) Dieselbe Foimel gilt fui I(x) bzw J(x) in dem Falle 96 ) 
B) mi Smne dei gleichraabigen Sumnneibaikeit durch anthmetische 
Mittel beliebigei positive] Oidnung ? wahiend man im allgememen 
Falle A) nui aussagen kann, da£S die lechte Seite die formale Fouue >- 


90a) Die Gleichung (41) bestekfc nach M JRiesz, 1 c 95), wenn f(b) bzw 
i + p_ 

g(%) zui Klasse L l + P bzw L L (p > 0) gehoren Feiner gilt (41) dann und 
nui dann fur jedes f(x) dei Klaa^e L, wenn die Parti alsummen der Fourier - 
leihe von g{i) gieichmaBig beschiankt smd (Ygl H Lebcsgue, 1 c 47) dntte Ar- 
beit, p 52) Insbesondeie gilt (41) also, wenn g(x) von beschiankter Schwankung 
ist, \gl \V H Young, London math Soc Pioc (2) 9 (1910 — 11), p 449—462, Bpez 
p 453 — 455, — hier und p 463—485, spez p 475ft , teinei ebenda (2) 13 (1913), 
p 109—150, p 147 f und G H Hardy, Messuigei Ni 612, 51 (1922), p 186 — 192 
Yerallgememerung fur ein uneudliches Intervall — feiner 1 c 93), p 412 — 413 
Dagogen braucht die lechte Seite von (41 1 odei \on (43) nicht zu konveigieren, 
wenn f(x) luteguei bai und g\x) stetig ist, H Hahn, 1 c 79), p 679 Vgl auch 
S Banach und H Steinhau^, Kiak Anz 1919, p 88 — 90, spez 93—94 

91) Das letzteie Integial l^t em enveiteites Sttelljes sches Integral 

92) W H Young, at Pans C R 155 r 1912 1 , p 30—33, b) Roy Soc Proc A 
88 (1913), p 501— jb8 

93; W H Young, Roy Soc Pioc A 85 (1910—11), p 401—414 

94) A C Dixon, 1 c 90) 

95) Den Satz fui C) beweist If Riesz in einer cleumdchst m der Math 
Ztschr eischemenden Arbeit 

9b) W H Young, 1 c 90 a), p 450—457 und 93), p 413 
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leihe yon I(x) bzw J(x) ist Dabei smd m den Foimeln fur J{pc) 
a ;i und die Koeffizienten der formal diffeientuerten Fourien&hs 
von G(x) 

10. Der Riesz-Fischersclie Satz 85 ) und. verwandte Satze Eme 
Umkehiung dei BesseZsclien Ungleichung und des Pa>t>eval sclien Satzes 
ist der von F Riesz 91 ) und E Ftsche) 98 ) nahezu gleichzeitig gefundene 
sogenannte Riesz-Fische ) sche Satz, dei aussagt DieKonvergenz dei Reihe 

(44) + If) 

n = 1 

ist die notwendige und bimeichende Bedmgung dafui, dab es eme 
Funktion f(x) dei Klasse Ir mit den Foiuie ) koeffizienten a n und 
gibt Daraus folgt unmittelbai Jede tiigonometnsche Reihe, deien 
Koeffizienten die Bedmgung (44) eifullen, ist die Founet reike emer 
Funktion der Klasse L 2 

Die wichtigsten Beweismethoden des Riesz-Fischerschen Satzes 
beruhen auf gliedweiser Integiation dei formal angesetzten tngono- 
metnschen Reihe und nachhengei Difieientiation der duich die mte- 
gneite Reihe dargestellten Funktion oder abei auf der Auswahl von 
fast uberall konveigenten Folgen von Paitialsuminen Die so gewonnene 
Funktion gehoit zui Klasse A 2 aber mcht notwendigeiweisezui Klasse R 
Young und Hanscloiff finden, der eistere fui ungeiades p, dei 
letzteie fui em beliebiges p 1, als VeraUgeiuemerung 99 ) der Bessel- 

schen Ungleichung Gehoit f(x) zur Klasse + dann konveigieit 
die Reihe * 

2K\ l+p + \h\ 1+p )i 

71*1 

als Verallgememeiung 100 ) des Riesz-Fische) schen Satzes Ist 

71 = 1 

konvergent, dann gibt es eme Funktion der Klasse L 1+p mit den 

97) F Biesz, Pans C R 144 (1907), p 615—619, 734—736, Gutt Nachi 
1907, p 116—122, Pans C R 148 (1909), p 1303—1305, Math Phys Lapok 19 
(1910), p 165—182, 228—243 (ung ) 

98) E Fischer , Pans C R 144 (1907), p 1022 — 1024 Ygl fernei H Weyl, 
Math Ann 67 (1909), p 225 — 245, insbes p 244 Wegen emer zusammenfassen- 
den Daisteilung der \erschiedenen Beweise ygl TP H Young und G Chisholm 
Young , Quait J 44 (1912—13), p 49—88 

99) W R Young, a) 1 c 92) und b) Roy Soc Proe A 87 (1912), p 331—339, 
F Eausdoiff , Hath Zfcschr 16 (1923), p 163—169 

100) W H Young , a) Paris C R 155 (1912), p 472 — 475, b) London math 
Soc Proc (2) 12 (1912—13), p 71—88 
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Jbwn^koeffizienten a n und b n 101 ) Die beiden Satze sind keme Uni- 
keki ungen vonemander, auBei fur 1 -f- p = 2 Eme solche isfc auch 
nicht moglicli 102 ) 

W S Young und G Chisholm Young 103 ) geben als notwendige 
und bmreichende Bedmgung dafur, daB eme gegebene trigonometnsche 
Reihe die Fow ie) i eilie emei Funktion der Klasse L 1+p (p > 0) sei, 

+ 71 

die Beschranktheit von f\ s n(' c )\ t+Pdx , wo tf a (r) in (30) defimeit ist 

— rt 

Nadi M Etesz y5 ) kann 6„(x) duich s n (x) eisetzt weiden Fui 
p — 0 bat man naeli W H Young 101 ) m der Beschranktheit von 

+ 7t 

j \ <5 n (x)\dx die notwendige und hmreichende Bedmgung dafui, daB 

-it 

die Reihe die abgeleitete Founene lhe einei Funktion beschianktei 
Schwankung ist, die Beschianktheit von <5 n (x) selbst ist die notwen- 
dige und hmieichende Bedmgung dafui, daB die Reihe die Foune )- 

+ it 

leihe emei beschrankten Funktion ist 1(U ), lim J'] 6 n (x) — 0 m (&) | dx — 0 

n-*oa~ n 

dafui, daB die Reihe die Foil) leneihe emer Funktion der Klasse L 
sei 104a ) 

Fui konjugieite Reihen gilt L>t eme der Reihen S und S die 
Foune / n:&\h.Q emei Funktion der Klasse L p (p > 1), dann ist nach 
M Riesz 05 ) es auch die andere Em duich Pnitaloff verschaiftei 
Satz von Fatou mh ) besagt Ist eme dei Reihen die Fowiene lhe emer 
Funktion, die emei Lipschttzhe dmgung der Form (4) mit festem C 
und a genugt, dann ist die andere die Fow zerreihe emei Funktion, 
die fur a < 1 emei Lipsclntz bedmgung nnt dem gleichen a, fui a = 1 

emei Bedmgung dei Form \g(x -)- d) — g(x) \ < C"|d| l°gjy| genugt 
SchlieBlich erwahnen wir den Satz Smd S und S beide zugleich 

101) Vgl zu diesem Ideenkreiee F JRiesz, Math Ann 69 (1910), p 449—497 

102) 1 c 100 b), p 74, vgl ferner die Beispiele von Hardy und Little wood, 
1 c 145) und 146) und T Carleman f 1 c 5) 

103) 1 c 98), p 57, eme andeie Bedmgung p 68, ferner W II Young , 
London math Soc Proc (2) 11 (1912), p 43—95, spe/ p 88 

104) W H Young, Hoy Soc Pioc A 88 (1913), p 569 — 574 Vgl fur akn- 
licke Satze H Stctnhaus , Krak Anz 1916, p 4b7 und F Hausdorj] , 1 c 104a) 

101a) H Steinliaub , Kiak Abk 56 (1916), p 176 — 225, F Hau&dorff , Math 
Ztschr 16 (1923), p 220—248, spez p 240 — 248 Em gleichwei tiges Kntexium 
findet sick sckon bei W H Young und G Chibhohn Young , 1 c 98), p 56 Ent- 
Bpiechend fui Poissowscke Summieiung bei W Grosz , 1 c 79) 

104 b) P Fatou , 1 c 8), p 358 ft , J Pruualoff , Bull Soc math France 44 
(1916), p 100 — 103 
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Founeneiken von Funktionen beschrankter Scliwankung, dann smd 
auch die formal abgeleiteten Reihen <meihen und daher ist 
lim na t . = lim nb = 0 104 d ) 

n ->oo 1 n ->oo 

IX. Operationen mit ITounerreihen 1 Multiplication zweie ) 
Foiwieneihen Seien a n , b H bzw a n , die Founei koeffizienten zweiei 
Funktionen f(x) und g{x), dann eihalt man die Founei koeffizienten 
des Produktes f{of)g[Ci), also 

+ 7t 

(45) ~ f f(x) g (x) “ 3 nxdx 

— 71 

nacb der Foimel (41), wobei nui die Fowm koeffizienten voa g(x) 
duich diejemgen von g{x)Q.o$nx bzw von g(x)smnx zu eisetzen 
smd Es smd daher die Eigebnisse von dSTi 9 unnnttelbai ubeihagbai 
2 Integiahon Es sei f{x) erne Funktion dei Klasse L, dann ist 
die Reihe ^ 

(46) ^a 0 x—^^fcosnx — ^sm«a,) 

n = l 

oleichmaBig konveigent und stellt ein unbestmimtes Integial von f(x) 
dai Dei Satz folgt unnnttelbai aus deni Joi damoh^w Kiitenum 
(vgl Ni 4 und 6 ), da a 

(47) F(x) = f f{t) — \a^)dt 

0 

m <( — n, + 7t) stefcig und von beschiankter Schwankung ist und 

(48) A 0 — j*F(x) dx, A--\, JJ.-J 

— 71 

zu Founei koeffizienten hat Dahei ist 

(49) ff(x) dx 
00 

= y «o(^ 2 — *i) — 2 [“ (cos nx 3 — cobK^) — J (sums, — sinw^)] , 

72 = 1 

odei, was dasselbe aussagt, 

lim f (f(%) — s {x))dx — 0 105 ) 

a?j 

Aus (49) folgt Zwei mtegneibaie Funktionen, die dieselbe Fou- 

104dj F und M Biesz, 4 Skand Math -Kongr Stockholm 1916, p 27—44, 
spez p 44 
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f 26 >reihe baben, stimmen fast uberall ubeiem, d b das System cos nx, 
sm nx (n — 0, 1, 2, ) ist auch nn Beieicbe dei Funktioneaklasse L 

abgeschlossen 

3 Dvffe) entiation Die abgeleitete Reibe emei Fowiet reihe ist 
lm allgememen keme Founene ibe, da scbon lbie IvoeffizLenten nn 
allgememen mcht nacb Null geben Existieit abei 6ine xm Punkte x 
stetige eiste Deimeite von f(x), dann kon vex giei en die Fejei schen 
Mittel del abgeleiteten Reihe ini Punkte x nacb diesei Deuvieiten 106 ) 
Allgemem konvergieien die Mittel r -j- l ter Oidnung del ? tan Ableitung 
dei Fomiejie ibe von f(x) gegen die > te veiallgememeite de la Vallee 
Pm/ssmscbe Ableitung 107 ), wo dieso existieit, und zwai in jedem Inter- 
valle gleichmaBig, wo diese gleichmaBig existiei t l08 ) 

4 Fahto) enfolgen Aus den SehluBbetiachtungen von Ni 9 folgt 
msbesondeie Untei den Bedmgungen A) fui f(x) und G(x) smd die 


Reihen 

CO 

(50) 

J^Xcos nx -f- sm n x) 

n = 1 

(51) 

do 

cos nx — a n sinwa) 

n- 1 


Fouuene iben Daian schlieBt sicb der Satz Daunt (50) bzw (51) 
Foil) iG) i eiben emei Funktion dei Klasse L seien 7 wenn 

co 

(52) o,Q$nx + b n $mnx) 

n = l 

die Founerreihe ngendemer Funktion deiselben Klasse ist, ist not- 
wendig und bmreicbend, daB 

00 CO 

COSH& bzw S(j n sm 

n = 1 n — 1 

105) H Hahn , 1 c 79;, p 681, bemerkt, daB es Funktionen der Klasse 

+ -t 

L gibt, fur welche J\f(x) — s n (x) \dx mcht gegen Null strebt, femei daB es 

- n 

solche Funktionen gibt, deren Found reibe mcht uber jede meBbare Menge glied- 
weise mtegnert weiden darf, auch Wien Ber 127 (1918), p 1763 — 1785, spez 
p 1782 Vgl auch S Banach und H Stemhaus, Kiak Anz 1918, p 87 — 96 

106) Fur stacks cise stetig diffeienzierbare Funktionen X Feju , 1 c 67 b), 
p 61 In der obigen allgememen Foim W H Young , London math Soc Pioc 
(2) 17 (1916), p 195—236, msbes p 219, in dieser umfassendcn Albeit auch 
weitgekende Veischaifungen und Yeiallgememerungen fui die boheion Abiei- 
tungen, ferner IF H Young , Pans C R 163 (1916), p 427—430 

107) Ch -J de la Vallee Poussin, 1 c 81), p 214 fl 

108; T H Gionwall, J f Math 147 (191b), p lb — 35 Darin smd die fm- 
heren Ergebnisse von de la Vallee Poussin enthalten, die deu entsprechenden Satz 
tur Po 2 Si> 0 ?ische und de la Vallee Poussinsche Summation bringen Vgl auch 
H Hahn, 1 c 79;, p b88ft 
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die foimalen Ableitungen der Foii7ie) reihen je emei Funktion be- 
schranktei Scbwankung seien 109 ) 

Hierhei geboit auch die von Young 110 ) m zablreicken Arbeiten be- 
hamMte Aufgabe, spezielle Folgen cc n , anzugeben, so daB die Reiben 
(50) und (51) bzw die dazu gehongen Fnnktionen femere Eigen- 
scbaften baben als die Reihe (52) bzw die dazn gehonge Funktion 
Wn eiwahnen Inei nui den zuru Teil von Ha)dy verscbai ften Satz 
von Young 11 *) 1st (52) eme Fomie) reibe odei die forraale Ableitung 
der Fomiene lhe emei Funktion bescbianktei Schwankung, dann ist 

OO 

"ST1 a n cos nx + b n sin nx 
£ J log n 

n = 2 

eme fast ubeiall konveigente Foaneneihe Nach Young gilt dasselbe 

109) Der obige Satz gilt auch noch, wenn man darm stets die Klasse L 
durcli eme dei Klassen L b , jR, oder die Klasse der stetigen Funktionen, odei 
der Funktionen bescbrankter Scbwankung, oder der Integial funktion en ersetzt 
Fur die Klasse L“ ibt nach dem Jtiesz-Fibchei scben Satze die entspiecbende Be- 
dingung die Beschianktheit der a fl bzw p tl Vgl TV H Young , 1 c 92 b) und 
104) Ferner H Steuihau <?, Math Ztscbr 5 (1919), p 186 — 221, spez p 210 — 214, 
S Szidon, Math ZfcBchi 10 (1921), p 121—127, M Felcte in emei demnuchst 

00 

erscheinenden Arbeit Biauchbare Faktorenfolgen liefern folgende Satze nx 

n = 1 

ist eme Founcneihe, wenn entweder die q n eme monotone komexe Nullfolge 
bilden, d li wenn q„ 0 , A q n = q n - q, t + 1 > 0 und A 8 = q n — 2 + 1 + q n + s > 0 

ist, (IF H Young , 1 c 139), p 44—45) oder wenn g /t log?i monoton bescbrankt 
00 

oder allgememer A (q n log n) | konvergent ist, was fui eme monotone Nullfolge 

71=1 00 

immer dei Fall ist, wenn q n konveigiert, ( S Szidon, 1 c, p 12b) Es gibt 

72 = 1 

aber nach S Szidon, 1 c, p 126 monotone Nulltolgen q H , fur welcke die Reihe 
weder eme Found reibe, nocb die formale Ableitung der Founerveihe emer Funk- 
tion bescbranktei Scbwankung ist Die mit emer monotonen Nullfolge q n ge- 
00 

bildete Reihe 6in n x ist uberall konvergent, aber nur dann eme Found- 
n-i 
00 

reihe, wenn 'Fn~ 1 q )L konveigiert, un andeien Fall© mcht emmal die formale 

71 = 1 

Ableitung der Fou) jerreihe emei Funktion beschiankter Scbwankung (IF H Young, 
1 c 139}, p 4b) 

110) Ygl etwa W H Young, 1 c 9), 92), 93), 99}, 100), 103), 111), 139) 

111) IF H Young, Pans C R 155 (1912), p 1480 — 14b 2 , ferner 1 c 25) 
und 33) die letzte Arbeit, G H Haidy , 1 c 74) Der emfachere Faktoi log n 
lm Nenner stammt (fur Found reiben) \on Hcudy 
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yon 


oo 


2 

71 — S 


b n COS 71 X — Cl„ Sill 71 X 

logw (log logw) 1 + 


fui 3 > 0, wahrend nacb Pie fine > SOa ) 


oo 

2 


b n cos 7i x — a n 
log 71 


sm na 


fast ubeiall konveigieit, obne abei notwendigeiweise eme Foiuiene lhe 
oder die formale Ableitung der Founeneihto emerFunktion bescln anktei 
Scbwanknng zu sem 

Der Satz von Yoimg-Ha>dy umfaBt alle bisher fui tngonomefcrisclie 
Reiben bekannten Satze, m denen aus dei GioBenoidnung dei Koeffi- 
zienten auf die Konveigenz, abgeseben von emer Nullmenge, gesclilossen 
werden kann Ubei die diesbezuglichen Aibeiten von Fatou 112 ), Jetosch 
und Weyl usw vgl E HiTb und 0 Szasz, II C 11 


II. Allgem eine trigonometrisclxe Reilieu. 

12. Die Arbeit Riemanns Im Yorbeigebenden beschaftigten 
wn uns fast ausschlieBlich nut Founeyisdien Wir geben nun zu all- 
gememen tiigonometnscben Reiben 

oo 

(53) eosn# + b n sm nx), 

n = 1 

bei denen die a n7 b n gegebene Zahlen smd, uber und fragen, was man 
ubei die durch diese Reibe im Falle dei Konveigenz dar&estellte 
Funktion aussagen kann, d li , vn sucben notwendige Bedmgungen 
fui eme duicb erne tngonomefcrisebe Reihe darstellbare Funktion 
Dieses ist die Fiagestellung von R lemann Er beantwoitet sie 113 ), m- 
dem ei untei dei Yoraussetzung 

(54) lim a n = lim b . = 0 

die gegebene Reibe als zweifce foimale Abgeleitete dei absolufc und 
gleichmaBig konveigenten Reibe 

f55) = 

n = 1 

auffaBt, wobei 

(56) A 0 = f , A n = a n cos nx b A sm nx 

ist Dann folgt 

112) R Steinhaub, WaLaebau C R 1913, p 357 — 3b7 (polu), p 3b7 — 368 

(tranz j zeigt, daB bei den -FaJowscheu Bedmgungen 0, 0 die Diver* 

genzpuukto die Mdchtigkeit des Kontinuums kabon konnen 

113) B B / iema7m J Gea Weike, p 244 — 259 
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1 


(57) 


Es ist stets 1U ) 

hm Ffr + 2h)-*Flx) + F(x-2h) _ Q 
A ->o 2 h 


2 Konveigieit (53) in emem Punkte nach f(x), so existieit die 
zweite verallgememerte Ableitung von F(x), d ]i 


(58) 


1 F(v + Wi) — 2F{z) + F^x — 'Vi) 
hTo 4/1 2 



77 - 1 


und ist gleich /\&) 115 ) 116 ) Also fuhit der Rzemcmnsche ProzeB zu 
emem Summations verfahien fur die gegebene Reihe Es folgt 117 ) 
Damit eine Funktion f(x ) sick durcb erne m diesem Sinne summierbaie 
tngonometnscbe Reihe, frn welcke (54) gilt, daistellen lasse, ist not- 
wendig nnd kmreichend, daJB sie die zweite verallgemeinei te Ableitung 
emer stetigen Funktion F(x) sei, und daB auBerdem, gleichmuBig in 
x } bei beliebigen b und c 


c 

lim F(t)h(t) cos pit — x)dt ~ 0 


gelte fur jedes h (t), das nebst seiner Ableitung m den Punkten b und 
c verschwmdet und dessen zweite Ableitung in (Jb, c) yon beschrankter 
Scbwankung ist 

Fur die Frage der gewohnlicken Konvergenz in einem Punkte x 
ist dei tolgende Satz 118 ) von entscbeidendei Bedeutung Es sei 
b < x < c und q(£) eme vieimal stetig diffeienzieibare Funktion fur 
b <Lt <.c <b 2:r ; fernei 

Q [l) = 9 {c) = qQj) = Q[c) = 0 , q(x) = 1 , q(x) = q'(x) — 0 , 
dann gebt 

A o + A + + A ~ ^ 

b 

mit ~ nacb Null Dieser Satz zeigt, daB die Konvergenz emei tn- 

gonometnscben Reihe, die untei Yoraussetzung von (54) nacb dem 
Summations rafahien von JRiemann eme Funktion f(%) darstellt, nur 


c 



114) p 248 

115) p 246—247 

116) Fur Reihen, die (C, 1) sumimerbar sind, fahrt nach Fejei eme vier- 
malige ghedweise Integration und nachtragliche Bildung der vierten verallge- 
meinerten Ableitung zum entsprecbenden Resultat, 1 c 67 b), spez p 68—69 

117) p 251 

118) p 252—253 
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von dem Veihalten von f(p) in dei Unigebung des betrachteten Punktes 
abhangt 119 ) 

13, Weiterentwicklung im AnschluB an Riemann Konveigiert 

(53) fur alle Punkte iigendemes Intervalles, so ist nach Canto ) 12 °) 

(54) erfullt 131 ), ist andereiseits (54) mcbt erfullt, so divergieit (53) 
nach Lebesgue 122 ) fast uberall Dieses folgt auch unmittelbai aus dem 
Satze von Stemhaus 122a ), daB fast ubeiall 

lim | a n cos nx + b n sin nx j = lim ]/a ra 2 + b n 2 

ii ->oo n -V OO 

ist Eine gewisse Umkebiung des Canto) schen Koeffizienteusatzes 
bilden die am Scblusse von Ni 11 und die m II C 11, E Hdb und 
0 S#d$e, Ni 2 bespiochenen Satze 

Wir wenden uns nun zu den beiden eng veibundenen Haupt- 
fiagen 

1 Gibt es erne trigonometnsclie Reihe, welcbe die Null daistellt, 
ohne daB samtliche Koeffizienten verschwmden? 

2 Untei welcheu Bedingungen ist erne trigonometnsehe Reibe 
die Fomietreihe der dargestellten Funktion? 

Diese Fiagen konnten naturlich eist aufgeworfen weiden, als 
man eikannt hatte, daB mcht jede konvergente Reihe gliedweise mte- 
gneit weiden daif Fin stuckweise gleichmaBig konvergente tugono- 
metuscbe Reihen bewies Heine 1 **) die Veinemung dei eisten Frage 
unter Zubilfenabme des obigen eisten R'lemannschen Satzes 

119) Einen entsprechenden Satz fur die Fiage der g]eickmaBigen Konver- 
genz gibt Nedei unter gleiehzeitiger Yereinfachung des Beweises durch Spezia- 
lisieiuug von q (t) L Neder, Math Ann 84 (1921), p 117 — 136 Nedei gibt 
hiei aucb Anwendungen der Riemannschen Eigebnisse, u a in der Ricktung 
des bekannten Satzes von Fatou Vgl fur diesen Satz L Bieberbach , II C 4, 
p 85 Fur andere Anwendungen des Biemanmchen Grnndgedankens veiweisen 
wir nock auf E Phagmen , 3 Skand Math -Kongi KriBtiama 1913 und msbe- 
sondere auf TF H Young , London math Soc Pioc (2) 17 (1917), p 353 — 366, 
aufieidem Roy Soc Proc (A) 93 (1917), p 276—292 und 95 (1918), p 22—29 

120) G Canto}, J f Math 72 (1870), p 130-— H8 Emfacher m Math Ann 
4 (1871), p 139—143 

121) Nach Biemann, 1 c p 255, kann man, wenn (53) wemgstens in einem 
Punkte konvergiert, (54) duich eine emtache Tiansloiination erreichen 

122 ; H Lebesgue, Le^ns, p 110 Verallgemeinerungen in anderer Richtung 
geben A Hamad, Math Ann 19 (1882), p 235—279, epez p 251 und W H 
Young, Messenger Nr 447, 38 (1908), p 44 — 48 Vgl auch W H Young, London 
math Soc Proc (2) 9 (1910), p 421 — 433 Ferner de la Yallee Poussm , Belg Ac 
Bull 14 (1912), p 702—718 und 15 (1913), p 9—14 

122a) H Stemhaus, Wiadom mat 24 (1920), p 197—201, A Rajehman , 
Fund Math 3 (1922), p 287—302, insb p 300—302 

123) E Heine, J f Math 71 (1870), p 353— %5 



1220 II C 10 Hilb-Riesz Neuere Untersuchungen uber trigonometrische Reihen 

Allgemem zeigt darm Canto ) 124 ) 

Konvergieit erne tngonometrische Reihe uberall odei mit Aus- 
nahme emei 1 eduktiblen Punktmenge gegen Null, dann veischwinden 
alle ilire Koeffizienten Nacli F Be) nstein 125 ) genugfc die Voiaus- 
setzung, daB die Ausnalimemenge abzahlbai ist, bzw keinen peifekten 
Bestandteil enthalt 136 ) 

Die Beweibmethoden bestehen dann, daB man nacli dem Voigange 
Riemanns zu F(%) ubergeht und vermittels der oben gegebenen Rie- 
;>/fl;mschen Satze und ernes bekannten Satzes von H A Schivatz bzw 
dessen Erweitei ungen zeigt, daB F(%) linear isfc 

Bei Summieiung (C Y ; >) gilt nacli M Riesz m ) dei Gantoi selie 
Satz noch fui > < 1 ; wenn keme Ausnabmepunkte zugelassen weulen 
Bei Zulassung von Ausnahmepunkten odei aucli ohne Ausnahme- 
punkte fui 7 > 1 gilt dei Satz nicht niebi 12S ) Fui i — 1 ist dei 
Fall ohne Ansnahmepunkte noch nicht volistandig entschieden 

Bezugheh dei zweiten Fiage bewies Ascoli 129 J, daB eme kon- 
vergente tugonometribche Reihe, welche eme stuckweise stetige Funk- 
tion daistellt, eme Font iet j eihe ist Nach da Bois-Reymond 130 ) ge- 
nugfc, daB die Funktion dei Klasse R angehoie 131 ), nach Lebesgue 133 ), 

124) G Cantor, J f Math 72 (1870), p 139 — 143, zunachst ohne Ausnahme- 
punkte, nut endlich vielen Ananahmepunkten J f Math 73 (1871), p 294 — 296, 
fur Ausnabmepunkte, deien abgeleitete Menge aus endlich vielen Punkten be- 
ateht, Math Ann 5 (1872), p 123—132 

125) F Bernstein, Leipz Bei 00 (1908), p 325 — 338 Der Fall emer ab- 
zaklbareu Ausnahmemenge mirde gleichzeitig auch durch W H Young erlecligt, 
1 c 122), erste Albeit Nacb Hausdorft , Math Ann 77 (1916), p 430—437, spez 
Anm p 436, sind bei den Fragen 1 und 2 Ausnakmemengen ohne peiiekten 
Bestandteil als Bore Zsche Mengen abzahlbar 

126) D Me7ichoff, Pans C R 163 (1916), p 433—436, gibt eine mit Aus- 
nahme emer perfekfcen Nulhnenge uberall gegen Null konvergierende tngono- 
metrische Reihe Ygl auch A Bajchman, 1 c 122a) und Fund Math 4 (1923), 
p 306 — ->07 

127) 21/ Riesz, Math Ann 71 (1911), p 54— 75, spez p 71 — 75 Der weitei 
unten gegebene Satz von Lebesgue bezugheh der zweiten Fragedtellung wild hier 
entsprechend ubertiagen 

° 03 00 

128) Vgl die Beispiele J -f- ^ cos n x und J? n sm nx 

71 = 1 ?i — 1 

129) G Ascoli, Ann di mat (2) 6 (1873), p 21—71, p 298—351 

130) P du Bois-Reymond, Munch Abh 12 (1875), p 117—106 

131) 0 Holder, Math Ann 24 (1884), p 181—216, \ereinfacht wesentlich 
den du Bois-Reymond schen Beweis namentlich durch Anwendung ernes von lhm 
und Hauiacl herruhrenden Mittelwertsatzes und piazisiert die du Bois-Reymond 
schen Eigebnisse 

132) H Lebesgue, led) spez erste Arbeit, p 458 — 471 und Le 9 ons, 
P 122 — 124 
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da8 sie bescbiankt sei, wobei sogar eine reduktible Menge allen- 
fallsigei Ausnahmestellen zugelassen wnd Lebesgue 13S ) gibt em Bei- 
spiel emei ubeiall konvergenten tugonometuschen Reibe, die eine 
Funktion dei Klasse L b) abei nicht der Klasse R daistellt Die 
Gewinuung diesei Eigebmsse ist emer der sckonsten Eifolge des 
Lebesguesciien Integialbegnffs Noch weiter gebt dei folgende Satz 
von de la Vallee Poassin lU ) Jede sogai diveigente tiigonometnsehe 
Reibe ist die Fomie>ie ibe emei Funktion dei Klasse Z, wenn (54) 
eifullfc ist und die Unbestimmtbeitsgienzen dei Reibe 135 ) endlicbe 
Funktionen dei Klasse L sind 13G ) Es konnen dabei nock abzahlbar 
unendlich viele Ausnahmepunkte zugelassen weiden 125 ) 

Audi biei beiulien die Beweismetboden auf dem Ubeigang zu 

ct b 

F(%) duich zweimalige Integiation, so daB ^ und als Fouwe>- 

koeffizienten ausgediuckt weiden konnen Den Ruckgang zu f(x) ge- 
wahien veischiedene dei Integialiecbnung angeboiende Satze, die aus- 
diucken, daB untei den jeweilig fui die Reibe gemacbten Voraus- 
setzungen F(x) sicb, abgeseben von emer lmeaien Funktion, ala 
zweifaokes Integial semei zweiten veiallgem emei ten Ableitung aus- 
diucken laBt 

Tiotz diesei weitgelienden Satze gibt es elemental e Funktionen 137 ), 
welcbe m erne tiigonometnsebe, abei in keine Foiow sebe Reibe ent- 
wickelbar sind, selbst wenn man Ha) nach-LebesguesciiQ (A Rosenthal, 
II C 9, Ni 34, Anm b30) Integiale zulaBt Jedocb gibt JDenjoy m ) m 

133) II Lebesgue, l c 3), p 481f , Le 9 ons 7 p 68 1 Ein weiteigehendes Bei- 
spiel bei H Steinhcius, Kiak Anz 1913, p 291 — 304 

134) Ch -J de la Vallee Poussin , 1 c 122), vgl auch Cours d’analyse, 
3 Aufl I 1911, p 449 — 452 Fui emeu frukeien, weniger weitgelienden Satz 
vgl TT r II Young, 1 c 122), zweite Arbeit 

135 j Es genugt auch, wenn dieses nm fur die Unbestimmtheitsgienzen der 
(G, l) summierten Reihe gilt Em & 5^ 1, TK H Young, Roy Soc Proc 89 (1913), 
p 150 — 157 Fui beliebiges l, A Rajcliman, Monatsh Math Phys 26 (1915), 
p 263—288, fui PoteSOttsclie Summierung unter Yoiaussetzung von (54) A Rajch- 
man , Prace mat -fiz 30 (1919), p 19—86 (polmsch), p 8b — 88 (franz ) 

13b) Be la Vallee Poussin hebt hervoi, dab die a u und 5 /t die Pourierkoeffi- 
zienten der oberen und unteien Unbestimmtkeitsgrenzen dei trigonometnscben 
Reibe siuci Auch bei du Bois-Reymond und Holdei handelt es sick sebon 
eigentlick um die Unbe^tnnmtheitsgrenzen Wn erwaknen noch den Satz von 
H Steiuhaiis , Krak Abh 56 (1916\ p 176—225, dab erne bestandig konveigente 
tngonometribche Reihe, deren Summe stets >0 ist, eine Foaneneihe ist 

137) P Fatou , Pans C R 142 (1906;, p 765 — 767, Lebesgue, Le 9 ons, p 124, 
O Perron, Math Ann S7 (192 2), p 84—89 

138; A Deujoy , Calcul dea coefficients d'une serie tngonom&rique conver- 
gente quelconque dout la sornrne est donnee, Paris (Gauthiei-Villars) 1921, Zu- 

Lncjldop d math Wisaonsch 113 80 
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Erweiterung seines Integralbegriffes (A Rosenthal , II C 9, Nr 35 c) 
emen IntegralprozeB an, der gestattet, die Koeffizienten emei uberall 
konvergenten trigonometriscben Reibe m so erweiterter Fomiersoher 
Weise daiznstellen 

14:. Konvergenz- und Diveigenzerschemungen bei allgememen 
tngonometnschen Reihen. Fui die Konveigenz tngonometnscher 
Reihen liegen einige elementare bmreiehende Bedmgungen yoi ; die 
anf dei Abelschen Transfoimation beiulien 139 ) 

In bezug auf absolute Konveigenz zeigen lm AnschluB an Fatou UQ ) 
Benjoy uv ) und Lusm U2 ), daB, wenn die trigonoinetnscbe Reihe (53) m 
emer Menge vom MaBe > 0 absolut konvergieit, aucb die Reibe 
00 

a n | + | b n |) konveigiert also die tngonometnscbe Reibe ubeiall 

n = i 

absolut konvergiert 143 ) 

Die Punkte nnt ngendemer Konvergenz- oder Diveigenzeigen- 
scbaft liegen allgemem bei Deutung der Verandei lichen auf dem Em- 
heitskreise stets symmetiisch m bezug auf die Punkte der absoluten 
Konveigenz Fui weitere Folgerungen vgl Fatou, Denjoy und Lu- 
sm } 1 c 

Fui Potenzieihen auf dem Emheitskreise bzw fur tngonome- 
trische Reihen geben Lnsin bzw Stemlians iu ) je em Beispiel ubeiall 
divergentei Reihen mit nach Null gehenden Koeffizienten Faidy 
und Littleivood ub ) zeigen speziell, daB die Reihen 
00 00 
^n~ a cos n 2 %x und Sn ~ “ sin n 2 utx 

71= 1 71 = 1 

bei « < ^ ini kein mationales x konvergieien oder durch lrgendem 
Cesarosches Mittel summierbai sind, und geben die rationalen Werte 

sammenfaBsnng von 5 Arbeiten aus den Pans C R 172 (1921), p 653—655, 
833-835, 903 — 906, 1218—1221, 173 (1921), p 127—129 

139) Ygl etwa Lebesgue, Le 9 ons, p 42ff, und auch W H Young, London 
math Soc Pioc (2) 12 (1912), p 41—70, ferner T T Y Chaundy und A E Johffe, 
London math Soc Pioc (2) 15 (1916), p 214 — 216 

140) Fatou , 1 c 8), p 398 

141) A Denjoy , Pans C R 155 (1912), p 135—136 

142) N Lusm, Pans C R 155 (1912), p 580—582 

143) Fur den Beweis ygl P Fatou, Bull Soc math Fr 41 (1913), p 47 
bis 63 

144) N Lusm, Paleimo Rend 32 (1911), p 386—390, H Stemhaus, War- 
achau C R 1912, p 223 — 227 

145) G H Hardy und J E Littleivood, Acta math 37 (1914), p 193—238, 
spez p 232 ff 
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von x an, fur welche die Reilien konveigieien 

00 

cos (/3 n lo gn -f- w.r) (« ^ -£) 

N = 1 

ist 146 ) z B fux 0 nngends konvergent odei durch anthme- 

tische Mittel lrgendwelchei Ordnung summieibai 147 ) 

W Sieipinshi 11 *) gibt eine Potenzreilie, die nui in emem Punkte 
des Konvergenzkieises konveigiert Nach emem Yoibeieitenden Bei- 
spiele von Steinhaus lld ), das zeigt, daB bei emer tugonometriscben 
Reihe und Potenzreihe sowohl die Konyergenzpnnkte als auch die 
Divergenzpunkte je ein Intel Yall enthalten konnen, zeigt Nedet 150 ) 
durcb zwei Beispiele, daB das MaJB dei Menge diesei Punkte jeden 
beliebigen Wert annehmen kann 

III. Anliang. 

15. Mehrfache Fourieneihen und trigonometnsche Reihen. Auf 
eine ausfubilicbe Darstellung der Ubeitragung del Tbeone auf mehr- 
fache namentlick auf Doppelieihen konnen wn urn so eher verzichten, 
da man leicht emen Uberblick uber den Stand dieses Grebietes aus 
den Aibeiten Yon W H Young 151 ) und H Genmgey 152 ) gewinnen 
kann Hmieicbende Bedingungen fui die Daistellung dui oh eine zwei- 
facbe Foiuieneihe geben 153 ) u a M Kiause, G H Haxly, A Veygeno , 
W S Young , W Kustermann 151 ) und H Gemnger Zum Untei- 
scbiede gegen die entspiecbenden Falle bei emer Veianderlichen 
bangt hier das Veikalten dei Reibe auch bei Summieiung mcht nui 
you dem Verhalten dei Puuktion m der unmittelbaien Nachbai- 
schaft des betiachteten Punktes x 07 y Q , sondern auch von dem Ver- 


146) G H Hardy und J JE Littleuood, Nat Ac of Sc Proc 2 (1916), 
p 583— 6S6 

147) Die Reihen sind daher keine Foui leneihen, da Bie sonsfc fast uberall 
(C, <5) summierbai waren 

148) W Sierpihshi, Warschau C R 5 (1912), p 153 — 167 (poln ) 

149) H Steinhaus, Krak Anz 1913, p 435 — 450 

160) L Nedei, 1 c 44\ p 88 ff Ygl auch St Mazmlaeuncz, Fund math 3 
(1922), p 52 — 58, A Rajchman, Warschau C R 11, p 143 — 146 

151) W H Young , London math Soc Proc 11 (,1912), p 133—184 

152) H Gemngei , Monatah Math Phys 29 (1918), p 05 — 144 

163) 31 Kiause, Leipz Ber 55 (1903), p 164 — 197, G H Hardy, Quart J 
37 (1905), p 53—79, A Yeigerio , Giorn di mat (3) 2 (191 1'), p 181 — 206 

154) W Kustomann, Uber Founeische Doppelreihen und das Poissonsche 
Doppelintegral, Inaug-Diss Munchen 1913 (60 S) 


80 h 
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lialten m den beiden Stieifen \x — £ 0 | d bzw I V — dei sog 

h euzfoy nngen Nachbatschaft, ab Fur Summation ygl W H Young , 
0 N Moo7e m ), W Kustennann, H Gevnnget und M Kleboger l55a ) ? 
fur die sicb an Jizewmwi anscklieBenden Fragestellungenu a G Ascoli l56 ), 
W H Young und insbesondeie H Gemnqe) 

16. Der Grad der Annah.eru.ngen 157 ) Wn bescbaftigen uns mi 
folgenden mit dei angenaberten Daistellung einei gegebenen stetigen 
Funktion f(x) duicb erne ganze lationale Funktion vom Giade n 

(59) PJ X ) “ A) + + + A n x n 

oder einei gegebenen stetigen Funktion nut dei Peiiode 2% duicb 
eme endbcbe tngonometiiscbe Summe 

(60) T n (%) = a 0 + cos x + {t x sm x -f + cc n cos nx + sm nx 

Aus den durcb Kuclibeyge > und fui tngonometiiscbe Summen duich 
F) echet und J W Young eiganzten Unteisucbungen yon Tschebyscheff 
folgt, daB bei emer gegebenen Funktion f(x) es immer ein emziges 
Polynom 7t n (x) bzw eme emzige tngonometriscbe Summe r n (x) yon 
gegebenem Grade gibt, fui welcbe das Maximum q n yon 

I A X ) ~ P n (*) \ hzw | f(x) — T u (x) | , 

— die Annndhenmg — zu emem Minimum wild Ygl. hieizu 
A Rosenthal, II C 9 Die explizite Bestimmung der Tschebyschcjf- 
schen annaliernden Folgen isfc aber auch m emfacken Fallen auBei- 
oidentlicb schwieng 15S ) 

Uns mteiessieit biei in erster Lime die von Lebesgue und de la 
Vallee Poussin 15 *) etwa gleiclizeitig gestellte Aufgabe, die GfroBen- 
ordnung dei Q n fur beide Paiallelaufgaben nabei zu untei suelien Es 
bandelt sicli zunacbst daium, duicb spezielle Annabeiungen obeie 

155) C If Moore, Ainei math Soc Bull (2) 25 (1919), p 258—276 Ferner 
Amer math Soc Trans 14 (1913), p 73—104, Math Ann 74 (1913), p 565 
bis 572 

155 a) M Klebeigcr , Mitt des Math Sem der Umv GieBen Bd 1 Heft 2 
(1922), p 1—27 

156) G Ascoli, Mem Acc Line (8) 4 (1879), p 253—300 und (3) 8 (1880) 

p 263-319 h 

157) Fur die Literatur und lm folgenden niekt beruhifce Fiagen \gl Ch-J 
de la Vallee Poussin, Ens Math 20 (1918), p 5-29 (Bencht), feiner Lemons und 

das Referat daiuber von H Lebesgue , Scienc math Bull 44 (1920), p 137 153^ 

sowie D Jackson, Amei math Soc Bull 27 (1921), p 415—431 (Bencht) 

158) Vgl jedoch 176) 

159) E Lebesgue, Palermo Rend 26 (1908), p 325-328, de la Vallee Poussin, 
Ac Belg Bull 10 (1908), p 319-410, spez p 403 f 
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Scliianken fui $ n zu erhalten 16 °) Da nun die beiden Fa lie sicli duich 
einfache Tiansfoimationen aufemandei zui uckfuhi en lassen 161 ), be- 
scbianken wn uns fast ausschlieBlich anf die Fiage bei trigonome- 
tnscben Suinmen, zumal die meisten Metlioden auf Eigenscbaften der 
letzteien beiuben 

Es sei zunacbst fix) penodisch stetig und besitze eine ? te Ab- 
leitung (? ^ 0) nut dem StetigkeitsmaB G3 r (d\ dann ist IC2> ) 

A log a, (~) 

I ft*)- s H (x) I < , (» > l) 168 ) 


wo A erne absolute Konstante, s n {%) die w te Paitialsumme dei Fowier* 
leibe ist 

1st 6 n (%) das n te Fejasohe Mattel dei Foioiene ibe einei stetigen 
periodiscben Funktion mit dem StetigkeilsmaB cj(6), so ist 


iao — (*j i < 4 ® (4) ( 2 + 1 Jo s ® (4) + ® c*j) 


Genugt f(x) emei A?pse7Mibbedingung der Ordnung 


so ist 

bzw fur a — 1 


0 < a < 1 , mit a (3) < M3 a } 

\f{r:) — 6 n {x)\<~, 

1 161 > 


Auf an dei e Annabel ungen duich tugonometiische Summenfuhien 
singular© Integiale (vgl E Hilb und 0 Szasz, II Oil) Als am weit- 


lbO) Fur erne emer Lipsch tebedmgung eister Ordnung genugende Funk- 
tion f(jc) erhalt Lebcsgue \om Wete? st) rt/3sclien Integiale ausgekend die Annahe- 

rung 0 ^"J/ dc la Valhe Poussin, 1 c 81), p 222 ft , venmttels Stieltjes- 

Landausckex Poljnome die Annaherung und fm Funktionen, deien Ab- 

WnJ 

leitung beschrankte Sckwankung hat, die Annaherung 0^— ^ An die doit auf- 

gewoifene Fiage, ob sich diese letzteie Annakerung veibessern las^e, knuptt sicb 
die ganze weitere Enfavicklung Fur die Beantwoitung dei Fiage vgl unten 

fni)=iO{tp(n)) bedeutet bekanntlich, daB - — fui groBe n bescbiaukt ist 

cp(n) 

161) Ygl etwa de la Vallec Poussin, Lemons, p 5—7 

162) H Lcbesgue, 1 c 7) 

103j Der unendlich werdende Faktor logit hangt nut dei muglicben Diver- 
genz dei Fourie) reihe emei stetigen Funktion zusammen 

164) S Bernstein , Mem 01 sc RpIo- (%) x n 1 — IfH an*" n R 01 
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tragendsten eiwiesen sick die von D Jackson 165 ) (in eister Lime fui 
2* =4) 166 ) emgefukiten Integiale 167 ) 



nut 


l 


it 




dt 


n 


2 2 

Man erkalfc auf diese Weise tngonometnscke Polynome, welcke ge- 
statten 7 den Satz 1C8 J auszusprecken 

1st f{x) periodisck stetig und besitzt es eine Ableitung r tGr Ord- 
nung nut dem Stetigkeit&maB co r (d), dann ist 


(61) 


/ A \ w / 

Qn< A r 


wo A r nur von t abkangt 169 ) Genugt speziell die r te Ableitung einer 
Li])sclntzheimg\mg «(d) < Md a , so ist 


(62) 


^A r Mn* 

Qn ^ n r + a 


Unteie Sckianken fui Q n eikalt man zunackst aus folgendem 
Satz von Lebesgue 110 ) Gibt die n tQ Partialsumme s n (x) der Fourier- 
reike einer Funktion f(x) eme Annakerung cp(n\ dann ist 

( 63 > (”>!) 

wo A eme numeriscke Konstante ist 171 ) Jackson 111 ) beweist durck 


165) B Jackson, Uber die Genauigkeit der Annaherung stefciger Funktionen 
durck Polynome gegebenen Grades und trigonometrische Sum men gegebener 
Ordnung, Inaug'Diss Gottingen 1911 (98 S), Amer math Soc Trans IS (1912), 
p 491—515 und Amer math Soc Trans 14 (1913), p 343 — 361 

166) Fur 2r = 2 erkalt man den Feje) scken Ausdruck 

167) Fur ein aquivalentes Bingulaies Integral und eme Veieinfackung der 
Beweise vgl de la Vallee Poussin, Le^ns, p 43 ff 

168) B Jackson , 1 c 165), vgl auck de la Vallee Poussin, Lei^ons, p 51—52 

169) Die r ersten Ableitungen werden durch die bezuglicken Ableitungen 
der tngonometiischen Summen enfcspreckend angenakert 

170) H Lebesgue, 1 c 47), p 114—117 Auf diesem Wege ergibt sick auck 
em Beweis fur die Konvergenz der Fourierie ike, wenn die Bim-Lipsch ttzscke 
Bedmgung eifullt ist, vgl 1 c 47), p 114—117, ferner 1 c 7), p 201— 22u und 
D Jackson, Amei math Soc Bull 27 (1920), p 108—110 

171) Fur andere solche Ongleiekungen vgl S Bernstein, 1 c 164), p 86, 
ferner de la Vallee Poussin, Le$om, p 13, 34 und p 22, wo der Lebesgue ache 
Satz in der oken gegebenen Form sick findet 

172) B Jackzo^ Disg 1 c 165), p 57 fi 
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Beispiele, daB fui die von lhm betrachteten Funktionsklassen die 
GrroBenordnung der oben gegebenen Annaherungen ini allgememen 
die bestmoglicbe ist 

Auf erne neue Griundlage wild die ganze Theorie duich die Unter- 
suchungen yon S Bernstein 173 ) gestellt, der umgekebrt aus dei GrioBen- 
ordnung der moglicben Annaherung auf das infinitesimals Verhalten 
der Funktion schlieBt Er findet 174 ) 

Ist erne Funktion f(x) fur jedes n duich eme tugonometnsche 
Sumrne T n {%) derart angenaheit darstellbar, daB 

164) ]f(x) _ Tl{ {x)\<~, 

wo ? eme ganze Zahl ist, so besitzt, wenn 0 < cc < 1 ist, f(x) erne 
r te Ableitung, die emer Zr^;sc7Mtebedmgung dei Oidnung a genugt 
Ist abei a = 1, so kaun man nux schlieBen, daB fur die P 6 Ableitung 

(65) o r (#) < Ad | log d | 

ist 

Dei untei Voraussetzung (64) gewonnene Satz ist fur 0 < a < 1 
erne genaue Umkehiung yon (62), und damit ist fur diesen Fall 
wiedeium gezeigt, daB die dureh (62) gegebene GroBenordnung dei 
Annabel ung die bestmogliche ist Fur a = 1 gibt (65) diese Um- 
kebiung mcht 

Besonders wichtig war fur die Entwicklung die Fiage nach der 
bestmoglichen Annabel ung von | x \ bzw | Bin x | , welcbe, wie Bern - 

stem 173 ) zuerst zeigte, von der GrroBenoidnung ~ ist 176 ) Damit ist 

erne von de la Valle'e Poussin aufgewoifene Fiage lf0 ) beantwortet 
Ist f(x) unbegienzt oft diffeienzierbar, so wacbst nach dem Obigen 
die Annakeiung stalker wie jede negative Potenz von n und nm- 
gekehit 

Um emen Satz ubei analytiscbe Funktionen und gleichzeitig ubei 

173) /S' Bernstein, 1 c 164) 

174) Ala wichtigea Hilfsmittel dient dabei der Satz Ist der absolute Be- 
tiag emei tiigonometrischen Summe H trr Ordaung <^1, dann ist der absolute 
Betiag lhier eisteu Ableitung < n Vgl S Bernstein, 1 c p 6ft Emfache Be- 
weise und Veitiefungen des Satzes gibt M Biesz , Pans C R 158 (1914), 
p 1152 — 1154, ferner 1 c 41) Emer der Beweise wuide von de la Vallee Poussin 
wiedeigetunden, Pans C R lb6 (1918), p 843—846, L^ons, p 39 ff 

175) S Bernstein, 1 c 164), p 60, Acta math 37 (1913), p 1 — 57 

176) Ch-J de la Vallte Poussin, Ac Belg Bull 12(1910), p 808—844, gibt 
untei Heianziehung des Tschebycheffscheu VeifaVrens, dessen sick dann auch 

5 Bernstein bedLent, ais untere Schranke — ~ , D JacLson, Dias p 52 — ~ — 

ft (log ft) 3 r ft log ft 



1228 II C 10 Hilb-Rte$z Neuere Unteisuchungen uber trigonometnsebe Reiben 


polynomial© Appioximation zu brmgen, greifen wir den folgenden 
Satz von Bernstein 111 ) beraus 

1st fur alle x bei geeigneten Polynomen P n (x) mi Intel valle 

< — 

\t(%)-P n (x)\<T*> (*> 1 , » = 0 , 1 , 2 , ) 

so ist f(%) nn Innern der Ellipse nut den Bi ennpuntten — 1, ~j- 1 
und dei Halbacbsensumme B legular analytiscb Die Umkebiung 
gilt z B untei dei Zusatzannabme, dafi f(x) auf dem Ilande dei 
Ellipse bescbiankt ist 178 ) 

177) S Bernstein , 1 c 164\ p 36 u 94 Vgl kierzu aucb M Bicsz Acta 
math 40 (1916), p 337 — 347 Fm weiteie Ausfuhi ungen vgl S Bernstein , 1 c 
p 65 — 76 und de la Vallce Poussin, Lemons, p 110—150 

178) Fur Funktionen zweier oder mehieier Veianderlicbei vgl S Bernstein, 
1 c 164), p 97 — 103, P Montel, Bull Soc math France 46 (It) 1^), p 151 — 192, 
spez p 184—192 


(Unter nachtiaglicbei Beiucksicbtigung emzelnei spateier Arbeiten abgeaehlossen 

am 24 Juli 1922 ) 
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4. Summabilitat der Faktoriellenreihen 

5. Beziehungen zu Du ichl etschen Reihen 
(J. Darstellbarkeitsbedmgungen 

7. EntwicUnngen nach den Nahernngsnennern ernes Kettenbiuohes 

8. Entwicklungen nach den Integralen lmearer Differeutialgleichungen 
0. Sonstige Reihenentwicklungen 

10. Appioximationen 


Literatnr. 

Erster Teil 

M Docker , Die Reihenentwicklungen der Potentialtheone Leipzig 1894 

— Boundary Problems in one dimension Internat Math Kongrefi m Cambridge 
1912 

— Lei^ons sur les methodes de Sturm dans la theone des equations differentielles 
lineaires et leuxs ddveloppements modernes Collection Boiel Pans 1912 

E Burlhardt, Entwicklungen nach oszillieienden Funktionen und Integration 
der Differeutialgleichungen der mathematischen Physik Deutsche Math -Vei 
10 2 1908 

U Dint, Sene di Founer ed altie lappresentazioni analitiche delle funzioni di 
una variabile reale Pisa 1880 

— Sugh sviluppi in sene per la rappresentazione analitica delle funzioni di una 
variabile reale data arbitranamente m un certo intervallo Litogi Pisa 1911 

D Hilbert , Grundzuge einer allgememen Theone der lmeaien Integralgleichungen 
Gott Nadir 1 Mitt 1904, p 49—91, 2 Mitt p 213-259, 4 Mitt 190b, 
p 157—227, 5 Mitt p 439—480, 6 Mitt 1910, p 355—411 

J Horn , Emfuhrung m die Theone der partiellen Diffeientialgleichungen Samml 
Schubert LX, 1910 

A Knese i, Die Integralgleichungen unci ihie Amvendungen in dei inatbematischen 
Physik Yieweg 1911 2 Aufl 1922 

A Kom , Funf Abhandlungen zur Potentialtheone Berlin 1902 

— Ubei fieie und erzwungene Schwmgungen Leipzig-Berlm 1910 

F Doclels, tJber die partielle Differentialgleichung Am + ^m^o und deren 
Auftreten m der mathematischen Physik Leipzig 1891 
Vivanti, Elementi della teona della equazioni integrali lmean Mailancl 1916 
Wtbei , Die paitiellen Differentialgleichungen der mathematischen Physik, 
5 Aufl Braunschweig 1910 und 1912 

Zweiter Teil 

E Seine, Handbueh der Kugelfunktionen, 2 Aufl Berlin 1878—1831 

P Montel, Lemons sur les senes de polynomes a. une variable complexe Pans 
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C Neumann , Uber die Entwicklung einer Funktion mit unagmaiem Argument 
nach den Kugelfunktionen 1 und 2 Art Halle 1862 

— Tkeorie der BesseUchen Funktionen Leipzig 1867 

N Nielsen, Handbuch der Theorie dei Gauimafunktion Leipzig (Teubner) 1906 

— Lehrbuch der unendlichen Reilien Leipzig 1909 


Ei ster Teil 

Entvvicklungen bei reellen imablungigeii Yeranderliclieii. 

Bezeichnungen Fai spezielle Klassen ebener und raumlicher 
Gebiete scklieBen wir uns an die Bezeichuungen von L Lichtenstein , 
II C 3, p 183f an Wn bezeichnen ferner mit < [a , &) das reeLLe In- 
tel vail a <[ x <[ b } mit (a, b) das Interval! a < & < & Die Woite „Inte- 
gyal il , „inleg)'ierbai u wenden wir stets lm Lebesgue scken Sinne an Da- 
hei ist mit f[x) zugleich aucli \f(x)\ mtegrieibai, vgl A Rosenthal , 
II C 9 ; Nr 33 Wn nennen L die Klasse allei in <a, by mtegneibaien, 
L 2 die Klasse allei m L enthaltenen Funktionen ; deien Q uadi ate in 
(a, by mteguerbar smd 

Emleitung Wn besckaftigen uns irn folgenden mit den wich- 
tigsten Spezialf alien der Aufgabe Gegeben sei in dem leellen Inter- 
valle <a ; by em System von unendhcli vielen reellen Funktionen (p v (x), 
(i/ = l,2, ), es ist zu unteisucken, welclien Bedingungen erne 

Funktion f(x) zu unteiwerfen iafc r damit sie fur alle x m (a, by dureh 
erne konvergente Reihe 

CO 

d) f( X ) = yj' C >CpJ,X) 

1 

daistellbar sei, wobei die c x von x unabliangig sind Es weiden aueh 
die entspieclienden Fiagen fur Funktionen mekieiei Veiandeilicher, 
^enn aucli oft dei Kurze halbei nui andeutungsweise, bekandelt, 
waliiend in bezug auf die Daistellung analytiscbei Funktionen auf 
II C 4 ; L Biebeibach , p 490 und den von 0 Szdsz veifafiten 2 Teil 
dieses Ref zu veiweisen ist 

J Hoene Wionsli (vgl II A 2, A Voss, p 78; hat die obige Fiage- 
stellung m dei allgemeinsten Foim vooi foimalen Staudpunkt aus 
aufgewoifen und erne Metkode zui Bestimmung dei c t entwickelt, 
dock ist ; wie du Bois-Reymond l ) keivoikebt, die von Wionsla ge- 
gebene Form dei Koeffizienten entspieckend dei Allgemeinkeit des 
Ansatzes so veiwickelt, daB sie sckon in den einfacksten Fallen die 
Untersuckung dei Konveigenz der Reike und die Beantwoitung der 


1) V A*! TSoib- "Peumon 7, Mnnrhen Mih V 1T 2 A ht n T 
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Frage, welcbe Funktionen eme deiaitige Entwicklung gestatten, un- 
moglicb maebt E Schmidt und F R r tess 2 ) bebandeln dagegen die 
Fiage, warm sick eme m < a, by stetige Funktion m eme gleiebmaBig 
konvergente Reihe nacb lmeaien Aggiegaten dei Funktionen cp v (' 1 ') en ^" 
wickeln lafit Wn baben es hiei mit emem Piobleme dei Appioxima- 
tionen zu tun (Bez allgememei Ausfulnungen ubei Appioximationen 
ygl das Ref Rosenthal , II C 9 ; Nr 50) Bei den Anwendungen wn d 
abei meistens die Losung dei TTO onsZjscben Aufgabe gefoideit, diese 
abei daduich dei Behandlung zugangig, daB zu den <p y (x) ein adjun- 
gieites Funktionensystem gehoit, so daB 

b 

(II) (<?,, = 1, S 1U = 0, Tverni v =j= p) 

a 

ist Daif man dann (I) gliedweise mtegneien, so eigibt sich 

b 

(III) c } =ff(^,{x)d% 

a 

1st = p(x)<p v (x) und ist m < a , &) aucb nocb p(x) > 0, so bilden 
die go, (x) em oitbogonales Funktionensystem, ist _p(#) in (a, by teils 
positiv, teils negatiy, em polaies Funktionensystem, im allgememen 
Falle em bioitkogonales System 

Im Abschnitte I sollen nun die wiebtigsten Satze ubei die Ent- 
wicklungen nacb oithogonalen, polaren und biortbogonalen Systemen 
bespiocben weiden, wobei wir uns meistens dei Kuize halbei auf 
Funktionen emer Veiandeilichen besebranken Abscbnitt II bnngt 

o 

dann Emzelausfubiungen uber die wiebtigsten deiaitigen Funktionen- 
systeme, namlieb uber solcbe, welcbe aus Randweifcpioblemen bei ge- 
wohnlicben und paitiellen lmeaien Differ entialgleicbun gen entspnngen 

I. Allgememe Satze uber Entwicklungen nacb ortbogonalen, polaren 
und biortbogonalen Funktionensystemen 

1. Auftreten ortliogonaler und biorthogonaler Funktionen- 
systeme Das emfachs>te Beispiel oitbogonaler Funktionensysteme 
wild duicb die tiigonometnscben Funktionen sin vx und cos vx ge- 
liefeit, wie m II A 12, Emilia) dt und II C 10, Htlb-Rtes a, nahei aus°-e- 
fubit wuide Andeie spezielle Beispiele und zwar aucb Yon bioitbo- 
gonalen Funktionensystemen weiden ini Abscbnitt II betiachtet Femer 
bilden die Eigenfunktionen emei linear en Integi algleicbung nut reellem 

2j Jhj Schmidt j Entwicklung 1 willkiirlicber Funktionen nacb Systemen voi- 
gesebnebener, Diss Gott 1905, Hath Ann 63 (1907), p 433 — 476, F Riesz , 
Ann Ec Noim (3) 28 (1911), p 33—62 
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symmetnscben Kem em reelles oitbogonales Funktiouensystem, die 
mit polaiem Kern em polaies Funktionensystem, scblieBlicb die Haupt- 
fanktionen einet Integialgleickung init unsymmetiiscbem Keme em 
bioitbogonales Funktionensystem (Hellmgei -Toephtss, II C 13) Allge- 
mein eihalt man, wenn p(F) eme in (ci, b) positive Funktion ist, aus 
emem linear unabliangigen 8 ) Funktiouensysteme cp,{x), fiu Welches 
alle Funktionen Yp (i) cp r (a,) zu L° geboren, nacb dein Voigange von 
Gtam*) und Schmult 5 ) ein ortliogonales Funktionensystem uj%), m- 
dem man vil £ 

y* ( ■ l ) - 2' “<* H I p & **« (6) <?v d £ 

(i) «,(*) 


]/ fp (a,) ( <p v (x) — yj' U fl l I)fl> (I) «„ (6) 9 P, (I) d g 


dx 


setzt Ist msbesondeie (p t (^ = ^ 1 , so sind die Funktionen «,(t) ab- 

o-eseben von konstanten Faktoien die Nabemngsneuner der Ketten- 
& 

biucbentwicklung des Integials 


( 2 ) 


/ Vi) 




Szego °) beweist, dafi fui emen Punkt * von (a, &), in dem />(b) gewisse 
Stetigkeitseigenscbaften besitzt, samtliche Konveigenz- und Suinma- 
bilitatsfragen auf die entspiechenden bei gewobnbcben trigonometn- 
scben Foil) teneihen zuruckfubibai sind 

Duicb geeignete Spezialisieiung von a, b und p{x) eibalt man 
wichtige aus Polynomen bestebende, oitbogonale Funktiouensysteme, 
wie die der Kugelfunktiouen, del Jacobisahen, dei He> mitescken Funk- 


n 


3) Es kann also 'Sjc v <p,(x) nui dann fur alle x m <«, &> versctnvinden, 

l 

wenn alle c v veisclnvinden 

4) J p Gram, Orn Raekkeudviklmger bestemte veil Hjaelp af de rumdste 
Kvadrateis Metkode, Kopenk3gen 1879, lernei J f Math 94 (1883), p 41—73 

5) E Schmidt, 1 c 2), Math Ann p 442 

6) G Szego , Math Ztsckr 12 (1922), p 61 — 94 Diese wicktige Arbeit 

ist erst nacli Abscklufi des Bencktes erscbienen, sonst 'waien lkie Eigebmsse 
eiugekendei besprocken worden Ygl auck G Szego, Math Arm b6 (1922;, 
p iU — 139, spez p 135 — 139 Spezialfalle bekandeln a) E Heine, Tkeoue 
der Kugelfunktionen, Berlin 1878, p 286 f, b) C Poise, Fi actions continues alg<§- 
bnques, St Petersburg 18S6, c) G Daiboux, J de math (•)') 4 (lb78), p 5 57, 

377—417 d) 0 Bhmcnthal, Ubei die Entwicklung eiuei willkurlichen Funktion 
’ o 


nach den Nennein des 


Kettenbiuches lui 



— X 


Dus Gott 1898 
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tionen u a, m bezug auf welche auf II 28 ; Appell und Lambert der 
franz Enc verwiesen sei Es sei hiei nui die elegante Metliode be- 
sondeis erwahnt, vermittels der man nach Mailoff 7 ) Funktionalglei- 
chungen fur solche durch den OithogonalisieiungspiozeB gewonnene 
Polynome Yon emer oder mehieien Vei an dei lichen erhalt Das duich (1) 
gegebene Orthogonalisierungsveifakien fuhrt nach Pell 8 ) auch zn not- 
wendigen und hmreichenden Bedmgungen dafur, daB zn emem m 
<a, b)> zm Klasse L 2 gehongen Funktionssystem (p v (x ) em ebenfalls 
zu L 2 gehonges adjungieites System ^,(V) gehort, so daB (II) gilt 
Beispielsweise besitzen die Potenzen x v ~ 1 lm Intel valle < — 1, + 
kem adjungiertes System 9 ) 


2. Satze uber die Ponnerkoeffizienten Die Funktionen cp v (x) 
mogen ini Intervalle (a, V) der Klasse L 2 angelioren, und es sei 10 ) 

b b 

(3) fq D, \x) dx — 1 , f<p v (x) cp H (x) (H = 0, wenn v =j = = (i 

a a 

Dann bilden die eni noimieites oithogonales Funktionensystom 

Die Verwendung dei Indizes bei emem solchen System bedeutet keme 
Emschrankung ir ), da jedes orthogonale Funktionensystem aus endlich 
vielen oder aus abzahlbar vielen Funktionen besteht Die foimal 
duich gliedweise Integration von (I) gewonnenen Koeffizienten 

b 

(4) c, =ff(x)g>,(x)dv 


nennt man m Eiweiteiung des bei den tngonometnschen Reihen ge- 
biauchlichen Ausdiucks die Foiuie) koeffizienten you f(x) Sie exi- 
stieien fur jede Funktion f(x\ welche m <a ; zu Z 2 gehoit 12 ) ; und 
haben die Eigen schaft, daB fui diese Weite Yon c v 

' a \ 2 

/<» —2 C > ( P< dx 

a \ X / 

zu emem Minimum wild 



7) Vgl C Posse , 1 c 6 b), feiner fur Polynome mebrerei Veranderlicker 
W Stellojf, Peters b Denkschr (8) 30 (1911), Nr 4 

S) A J Pell , Amei math Soc Trans 12 (1911), p 135 — 164 

9) Uber bioithogonale Systeme von Polynomen emei unci mehrerer Ver- 
anderheber \gl H Putlhardt, Entwicklungen p 892 f , 913 f , ferner das Kef 
H 28 a, P Appell und A Lambert dei franz Enc p 248 f 

10) Auf diesen Fall laflt sicb der m der Emleitung eiwabnte, sebembar 
allgememere Fall zuruckfubren, mdem man q>v{x)'\/p{x) durcb tpi(x) ersetzt 

11) a) E Schmidt, Pans C R 143 (1906), p 955—957, b) F Biesz, Paris 
C R 143 (1906), p 738—741 

12) a) H Lebesgue , Toul Ann (3) 1 (1909), p 25—117, speziell p 38, 
b) H Hahn, Wiener Denkschr math Klasse 93 (1916), p 585 — 692, spez p 677 
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Es mogen nun f(x ) sowie die <p t (x) zu 1? gelioien Dann ist 

b ~ n b ~ 2 b rt 

( 5 ) / f(x)-'2<pX*')ff(x)<Pr^)dx dx^f[f(xM?dx-^C* 

a L 1 a J n. 1 

Man eihalt daraus unmittelbar die sogenannte Bcssehche Ungleicliung 

n b 

( 6 ) ^/[fWfdx, 

1 U 

(vgl II A 12, Bialhmdt, p 1044 und II C 10, B HiTb und M Biesz ), 
00 

c t 2 konvergieit also stets, wenn die c % die Fow te> koeffizienten 

i 

emei in <a, by zu Z 2 geliongen Funktion smd Ist g(x) eme andeie 

m <a, by zu L 2 gehonge Funktion mifc den Fom ie > koeffizienten d v , 
00 

so konvergieit auch '^}c v d t Ist nun umgekebrt eme reelle Zahlenfolge 

i 

00 

c y gegeben, fui welche konveigieit, so gibt es erne m <h, by zui 

Klasse U geborige Funktion f(x ), welche entspiechend (4) die Founei- 

b oo 

koeffizienten c, hat und fur welche f[f(xj] 2 dx == ^7 c t 2 ist Dieser 

a 1 

Satz heiBt dei Riesz-Fiscliei sche Satz 13 ) (vgl lneizu II C 10, E Htlb 

CO 

und M Biesz) Natuilich leicht abei die Konvergenz von c, s an 

1 

allgememen nicht zur Sicheiung dei Konvergenz dei entsprechenden 
Reihe (I) aus, dagegen gibt es nach Weyl 11 ) fur jedes deiartige Zahlen- 
system c, eme Folge ganzei Zahlen n 1} n 2 , dei ait, daB die Reihe 


0 ) 


«l "a 

+2 c , <p, 00 + 


1 


13) a) F Biesz, Pans C R 141 (1907), p 615-619, 734—736, Gott Nachr 
1907, p 116 — 122, E Fischer , Pans C R 144 (1907), p 1022—1021, 1148—1151 
Fur weiteie Liteiatur vgl E Hilb und M Ihesz, IIClO, Nr 10 F Biesz, Math 
Ztschr 18 (1923), p 117—124 ubertiagt die dort erwahnten Yerallgeinemerungen 
von F Hausdorff , dei Bessehchen Ungleichung und des Ihesz- Ftschei scken 
Satzes auf beliebige Oithogonalsysteme, sofem nur alle |qp,(t)| unterhalb einer 
festen Zahl hegen 

14) HWeyh Math Ann 67 (1909), p 225—245, spez p 243—245 Ygl 
auch M Plancherel, Palermo Rend 30 (1910), p 2S9 — 335, G Launcclla, Rom 
Acc Line Rend (5) 21 t (1912), p 676 — 685,/ JRademache ? , Math Ann 87 (1922), 
p 112—138 
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m (a, by, „wesentlicb-gleiebmaBig“ konveigieit (vgl zu diesem Be- 
guff II 0 9, Rosenthal , p 1181, m> speziell ausgefuhit ist, daB jede 
fast uberall konveigente Reike meBbarei Funktionen „wesentlicb gleicb- 
maBig“ konveigieit) Rademachei u ) gibt erne eiufacbe Methode znr ex- 
pliziten Bestmimung dieser Zablen n an, die unabkangig von den cp v 
durcb die c, allein bedingt ist Die Reibe defimeit m <«, by „fast 
ubeiall", d b abgeseben von emei Punktmenge vom MaBe 0, eine 
Funktion f{x), welcbe zur Klasse L 2 geboit und die c, als Foune)- 
koeffizienten bat, wenn man einer durcb erne wesentlicb gleicbmaBig 
konvergente Reibe daigestellten Funktion an den Divergenzstellen, 
die eine Menge vom MaBe 0 bilden, etwa den Wert 0 gibt Was 
nun abei die Konveigenz dei Reibe I selbst betnfft, so bat Fatou 15 ) 

co 

fui die tngonometnsclie Reihe 2 c v sm vx bewiesen, daB sie in 

i 

<0, ity „fast ubeiall“ konveigieit, falls Inn vc x =0 ist Anf Giund 

-v ->oo 

emei von Jetosch stammenden Methode bat Weyl 1 *) die Fatousche 
Bedmgnng duicb die sckaifeie | c J < ^ eisetzt, wo G eine Konstante 

ist, dann 14 ) abei fui ein allgememes noimieites Oitbogonabystem 
gezeigt, daB die Reibe (I) „wesentlicb gleicbmaBig^ m I s ) konvei- 


-i 

giert, wenn xjv 2 c 2 konveigieit Die duicb (I) daigestellte Funk- 

i 

tion geboit zui Klasse i 2 und bat die c, als Fou) ?e?koeffizienten. 

CO 

Nacb Hobson 11 ) genugt aber scbon die Konveigenz von ^ c* v k fui 

00 1 

l>0, nacb Planch e) el 1 *) die von ^}c, 2 (hi nacb Pademaclie) u ) 

M 1 

sogar die von c^ 2 (ln v) 2 Der Satz von Pademaclie) ist fur tugo- 

i 

nometuscbe Foioimreihen m dem m II C 10, E Hilb und M Biesz, 
p 1216 besprocbenen Satze von Haidy entbalten 18b ) Konvergiert 

15) P Fatou , Acta math 30 (1906), p 335—400 
16; R Weyl und F Jerosch, Math Ann 6b (1909), p 67 — 80 
17) F W Robson , London math Soc Pioc (2) 12 (1912), p 297—308 
IS) a) M Plancheiel, Pans C R 157 (1913), p 539-542, L) E W Robson , 
London math Soc Proc (2) 14 (1915), p 428 -439 L Neele), Math Ann 84 
(1921), p 117—136, spez p 131, zeigt, daB Lei tiigonometnschen Fouriei reihen 

die Konvergenz von ^ c v s fui 0 < 1, -> co mcht hmreickt Nacb JD Men- 

ihoff, Fund Math 4 (1923), p 82 — 105 gibt es zu jeder positiven Funktion W(n), 
fui die TF(n) = o [(log ??) 2 ] ist, ein normiertes Orthogonalsystem und eine Zahlen- 
folge c v , so daB 77(i>) konveigiert, die Reihe (I) aber uberall diveigieit 
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DO 



1 


so konveigieren die eisten arithmetischen Mittel dei Partial- 


summen wesentlich gleichmaBig 19 ) 

In diesem Zusammenkang sei nock der Satz von Plancherel 20 ) 
erwahnt, wonach ftlr den Fall daB die 9\(#) besokrankt smd ; d k daB 
alle \q> v (x)\ unterkalb einer von x und v nnabhangigen GroBe liegen, 

l im c = 0 sem inuB ; wenn die Reike (I) „fast uberall“ konveigieren 
* ->00 

soil Andererseits zeigt Metce) 20 *) unter derselben Voraussetzung 
ubei die q> v (x), daB fur die Jbwne;koeffizienten c y einer Funktion f(x), 
die L angehort, lim c v — 0 ist 

1 -> CO 


3, Abgesohlossenheit ernes ortho gonalen Funktionensystems. 
Entsprechende Satze fur biorthogonale Systeme Daunt eine Funk- 
tion f{x) duiek lkie jFowmrkoeffizienten mit konvergenter Quadrat- 
summe „fast uberalF f emdeutig bestimmt sei, daif es keine m L 2 ent- 
kaltene Funktion ®(x) geben, die mckt „fast uberall" versckwindet 
und fur welche bei jedem v 


b 



a 


ist In diesem Falle heiBt das System <p„(V) abgeschlossen, und es 
gelit die Ungleichung (6) ubei m die Parsevalsche Gleickung 2l ) 

& 00 b 00 
(9a) (9b) ff{x)g(x)dx c v d y 

a 1 « 1 


19) H Weyl , 1 c 14), E W Hobson, 1 c 18 b) M Kumyeda , London math 
Soc Proc (2) 15 (1916), p 128—139, gibt die dem Hai dy-Littleuood&cheni Satze 
in IIC 10, E Htlb und M Jttesz, Nr 8 (31*) und (31**) entspreehende Verall- 
gememerung 

20) M Playicherel , Math Ann 68 (1910), p 270—278 

20a) J Mercer , London Phil Trans A 211 (1912), p 111-118 

21) H Hahn , 1 c 12b), p 677, gibt notwendige und kmreickende Be- 
dmgungen, daunt fur ein vollstandiges oithogonales Funktiononsystem (9 b) gilt, 
wenn f{x) als beaekrankt oder als beschi&nkt und von beschrankter Vanation, 
g(i) als nur integrierbar vorausgesetzt wird Dann untersucht er aucli die Fiage 
dei Summierbarkeit der rechten Seite von (9b) Setzt man in (9 b) in <(a, Xy 
g(x) = 1, sonst —0, so erbalt man die Formel fur die glxedweise Integnerbar- 

A oo X 

keit dx— » y j cp v {x)dx H Hahn unteisucht 1 c 12b), p 680, mwie- 

a v = 1 a 

tern diese Formel nocli gilt, wenn f(x) niebt zu Z 2 gehoit, fernei in Wiener Ber 
127 (1918), p 1763 — 178^ spez p 1776, inwiefern man uber jede meBbare Menge 
gliedweise mtegrieren darf 
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(vgl hierzu II A 12, Bmlliaidt, p 947 sowie II C 10, E Hill und 
M Biess, p 1210) Denn es gibt nach dem Biess-Ftscherschen Satze 

eme Funktion / (a-), so daB 

& °- 

(10) /[/>)p^=2 c . 2 

a 1 

ist, andererseits haben fix ) nnd /(*) dieselben _Fow? ie; koeffizienten, 
so daB fur alle v 

b 

( 1 1 ) f ’fix) — f («)) fjP, (a;) dx = 0 

a 

ist Es verschwmdet dahei f(x) — f (x) „fast uberall“, und es folgt 
daber aus (10) uumittelbar (9 a) Gilt umgekehrt (9 a) fur jede Funk- 
tion f{x) aus Z 2 , so folgt, daB jede Funktion, deien samtliche Founei - 
koeffizienten versehwmden, „fast uberalP* verschwmdet Die Defini- 
tionen der Abgeschlossenheit in AnscbluB an (8) und durch (9) smd 
also vollstandig aquivalent 22 ) Es genugt aber schon zum Nachweise 
der Abgeschlossenheit, daB (9a) fui alle ^-mal differenzieibaien Funk- 
tionen 23 ), fur die etwa noch lmeare Randbedmgungen 21 ) voigeschneben 
smd, gilt, wenn p lrgendeme ganze Zahl ist, oder daB (9) fui alle 
Polynome odei die Funktionen lrgendemes abgeschlossenen ortho- 
gonalen Funktionensystems 25 ) gilt Alle diese Satze gelten ohne wei- 
teies fui orthogonale Funktionensysteme mehieiei Verandeilichen 
Speziell eigibt sich ohne weiteres, daB die in Nr 1 emgefuhiten oitho- 
gonalen Systeme von Polynoinen bei endlichem Intervalle abgeschlos- 
sen smd Die tiefeiliegenden Bedmgungen fur die Gultigkeit des 
Pat sevalscheii Satzes fur em aus Polynomen gebildetes Oithogonal- 
system bei unendlich groBem Intel vail gibt M RteS 2 - 6a> ) 

Pell 8 ) gibt Bedmgungen an, unter denen fur bioithogonale Funk- 


22) a) E Fischer, 1 c 13), Pans C R 144 (1907), p 1148—1151, b) W Stel- 

loff \ 1 c 7), c) G Launcella , Palermo Rend 29 (1910), p 155—163, d) G Sever mi, 

Palermo Rend 36 (1913), p 177 — 202 

23) W Stelloff, 1 c 7), femer Peteisb Denkscbr (8) 15 (1904), Nr 7, vgl 
aneb O F Kellogg , Amer math Soc Bull 27 (1920), p 165 — 169 

24) TT Westfall , Amer math Soc Bull (2) 15 (1908), p 76— 7‘) 

25) G Launcella, 1 c 14), C Severim, 1 c 22 d) Beide geben Metboclen, 

um em mcht abgeschloBsenes System zu emem abgeschlossenen zu erganzen, vgl 
aueh M Cipolla, Napoli Rend (3) 21 (1915), p 235 — 248 Eme andere hm- 
reichende Bedmgung fur die Abgescblossenheit mit Anwendungen auf die Sturm- 
Lioumlle schen Reihenentwicklungen gibt G F Birlhoff, Nat Ac of Sc Pioc 3 
(1 91 7\ p 656—659 

25 a) Die Arbeit erschemt demnaebst in den Acta Umv bung Franc -Jos , 
vgl aucb Arkiv foi Mat, Asti o Fys 17 (1923), Nr 16, p 52 Anm 
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tionensysteme Satze gelten, die dem Btesz-Fisclie) sclien Satze und der 
Parseval schen Gleicliung entsprecben 

4-. Aufstellung notwendiger und hmreichender Eedingungen 
fur die Mogliclikeit der Reihenentwicklungen von Funktionen nut 
vorgegebenen EigenscRaften Singular© Integral© 26 ) Es mogen die 
cp v (x) em in &> abgeschlossenes, noimieites Oithogonalsystem bilden, 
und es sei f(%) erne mneibalb emer gegebenen Funktionenklasse K 
willkurliclie Funktion, dann entstebt die Fiage, welcken Bedmgungen 
die y,(x) uocli zu unteiweifen sind, daunt die Entwicklung 

oo b 

(12) /■(») = 2V/ (© s®. (6) % 0) 

1 a 

fur alle x m (a, V) gelte, d h , daB 

b 

(13) /OO = l*m *) dt, 

a 

ist, wenn 

71 

(14) 9,(l»*) =2?9’«'^) 95 *0O 

1 

gesetzt wird Entbalt die Funktionenklasse K die speziellen Funk- 
tionen f(x), welche m emem Teilmteivall (a, /3) von (a, 6) den Wert 
1, sonst den Weit 0 besitzen, so muB 

i ‘rt \ it f° f ur » aufierhalb (a, /3) 
hm >„(&*)« “ |, f „ , llm9rilall) 

sem Ist (15) fui jecles Teihntervall a/3 eifullt, so lieiBt das m (13) 
auftretende Integral em singular es Integral (mit der smgulaien Stelle 
x), q) n (fe,x) heiBt sein Kan 

Dannt (13) fur jedes f(x) aus L in emem Punkte x von (a, i) p 
m dem es stetig ist, gelte, ist notwendig und kimeichend 

a) Das m (13) auftretende Integial ist em smgulaies 

b) Zu jedem bmlanglicb klemen h > 0 gibt es erne Zahl M(l\\ 
so daB 

i <?«(£> x ) I < MQi) fui a l x — h, x -J- h <J £ ^ b und alle n* 

c) Es gibt em A, so daB 

& 

j\(p n {l,x)\di, < A fur alle n 

a 

26 ) Diese Nummer wurde an Hand ernes mir zu diesem Zwecke von H Halm 
zur Verfugung gestellfcen kurzen Berichtes uber die neuesten UntersuchungeEi 
uber singulare Tntegrale nachtraglich etwas erweiteifc 
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ist Soli (13) nur fur Funktionen aus L gelten, die m x stetig und 
auBerdein in emer Umgebung von x von besekrankter Sckwankung 
smd ; so tntt an Stelle von c) die Bedmgung 

c') Es gibt ein A , so daB fur alle n und alle £ von (a, b) 

f 

Jcp n (t,x)di, <A 

a 

ist XJnter weiteren Voraussetzungen uber den Kem gilt (13) auch 
an gewissen ITnstetigkeitsstellen, z B wo f{x) = \{J (x + 0) — 0)) 

odei an solcken, wo fix) Ableitung seines unbestimmten Tntegiales ist 

Nach Rademaclier i4: ) ist far alle normierten Orthogonalsysteme fast 

b i 

ubeiall m (a, by f\(p n (j$,x)\ d'i = 0 (ft's (In ft) T + £ ), und diese Absckat- 

a 

zung kann, wie er durck em spezielles System zeigt, mckt wesentlick 
herabgediuckt werden 

Sekon du Bois-Reymond und Dim 26a ) erkannten die pnnzipielle 
Bedeutung dei singularen Integrate fur die Darstellbaikeit willknr- 
lieker Funktionen Kneset und Hobson 21 ) zeigen, daB die Bedingungen 
a), b) und c) bei alien in x stetigen Funktionen von besekrankter 
Sckwankung fui die Grultigkeit von (12) kimeickend smd Hobson 
unteisuckt auck die Frage dei Darstellbarkeit durck die ersten autk- 
metiscken Mittel 23 ) der Partialsummen von (12) In AnsckluB an 
die bekannten entspreckenden Unteisuckungen bei tugonometnscken 
Founerreihen konsti inert Rcmm 28 ) fur alle noimierten ortkogonalen 
Funktionensysteine cp v ( x )j bei denen statt c) nur c') eifullt ist ; stetige 

26 a) P du Bois- Reymond, J f Math 69 (1868), p 65 — 108, J f Math 
79 ^1875), p 08 — 66 , U Dim, Sene di Fourier, Pisa 1880, fur mehreie Variable, 
U Dim , Palermo Rend 18 (1904), p 318 — 359 

27) A Kneser , Math Ann 60 (1905), p 402—423, E W Hobson, London 
math Soc Proc ( 2 ) 6 (1908), p 349 — 396, vgl auch E Hclly , Wien Ber 121 
(1912), p 1539—1549, H Lebesgue , 1 c 12 a), p 76 gibt auch notwendige und 
hmreickende Bedingungen fur die gleichmafiige Konvergenz von ( 12 ) in emezn 
Intervalle, wenn f[x) von beschrankter Schwankung 1 st 

28) E W Hobson , 1 c, fernei A Haai , Zur Theone der oithogonalen 
Funktionensysteme, Dibs Gott 1909 und Math Ann 69 (1910), p 331 — 371, 71 
(1912), p 38 — 53 Uber die Anwendung der singularen Integral© auf die Poisson - 
sche Summierung der trigonoinetnschen Reihen, vgl Haar, Diss 1 c p 28, 
H Lebesgue , 1 c 12 a), p 87, H Hahn , 1 c 12 b), p 647 Der hier auftretende 
Kern ist der einfachste Reprasentant ernes ganzen Typus von Kernen, den Hahn 
emgehend untersucht, ebenso fafit Hahn die 1 m folgenden noch zu besprechen- 
den Kerne als einfachste Beispiele allgememer Typen auf Uber die Picmann - 
ache Summierung vgl M Schechter, Monatsh f Math 22 (1911), p 224—234, 
epez p 232 , H Hahn , 1 c p 688 
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Rxinktionen mit diyergenter Entwicklung (12) Femer bildet Haar 2S& ) 
oirthogonale Funktionensysteme cp v (pc), fur welche die Bedmgungen 
a,)., b) und c) eifullt sind, so daJJ fur alle m <( a , by stetigen Funktionen 
clie Entwicklung (12) gilt und sogar gleichmaBig konvergiert 

In AnscbluB an diese Arbeiten gibt dann Lebesgue 12a ) eme syste- 
rnatiscbe Tbeone 29 ) der singularen Integrate unter besonderer Heraus- 
ai'beitung der notwendigen und bmreichenden Bedmgungen fur die 
I>arstellbarkeit der Funktionen der Klassen L, L 2 , dei Klasse der 
Fianktionen, welche nur Unstetigkeiten erster Art besitzen, und der 
Kllasse der Funktionen beschrankter Schwankung durch (13) Hahn 29 *) 
e^r welter t die Tbeone nach verschiedenen Ricbtungen 

Die Lehie von den smgulaien Integialen gestattet nun auch 
andere Fiagen uber die Dai stellbarkeit gegebenei Funktionen unter 
einieitlichem Gesichtspunkte zu betracbten So erhalt man aus lhr 
die bekannten Satze uber die Appioximation stetigei Funktionen durcb 
Polynome und duicb endliche tngonometiiscbe Summen (vgl das 
Ref. A Rosenthal, II C 9 und E Hilb und M Riesz, II C 10), dann 
sei auf eme der Lehre von deu smgulaien Integralen formal ganz 
analoge Theone des Interpolation sproblems, wie sie Hahn* 0 ) entwickelt 
liat, hingewiesen, ferner auf die formalen Analogien zu der von Kojima 
und Selim 31 ) entwickelten Theorie der lmearen Tiansformation un- 
endlichei Reihen Alle diese Theonen smd nach Hahn* 2 ) Spezialfalle 
einer umfassenden Theone der Folgen lmearei Operationen 

Wir smd jetzt auch m der Lage ausemanderzusetzen, mwiefem 


28a) Vgl auch G Faber , Deutsche Math-Ver 19 (1910), p 104 — 112 

29) Fur mehrfache Integrate B H Camp, Amer math Soc Trans 14 (1913), 
p. 4,2—64 

29 a) H Hahn , I c 12 b) untersuclit u a die Frage, unter welchen Um- 

& 

etanden die Formel f (m) (x) — lim Cf(j=) <p* (£, x) d £ fui ^ede in <(«, by stetige 

-> oo 

a 

Funktion fix) gilt, die m x eme m t0 Ableitung /’ < " i) (£c) besitzt, was lur die Frage 
der Differentiation unter dem Limes- und IntegrationBzeichen m (13) und damit 
aiaoli fur die gliedweise Differentiation von (12) von Bedeutung ist Dann er- 
-weitert Hahn auch die Theorie dei singularen Integrale auf unendlich groBe 
Intervalle, vgl hieizuTF Schlemper, Emordnung des Fourier schen Integral theoiems 
in die Theorie der singularen Integrale, Diss Bonn 1921 

30) H Hahn , Math Ztschr 1 (1918), p 115—142, M Then, Math Ztschr 
3 (1919), p 93 — 113, Tfi Radalovic, Uber smgulare Integrale und Interpolations- 
verfahren Diss Bonn 1921 

31) T Kojima, Tohoku J 12 (1917), p 291—326, 14 (1918), p 64—79, 
JT Schui, J f Math 151 (1920), p 64—111 

32) H Hahn, Monatsh f Math 32 (1922), p 3 — 88 
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die Entwicklungstkeoieme, welche sich aus der Theone der Integial- 
gleickungen ergeben, starke Voiaussetzungen bei den zu entwickeln- 
den Fonktionen machen, Foiderungen, die mebt duicb die Natui der 
Entwicklung bedmgt smd In der Theone der Integralgleichungen zeigt 
man namlich den Satz Sei K(x,£) erne leelle, symmetiische Funk- 

b b 

tion von x und j=, fur welche jj\K(x, £)] 2 dxd% endlich ist Die 

a a 

Funktionen <p v ( x ) seien die zu ^ em Kerne K{ x > S) gekorigen noi- 
mierfcen Eigenfunktionen, l v die entsprechenden Eigenwerte, so daB also 

b 

( 18 ) <p, (x) = X r f K(x, |) <?, (?) d | 

a 

ist Dann laBfc sick jede Funktion f(x\ zu der eme L 2 angehoiende 
Funktion g(x) derart existiert, daB 

ft 

(19) fix) =fK(x, %)g(%)dt, 

a 

ist ; m die m (a, by absolut und gleickmaBig konvezgente Reihe 

OO b 00 ft 

(20) f(x) =2 nr fa> «) 2 <P> i*)fa, GO / G) ft 

1 v a la 

entwickeln 33 ) Ein ganz entspi eckender Satz gilt bei Funktionen be- 
liebig vielei Veianderlickei Eme Funktion f{x) } die sick m der 
Form (19) daistellen laBt, nennt Knese ) m seinem m dei Liteiatui- 
ubeisickt angegebenen Buck in AnsckluB an die Waimelehre „quellen- 

n 

ma8]g a daistellbar Es wild nun m (20) /V — — keiangezogen, 

statt wie oben cp n (x, |) Immerkm gewinnt Knese) 34 ) in wichtigen 
Fallen auf diesem Wege eme weitgehende Versckaifung der kmiei- 
ckenden Bedingungen fui die zu entwickelnden Funktionen untei Her- 
anziekung del Reikenentwicklung dei ersten Ableitung des Kernes 
In aknlickei Ricktung gekt auck eme von Me)ce)* 0a ) entwickelte, 
seki weittragende Methode 


33) 1st K(x, stetig uud positiv definit, so konvergierfc schon die Entwick- 
hmg fux j K(x,£) absolut und gleickmaBig J Mercei, Phil Tians A 209 (1909), 
p 115 — 44:6, A Knesei, Paleimo Rend 37 (1911), p 169 — 197, J ScJun, Festschi 
fur H A Schwarz, Berlin 1914, p 392—409 

34) A Kneser , Math Ann 63 (1907), p 477 — 524, ierner 1 c 27) und Palermo 
Rend 27 (1909), p 117 — 147 Ygl ferner daB m der Literaturubersickt genannte 
Buck Knese) a 
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Bezuglich dei Reikenentwicklung nack den Eigenfiinktionen ernes 
polaren Kernes und ernes symmetrisieibaien Kernes sowie nack den 
Eigenfiinktionen einei belasteten Integralgleichung mussen wn anf 
II C 13, Helhnge) und Toephte verweisen 

5. Integraldarstellungen Neben die Reikenentwicklungen stellen 
sick die Integialdarstellungen, als deren einfackster Typus das Fourier- 
scke Integraltkeoiem (vgl II A 12, JBurkhaidt , p 1085) 

oo ■+- oo 

fdk cos A (a — Qdt, = }(f(x + 0) + f{x — 0)) 

0 — oo 

anzuseken ist Dieses gilt, wenn f(x) in jedem endlicken Intervall 
zur Klasse L gekort, in dem betrachteten x erne der fui die Gultig- 
keit der gewoknlichen trigonometnseken jFcwnerreilien kmreickenden 
Bedmgungen (vgl E Hilb und M Biesz ) II C 10, Ni 4) eifullt und 
wenn aufieidem entwedei f(j£) in dei Umgebung von + oo absolut 
mtegneibai ist oder mit § — > + °° monoton oder monotoid nack 
Null konvergiert 35 ) Als Veiallgememeiung des Fou>ie) seken Integial- 
tkeoiemS smd zunackst die Integialdaistellungen Hamilton s 36 ) vgl- 
mittels fluktuieiendei Eunktionen anzuseken, dann aber auck die in 
Ni 13 zu bespieckenden Darstellungen Erne allgememe Tkeorie dei 
Integraldarstellungen eigibt sich aus der Tkeorie der smgulaien In- 
tegralgleickungen * 7 ), laBt sick aber auck, wie Blanche) el 38 ) zeigt, da- 
von unabhangig aufbauen Speziell gilt auck kier 38 ) erne der Payseval- 
scken Gleickung entspi eckende Beziekung, fernei lassen sick auck die 
m Nr 2 eiwaknten Satze ubei wesenthck gleickmaBige Konvergenz 
entsprechend ubeitiagen 


35) A Pnngsheim, Deutsche Math -Vei lb (1907;, p 2 — 16, Math Ann 68 
(1910), p 367 — 40S, 71 (1911), p 289 — 298 und W H Young , Edmb Roy Soc 
Pioc 31 (1911), p 559 — 586 Vgl fernei H Weyl, Deutsche Math -Ver 20 (1911), 
p 129—141 und p 339, sowie H Hahn , 1 c 12 b), p 655, 671 und W Schlemper, 
1 c 29 a) Erne wichtige Veiallgememerung des -Fbunerschen Integialtheorems 
vermittelst konveigeuzerzeugender Faktoren gibt A Sommerfeld , Die willkurlichen 
Funktionen m der mathematischen Physik, Diss Konigsberg 1891 Vgl hieizu 
G H Hardy , Cambndge Phil Soc Trans 21 (1911), p 427—451 

36) R W Hamilton , Dubl Tians 19 (1843), p 264 — 321, vgl auch JE W 
Hobson , London math Soc Pioc (2) 7 (1909), p 338— 358 

37) H Weyl , Math Ann 66 (1909), p 27d — 324, M JPlancherel , 1 c 14) uud 
Kiv fis math nat 10 (1909), p 37 — 53, T Carleman , Ober das Neumann-Poin- 
careache Pioblem fui em Gebiet mit Ecken, Diss Upsala 1916, behandelt Inte- 
graldarstellungeu bei symmetrisierbaren Kernen 

38) M Planchetel, 1 c 
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II Entwicklungen nach den Eigenfunktionen lmearer Differential- 

gleiclmngen 


6* Auftreten der Reihenentwicklungen m der mathematisolien 
Physik Man kommt m der mathematischen Pkysik zu den wiclihg- 
sten Reihenentwicklungen auf folgende zwei Weisen 

1 Man kennt von emer linearen Differentialgleichung des ellip- 
tischen Typus (II A 7 c, Sommeifeld , p 515), etwa der Differential- 
gleicliung 


( 21 ) 


d~u , d*u , d s u 


K 1/ m , u «/ , 

Am “ gp + SS-, + 


dy* 


= 0 


im Bereiche T -f- S (II C 3, Lichtenstein , p 183) unendlich viele Lo- 

sungen (p y (x } y , z) Es smd dann die Konstanten c, so zu bestimmen, 
00 

daB c, cp y (x, y, z) m T dei Differentialgleichung (21) genugt und 

i 

auf der Obeiflache S nut emer voigegebenen Funktion f(x } y, s) /u- 
sammenfallt 

2 Man hat eme Differentialgleichung vom parabolisch-ellipti&chen 
Typus 

(22) 8 ~ = l( x , y, F) Am, 


bezuglich vom hyperbohsch-elliptischen Typus 
(23) = s)Au, 

wobei l(x, y, s) eme im Bereiche T + S mcht verschwmdende Funk- 
tion ist Man sucht eme Losung dei Differentialgleichuug (22) bzw 

(23) nmerhalb T, fur welche auf der Oberflache S 

( 24 ) \ (a, y, z) + h 2 (; x , y, z)u = 0 

ist, (Aj und 7ij smd dabei auf dei Oberflache S gegebene stetige Funk- 
tlonen > bedeutet die Ableitung nach der m das Innere gerichteten 

Fla chenn or m ale) , welche ferner fur t = 0 gleich emer voigegebenen 
Funktion f(x,y,z) ist Im Falle der Differentialgleichung (23) soli 

auBeidem ^ fui t = 0 gleich einer andeien vorgegebenen Funktion 

fi(x> V, z) werden Man sucht nun zunachst etwa im Falle (22) spe- 
zielle Losungen der Foim 

( 25 ) u K = e~ l ^cp % { x ,y, s), 

wobei X v em Parameter ist, der so zu bestimmen ist, daB cpjx, y, z), 
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welches m T der Differentialgleichung 

< 3 « + 

genugt, auf dem Rande S die Bedmgung (24) erfullt Die Weite X %} 
fur welche eme solche Losung existieit ; heiBen die Eigenwerte der 
Aufgabe, die entspreekenden Losungen <p v (# ; V> z) die Eigenfunktionen 
Die Eigenweite X v sind leell und hahen oo als Haufungspunkt Man. 
hat dann zu untersucken, welchen Bedmgungen die voigegebene Funk- 
tion f(x, y , z) zu unterweifen ist, damit sie sick in der Form 

DO 

(27) / (r, y, *) = 2 c v <Pv (*» y> *) 

1 

mifc c t als Ifonstanten darstellen laBt und damit 

00 

(28) «(*, y, *, 9 — y, *) 

l 

in T die Difterentialgleichung (22) und auf S die Randbedingung (24) 
erfullt Dies ist dann der Fall, wenn man die rechte Seite von (28) 
fur t > 0 emmal gliedweise nach t und zweimal gliedweise nach x, y 
und z differenzieren darf In (27) hahen wn eme Entwicklung der 
Form (I) Es genugt aber fui den vorliegenden Fall zu zeigen, daB 
man zu zwei beliebig klemen positiven Zablen £ und d erne GfroBe rj 
so bestimmen kann ; daB fur 0 < £ < ?;, d ^ 6 

(29) | n (x, ij, a, t) — f{x,y,e)\<s 

wird, wenn d den klemsten Abstand des Punktes x, y, z vom Rande 
S bezeicbnet Gerade diese der Natui des Pioblems angepaBte Fiage- 
stellung ist bisber in der Literatur verbaltmsmaBig wemg behandelt 
Le Roy 39 ) lost die letzteie Aufgabe fui eine stetige Funktion f(x, y, z) 
untei der Annahme, daB die Existenz dei Losung des Problems auf 
andere Ait bewiesen sei, wahrend Zaremba die Losung duekt aus dem 
Cauchyscken Integralsatz (vgl. Ni 11 und 12) erhalt Auf ganz ent- 
sprechende Fragestellungen kommt man bei der Diffeienhalgleichung 
(23) durcb den Ansatz 

(30) u h = cos X y t cp t (&, y 7 z) bzw v h = si nX v t <p,(x, if, z) 

Jedocb muB man m diesem Falle, um das Analogon zu der eben er- 

waknten Losung von Le Roy und Zaremba zu erkalten, konveigenzer- 
zeugende Faktoren e einfuhien, wobei & em Paiameter ist, den 

39) Le j Roy, Ann iSc Norm (3) 15 (1898), p 9 — 178, spez p 160 f , L Za- 
remba , Krak Anz 1906, p 69—167, vgl auch A Sommei feld, 1 c 35) 
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man nacli 0 konvergieien laBt (Vgl hierzu aueh II A 10, Wangenn, 

P 718) 

Reihenenfcwicklungen nach den Eigenfunktionen von Differential- 
gleLclinngen liokeier Ordnung tieten vor allem m dei E lastizitats- 
theone auf 

7. Handwertaufgaben Wir betiachten zunachst die Differential- 
gleichung 

(31) L(u) -\-lq(x)u=p 0 ^, +JPi^s=i+ -rPn 11 + kq(x)u = 0, 

deren Koeffizienten p n -i leelle, lm Intervals (a, by Z,mal sfcetig diffe- 
renzierbaie Funktionen sem sollen, X ist em Paramefcei, die stetige 
Funktion p Q (x) soli in (ci, by me Null werden, p n und q sollen stetig 
sem Dann smd die Koeffizienten der adjungierten Differentialglei- 
chung (II A 4B ? Vessiot, p 270) 

n 

(32) M(v) + lq(x)v =]>}(— If } + !?(*)« = 0 

0 

in (a, by stetig, und es ist 

b 

(331 f[ 'vL(u) — uL(v )] dx = P(u, v), 

a 

wo P(ii 3 v ) eme bilmeaie Form dei beiden Folgen 

(34a) u{a\ it (a), u^ l ~' 1) (a) ) u{b\ u{])\ u [n ~ l Hb) 

und 

(34 b) v(a), v(a), v^- l \a) } v(b), v(b), fl f " _i) (&) 

ist Fur u sclneiben wir n lmeare liomogene Randbedingungen 40 ) 

(35) U } (a) = 0, (, = 1, 2, »), 

vor ; wobei die U } lmeai e bomogene, vonemandei lmeai unabbangige 
Funktionen dei GroBen (34a) smd Erganzt man damn die Foimeu 
(35) durcb n weitere Imeaie Foimen U n+J , (j = 1, 2, j?) ; zu 2 n 

linear unabhangigen Formen, so kann man die m (34a) vorkommen- 
den GroBen diucb die U J} (j = 1, 2, 2 n) linear ausdmeken und 

erbalt 

2 a 

(36i P(«, v)^^V } {u)V in _ J+ ^), 

1 

wobei die V J 2n lmeai unabhangige lmeare Formen der GroBen (34b) 

40) G D Bwllioff, Amer math Soc Trans 9 (1908), p 37.3—395, ill Bocher, 
Arner mat Soc Trans 14 (1913), p 403—420 B Jackson , Amer math Soc 
Trans 17 (1916), p 418—424 stellt die Bedmgung auf, unter der die Randbe- 
dingungen sich s.elbsfc adjungieit smd 
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sind Die Bedmgungen 

(37) V } {v) = 0, 0 = 1,2, n) 

lieiBen dann die zu (35) acljungierten Randbedmgungeu Besitzfc nun 
(31) fur l = 1, l linear unabhangige Losungen, welche den Rand- 
bedingungen (35) genugen, dann hat auch (32) fur A = A„ l lmeai 
unabhangige Losungen, welche den Randbedmgungen (37) genugen 41 ) 
Es sind daher die „Eigenwerte“ X l des Pioblems (31), (35) identisch 
mit den Eigenweiten des Pioblems (32), (37) Es seien nun v , 
zu den Eigenweiten A„ bzw A u gehonge Eigenfunktionen von 

(31) , (35) und (32), (37) Dann folgt aus (33) 

i' 

(38) (A, — l u ) J q^u^v^x) dx = 0, 

a 

so daB also den Eigenfunktionen u v (x) bei geeigneter Normieiung 
em adjungLeites System q{x)v^{x) entspiecliend (II) zugeoidnet ist, 
wenn k ernes del Integiale 

b 

(39) Jq(v)u, (%) v„ {x)dx = J t 

a 

veischwmdot Im Falle, daB X x ein meliifacker Eigenwert i&fc^ d h, 
daB zu llim mekieie Eigenfunktionen gekoien, bat man die Eigen- 
funktionen entspiecliend (II) zu nomneien 

Fur die Anwendungen am wiclitigsten ist der Fall, daB bei ge- 
ladem n die Diffeientialglei cluing (31) und die Randbedmgungen (35) 
sich selbst adjungieit sind, d h, mit den entspieclienden Gleichungen 

(32) und (37) identisch. sind In diesem FaRe bilden die Eigenfunk- 
tionen, wenn q(x) m (a, by mcht Null wnd, ein oitliogonales Funk- 
tionensystem, gebt abei q(x) in (a, by duich Null, em polaies Funk- 
tionensystem Sind alle p und q ieell, so smd im eisteien Falle, wie 
unmittelbai aus (38) folgt, alle Eigenweite leell (Vgl hierzu II A 12, 
BurlJiaxU, p 1059f) Fur eme sich selbst adjungieite DiReiential- 
gleichung zweitei Oidnung 

( 4 °) J-% {Po dl) +P^ x ) li + 2 7<X>" = 0 

hat man als wicbtigste 12 ) sich selbst adjungieite Randbedmgungen 

IX) Cr D BirlJioft and M JBochet , 1 c 

42) B Hilbei t, 2 Mitt p 216 Der Fall, dafi in den EndpunUen des Intel - 
valles smgukire Stellen der Differentialgleichung liegen, wird in Nr 13 be- 
sprochen 
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fur das lutervall <(a, &)> 

' a ) y( a ) = yQ>) = o, b) y\a) = 0 i/'(6) = 0, 

c) /(«) + ty(p) = 0, y'(b ) + ty(&) = 0, 

( 41 ^ 1 d) ?/(«) = ly(b), p(a)ij(a) = ^|V(&), 

e) !/(a) = lp(b)y(b), p(a)y'(a ) = — -!?/(&), 


Z/ und l sind dabei reelle Zahlen Vgl hieizu II A 7a ; M JBocher 
und II A 12, H Burlhcodt , p 1180 Jedes andeie sich. selbsfc adjun- 
gierte System von Randbedmgungen kann man duich Emfubiung 
emer neuen Yeranderliclien auf emen dieser 5 Falle 43 ) zuiuckfuhien 
Bezughch der Charakterisierung dei emzelnen Eigenfunktionen diirch 
lhre NullsteHen (Oszillationstheoieme), vervveisen wir auf II A 7 a, 
Bo die) 44 ) 

Bei den partiellen Diffeientialgleichungen vorn elliptisclien Typus 
kommen fast ausschliefilich sich selbst adjungieite Piobleme m Be- 
trachfc Geht man lm Falle von diei unabhangigen Yeranderliclien 
von der Difierentialgleichung 


(42) Au — X q(x, y, s)u = ^ V, #)u = 0 

oder allgememei von 

(43) £(„) + 1 w »,.). = Ip £ + 1 P fi + l- p {i 


dz 1} dz 


p^u -|— Xqu = 0 

aus, wo p in einem beschrankten Innengebiete T dei Klasse B ('ll C 3, 
Lichtenstein, p 186) and auf dessen Rande S wesentlich positiv und 
emrnal stetig differenziezbar sei, wahrend p x und q daselbst stetig sem 
mogen ; so fcritt an die Stelle yon (33) der Gieensche Satz 

(44) j\vL(u) - uL(v)]dr = fp(u g - da, 

T S 


wobei dr das Raumelement von T, da das JFladbenelement von 8, 

£) ' 

Ableitung nack der in das Innere gerichteten Flachennormale 

bedeutet (vgl II C 3, Lichtenstein , p 210, II A 7c ; Somme) f eld, p 514) 


43) 0 Haupt, Untersuchungen uber Oszillationstheoreme , Dias Wurzbur°- 
1911, p 19 

44) Die Aufstellung des allgemeinen Oszillationstheorems fui eme selbst- 

adjuugiorte Differentialgleichung zweiter Ordnung bei positivem q(x) bei selbst- 
adjungierten Randbedingungen findet sich bei G JD Birkhoff, Amer math Soc 
Tiana (2) 15 (1909), p 269 — 270, 0 Haupt , 1 c 43) 0 B Kellogg, Amer J 38 

(1916), p 1—5, 40 (1918), p 145—154, 225—234 untersuckt das Bestehen em- 
fachei Oszillationstheoreme bei allgemeinen Orthogonalsystemen 
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Die Aufstellung der allgememsten sich selbst adjungierten Randbedm- 
gungen auf S ist m dein vorliegenden Falle noch mcht eiledigt, wir 
beschianken uns dahei auf die Aufzahlung dei wichtigsten 

(45) a) u = 0, b) §| = 0, c) ^ + 7«< = 0, 


wo h auf S erne stetige Funktion, msb eme Konstante ist Die 
Eigenfuuktionen diesei Piobleme bilden, wenn g in T + S positiv 
ist, orthogonal© Systeme Yon Systemen partieller Diffeientialglei- 
chungen eiwahnen wir hiei nui dasjemge, welches aus der Glei chung 


(4(3) 


d-u 

dT- 


a giad div u — b curl cuil u 


dei elastischen Schwmguugen, m der a und b positive Konstanten, 
(3a > 46) sind ; duich die Substitution 

(46 a) u — c llt u 

hervorgeht Als die diei wichtigsten Falle von Randbedingungen auf 
S hat man 


(47) 


a) u — 0, 

b) der durcli die Veisclnebung u erzeugte Diuck verschwindet 
auf S , 

c) div u = 0, u noimal zu S 


In alien diei Fallen eihalt man oithogonale Systeme von Eigen- 
funktionen Wn bespiechen schlieBlich noch den Fall, daB der Pa- 
lametei, statt in dei Diffeientialgleichung, m den Randbedingungen 
auftritt Greht man etwa von dei Diffeientialgleichung 


(48) Au = 0 

aus, so hat man als wichtigste Falle dei ai tiger Randbedingungen auf S 


(49) 


G3 +*63 

b ) (I 


du 


c ) + Xq>(x,y,g)u = 0, 


dabei ist (p (x } y 7 z) stetig und positiv auf S, und (^ l ~j sind die 

Weite der Ableitungen m dei Richtung dei Innennoi male bei An- 
naherung an S von mnen bzw von auBen Die Eigenfunktionen fur 
a) und b) sollen lm ganzen Raume mit Ausnahme von S, die fui c) 
lm Innen- odei AuBeniaume regulare Potentialfunktionen sem, (II C 3, 
Lichtenstein , p 197), fernei sollen die Eigenfunktionen fui a) und b) 
benn Duichgang durch S t stetig sem Die (49a) entspiechenden 
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Eigenfimktionen sind von Poincare 45 ), die (49b) entsprechenden von 
Le Hoy 46 ), die (49 e) entspiechenden von Steldojf i7 ) emgefuhit Die 
Le Boy schen und Stelloff schen Eigenfunktionen bilden auf S em 
orthogonales Funktionensystem Uber gewobnlicbe lmeare Diffeien- 
tialgleickungen, bei denen del Parameter l m den Rand bedingun gen 
auftntt, vgl man die Arbeiten 48 ) von Duhamel, Rayleigh , Wagner 
und Kneser Ubei den Zusammenbang dei m diesei Niimmei emge- 
fubrten Eigenfunktionen roit Aufgaben der Vanationsiechming 48a ) vgl 
II A 7 c, Somme* f eld, II A 8 a, Zermelo und Hahn, p 641 

8. Die Green 3 clie Funktion bei gewohnlicben Imearen Diffe- 
rentialgleicliungen Entwicklungstbeoreme nach den Eigenfunk- 
tionen sick selbst adjungierter Probleme Fui die Grewinnung der 
Entwicklungstheoreme nacb den m Nr 7 bespiocbenen Eigenfunktionen 
ist die Emluhrung 49 ) dei Gieensthen Funktion von giundlegendei 
Bedeutung Wenn die Randvfeitaufgabe (31), (35) fur einen gegebenen 
Paiameterweit X keme Losung besitzt, so existieit eme den Randbedm- 
gun gen (35) genugende Losung dei mhomogenen Differentialgleicbung 

(50) L(u ) -j- lq(x)u = — g(x), 

falls g(v) m (a,})} eme stetige, nicht ideiitiscli verschwmdende Funk- 

■45) H Poincaie, Acta math 20 (1897), p 59 — 142 Ygl hieizu S Zaiemba, 
Krak Abh 41 (1901), p 350 — 405 und A Korn , Uber einen Satz \on Zarcmha in 
„Abhhandlungen zur Potentialtheorie 14 1902, sowie Palermo Rend 36 (1013), 
p 317—323, J Blumenfeld und TV Mayei , Wien Sitzungsb 123 (1914), p 2011 
bis 2047, T Carleman, 1 c 37) 

46) Le Boy, 1 c 39), p 54 f , W Stelloff , Ann Ec Norm (3) 19 (1902), 
p 455—490 

47) IF Stelloff , Pans C R 128 (1899), p 984—987, A Koin, tfber die 
ZTveite und dntte Randwertaufgabe und lkre Losung, in Abhandlungen /in Po- 
tentiate one 1901, D Hilbert, 2 Mitt p 255 Uber den von Le Boy auf Grund 
ernes Yersehens vermuteten Zusammenbang zwiseben diesen Eigenfunktionen vgl 
etwa S Zaremba , Ann Ec Noim (3) 20 (1903), p 9— 2G 

48) J M C Duhamel , J Ec Pol (I) 29 (1843), p 1—36, Loul Rayleigh, 
The theory of sound (Cambridge 1893) I, p 200f , K U r Wagner, Elektromagne- 
tische Ausgleichsvorgange m Preileitungen und Kabeln (Leipzig, Teubner 1908), 
p 60 f, A Knesei, 1 c 33) 

48a) Ygl hierzu mBbesondeie B Couj ant, Math Ztschi 7 (1920), p 1—57 

49) H Poincare, Theone analytique de la propagation de la chaleur, 

Pans 1895, p 261, H Burlhaidt, Bull Soc math 22 (1894), p 71—75, J) Hil- 
bert, 2 Mitt p 214, M Bocher, Amei math Soc Bull 7 (1901), p 207 299, 

Ann of math (2) 13 (1911), p 71—88, TV Westfall, Zur Them le’ dei Integral- 
gleichungen, Diss Gottingen 1905 Fui Systeme von Imearen Diffeientialglei- 
chungen vgl D Hdbeit, 5 Mitt p 176, Boumtzly, J de math (6) 5 (1909), 
p 65—125 und A Schui, Math Ann 82 (1921), p 213—236 
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tion ist Man kann diese Losung u(x) m dei Foim 

h 

(51) n(tL) = J‘G(k,x, g)g(k)d% 

a 

daistellen (vgl II A 4b, Yessiot, p 263), 6r(A, r, 6) keiBt, m Analogic 
zn dei entspiechenden Darstellung in der Potentialtlieorie, die zu (31) 
und (35) gehonge Greensche Funktion 50 ) G(X-x, §) genugt als Funk- 
tion von x dei Differentialglei chung (31) nnd den Randbedmgungen 
(35), bat aber an der Stelle x = £ eine unstetige n — l t0 Ableitung, 
so daJJ 

^ L' rf**- 1 J*= 5 f-o L “ \Ls-o “ A«) 

ist Durcb Anwendung von (33) folgt 

(53) G{X, r, |) = (- l)»fl(A, x), 

wenn i/(A, #, §) die mit 6r(A,#, £) stets gleiehzeitig existierende G)cen- 
sclie Funktion von (32), (37) ist Da man bei geeigneter Noimieiung 
n linear unabhangige Integrale von (31) angeben kann, die ganze 
tianszendente Funktionen des Parameteis l sind (vgl II B 5, Hilb , 
p 501"), so folgt aus der expliziten Daistellung von 67(1, x y £) duich 
diese Integrate, dafi sicli (7 (A, r, £) als Quotient zweiei ganzer tran- 
szendenter Funktionen \on A daistellen laBt, dessen Nenner von x und 
| unabhangig ist Vgl bieizu spe/aell dLe inNi 12 bespiockene Albeit 
von Knese ? 83 ) Die Pole von G{ A, r, jj) smd die zu (31), (35) ge- 
liongen Eigenwerte Es sei A v em solckei Eigenweit, u x ( x ) die dazu- 
gebonge entspi echend II normieite Eigenfunktion, so folgt aus (51) 

i 

(54) «,(*) = (4, - A)Ja(S) ff (1, a, I) u, (?) rfg, 

(X 

M,(.r) und A, — A smd also Eigeufunktionen und Eigenwerte einoi 
Integralgleiclmng mit dem Kem ^U) G (A, a;, §) Ist w gerade und 
smd (31) und (35) sicli selbst adjungieit, so ist nacli (53) G (A, %) 

symmetn^eh m x und £ r>1 ) Wenn daher q(x) m <b, by wesentlich po- 
sitiv ist, so erhalt man duich die Substitution 

( 55 ) H,(x)Vq(x) - U,(x) 

U y (x) als Eigenfunktion emer homogenen, lmeaien Integialgleichung 
mit dem symmetiischen Kerne y'q(x) |/^ (S) 6r(A, x, £), dei bei leellexn 
ParamefceLweit A leell ist Ist beispielsweise A = 0 kem Eigenweit, 

50) Fur den Fall, daB das betraehtete X em Eigenwert ist, fukit ID Hilbeit 
2 Mitt p 214 erne erweiteite Gieemchc Funktion ein 

51) I) Hilbert , 2 Mitt p 220f Bei ungeradem n ist G(X, x, |) schicf- 
symmetrisch 
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und ist G(x, £) die zu X = 0 gebonge Green sche Funktion, kann 
man nacb (51) jede den selbstadjungierten Randbedmg ungen (35) ge- 
nugende w-mal stetig diffeienzierbare Funktion f\x) yermittels emer 
stetigen Funktion g(x) m der Form 


(56) 


/•(*)= fG(x, 


oder 


f(x)Yq(x) = / s(*, I) y q (x) Yviii) A dt 


darstellen, so da8 also nach Nr 4: die Reibe 


00 6 

( 57 ) nx) = 

1 a 

in <a, 6) absolut und gleicbmaBig konyeigiert Smd f(x) und — 

Q. 

w-mal stetig diffeienzierbar und genugen beide den Randbedmgungen 
(35), so darf man die Reihe w-mal gliedweise differenzieren, und zwar 
gilt dieses aucb, wenn man die emzelnen Summanden mit cos ]/I^ 
oder smY& v t, bezuglicb bei positivem t mit er 1 ** multipliziert bat 
Man darf [aucb diese neuen Reiben gliedweise zweimal bzw emmal 
nacb t differenzieien Die wiebtigsten Methoden, welcbe das Entwick- 
lungstbeorem unter weniger emschrankenden Bedmgungen liefein oder 
aucb bei mebt selbstadjungierten Pioblemen zum Ziele fubren, be- 
dienen sicb emer angenaberten Darstellung dei Integrale yon (31) 
bei groBen Werten yon 1 1 1 Es soli m Nr 11 und 12 naber darauf 
emgegangen weiden Da diese angenabeiten Darstellungen yeisagen, 
oder wenigstens sebr unbandlicb werden, wenn q(x) in (a, &)> sem 
Yorzeicben wechselt, so wollen wir diesen Fall, der bisber nui bei 
selbstadjungierten Pioblemen bekandelt ist, biei bespreeben, wobei 
wir uns der Emfachbeit balber auf die Diffeientialcrleichuno’ 

(58) L{u) + Xqu = ^ + _p 3 u -f Xqu =0 


beschianken, p„ und q seien in (a, 6> stetig Nimmt q(%) m <«, 6> 
nui in emer endlichen Anzalil von Punkten den Wert 0 an, ein Fall, 
m welcbem man ubngens nocb die eben eiwabnten angenaberten 
Dai stellungen der Integrale yon (58) angeben kann, und ist die zu 
den Randbedmgungen gehonge Gieen sebe Funktion G(x, £) yon (58) 
fur k = 0 positiy defimt, d b ist stets 


b b 

ff G ( x > %)9(. x )9(£)dxdt, > 0 


(59) 
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alle Funktionen g(x) dei Klasse L 2 , so folgt aus der Tlieone der 
P°laren Integialgleiebungen 5 * 5 ), daB jede vieimal stetig dtfleienzieibare 
F'^nttion f(x), welche ebenso wie L(/) die Randbedmgungen und 
^Ufierdem m den Nullstellen von q(x) gewisse Bedmgungen eifullt, 

clen Eigenfunktionen des Pioblenis m erne gleiebmaBig konver- 
@>eiate Reibe entwickelbar ist Lichtenstein B3 ) wendet untei dei Voiaus- 
daB p 2 m < a , &> negativ sei, mi Falle dei Randbedmgungen 
(41) a ), b) und c), wenn m (41c) l < 0, Z> 0 ist, direkt die Me- 
der unendlich vielen Vanabeln an, indem ei etwa un Falle 
(41 sl) erne willkuiliche, den Randbedmgungen genugende, zweimal stetig 
<li£Ferenzierbare Funktion v(x) emfubrt, so daB 

i 

(GO) f\jrZ7Z-(P2 + *!)» v ] dx = ° 

a 

'W'ii'd.. Durcb Anwendung von (9b) auf (60) fur tugonometnscbe 
J^oz£?-z<g?koeffizienten wild der Ubergang zu emer vollstetigen symme- 
■fcirisclien Bilinearform von unendlich v]elen Vanabeln gewonnen Auf 
dLiose Weise erlialt daim Lichtenstein fur erne Funktion f(x) y deien 

Ableitung zu L 2 gehoit und die un Falle (41a) noeli die Rand- 
toe dAiagungen erfullt, das Entmcklungstbeoiem unter dei Voiaussetzung, 
cLa,B q in < a , V) mcbt streckenweise veischwindet Verschwmdet q 
strecken weise, so muB man selbstverstandlich f(x) m jenen Inteivallen 
■woitere Bedmgungen aufeilegen Etwas weniger weit kommt Tamar - 
7c'ijie li4 ‘) nut Hilfe von spatei nocb zu eiwahnenden Metboden, welebe 
Ste7cloft 7S ) fur die Beliandlung des oithogonalen Falles entwickelt bat 
LTczoncwlane nunmt namlicb von q(x) an, daB seme Nullpunkte eme 
3VIerige vom MaBe Null bilden In bezug auf f(x) mmmt ei statt der 
E:x:istenz einer zu L 2 gehongen eisten Ableitung an, daB eme endlicbe 
feste GroBe C existieie, so daB 
CGI) \f(x-\-li)—t{x)\<Ch 

ist- J\lason* b ) eibalt das Entwicklungstbeorem m diesem Falle untei 
Bexiiitzung von Metboden der Vanationsrecbnung fui eme die Rand- 

52; D Hilbeit, 5 Mitt p 473—474: Bez neuerer weiterfci agender Arbeiten 
f vlx- Entwicklungstheoreme nach Eigenfunktionen poiarer Integralgleichungen vgl 
XX O 13, Hettinger- Toephtz Es sei hier nui H Gaibc, Math Ann 76 (1915), 
X>- 527 — 547 erwahnt 

53) L Lichtenstein , Pans C R 156 (1913), p 993—996, Paleimo Rend 38 
^ 1914 ), p 113—166, Festschrift fur H A Schwa* z , Berlin 1914, p 274—285, Prace 
mart- fi/ 26 (1914), p 219—262 

54) J Tamarkme , Pans C R 156 (1913), p 1589 — 1591 

65) M Mason, Amei math Soc Trans 8 (1907), p 427 — 432 
JEQixoyklop d math Wiaaenscli II 8 82 
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bedmgungen eifuLLende, nut Ausnahme endlich vieler Punkte stetige 
■and emmal stetig differenzieibare Funktion f(x) 

9. Entwicklungstheoreme nach den Eigenfunktionen partieller 
Drfferentialgleichungen vom elliptischen Typus Ygl. Inerzu auch 
L Lichtenstein , II C 12, Ni 5 Den Ubergang zu den Integralglei- 
clmngen vermitteln aucb biei die Greensohen Funktionen Fur 
Aw = 0 wurde die Existenz der Green schen Funktion m II C 3, 
L Lichtenstein, fur alle drei Randweitaufgaben (44) behandelt, ftu 
(42) und (43) ist auf L Lichtenstein , II C 12, zu verweisen Es sei 
G(x, if, jb, §, % £) eme Greensche Funktion, die zu (43) fui X = 0 ge- 
tore Man kann immer, allenfalls nach emer ganzen Imeaien Substi- 
tution, erreichen, daB 1 = 0 kem Eigenwert ist, woduich die Existenz 
diesei Gieemchen Funktion gesichert ist Ist 6r(l, x, y, z, %%£) die 
zu (43) bei beliebigem X gehonge Greenscke Funktion, so folgt aus 
dem fteewsclien Satze, daB <r(A, x, y, e, £, rj, g) Vg[(x, y, 5)g(i, rj, g) 
die losende Funktion der Integralgleichung mit dem symmetrischen 
Kem G{%, y, s, £, y, f) yg(a,y,*)g(g, rj , f), also als Quotient zweiei 
ganzer tianszendenter Funktionen von X daistellbar ist, dessen Nenner 
von X allem abhangt Die Nullstellen des Nenners sind die Eigen- 
werte Durch ganz analoge Schlusse wie m Ni 8 folgt dann aus der 
Theone der Integralgleiehungen, daB, wenn q(x,y,z) m I 7 -f- S po- 
sitiv ist, jede m T -j- S zweimal stetig differenzierbare Funktion 
f(x, y , z\ welche die Randbediugung erfullt, nach den Eigenfunktionen 
des Problems m eme absolut und gleichmafiig konvergente Reihe 
entwickelbar ist Wechselt q(x, y, z) m S + T sem Voizeichen, so 
hat man die Theone der polaren Integialgleiehungen heianzuziehen 
Zu weitergehenden Resultaten komrut aber Lichtenstein B6 ) durch Ver- 
knupfung dieser Theone mit der oben eiwahnten Methode der un- 
endlich vielen Variabeln 

Die Entwicklungstheoreme nach den Eigenfunktionen von (46) 
ergeben sich nach Nachweis der Existenz dei zu jedei der diei Rand- 
bedmgungen (47) gehongen Gi eensaken. Tensoren 57 ) aus der Theone 
der Integralgleiehungen mit symmetrischem reellem Kem, auf ent- 
sprechende Weise eigeben sich die Entwicklungstheoieme nach den 

56) L Lichtenstein , Math Ztschr 3 (1919), p 127—160 Einen Existenz- 
beweia fur die Eigenweite vermittels Yanationsrechnung gibt M Mason , J de 
math (5) 10 (1904), p 445—489 

57) HWeyl , J f Math 143 (1913), p 177—202, Palermo Rend 39 (1915), 
p 1—49 Daselbst findet sich auch eme kntische Ubeisicht der emschlagigen 
Literatur Ygl auch A Korn , Math Ann 75 (1914), p 497-544, Annaes & da 
Porto 10 (1915), p 128—156 



0. Entwickluugstheorerae nacli den Eigenftmkt part Differentialgleicliungen 1255 

Eigenfunktionen von (48) bei den Randbedmgungen (49 b) und (49 c), 
wabrend die Pomcai escben Eigenfunktionen auf erne Integialgleicbung 
mit symmetnsierbarem Kerne fuhren (vgl bieizu II C 3, Lichtenstein , 
p 239) Die Entwicklungen nacb den letztgenannten Funktionen 
liefern eine Losung der ersten Randwertaufgabe dei Potent laltbeone 
In mancken Fallen gelingt diese Losung durcb Reibenentwicklungen 
nacb Potentialfunktionen, die sicb nacb Emfubrung neuer unabbangiger 
Vanabeln % r\, £ m der Form 

(62) U, {x, y,z)=F (5, g) w 4 (|) v k (>,) tP t (S) 

darstellen lassen, wobei u k , v k und iv k gewobnlicben lineai en Differen- 
tialgleicbungen genugen (ygl bierzu II A 7b, Burhhmdt und Meyer , 
p 490 und IIC 3, Lichtenstein , p 292) II A 10, Wangenn, ist wesent- 
licb dei Untersucbung solcber Falle und der dabei auftretenden Funk- 
tionen gewidmet Wie Klein als erster m emer von der Gottmger 
pbilosopbiscben Fakultat 1890 gestellfcen, von JBoclm r,s ) m AnschluS 
an die Vorlesung von Klein gelosten Pieisaufgabe bervorbebt, kann 
man die Mebrzabl dieser Reihenentwicklungen und cler entspiecbenden 
Integraldaistellungen (vgl Nr 13) als Ausartungen der entspiecbenden 
Entwicklungen fur emen von 6 konfokalen Zykliden begrenzten Raum 
erbalten (II A 10, Wangenn , Ni 41 und 42) Auf jeder der 6 Grenz- 
flacben ist eine dei neu emgefuhiten Koordmaten konstant Man 
bestimmt dann zunachst eine Potentialfunktion, die auf 5 FJacben ver- 
scbwmdet und auf der seebsten voigesehriebene VVeite anmmmt, duicb 
Entwicklung der auf dieser voigegebenen Funktion nacb den Eigen- 
tunktionen dei aus (48) durcb den entspreebenden Ansatz (62) etwa. 
fur W k {£>, rj) = « i (^)v i (^) entstehenden Diffeientialgleicbung 

(63) d - 8 p + ^ + [“ 4 &*' - * 8 ) + A(V- v)] W k = 0 , 

wobei dei Paiameter A k so zu bestimmen ist, da!3 die Eigenfunktionen 
auf dem Rande des auf der Flacbe duicb die vier benaebbarten Seiten- 
flacben ausgesebnittenen kiummlimgen Yierecks veisckwmden pi und if 
smd bekannte Funktionen von § und rj Bei Bucher findet sicb emc 
ausfubrlicbere Untersucbung der formalen Fragestellungen, dann aber 
aucb der Zusainmenbang mit dem Oszillationstheoiem (II A 7 a, Bucher). 
Aus den obigen mit Hilfe der Integralgleicbungen gewonnenen Eni- 
wicklungssatzen ergibt sicb obne weiteies die Entwicklung emer fur 
das kiummlmige Recbteck vorgegebenen Funktion, die zweimal stetig 
diffeienzierbar ist und auf den Randein veiscbwindet, nacb den ent- 

58) M Bucher , tJbei die Reihenentwicklungen der Potentialtheone, Leip- 
zig 1894 
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sprech.end.en Eigenfunktionen Ton (63) Der Beweis, daB sich alle 
Eigenfunktionen yon (63) als Produkte u k (%)v k (rj) darsteilen lassen, 
•wuide von Hilb und Hilbert 59 ) erbi acht, eme direkte Ableitung fur 
das Enfcwicklungstbeorem wuide von Dixon 90 ) vermittels des Cauchj- 
scben Residuensatzes gewonnen In abnlichei Weise gelingt auch in 
emigen ebenen und raumlicben Fallen die Losung der eisten Rand- 
wertaufgabe fur (42) durcb solcbe Reikenentwicklungen Jedocb ver- 
bundert 61 ) das Auftreten des Faktors F ( £, % g) 1 m allgememen die 
entspiecbende Losung dei zweiten und dritten Randweitaufgabe dei 
Potentialtbeoue 

10. Angen.ata.erte Darstetlung der Integrate lmearer Differential- 
gleietaungen fur grofie Parameterwerte Liouville 62 ) gebt von dei 
sick selbst adjungieiten D iffei entialgleichun g 

(64) ~p o + (ft + *ff)« = 0 

aus, m dei j> 0 und q in < a, b > positiv und zweimal stetig dif- 
fer enzierbai siud ; und setzt 

(65) z=jyid x ,®= (SPa)~ ~S « = © u, X = »* 

a 

Dann geht (64) uber m 

(66) d ^ + (r*-l i )U=0, 

wobei \ m < a, b > stetig und von 7 unabhangig 1 st Setzt man dann 

(67) ^+r 9 D =l,U 

und faBt die lechte Seite yorubergehend als bekannt auf, so eihalt 
man, wenn A und B Integiationskonstanten sind, 

2 

(68) U = ^4. cos?# -f-2? sinn -J- yj* &(?') sm 0 ^ — z'))clz' 

0 

Die Randbedmo ungen (41) a) ; b) und c) andern bei dei Tiansforma- 

59) E Hilb, Math Ann 63 (1907), p 38—53, D Hilbat , 6 Mitt, p 58 f 

60) A G Dixo7i, London math Soc Proc (2) 5 (1907), p 411—478 

61) M Bocher , 1 c p 160 

62) J Liouville, J de math (1) 1 (1836), p 253—265, 2 (1887;, p 16—35, 
418—436, Bpez 2, p 22f und 420f Vgl hierzu II B 5 (Hilb), p 502, ferner 
A Kneser, Math Ann 58 (1904), p 81—147, Deutsche Math -Ver 24 (1915), 
p 25-41, E Hilb, Math -Ann 71 (1912), p 76-87, O Blumenthal , Arch Math 
Phys (3) 19 (1912) p 136—174, A C Dixon, London Phil Trans A 211 (1912), 
p 411—432 
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tion lhie Form mckt Betiaehten wir den Fall (41c) und sei it die 
Lange des transform lerten Inteivalles, dann ergibt sicli fdr den 
n- f- l teu Eigenwert 

(69) >„+i = rc + [0], 

wenn wir mit Birlhoff die Abkurzung 

( 70 ) [»]-« + m 

emfuhien, wo v ligendeme von > urabhangige Giofie ist, E(r) aber 
nnterbalb emer festen Scbianke bleibt DaB rf I+1 der n -(- l te Eigen- 
weit ist, folgt aus dem Oszillationstlieoiem Man eihalt dann, wenn 
\ von bescbiankter Scliwanknng ist, fur die noimieiten Eigenfunk- 
tionen die Daistellungen 63 ) 

(71) ^ + 1 =]/|co S «5(l + ^) + sm«^ (-^ } + ^) ( 

wobei \a 1 \ ? \a 2 \ und ] a | nnteibalb festen Schianken liegen In man- 
cben Fallen empfiehlt es sick zui Absckatzung der leckten Seite Yon 
(68) erne Yon Bonnet C4 ) keiruhiende Methode anzuwenden, welcke 
von der Yoiaussetzung ausgeht, daB man erne positive Funktion 

7t 

ip (a) kennfc, so daB / ip(z') UJ {#') dz' nnterkalb emer endhcken 
o 

Schranke bleibt Diese Methode empfiehlt sick besondeis dann, wenn 
m einem Randpunkte erne smgulaie Stelle dei Diffeientialgleichung 
liegt 6B ) In diesem Falle ist anch die Transfoimation (65) lm all- 
gememen nicht raehi m der unmittelbaren Umgebung der smgularen 
Stelle anwendbai, man muB sick daher entscklieBen ; duick andere 
emfache Funktionen, wie etwa lm Falle der Kugelfunktionen durch 
Bessehche Funktionen zu appi oximiei en 66 ) Andeierseits ist es abei 
manckmal mckt leicht, erne einfacke approximieiende Funktion aus 
der Diffeientialgleichung abzulesen, wie dei von Bebys G1 ) behandelte 
Fall der Zylmdeifunktionen zeigt, wenn Paiameter und unabhangige 
Veranderliche gleickzeitig unendlick weiden Daiboux bh ) gibt noch 
eme andeie sehi wicktige Methode zur Gewmnung angenaheiter Dai- 

63) E W Hobson , 1 c 27), p 378, H Weyl , Palermo hend 29 (1910), 
p 30S— 323 

64) 0 Bonnet } J de math (1) 17 (1852), p 265 — 300, (j Darboux, 1 c 
6c\ p 47 f 

65) W SteUoff, Chaikow Ber (2) 10 (1907), p 97—201 

66) E Hilb } Math Ztechr 5 (1919), p 17—25 

67) P Debye , Math Ann 67 (1909), p 535—558 

68) G Darboux , 1 c 6 c), p 29 f 
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stellungen der Eigenfunktionen fur die Falle an, m denen die Eigen- 
funktionen die Koeffizienten emer Potenzreikenentwieklung smd 

Allgenaem stellen Buiko ft und Tenon,**) fui die Integiale der 
Differentialgleickung 

ns) g + ih (*) £3 + + P,My + Q n y = o, 

m der p 2 (x ), p n (pc) in < a, l > leelle oder komplexe stetige 
Funktionen von x, l — Q n ein reellei odei komplexer Parameter ist, 
angenaheite Darstellungen fur groBe |p| auf Fui die Eigenwerte 
von (72) und (35) erhalt man etwa bei geradem n duicli Nullsetzen 
des Nenners von G(X, x , £) eme Gleichung der Form 70 ) 

(73) [a 0 ] + M + [flj <r^“ = 0 , 

in der sick. a 0 , a t und a A aus den Koeffizienten dei lmearen Rand- 
bedmgungen (35) beiecknen lassen, iv u aber eme dei beiden Wur/eln 
vom absolut kleinsten leellen Teil der Gleickung 

(74) ^" + 1=0 

ist Bei partiellen Difterentialgleickungen fukrt die angenakerte Dai- 
stellung der Gteenscken Funktion geiade m der Umgebung dei Eigen- 
weifce auf bis jetzt nock mckt uberwundene Schwierigkeiten Tiotz- 
dem ist es Weyl n ) durck eme genaue Analyse des Emfliisses dei 
Smgulantaten ernes symmetrischen Kernes auf die Veiteilung dei 
Eigenweite der dazu gehongen Integralgleickung gelungen, die Eigen 
weite angenakeit daizustellen Cowant 11 ) gewmnt diese Resultate un 
abkangig von dei Tkeorie der Integi algleickungen, mdem er die Eigen- 
werte independent duick Extremum seigenschaften kennzeicknet Diese 
Metkode schemt deni Pioblem besondeis angepafit und daker aucb 
besonders weittragend zu sem 

1 l.Entwicklungstheoreme nach denEigenfunktionen mckt selbst- 
adjungiertei Problem© bei gewohnliclien Differentialgleickungen In 
Wei terfuhr ling ernes von Cauchy benukienden Gedankens (II A 12, 
Bwrkhat dt, p 1227 ff), auf den Tomcat e besonders kmweist, betiacktet 


69) G Bnlhotf, Amer math Soc Trans 9 (1908), p 219—231, 0 Perron, 
Heidelberg Abb 1918, 13 und 1919, 6 Vgl femer U Dim, Ann di mat (3; 
2 (1899), p 297—324, 3 (1899), p 125 — 183, 11 (1905), p 285 — 335, 12 (1906), 
p 179—262 

70) J Tamarhne , Palermo Rend 34 (1912), p 345—382, spez p 353 

71) H Weyl , Math Ann 71 (1912), p 441—479, J f Math 141 (1912), 
p 1—11, 163—181, femer 1 c 57), B Gourant, Gott Nachr 1919, p 255—261 
und 1 c 48 a), ferner Math Ztschr 15 (1922), p 195—200 
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Bullioff den Ausdruck 79 ) 

h 

(75) J L {x) = dl f G( A, a, S)f(&)dt, 

Cl a 

m welcbem Cr(A, x 7 |) die zu (72) nnd (35) gelionge Greensche Funk- 
tion, f(x) eme m (a, V) emmal stuck weise stetig differenzieibare Funk- 
tion ; C L eme geeignet gewablte, gesclilossene Kuive m der komplexen 
A-Ebene ist, als welcbe man bei den veischiedenen Werten von L etwa 
konzentnscbe Kreise wahlen kann, deren Radius mit wacbsendem 7r 
geeignet in das Unendlicbe wacbst J k konveigiert dabei, wie aus 
der eben besproclienen angenaherten Daistellung yon G{ A, %, |) er- 
scblossen weiden kann, nacb \ [f{x + 0) -j- f(x — 0)], bezuglicb m 
den Randpunkten a und b nacb bestimmten linearen Kombmationen 
von f(a) und f(V) } wenn m (73) a 0 und a 2 you 0 verschieden smd 
Andeiseits eibalt man aus (75) durch Anwendung des Caucfy/schen 
Residuensatzes die gewunscbte Entwicklung von f(x) nacb den nor- 
mieiten Eigenfunktionen des Pioblems, wobei aber lm Falle mebr- 
faclier Pole Modifikationen auftreten Yerscbwmdet a 0 , aber mcbt 
[a 0 ] bzw a 2 , aber mcbt [aj, so muB f(x) weitergebenden Bescbran- 
kungen unteiwoifen weiden, was aber bis jetzt nocb mcbt m emzelnen 
unteisucbt ist Yerscbwmdet aber [a 0 ] bzw [# 2 ], so scbeint uber- 
baupt kem allgememes Entwicklungstbeorem zu exist Leren Tamar - 
lane beweist, wenn x in (a 7 b) liegt, mit derselben Metbode das Ent- 
wicklungstlieoiem fur Funktionen f(x) von bescbrankter Scbwankung 
und unter Hmzuziebung einei von Stekloff 7S ) herrubienden Metbode 
fur alle Funktionen 73 a ) ? die m eme tngonometnscbe Foune) reihe 
entwickelbar smd Em entspiecbendes Resultat gewmnt Tamai June 
dann aucb fur die Darstellung durcb die ersten antbmetiscben Mittel 
dei Paitialsummen 74 ) (vgl E Hilb und M Riesz, II C 10) 

72) 1 c 40), J TamarJoine , 1 c 70), ferner G D BirUioff, Palermo Rend 
■16 (1913), p 115 — 126, J Tamaihne, Palermo Rend 37 (1914), p 376 — 378 Fur 
Systeme lmeai or Diffeientialgleichungen vgl A Schnr, 1 c 49) 

73) W Stelloff, Rend dei Line 19 (1910), p 490 — 496, TT r Stelloff und 
J Tamailme, Palermo Rend 31 (1911), p 341 — 362 

73 a) Fur die Stw m-Ltouville schen Reiken hat m dieser Richtung auch J Mer- 
cer- 0 *) besonders weitgekende Resultate erzielt Fur die allgemeinen Reiken gibt 
W E Milne, Amer math Soc Trana 19 (1918), p 143 — 156 Reatabackalzungen 

7i) Diese Satze beweist A Haar, 1 c 28) fur die Entwicklungen nack den 
Eigenfunktionen Imearer Differentialgleicbung zweitei Ordnung bei selbat- 
adjungierten Pxoblemen Ygl auck H Weyl, 1 c 63), W Stelloff und J Ta- 
marhne, 1 c 73), A Haar ubertragt auf die Sturm-LiouviUeschen Entwicklungen 
den Cantoraohen Emdeutigkeitssatz, den Satz von du Boys-Reymond und die 
JRiemann sebe Tkeone der gewoknlicken tngonometnschen Reihen, H Weyl 
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Nachdem wir so uber die am weitesten gehenden Resultate bei 
gewohnlichen Imeai en Diffei entialgleichungen benchtet haben, wen den 
wir nns zu emei bistonschen Ubeisicht uber die die Entwicklungg- 
theoreme nacb den Eigenfunktionen gewobnlichei undpaitiellei Differen- 
tialgleichungen betieffenden Fiagen, wobei wn Grelegenheit baben war- 
den, die Veiwendbaikeit des Caachyschen Satzes fui die Entwicklungen 
nacb den Eigenfunktionen paitiellei Diffei entialgleichungen zu be- 
sprechen 

12. Histonscber Uberblick A.ls erste besehaftigen sicb Stwm lb ) 
und Lioimlle G2 ) mit dei Frage nacb dei Entwickelbarkeit willkurlicher 
Funktionen nacb den Eigenfunktionen von (64) bei den Randbedmgungen 
(41) a), b) und c) Nachdem Stmm die formalen Fiagen fui das Ent- 
wicklungstheoiem sowie das Oszillationstheoi em eiledigt batte, gelingt 
Ltouville der Konveigenzbeweis m ganz konekter Weise unter Heran- 
ziehung der m Ni. 10 besprocbenen angenaberten Darstellungen dei 
Eigenfunktionen u t (x) und dei Eigenweite l v Bildet man nun, wenn 
die c v die zu f(x) gebongen Foil) ?e>koeffizienten sind, 

00 

(7 6 ) f{%) — yjc, ujx) = ip ( x ) , 

so ist fur alle v h 

( 77 ) j ^(x)q(x)u y {(i)dx — 0 

a 

Es ist dann zu zeigen, dafi ip(z) = 0 ist, also zu zeigen, daB die Funk- 
tionen u v (x) em abgescblossenes System bilden Lmivdle 76 ) beweist 
dieses unter Heranziebung ernes Satzes von Stu>m untei der Voraus- 
setzung, daB ifr(x) m (a, b) nui eme endlicbe Anzahl von Nullstellen 
hat, welche Annahme abei unzulassig ist Dabei wenden sicli die 
folgenden 77 ) Beweisversuche der Metbode des Cauchy schen Residuen- 
satzes zu, obne jedoch lm allgememen Stui m-LtouviUe schen Falle auf 
die geeignete analytiscbe Funktion (vgl (75)") zu kommen, deren Resi- 
duen die Glieder dei Entwicklung liefein Die entscheidende Wen- 
dung fui die Bebandlung dieser Fragen bnngt Poincare™) und zwar 

auch die Aussagen uber die Gibbssche Erscbeiming (Ygl das Ret II C 10, 
E Htlb u I\I Bless) Ygl fernei M Blanch er el , Ann Ec Norm (3) 31 (191 1\ 
p 223—262, (3; 39 (1922), p 273—316 

75) 0 Sturm , J de math 1 (1836), p 10G— 186 

76) J" Ltouville , J de math 1 (1836), p 253—265 Ygl II A 12 (J? Burl - 
haidt), p 1063 

l 1) Ygl etwa H Heme, J 1 Math 89 (1880), p 19 — 39 und besonders 
U Dim, Sene di Founer, Pisa 1880 

? 8) H Poincare, Palermo Rend 8 (1894;, p 57—156 
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gleich fui die Differentialgleichung 

(78) A m + Ate = 0 

bei dei Randbedmgung (45a) Pomcciie zeigt zunachst, daB, wenn 
G{X, x, y, 0, £, % £) die entsprecbende Greensche Funktion, f{x,y, 2 ) 
eme gegebene stetige Funktion 1 st 

(79) J x — /<?(*, x, y, z, % v, if, t)dT 

T 

eme meiomoiphe Funktion von A 1 st (II A 7, Sommerfeld , p 548), deren 
Residuen die Eigenfunktionen liefern Auf Grund emei Abschatzung 
der GroBe der Eigenwerte X v und Eigenfunktionen n x folgeit Pom- 

00 00 

cate die absolute Konvergenz der Reihen 2 ™ und ~~~ , 

1 1 

wenn f 6mal bzw 4mal differenzieibar 1 st und auBeidem f, A f und 
AA f bzw f und A f auf dem Rande S veiscbwmden Daiaus eigibt 
sicb die Daistellung von J x als Suinme emer unendliehen Reibe yon 
Paitialbiuchen und emei gan/en transzendenten Funktion von A, von 
der aber untei Benutzung aknlickei Methoden, wie sie beim Beweise 
der Existenz der Eigenwerte (II A 7, Sommerfeld , p 546 f) benutzt 
werden, gezeigt wird, daB sie ganz wegfallt Pomcau eibalt auf diesem 
Wege das Entwicklungs theorem fur eme sechsmal stetig diffeienziei- 
bare Funktion, fui welche f, A f und A A f auf S veischwmden 
Bomcaie versuckte auch eme Ableitung des Entwicklungstkeorems 
auf Giund des Cattchyschen Residuensatzes (Ni 11), scbeiteite jedoch 
an der Schwiengkeit, eme angenaherte Daistellung von J x fur grofie 
| A | in dei Nahe der leellen A-Achse zu gewmnen In gewissem Um- 
fange gelang dann Zatemba 79 ) die Hebung diesei Scbwiei lgkeit fui 
eme Flache S dei Klasse B {Lichtenstein, p 186), mdem er duicb 
Entwicklung von J x nach Potenzen von A untei Benutzung des 
ScInvcM zschen Ansatzes (II A 7, Somme) / (Id, p 546) eme Abschatzung 
m dei Nahe dei reellen Ackse eibalt, die gestattet, das Entwicklungs- 
theoiem fui eme zweimal stetig differenzierbare Funktion, welche die 
RandbedmgUDgen erfullt, abzuleiten Eme weiteie Emschrankung dei 
Vorauasetzungen fur die zu entwickelnde Funktion setzt bei Anwen- 
dung dieser Methode eme angenaheile Darstellung von J x in dei Nahe 
der Achse des Reellen voiaus, wie sie m dei ubugen komplexen 
A-Ebene gelmgt, was aber bisher noch mcht durchgefuhit werden 
konnte Die von Borneo.) e durchgefuhite eiste Methode erfuhi m der 

79) S Zarcniba, Ann Ec Norm ^3) lb (1899), p 427 — 4b4, Paris C R 
128 (1899), p 1088 — 1089 , J do math (5^ 6 (1900), p 47—72 
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Folge erne wesentlicke Veibesserung durck SteUoff SQ ) } welcker nut 
den yon Schwarz und Poincare gesckaQenen Hilfsmitteln fur jede em- 
mal stetig differenzieibare Funktion, dann aber fur jede quadratisck 
mtegrierbaie Funktion die fur den voiliegenden Fall (9 a) entspieckende 
Grleichung ableitet, woiaus dann das Entwicklungstbeorem fur jede 
zweimal stetig differenzieibaie, der Randbedingung genugende Funk- 
tion folgt Diese Metkode wurde von Koin sv ) zui Losung zaklreicker 
Einzelpiobleme verwendet und aucli dann nock von diesem beibekalten, 
als die Entwicklungssatze von Hilbeit und Schmidt voilagen, obwokl 
diese emfacker zu beweisen sind und obwokl die Poincare-SteUoffBtike 
Metkode m jedem Emzelfall you Kom nockmals duickgefukit werden 
muB Sielloff selbst wendet seine Metkode auck auf das Stium- 
Liouvillescke Entwieklungstkeoiem an 82 ) unter der Voiaussetzung, daJB 
m (41c) h < 0, l > 0 ist Es gelmgt lkm so die Ausfullung der von 
Liouville gelassenen Lucke Er mufi aber von der zu entwickelnden 
Funktion voraussetzen, daB sie zweimal stetig diffeienzieibar ist und 
die Randbedingungen erfullt Eist Kneser 8S ) gelmgt es dann, das 
Entwieklungstkeoiem fur jede den Duichlets cken Bedmgungen ge- 
nugende Funktion zu beweisen, mdem ei die neugewonnenen Me- 
thoden mit den alten, von ihm weiteigefukrten Liouville schen vei- 
emigfc Die letzteren liefem den Konveigenzbeweis, die oben eiwaknte 
Lucke bei Liouville tullt Enese > untei Heranziehung dei von Sclnvaiz 
und Pomcaic gesekafienen Metkoden durck Beweis des Satzcs aus, 
dafi eme Funktion fui welehe alle Gleickungen (77) erfullt smd ; 
fur welcke also alle Residuen von 

b 

=J x, l)i'(g)dl 

a 

veisckwmden, selbst identisch vei&okwmdet Das aus dei Tkeone der 

50) W Stellofj J 1 c 7), 23;, 46) und 47), ferner Pans C R 126 (1898), 

p 1022 1025 , Pans C R 128 (1899), p 279-282, m erster Lime Toulouse 

Ann (2) 2 (1900), p 276—303 Die Arbeit Toulouse Ann (2) b (1904), p 361 
bis 475 stelit sclion nnter dem Emflusse der Theorie der Integralgleickungen und 
ist m ihrem Gedankengang nahe dem von K Sclnmdt 1 c 5) verwandt, wenn 
auch m der Durckfukrung lange mckt so emfach und durcksichtig 

51) Eme Zusammenstellung der einscklagigen Arbeiten KornB findet sick 
m dcssen Bucke A Koui, tTber freie und eizwungene Sckwmgungen, Leipzig 
1910, Teubner 

82) TT Stelloff , Pans C R 126 (1898), p 215—218, Toulouse Ann (2) 3 

(1901), p 281 313 In spateren Arbeiten komrnt SteJdo/f zu betrachtkck weitei- 

gekenden Resultaten, 1 c 65), 73), ferner Pans C R 144 (1907), p 1329—1332, 
Petersb Denkschr 31 (1913), Nr 7 

83) A Kneser , Matk Ann 58 (1904), p 81—147 und 1 c 27) 
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Integralgleichungen gewonnene Entwicklungstkeoiem bedeutet fui das 
Stm m-Lioavdle sche Problem msofern emen Fortsekntt, als dieses Pro- 
blem fast obne weiteies durcb die dort gegebenen allgemeinen Satze 
gelost wild, das so gewonnene Entwicklungs theorem mackt abei die- 
selben Yoraussetzungen wie das ursprunglicke Stehloffsche Theorem 
Daher verfeinert Knese> u ) das aus del Tlieone dei Integralgleichungen 
gewonnene Resultat in der in Nr 4 angedeuteten Riektung so weit, 
dab die zu entwiekelnde Eunktion f(x) m <(a 7 V) nui den Dmchletschen 
Bedmguugen genugen muB Besonders durchsichtig wird die Knese>- 
sclie Methode, wenn f(x) als stuckweise zweimal stetig diffeienzieibar 
voiausgesetzt wild, was fur die physikalischen Anwendungen aus- 
xeicht Dieselbe Methode 34 ) fuhrt auch bei gewissen Entwicklungen 
nack Eigenfunktionen parfcieller Differentialgleichungen zum Ziele ; wenn 
die Eigenfunktionen sich als Produkte der Foirn (62) daistellen lassen, 
wenn man lm Falle dei Ebene von der zu entwickelnden Funktion 
anmramt, dab sie zweimal differenziei bai ist, abei die Randbedmgungen 
mcht zu erfullen braucht und langs emer beliebigen Anzahl sich 
selbst unteiemandei mcht schneidender, gesclilossener oder von emem 
Punkte des Randes zu emem anderen Punkte des Randes gehender 
Kurven unstetige Ahleitungen hat oder selbst unstetig ist Wie schon 
in Nr 4 eiwahnt, ist mit dieser Methode von Kncsm die von Meyce i 20 a ) 
nahe veiwandt Diesei geht nn Stium-Lioumlle schen Falle von der 
Form el b b 

— if G(i, 

a a 

aus und laBt X auf der negativen reellen Achse ms Unendliche gelien 
XJnter Heranzieliung der angenaherten DarsteJlung von G(X , x, £) fur 
gioBe \X\ eihalfc Mctcer unter sehi allgememen Voiaussetzungen uber 
/(a) fur dieses zunaehst erne Darstellung , welclie als „Summafcions- 
foimel" Ton I aufzufassen ist, und daraus dann das gewunschte Ent- 
wicklungstlieorem selbst 

Filr gewohnliclie Differentialgleicliungen ist aber, wie erwabnt, 
die auf deni CdMc/^ysclieii Residuensatze beiubende Metliode die weit- 

84) _4 Knescr, 1 e 34) Anwendungen dieser Metliode finden sich in den 
Arbeiten von JE Jwetzla, Die Entwicklungen nnstetiger Funktionen nach den 
Eigenfunktionen des schwmgenden Stabes, Dias Breslau 1909, IT Sternberg, Die 
Entwicklungen willkurlichei Funktionen in der mathematischen Physik mittels 
dei Methode der Integralgleichungen, Dies Breslau 1912, ferner IT' Sternberg, 
Math Ztscbr 3 (1919), p 191—208, W Jaroschel, Entwicklung willkurlicher 
Funktionen nach den Gliedern biorthogonaler Funktion ensyste me bei einigen 
thermomechamschen Aufgaben, Diss Breslau 1918 
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tragendste Sie wurde zueist yon Dixon u *) fui das Stiu m- Lioimlle sebe 
Pioblem mit Eifolg beiangezogen und wurde dann m der Folge die 
Quelle zablieicber Entwicklungstbeoierne, die mebt m den BtiJJioff- 
sclien Resultaten entbalten und teilweise nnabbangig von diesen ent- 
standen. snid 85 ) 

13 . Darstellungen bei Auftreten smgularer Stellen der Dif- 
ferentialgleichungen Um den Fall, daB in emem Endpunkte des 
Intel vails <a, &) erne smgulaie Stelle dei Diffeientialgleicbung liegt, 
allgemem bebandeln zu konnen, ist es zweckmaBig, die smgulaie 
Stelle nacb oo zu werfen und etwa das Intel vail 0, oo zu betiachten 
Wir besebranken uns auf den Fall der Diffeientialgleichung 

(SO) L(u) + Ji + lh( x ) u + = °> 

wobei^} 0 (rr) fur positiv und stetig, p 2 {%) s ^ e ^g 1S ^ Indem Weyl SQ ) 
zunacli&t l komplex anmmmt, zeigt er, daB entwedei dei absolute 
Betrag ernes jeden Integials von (80) odei der ernes Integials m 
<(0, oo)> quadi atiscb mtegueibai ist Im eisteien Falle, den T Veyl lm 
AnscbluB an die geometuscbe Vorstellungen benutzende Ableitung 
den Grenzkreisfall nennt ; kann man in 0 und oo erne dei Rand- 
bedmgungen (41) a), b) odei e) voisclneiben, und man kann jede m 
<0, oo> quadi at is ch mtegnerbare Funktion /(&), welcbe den Rand- 
bedingungen genugt und fui welcbe aucb L[f) stetig und quadi atisch 
mtegueibai ist, m eme absolut und gleicbmaBig konvergente Reike 
nacb den Eigenfunktionen des Problems entwiekeln Im zweiten 
Falle, dem Grenzpunktfall, tritt an die Stelle emer Randbedmgung 
fui oo die Foideiung, daB bei komplexem l dei absolute Betiag 
des Integials m <(0, oo> quadiatiscb mtegnerbar sei Im Gienzpunkt- 

84 a) A C Dixon, London math Soc Proc (2) 3 (1905), p S3— 103 und 
1 c 62) 

85) E Hill , J f Math 140 (1911), p 205—229, Math Ztschr 1 U917), 
p 6& — 69, 0 Hctupt, Munch Bei 1912, p 289 — 301, L Kosclimieder, J f Math 
143 (1913), p 286 — 293, H Laudien, Entwicklung willkurhcher Funktionen nacb. 
Funktionen spezieller orthogonalei und biorthogonaler Systeme, Diss Breslau 
1914 uud H Laudien , J f Math 148 (1918), p 79 — 87, F JBetschlcr , tJber 
Integraldarstelluugen, ■welcbe aus speziellen Randwertproblemen bei gewohn- 
lichen linearen mhomogenen Diffeientialgleichungen entspnngen, Diss Wurz- 
burg 1914, G E Wilder , Amer math Soc Trans 18 (1917), p 415—442, 19 
(1918), p 157—166 und Tachmann, Mechanische Probleme, die auf belastete 
Integi algleichungen fuhren, Dibs Breslau 1919 Ygl leiner A Sommerfeld, 
Deutsche Math -Yer 21 (1912), p 309—353 

86) H Weyl, Math Ann 68 (1910), p 220—269, Gott Nachr 1909, p 37 
bis 63, Deutsche Math -Yer 20 (1911), p 129—141 
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falle kann man Reibenentwicklungen, Integialdaistellungen oder aus 
beiden zusammengesetzte Darstellungen erbalten Falle, m denen die ge- 
wobnlicbe Theoue dei Integialgleicbuogen mit reellem, symmetnscbem 
Kerne anwendbai ist, werden von Hilbett und Knesey 87 ) bebandelt 
Untei Heianziehung dei Theoue der quadiatiscben Formen, dann abei 
dnekt veinnttelst des Gauchysohen Residuensatzes bebandelt Hilb ss ) 
mehreie Falle, in denen man auf Integialdarstellungen kommt, einer 
von diesen ist von A Knese ) in dei zweiten Auflage seiner Integial- 
gleicbungen §§ 50 — 52 weitei veiaibeitet Bemerkenswert ist die lm 
AnscbluB an Wwfongw* 9 ) von Hilb gegebene Integialdaistellung, bei 
dei das Integiationsmtei vail auf dei leellen A-Achse m oo viele ge- 

o 

tiennte Teilmtervalle zerfallt Von dei Theorie der smgulaien Integral- 
gleicbungen ausgehend gibt WeyP°) die allgememe Entwicklungs- 
foimel, jedocb m wenig ubersicbtlicbei Gestalt Eme weit emfacbere 
Formel, die jedocb, da dei Grenzubergaug m die Acbse dei reellen X 
zunachst nicht durcbgefubit ist, als „Summationsformel u aufzufassen 
ist, gibt spatei Hdb 91 ) Um den Grenzubeigang durcbzufuhren, bat 

a 

man abei nui von der entsprechenden Daistellung fui f‘g(x)~dx aus- 

0 

zugeben, in der a eme endlicbe GioBe ist Da fui jede m < 0, oo > zu L 2 
gebonge Fnnktion li(x) 

OO 03 

(81) / f G a (1, a, 6) h (a) It (?) dx d% 

0 0 

positiv ist, wenn G$(X, x 7 1) der lmagmare Teil dei G)eem6hen Funk- 
tion G(j l, x , |) ist, so kann man, wenn g(x) m <(0, oo)> quadratiseb 

87) D Ililbeit, 2 Mitt, p 216 f , A Knesei , Arch Math Pbjb (3) 7 (1904), 
p 123 — 133, feinei 1 c 34) und E W Hobson , London math Soc Proc (2) 7 
(1909), p 359 — 388, E Ihlb, 1 c 85), Math Ztschr 1, L Ko&chmtede), Unter- 
suchunoen uber Jacobische Polynoine, Bieslau 1919, Habilitationsschnft 

Hieiher gehoren aucb die Entwicklungen nach den Hei mitesolaen und La- 
guerre schen Polynomen Vgl TP Lebeileff, Theorie dei Integralgleicbungen m 
Anwendung auf emige Reihenentwicklungen, Disa Gottingen 190G, Math Ann 
64 (1907), p 388—416, H Weyl, 1 c 37) und Smgulare Integralgleichungen, 
Dis8 Gottingen 1908, B Neumann , Die Entwicklung willkurliclier Punktionen 
nach den Her mtleschen und Laguen eschen Orthogonalfunlctionen, Diss Breslau 1912 

88) E Hdb, Math Ann 00 (loos'), p 1— 66, Erlanger Sitzungsber 43 
(1911), p 68—71, \gl auch H Weyl, 1 c 87) und 37), M Pluncherel, Math 
Ann 67 (1909), p 619—534, femer 1 c 14) 

89) IF Wirtinger, Math Ann 48 (1897), p 365— 389 

90) H Weyl, 1 c 86), p 250 

91) E Hdb, Math Ann 76 (1915), p 333—339, Wdh Windau, Math Ann 
83 (1921), p 256—279 
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mtegneibar ist, den Grenzubergang in die reelle Achse der A-Ebene 

durchfahren und a dann oo werden lassen Man eibalt so die Dai- 
00 

stell ung fur J G S (V— T, x,£)g(k)d % und daraus die Darstellung von 
0 

fix) m der gewunschten einfachen Gestalt, wobei die von den Eigen- 
funktionen heiruhrenden Gliedei von den andeien getrennt smd. Fur 
viele Falle ist aber die „Summationsfoiinel“ vorzuziehen 

Von Integialdaxstellungen, die aus Randweitproblemen bei par- 
tiellen Fifferentialgleichungen entspnngen, smd die von R ilb SB ) bei 
gewissen Ansartungen des Zyklidensecbsflaches (Nr. 9), die von Sommet- 
felcl S2 ) und von Bar m ) bei unendlieh groBem Gebiete sowie die von 
Gaileman 87 ) bei der Pome® e'sehen Randbedingung (49a) und eckigem 
Rande aufgestellten zu erwabnen 

(Untei nachtraglichei Berucksichtigung emzelnei spaterer Arbeiten 
abgeschlossen lm Dezember 1920 ) 

Zweitei Teil 

Entwicklungen bei komplexen unabhangigen Veranderliclien. 

Emleitung 1 ) Die Betiachtungen lassen sicb m zwei Giuppen 
teilen 

1 Reilienentwicldwigen mi engeien Sinne Der Ausgangspunkt ist 
hier eme unendlicbe Folge von Funktionen 

9oW» 9>iWi 

der komplexen Yanabeln z, nnd man betraebtet Reilien der Gestalt 

(1) Cq cr 0 (•) + Cl <Pt (*) + + c , 9, CO + • 

wo c Q , c v Konstante bedeuten Die lnerhei gebongen Untersuchungen 

gruppieren sicb nm zwei Hauptfragen 

a) Welches ist der Konvergenz-(Summabilitats-)Bereich der 
Reihe (1) bei gegebenen Koeffizienten c 0) c v c 2 , , und welche Eigen- 

schaften bat die dargestellte Fnnktion? 

fi) Wie bestimmt man zn emer gegebenen Fnnktion f(z) die zu- 
gehongen Koeffizienten c Q) c 1; c 2 , , und wie laBt sich f{&) durch 

die Beihe (1) berechnen? 

92) A Sommerfeld , Deutsche Math -Ver 21 (1912), p 309 — 353 

93) R Bar , Uber Greensche Randwertaufgaben bei der Schwingungsglei- 
chung, Diss Wurzburg 1915, Math Ann 78 (1917), p 177 — 186 

1) Eme Tvesentliche Emschrankung dieses Teiles eigab sich daraus, daB 
manche Fragen dieses Gebietes in den Referaten II C 4 (Biebeibacli) und II C 7 
(Noilund) behandelt smd Auf diese "wird an den betreffenden Stellen hmgewiesen 
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Die wiclitigsten derartigen Funktionenfolgen sind 
a) cp r (*) = e-’>= {v = 0,1, 2, ), 

wo die JL t Konstante sind 

Die Reike (1) heiBt dann Dinchletsche Reihe , man ygl hieruber 
das Ref II C 8, H A Boh und H Cyanier Speziell erlialt man bei 
l v = v duick die Substitution e~* = x die Potenzieihen, vgl hierzu 
das Ref II C 4, L Biebetbacli 


*>) Vo 0 ) = V, ^ = 


ViVi y> 

i s + }'l) ip + ( 2 + ?v) 


{.V - 1, 2, 3, 


) 


Dieser Ansatz liefert die Faldoyiellcnreihen crstei A>t 

c) (v 


= 1 , 2 , 3 , ), 


die Reibe heiBt Fakto) idlenrcihe ziveitei Ait 

Ich werde im folgenden diese beiden Arten &o weit als moglicli 
sremeinsam bebandeln und nenne sie dann schlechtweg Faktoiiellen- 
yeihen AuBeidem betiacbte ich die Falle 

d) Die cp 7 (z) smd die Nakerungsnennei ernes Kettenbruch.es 

e) Die cp v (z) smd Integrate lmeaiei Diffeientialgleichungen 

f) Sonstige Reiheuentwicklungen 

Fur die Kocffizientenbestimmung bei den Dt) ichleischen Reihen 
sei auf das Ref II C 8, H A Boh und JEL Grama , Nr 4: verwiesen. 
Bei den Entwicklungen nack den Funktionen b) und c) ist sie m 
expliziter Foim nur bei den Fakultatenreihen und Bmomialkoeffizienten- 
reihen yeimittels emer Integraldarstellung der zu entwickelnden Funk- 
tion durckgefuhrt In den Fallen d) und e) ergeben sich die Koeffi- 
zienten aus der Tatsache, dafi die Funktionensysteme orthogonale bzw 
bioithogonale smd, ygl hierzu sowie auck fur die entsprechenden 
Probleme im Reellen den 1 Teil 

Uber die Anwendungen dei Faktonellenreiken auf Differen/en- 
gleickungen Ygl das Ref IT C 7 von No? lund 

2 Reihencnhvicldungen mi weit&en Stnne ( App) oximationen) Dar- 
unter yerstehen wir das Pioblem Eme Funktion f (z) duich lmeaie 
Aggiegate der gegebenen Funktionen cp x (z) zu appioximieien, es ist 
gleichbedeutend mit emer Entwicklung yon / (z) m dei Gestalt 

(*) + ^2 0\) + ^3 0) + ; 

wobei 

tf,= c,o9o + CviVi + + c .k9> 1 0=1, 2, 3, ) 


ist und die c X7 Konstante Bind 

Fur das entspiechende Problem im Reellen vgl A Rosenthal 
(II C 9) 
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FR) 

(2a) 


Der Konvergenzbereich der Eaktoriellenreihen (abgekurzt 
Die Reihen 


V~1 


7l Vr 

(^ + 7i)I* + ri) (* + /v)’ 


(2b) 


4) + 


^ ~ lA ( z ~ y») (* — r.) 

r. 




(— i) v n y a 

heiBen FR 1 Iziv 2 Ait , die smd Konstante, die ge^issen Be- 
dmgungen genugen Die wichtigsten Untersuehungen bezieken sieh 
auf den Spezialfall — v (y = 1, 2, 3, ), die so entstehenden 

Reihen 


'• + 2 C ' (> +!)(» + 2) (-- + >)’ 

«.+2’ (- v ” 

i =1 

heiBen geivohnhche F Reihen 1 bziv 2 Ait , oder aucli schlechthm 
Fakultatemeilim bzw Bmoimalhoeffizientenreihen Mit Rucksicbt auf 
die Referate II C 7 ; Noihind und II C 8 ; JMr und Ciamer konnen wir 
uns hier ganz kuiz fassen Der Konveigenzbereicb der Reihen (3) ist 
erne Halbebene, welche bnks duicb erne Parallele zur Acbse des Ima- 
gmaren begienzt 1 st 2 3 4 ) Das gleicbe gilt fui die Reihen (2) ; wenn die 
^ reell smd nnd den Bedmgungen genugen- 

00 

(4) 0 < Vi < Vi < 7 n- y 00 , chveigieit, 5 ) 

1^1 1 

und sogar unter den allgememei en Bedmgungen 


(3 a) 
(3b) 


( 5 ) 7, = «, + tfi,, «, -► + 00 , ^ -»■ 0, rM ilv81 ” ieil;t ) 

v= 1 

Mit andeien Woiten unter den obigen Bedmgungen gibt es erne 

i eelle Zahl X, so daB fui R (z) > X die Reihen (2) konveigieien, fui 

ii ( 0 ) < A divergieien (R{z) bedeutet leeller Tell von z) Dabei 1 st 
fur die Reihe (2a) von den Punkten — y l7 — y 2 , abzusehen Uber 


2) 1 L W Y Jensen , a) Tidsskr for Math (4) 5 (1381), p 130, b) Ebenda 
(5; 2 (1884) p 63—72, c) Nyt Tidsskr for Math 2B (1891), p Gb, lY Nielsen , 
a) Ann Ec Norm (3) 19 (1902), p 409-453, b) Math Ann 59 ri 904 ), p 356 bis 
359, c) Handbuch dei Theone der Gammafunktion, Leipzig (Tenbner) 1906, 
p 239, 245, E Landau , Munch Ber 3b (1906), p 151 — 218, J Benchxson, Acta 
math 9 (1887), p 1—34 

3) Jensen , 1 c 2 b), p 72, Landau, 1 c 2), p 154 u 198 — 200, Bendixson , 
1 c 2) 

4) W Schnee Berliner Inaug -Dias , Gottingen 1908, p 74ff 
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das Veihalten der Reihen auf del Konvei genzge) aden Pt(z) — X gelten 
analoge Satze wie bei DmcMet&chen Reihen 5 *) 1st die Reihe ubeiall 
konveigent, so setzt man X — — oo, ist sie nirgends konvergent, 
dann A — -[- oo 

Ist fui die Reihen (3) X 0, so ist 


A = lim 

«*> CO 


log | H C, I 
logm ’ 


und allgememei lm Falle (4), falls 1 0 ist 5b ) 


log | He, 

X = lim 

n ->oo 


2 ^ 


Fur A < 0 smd entspiechende Foimeln nocb mebt bekannt 

Uber die Konvergenzverhaltnisse unter anderen Bedmgungen fur 
die y v ist folgendes zu sagen 

Konveigieit ^ (sonst y x beliebig komplex), so smd die Reihen 

i = i 

(2) entweder nngends oder m dei ganzen Ebene (abgesehen bei (2a) 
von den Punkten — y Xj — y 3 , ) konvergent und stellen 1 m Kon- 
veigenzgebiet regulare Funktionen dai 6 ) 

Wenn limy eme bestimmte endliche Zahl ist. so ist die Kon- 

r-> r 

vergenzgi enze ein Kieis 7 ) 

S Pmche ? le 8 ) betraehtet die Reilie (2 a) unter den Bedmgungen 


(6) | Aigy, | <j % < Y> I I °°> dlver S ieit ’ konvergiei t 

1=1 1 = 1 

Die Fiage naeh dem Konveigenzbeieick ist hiei noch mcht restlos 
beantwoitet, dock gilt der Satz Konvergieit die Reihe m emem 
Punkte P , so konvergieit sie m alien Punkten mnerhalb des Wmkels, 
dessen Scheitel P ist, und dessen Schenkel mit der positiven reellen 
Achse die Winkel ~ — % bzw — * -j- % bilden 8a ) 

Mit gewissen allgemeineien Entwicklungen besckaftigt sich 
jR D Carmichael 9 ) 


5a) Landau , 1 c 2), p 172 — 173, Schnee, 1 c 4) 

5b) Landau, 1 c 2), p 176, 203 

6) Jensen, 1 c 2b), p 72, Bendixson, 1 c 2), p 25 — 26, Schnee, 1 c 4), 
p 74—75 

7) Jensen, 1 c 2 b), p 72, Bendixson, 1 c 2), p 2 — 3 

8) Palermo Rend 37 (1914), p 379 — 390 

8 a) Dies gilt auck, wenn statt (6) nur lim | Aig I < / | y v | oo voi- 

ausgeaetzt wild 

9) Amer J 36 (1914), p 267—288 

Enoyklop d math "Wisaensoh XI 3 
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Bezuglicb der Fundamentaloperationen an Fakultatenreiben wie 
Differenzenbildung, Diffeientiation usw vgl Nielsen, 1 c 2 c) 

2. G-leichmafiige Konvergenz. Die Reiben (2) smd unter den 
Bedmgungen (4) m emer gewissen Umgebung jeder Stelle 1 m Innern 
ibrer Konvergenzbalbebene gleicbmafiig konvergent (abgeseben von 
den Stellen — y u — y 2 , — y B , fui die Reibe (2a) 10 ) Infolgedessen 
stellen die Reiben m ibrer Konvergenzbalbebene regulaie analytische 
Funktionen dar (mit eventueller Ausnabme der Punkte — y 13 — y 23 
fui die Reibe (2 a)), und smd gliedweise differentneibar Entspiechen- 
des gilt bei den sonstigen fur die y v emgefuhrten Bedmgungen 

Aucb auf der Konvergenzgei aden H(z) — X biaucht kem smgu- 
laier Punkt der durcb die Reiben (2) bestimmten Funktionen zu 
liegen u ) Smd abei alle Koeffizienten c y von emer gewissen Stelle an 
reell und 0 und gilt (4) ; so ist z = X erne singulare Stelle der 
Funktion (fui endlicbes X) 12 ) Es kann aucb jeder Punkt dei Kon- 
vergenzgeraden smgularer Punkt der Funktion sem 13 ) 

3, Absolute Konvergenz Das Grebiet der absoluten Konvergenz 

der Reiben (2) ist — sofern die y v den Bedmgungen (4) genugen 
und die Reibe weder uberall nocb mrgends absolut konveigieit — 
eme Halbebene, welebe links dureb erne Grerade R(z) = p begrenzt 
ist, und zwai gehort entweder die gauze Gerade dazu oder kemer 
ibrer Punkte 14 ) Ist ^ 0, so gilt 15 ) 


logZKI 

^ = Inn — - 

n ^>co 


2t 


Zwiscben X und bestebt fui die Reiben (3) die Beziebung 16 ) 

— X^l, 

und allgememer 17 ), falls (4) bzw (5) gilt, 


Setzt man 


0 < u — X lim 

«-> co 


lim 

n-> co 


log 1 C n 1 
logn 


logw 





10) Landau, 1 c 2), p 161, 200, Bendixson, 1 c 2) 

11) Pincheile, Bologna Rend (2) 8 (1904), p 5—13 

12) Landau, 1 c 2), p 188, 196 und 208 

13) Landau, 1 c 2), p 191 

14) Nielsen, 1 c 2a), p 415, 2c) p 238, Landau, 1 c 2), p 164 und 201, 
Audi unter den Bedmgungen (5) existiert die Zahl ji, vgl Schnee, 3 c 4), p 77 

15) Landau, 1 c 2), p 203, Schnce , 1 c 4) 

16) Nielsen , 1 c 2a), p 415, b) p 358, c) p 238, Landau , 1 c 2), p 171ff 

17) Landau, 1 c 2), p 202, Schnee, 1 c 4) 
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so gilt fur Fakultatenreihen die Beziehung 

l 18 ) 

Unter den allgememeren Bedmgungen 

\^SYv\< % <Y> Ini 00 


findet Piyicherle 12 '), daB aus der absoluten Konvergenz der Reihe (2 a) 
1 m Punkte P die absolute Konvergenz mneibalb eiues Wmkels folgt, 
dessen Scheitel P 1 st und dessen Schenkel mit der positiv-reellen 
Acbse die Wmkel y — % bzw — y % bilden 

4. Summabilitat der Faktoriellenreihen. Das Gebiet der Punkte, 
in denen die Reihen (3) mit den Cfesdroschen Mitteln w ter Ordnung 
sumnnerbar smd, 1 st erne Halbebene B{z) > A w 20 ). Die l n sind raonoton 
abnehmend, daher existieit limA„ = z/ Norland 21 ) betrachtet daneben 

72 ° 

erne zui Reihe (3 a) gehonge Zahl Z, die folgendennaBen bestimrut 1 st 
Die duich die Reihe bestimmte Funktion £l(z) 1 st regular und beschrankt 
fur B (z) > l + s } aber nicht melir m dei Halbebene B (z) > l — e, 
wobei € beliebig >0 1 st, es 1 st dann 1 a l < A Dagegen reicht die 
Porsche Summationsmethode 1 a bis zur Geiaden B(z) — ? Die Frage 
der Summabilitat hangt zusammen mit den allgememeren Entwicklungen 

£& (z) = ", — r— f ' P . — -7- — N ; CJ > 1 

K y 0 x / (z -j- to) (z 2 to) (z vg*) 7 


Naheres daruber 1 m Ref II C 7 von Norland 
Wigert transfoimiert die Bmomialkoeffizientenreihe in eine Fa- 
kultatenreihe mit gioBeiem Konvergenzbeieich 21a ) 

5. Beziehungen zu Diricliletsclien Reihen Klnyver n ) fand 
den Satz* 

Die Punkte absolutei Konveigenz sind fur die beiden Reihen 


(3') 


£1 ( z ) = c 0 +N ° v 


V f 

(2 + 1) (* + 2) (Z + v) 
00 


(?) 

v — 1 

dieselben Viel tiefer liegt der Satz, daB auch die Konvergenzpanlde 
dieselben smd fur beide Reihen 23 ) (abgesehen von den Stellen — 1, 


18) Pnicherle , Rom Acc L Rend (5) ll t (1902), p 140 — 141 

19) 1 c 8), p 386 

20) Bohr , Gott Nackr 1909 T p 247 

21) a) Pans C R 168 (1914), p 1262—1253, b) Ebenda, p 1325—1327 
21a) Arkiv for Mat, Astr 0 Fys 7 (1911), No 26 

22) Nieuw Arch (2) 4 (1899), p 74 

23) Landau , 1 c 2), p 167 

8H* 



1272 


II 011 Eilb-Szasz Allgememe Reihenentwicklungen 


— 2, ) Ferner ist jede (von — 1, — 2, . veischiedene) Stelle 

dei Konvergenzgeraden II (z) — X fur die beiden Funktionen & ( z ) 
und W(st) regular odei fui beide singular 24 ) Die entspreehenden 
Satze gelten fui die Bmomialkoeffizientenreihe 25 ') 

Aucb. die Punkte, m denen die Reihe (3 a) bzw (3 b) und die 
Reike (7) summieibai w ter Ordnung sind, stimmen uberem 26 ) 

Unter den Bedmgungen (6) smd femer die F K (2a) und die 

co - ( + - - + + tt) z 

Dinchletatike Reihe JVc, e KYl Yi YvJ gleichzeitig konveigent 

1 = 1 

oder diveigent fur lrgendem z, das von — y l7 — y 2 , verschieden ist 27 ) 
6. DarsteUbaTkeitsbedingungen Each Pmche) le und N Ntelscn 
gilt der Satz 28 ) 

Darnit die Funktion Sl(js) eme Entwicklung (3') besitze, ist not- 

wendig und him eichend, dab die Integialdaistellung existiere 

i 

SI (e) = J(p (t) t-- 1 dtj 

o 

mit den Bedmgungen 

1 cp{t) ist lm Punkte t — 1 legular und die Potenzieihe g? (1 — t) 

00 


= J? ° x P hat mmdestens den Konvergenzradius 1 
» = o 

2 Es existieit eme Zahl X\ so dab 

7 , 4 . n f 0, falls R(z)>X' 

f-v+o w loo, falls n[z)<iX 

3 Es existieit eme Zahl A" so dab 

< s 1} fur R(z) > X"’ 
> e 2 , fur R(z) < A", 


lmi 

*-> i 


<3p(«) (t)t- +n 


\r[z + n + l)\ 

wobei s j > 0 ; > 0 und n gioBei als eme geeignete Zahl N ist 

Ist t = 1 dei emzige smgulare Punkt von cp (1 — t) auf dem 
Konvergenzkieise \t\ = 1, so ist A'=A" die Konveigenzabszisse der 
Reihe (3') 

Liegt kem smgulaiei Punkt auf dem Kieise |£| = 1, so ist die 
Konveigenzabszisse X — oo 


24) Landau , 1 c 2), p 179 

25) Landau, 1 c 2), p 194—195 

26) Loin, 1 c 20) 

27) Pmcheile, 1 c 8) 

28) N Niehen, 1 c 2a), p 416 — 421 und Ann £c Norm (3) 21 (1904), 
p 449—458, Pmcheile, 1 c 11), 18) nnd a) Rom Acc L Rend (5) ll t (1902), 
p 417—426, (5) 12 2 (1903), p 336—343, b) Ann fic Norm (3) 22 (1905), p 9—68 
Schon SchhmilcJi hat den Zusammenbang mit dem Integral crkannt, ygl Bcr 
Ges Leipzig 11 (1859), p 109—137, 15 (1863), p 58—62 
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Hat <p(l — t ) auBei t — 1 auch andeie smgnlaie Stellen auf dem 
Kxeise |tf| = 1, so ist X — Max (A', X") 

1st t = 1 ein regulaier Punkt dei Funktion cp(l — i), so ist X = X' 

Es gelten analoge Satze far die Binomialkoeffizientenieihe, dock 
ist liiei die Unteisuckung mckt yollstandig dui ekgefuhrt 29 ) 

Das Pioblem, die Konvergenzabszisse unmittelbar axis den Eigen- 
schaften dei zu entwickelnden Funktion zu bestnnnien ; kaben Noyland 
und Cm Ison m Angriff genommen 80 ) Es spielen dabei die Waekstums- 
eigensckaften dei Funktion bei wacksendem z erae wiehtige Rolle 
Naheies daiabei sowie weiteie Liteiatm im Ref II C 7 von Notlund 

7. Entwicklungen nack den Nakerungsnennera ernes Ketten- 
foruches Im eisten Teil, N l 1, mu den die nntei Zugiundelegung 
emei im Intervalle ( — 1, -f- 1) positiven Funktion p (a) ortkogonali- 
sierteu Poljnome Q , (#) emgefukrt (I c u v {x]) und als Nakerungs- 
nenner gewissei Kettenbiuckentwicklungen ckaiakterisiert Da die so 
gewonnenen Funktionensysteme abgescklossen smd (ygl I Teil, Nr 3), 
so kangt das Entwicklungspioblem nui von dei Konyergenz der formal 
angesetzten Reihe ab, die Xonveigenz aber wird yeinuttels geeigneter 
asymptotiscker Daistellungen dieser Polynome nackgewiesen 31 ) Das 
weitestgekende Resultat eikalt m diesei Hmsiekt Szego S2 ) nut folgen- 
dem Satz 

Es sei p(x) lur — fast ubeiail positiv und samt 
y/W mtegneibai Es sei fernei F (z) regulai - analytisek fur 
— Dann konyeigiert die En twicklung 

«0 ft ft) + «1 ft ft) + «, Qn ft) + (a* =jp 0 ) F ft') ft, ft) d xj 

im Innem dei gioBten Ellipse mit den Biennpnnkten — 1, 1, welcke 
kemen smgulaicn Punkt yon F(z) m lkrem Innern enthalt, und stellt 
doit F(z) dar Sie diveigieit kmgegen uberall auBerkalb diesei 
Ellipse Szego erkalt diese Resultate veimittels asyinptotischer Dai- 
stelluag dei Q n {z) 

29) Pincherlej 1 e 28 b) 

30) Noilnnd, 1 c 21a), b), c) Acta math 37 (1914), p 327—387, F Carl- 
son, Nova Acta Ups (4) 4 (1913), Ni 3 

11) Literatui E Heme, Handbuch der Kugeltunktionen, 2 Aufl Berlin 
1878—1881, IJaiboux, J de math (3) 4 (1878), p 5—56, 877— lib, Fmciterle, 
a) Rom Acc L Rend (4) 5 (18S9), p 8 — 12, 323 — 337, 642 — 043, b) Ann di mat 
(2) 12 (1884), p 11—41,107—137, c) Acta math 16 (1892), p 341—303, 0 JBlumen- 
thal, Inaug - Dies Gottingen 1898 

32) Math Ann 82 (1921), p 188 — 212, vgl auch G Faber, Munchen Bei 
1922, p 157—178 
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8. Entwicklungen nach den Integralen linearer Differ ential- 
gleichungen. Im Komplexen kommt man auf Entwicklungen nacb 
Integralen von Differentialgleichungen der Foim 

P 2 (,) g + P l( .)g + (P,W + * 2 )</ = 0, 


mdem man bei geeigneten Festsetzungen ubei P 2 , P 1; P 0 die Eigen- 
weite A 2 so bestimmt, daB die zugeborigen Eigenfunktionen m emem 
smgularen Punkfce dei Differentialgleicbung regular smd 8S ) Zu andeien 
Entwicklungen gelangt man untei der Voraussetzung, daB P 2 (z) zwei 
emfacbe Nullstellen bat, mdem man die Eigenweite P so bestimmt, 
daB die zugebongen Eigenfunktionen bei geeigneter Umkieisung dei 
smgularen Stellen eindeutig bleiben Zum eisten Typus geboren z B 
die Entwicklungen nacb Bessehchen Funktionen 34 ), zum zweiten die 
nacb Kugelfunktionen 35 ), nacb He) mite seben und Laguene schen Poly- 
nomen 36 ), sowie die nacb den Funktionen des elhptiscben Zylmders 37 ) 
In beiden Fallen gebt man zweckmaBig von der, analog wie nn 

Reellen zu gewmnenden, Entwicklung fui - - aus und eibalt das 

Konveigenzgebiet nut Bilfe asymptotiscbei Abscbatzungen fui die 
Eigen werte und die Eigenfunktionen 

Weiteie Literatur ist m den unter 36) und 37) zitierten Arbeiten 
von Voile angegeben 


9. Sonstige Reihenentwicklungen Hiei smd gewisse Untei - 
suebungen von G Bunge , JD Hilbe) % G Faber , L Fejer , M Krafft usw 
zu nennen, die zu Entwicklungen nacb Polynomen fuhren, uber die 
das Bzeberbaclmhe Ref II C 4, Nr 57 — 59 naberes brmgt 

G Szego zs ) bestimmt zu dei legular-analytiscben Begrenzung G 
ernes Bereicbes D auf folgende Weise ein System von Polynomen 
Po( s ), Es set 



0 fur v =j= g 

1 fur v — g, 


wobei l die Lange und da das Bogenelement dei Kurve G bezeicbnet 


33) Pochhammer, J f Math 74 (1872), p 315ff, G Lowenstem, Inaug -Disa 
Wurzburg 1915 

34) C Neumann, Theone tier Besselschen Funktionen, Leipzig 1867 

35) C Neumann, Uber die Entwicklung emer Funktion mit imaginarem 
Argument nach den Kugelfunktionen 1 und 2 Art, Halle 1862 

36) 0 Volk, Math Ann 86 (1922), p 296—316 

37) 0 Volk, Inaug -Dias Mnnchen 1920 

38) Math Ztechr 9 (1921), p 218 — 270 Fur verwandto Entwicklungen vgl 
St Bergmann , Math Ann 86 (1922), p 238-271, S Bochner , Math Ztschr U 
(1922), p 180—207 
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ist Tom Grade und sem hochster Koeffizient sei > 0 
beweist Jede lm Bereich D legulare analytische Funbtion F(js) 
t eine Reihenentwicklung 

F(z) FJz), 

1=0 

c n = jfF®Pjf)d a , (n — 0, 1, 2, ) 

c 

° n (x) zu P n {x) bonjugiert komplex ist Die Reihe konvergiert 
it und gleichmaBig lm Innem des groBten Kreisbildes C Ro , wel- 
m semem Innein keinen smgularen Punkt yon F(z) entlialt, 
Lveigiert uberall auBerbalb von C Rq Unter Kreisbild ist eme 
) veistanden, welcbe bei der konfoimen Abbildnng des AuBen- 
jes der Km ve C auf das Gebiet | x | > 1 den Kreisen | $ | = B (> 1) 
richt Es genugt auch vorauszusetzen, daB die Kuive C stetig, ge- 
>sen, rektifizieibar und doppelpunktlos ist Die Entwieklungen 
a mancbe Analogie mifc den Potenzi eilien auf 
STeue Entwieklungen nach Polynomen, die lm ganzen Mittag- 
>scken Stern gelten, gibt 0 Perron 88 *) 

V Nielsen 39 ) unteisucbt Entwieklungen analytischer Eunktionen 
Bernoulliachen Polynomen mit Hilfe ibrer asymptotischen Ab- 
sung Ferner Entwieklungen nacli hypeigeometnscben Funktionen 
illgememeren Funktionen 40 ) 

ieihen der Gestalt ^ c v — ^ nennt man Lainbert&ohe Reiben 

V — 1 

\ konvergent, so konvergierfc die Lambertsche Reihe fui jedes z 7 
icht auf dem Einheitskreise liegt, ist ^ c, divergent, so konver- 

v= 1 

die Lciinbertsche Reihe lm Innern des Emheitskreises in den- 

00 

l Punkten wie die Potenzreihe ^ c v z' Das Yerhalten, wenn z 

V - 1 

lem Emheitskieise nahert, ist emgehend untersucht woiden Die 
n hangen mit zahlentheoretischen Problemen zusainmen, deren 
Uage die Identitat ist 





8a) Sitzungsb Heidelberg 1922, Abt A, 1 Abh 

9) Math Arm 59 (1904), p 103 ff 

0) Ann fic Norm (3) SO (1913), p 121 — 170 
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( 'S bedeutet, da8 die Summe ubei alle Teilei d yon n zu er- 

djn 

strecken isfc) 

10. Approximation Das Problem, erne Funktion durcb lmeaie 
Aggiegate gegebener Funktionen zu appioximieien, hangt mit ge- 
wissen Reihenentwieklungen zusammen Hieiher gelioit msbesondeie 
das Pioblem der Intel polatiou, das lm emfachsten Falle lautet zu 
emer Funktion F(z) em Polynom w ten Grades P m (js) zu bestimmen, 
das an n + 1 gegebenen Stellen z 0 , , z a nut F (is) ubeiem- 

stimmt Dabei wird fui m > n das Polynom nock weiteren Bedingun- 
gen unteiwoifen Die Fiage ist unter welcben Bedmgungen und nnt 
welchei Genauigkeit bei wachsendem n das Polynom die Funktion 
F (/) in emem Gebiete appioximieit Ist m — n , so beiBt P n (z) das 
n tQ zu F(z ) gebonge Lagumgeache Polynom, smd auBeidem z 0 , z 19 : n 
aquidistante Stellen m emem leellen Intel vail, so Iieifit P n {, c) das n t0 
Neivtonsche Polynom Emige Ineihei gehonge Aibeiten smd schon 
im Biebet &ac7ischen Ref Ni 57 — 50 bespiochen, man ygl auch das 
Ref II C 7 von Norland 

S Bernstein 4S ) fugt den Punkten s v nock emeu behebigen Punkt 
im gegebenen Intel vail kmzu und stellt Beziebungen zwiseben den so 
entstebenden Polynomfolgen und dem analytiscben Cbaiaktei der 
Funktion F(z) bei 

Wabrend fur die Appioximation reellei Funktionen weitgehende 
Resultate vorliegen, smd die entspiecbenden Fragestellungen fur kom- 
plexe Gebiete nock wemg bebandelt Insbesondeie hairt nock die 
Fiage der Beantwoitung Die Funktion F {&) sex m emem Gebiete 
regular und nut EmsckluB des Randes stetig, ist dann F ( 2 ) diucb 
Polynome mit beliebiger Genauigkeit gleicbmaBig im abgescblossenen 
Gebiet appioximierbar? Es 1 st leicht, zu zeigen, das Konvexitat 
genugt Fui weitere Ausfuhrungen, msbesondere bezuglicb Tscheby- 
scheffsohzi Approximation, vgl P Montel, Le£ons sur les senes de po- 
lynomes a une vanable complexe, Pans 1910 

41) Literatur K Knopp, J f JVIath 142 (1913), p 283—315, Landau , Pans 
C R 156(1913), p 1451 — H54, Hardy, London math Soc Proc (2j 13 (1913), p 192 
bis 198, 8 Wigert Acta math 41 (1918), p 197-218, Htndy and Littlewood , 
London math Soc Proc (2) 19 (1919), p 21—29 

42) Math Ann 79 (1919), p 1—12 Ygl anch das Ref II C 10 von E Hdb 
und M Eiesz 


(Abgeschlossen im Juli 1922 ) 
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DER THEORIE PARTIELLER DIFEERENTIAL- 
GLEIOHUN GEN ZWEITER ORDNUNG VOM 
ELLIPTISCREN T^PUS."-) 
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Inhalts abersicht 

I. BezGielmungcn und Abkurznngen 

1 Rezeicbnungen und Abkurzungen 

II. Lmemre Bitlerentiftlgleichuugeii 

2. Die erste Dand^eitaufgabe 

a) Bescbr.inkte ebene Gebiete Lineal e Differentialgleichungen m der 
NormaUorm Methode dei sukzessiven Appioxnnationen Das alter- 
merende Verfabren 

b) Bescbrankte Gebiete der Klasse JB oder D m (£ Zuruckfuhrung auf 
erne lmeare Integralgleicbung 

cj Bescbrankte Gebiete der Klasse B odei Z) m (£ Die am Rande vei- 
scbwmdende Grecmcke, Funktion 

*) Das vorliegende Referat scbliefit an den Artikel II A 7c von A Sommer- 
feld uber die Randwertaufgaben m der Tbeorie dei paitieilen Differentialglei- 
cbungen an An dei bezeicbneten Stelle wire! zunaebst dem bistoriscben Werde- 
gang folgend die Entwicklung der betraebteten Theonen seit Fouric ? und Rie- 
mann bis elwa 1000 wiedergegeben Daruber hmaus werden fur elliptiscbe 
Differentialgleichungen erne AnzabI Satze, die als Yeiallgemeiner ungen bekannter 
Satze der Potentialtbeone aufzufassen sind, postuliert Seitdem bat die Tkeone 
dei Randweitaufgaben, namentlich bei DifFeientialgleicbungen vom elliptischen 
Typus, gestutzt auf die Tbeorie der Integralgleichungen, einen lebbaften Anf- 
sibwung genommen Yor allem ist jetzt bei linearen Randwertproblemen em 
gewiBser AbschluB erreicbt Abei aucb in dei so wichtigen Tbeorie nicbtlinearer 
Differential gleicbun gen ibt eme Reihe giundlegendei Resultate gewonnen worden 
Eme ubersicbtlicbe zusammenbangende Darstellung der neuen Ergebnisse bei 
elliptischen Dilierentialgleichungen zweiter Ordnung ist das Ziel dieses Relerats, 
das sicb demnacb eme enger umgienzte Aufgabe stellt als die Sommei feldache 
Arbeit Aut emen moglicbst luckenlosen ZusammenhaDg der vorgetragenen 
Lebren wird besondeies Gewicht gelegt, weil von diesem Gebiet eine zusammen- 
fassende Darstellung m der Literatur bis jetzt niebt vorliegt Wie in dem Ai- 
tikel uber die neueie Entwicklung der Potentialtbeone und die konforme Ab- 
bildung wird m den Literaturbmweisen Vollstandigkeit angestiebt 
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d) Bescbrankte Gebiete allgememer Natur in (5 

e) Beschrankte Gebiete in (£ Allgemeine lineare elliptiache Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung Zuruckfuhrung auf die Normalform 
Konforme Abbildung mchtanalytischer Flachenstucke auf ebene Gebiete 

f) Umtatssatze 

g) Gebiete m Raumliche Gebiete 

3. Das zweite Randwertproblem Hobere Randwertaufgaben 

4. Einige allgemeine Eigenschaften der Losungen lmearer partielier Differentiai- 
gleicbungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus 

5. Sich selbst adjungierte Imeare partielle Differentialgleicbungen zweiter Ord- 
nung vom elliptischen Typus 

a) Existenz der Eigenwerte Entwicklungssatze 

b) Eigenwerte in Abbangigkeit von dem Gebiete und der Randbedmgung 
Asymptotisehe Yerteilung der Eigenwerte 

III. Nichtlineare Diffcrentialgleichimgeii. 

6. Analytiscker Charakter der Losungen 

7. Randwertaufgaben 

a) Losungen m der Nachbarschaft emer gegebenen Ldsung 

b) Randwertaufgaben ohne emschrunkende Yoraussetzungen uber die GrOBe 
de8 Gebiefces oder den Wert etwaiger in der Differentialgleichung vor- 
kommenden Parameter 

c) Die Differentialgleichung A u=^1e u {l>0) 
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I. Bezeichmmgen und Abkurzungen. 

1. Bezeichnungen und Abkurzungen. Die m dem Artikel II C 3 
gebrauchten Definitionen und Bezeichnungen 1 ) werden auch m dem 
vorliegenden Refeiat durchgangig zur Anwendung kommen Die wich- 
tigsten seien lm folgenden zusammengestellt 
© bezeichnet erne schlichte Ebene 

@ m ist eine ganz oder teilweise mehifach uberdeckte Ebene (II C 3, 
p 181) Wir nennen „Gebiet“ was gelegentlich „offenes Gebiet“ ge_ 
nannt wild Sei S dei Rand ernes Gebietes T , die abgeschlossene 
Menge T -{- S heiBt „Bereich“ (Vgl den Artikel von L Zoietti und 
A Rosenthal, Nr 10 ) Die Ivlasse A (bzw J3) umfaBt einfach oder mehr- 
fach (d h endlich vielfach) zusammenhangende Gebiete m © oder © yn7 
deren samtliclie Randkomponenten (beschrankte) einfache Kiuven 
(a a 0 7 p 183) mit stetigei Tangente (bzw Kiummung) smd 

Die Klasse C umfaBt Gebiete der Klasse A, deren samtliclie Rand- 
komponenten geschlossene analytische und legulaie Lmien smd 

Die Klassen D(L , M) umfassen einfach odei mehifach zusammen- 
hangende Gebiete m © oder @ yn , deien (beschrankte) Randkomponenten 
aus je emei endlichen Anzahl von Stucken analytiscker und legularei 
Lmien (bzw Kuiven mit stetiger Tangente, stetigei Kiummung) be- 
stehen und keme nach auBen genchteten Spitzen haben Kommen 
auch noch nacli auBen geuchtete Spitzen vor, so gehoren die frag- 
lichen Gebiete entspiechend m die Klassen JE (bzw N, Q) hmem 
Es sei / (a, y ) eine in emem beschrankten Bereiche T -f- S der 
Klasse A m © eiklaite Funktion Ist 

\f(pu Vi) tipii 3fe)l ^ 0 < ^, < 1, pj 2 = (x t # 2 ) - -|- (7/ x ^/ 2 )" 

(c y konstant), 

unter ( x u y i)j (&;>> 2 / 2 ) zwei Punkte m T -f- S veistanden, so sagen 
wir, f(v,y) genuge m T -f- S eiuer Holderschm, kurzer emer jff-Be- 
dingung, (auch emei if-Bedingung mit dem Exponenten X) Eine 
Funktion f{x, y) genugt in T emei //-Bedmgung mit dem Exponenten 
X , wenn sie diese in jedem Bereiche T' -{-S' m T eifullt Konvei- 
gieit T r gegen 7\ so kann c : dabei uber alle Gienzen wachsen 

Gebiete dei Klasse Ah smd Gebiete der Klasse A, deien samt- 
liche Randkurven ubeidies den Ungleichheiten von der Form 

^( § + ; 0-^<4 + 0<A<1 

(s = Bogenlangel 

genugen Iu ahnlicher Weise weiden Gebiete der Klasse Bh erklart 
(II C 3, p 185) 

1) Ygl IIC8, p 181—197 insb p 181—198 
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II. Lineare Differentialgleichimgeu. 

2, Die erste Randwertaufgabe a) Bescht ankte ebene Gebtete 
Lineare JDiJfet enhalgleicJiungen in der Notmalfoim Methocle det sul - 
sessiven Appt oximationen Das attermet ende Vet fain en 2 ) Es sei T 
em bescbianktes Gebiet der Klasse B m S ? und es seien a(x 7 y\ 
b(x, y), c{x 7 g)j f(x, y) Funktionen, die m einem T + S eiithaltenden 
konvexen Beieicb defimert smd und einei iT-Bedingung genugen Es 
moge fernei <p(s) erne auf S eiklaite abteilungsweise stetige (odei 
auck nur bescbrankte und lm Riemannsohm odei Lebesgues cben Smne 
mtegnerbare) Funktion bezeicbnen Es sei T das Gebiet, das aus T 
durcb eme Abnbcbkeitstransformation m bezug auf den Kooidinaten- 
uispiung, dei m T Iiegen soil, gewonnen wird (das Abnlicbkeitsvei- 
kaltnis a 1 ) Der Band yon T heiBe S, dei deni Punkte s auf S 
entspiecbende Punkt von S lieiBe s ScblieBlicb sei cp(s) = cp(s) 
gesetzt 

Wu betiacbten die Diffeientialgleicbung 

( 1 ) = + + + = / 

Fui himeichend kleme Weite yon a gibt es eme und nui eme 
bescbrankte, in T „regulaie“, d b nebst lbien partiellen Ableitungen 
eister und zweiter Ordnung stetige Losung u(x 7 y ) der G1 (1) ; die 
auf S die Weite cp(s) anmmmt Sie kann durcb sukzessive Approxi- 
mationen als Summe dei unendlicben Beibe + v 2 ”h , 

Av 0 = / m T, v 0 = 9; auf S \ 

= - a dv ^ - b ?-'*=> - c m T, v n = 0 auf S (n ^ 1) 
gewonnen werden Die Funktionen ^ ^ werden 

am Bande entspiecbend wie ir 1 und [log r| (r = Entfernung vom 
Bande) unendlicb, die partiellen Ableitungen ~ (n 2) smd 

m T 4" S stetig Das Veifabren dei sukzessiven Nabei ungen ist also 
anwendbar, aucb wenn man yon den Bandweiten nicht mebr voraus- 
setzt, als daB sie abteilungsweise stetig odei aucb nur bescbrankt und 
mtegrierbai smd 3 ) In der alteien Liteiatur wird demgegenuber in 
dei Begel angenommen, daB 9 p'(s) und qt"(s) existieien und sicb stetig 
veibalten. 4 ) 

2) Vgl II A 7 c, A Sommci feld, Ni 5 und 6 

3) Vgl L Lichtenstein , Bei d Berl Math Ges 14 (1915), p 130—136 

1) Alteie Literatur (vgl 1 c 2) Nr 5) E Picard , Pans C R 150 (1910), 
p 61 67 , J de math (4) 6 (1890), p 145—210, (4) 9 (1893), p 217—271, (5) 6 
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1st c 0, so laBt sicli bei Bebandlung del eisten Randweitauf- 
gabe dei Diffeientialglei chung L{ii) = 0 das altermeiende Yeifabren 
m dei klassischen Fassung heranzieben (II C 3, Ni 24a) 5 ) Man ge- 
langt so bei dieser Diffeientialgleicbung zu emei Auflosung dei ersten 
Randweitaufgabe fur Gebiete der Klasse M in © und fin beliebige 
abteilungsweise stetige Randweite Yon bier aus kann man leiclit zu 
dei Diffeientialgleicbung L(u) — 0 bei beliebigem c gelangen, wenn 
man sicb emei Integi algleicbung bedient (Ni 2d) Weiteies ubei 
kombinatonscbe Yerfabien siebe Ni 3, FuBnote 59) sowie II C 3 ; 
Ni 24] 

b) JBesch) anile Gebiete do Klasse B odet T) in © Ziuuclfuluung 
auf erne lineage Integralgleichung Sei T ein bescbranktes Gebiet dei 
Klasse B m © Es seLen a und b beliebige nebst lbien partiellen 
Ableitungen eister Oidnung m T + S stetige Funktionen, c und f 
Funktionen, die m T + & stetig smd und m T emei JT-Bedmgung 
genugen 6 ) Es moge scbheBlich <p(s) eme auf S eiklaite abteilungs- 
weise stetige Funktion bezeicbnen 

Wn sucben diejenigen etwa voibandenen bescbrankten, m T 
regulaien Losungen u(x, y) der Differentialgleicbung 

(1) L(u) = + cu = / 

zu bestimmen, die auf S den Weit cp (s) annehmen 

Sei S' erne zu S pai allele Kurve (der Klasse B) m T und es 
moge T' das von S' begrenzte bescbiankte Gebiet bezeicbnen 1st 
v' (x, y) diejemge in T' -(- S' stetige, m T legulaie Potentialfunktion, 
die auf S' den Weit u (x, y) anmmmt, ist fernei G'(x, y, if) die zu 


(1900), p 129—140, J Ec Polyt LX° Cakiei 1890, p 89—105, A Pciuif, Ann 
de Toulouse 6 (1892) II, p 1—75, S3 Zarcmba, Prace matem -fizyczne 9, p 1—27 
Femer E Picard, Pans C R 128 (1399), p 1487— 1489, 130 (1900), p 447—449 
1088—1094, Acta math 25 (1902), p 121—137, U Dim, cbendort p 185— 230 1 
L Lichtenstein, Palermo Rend 28 (1909), p 207 — 306 In dei Acta -Arbeit be- 
traebtet Picaid speziell Diffeientialgleickungen mit analytiscben Koeffizienten 
und gewmnt die Losuug untei Zugiundeleguug scblecbtbm stetiger Randwerte 

5) Vgl L Lichtenstein, a) Monatsh Math Pbys 21 (1910), p 172 — 177, 
b) J f Math 142 (1913), p 1—40, msb p 16 — 18, wo die Exmtenz emei cbaiak- 
teiistischen Zabl #<1 bewiesen wild Au den be/ciehneten Stellen wild ubngens 
c< 0 angenommen Der Beweis gilt mdessen obne ]ede Aucleumg, aucb wenn 
c < 0 ist, da der Parafsche Satz von der Nicktexistenz ernes positiven Maximums 
sowue ernes negatnen Minimuins (II A 7c, Nr 4) aucb lur 0 (Nr 4, FuB- 
note 73)) gilt 

6) In dem Folgenden weiden, solein niebt ausdruckhcb anderes veimerkt 
ist, bezuglicb a, 1), c, f stets die Voiaussetzungen des Textes gemaebt 
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T gekonge klassisehe (?/ ecus eke Funktion, so gilt fui alle (x,y) m T' 

(2) ufa y) = 

+ v'fay), 

■woraus sicli nach emer teilweisen Integration nnd dem Grenzubeigang 
T —► T ergibt 

(3) u{x, tj) = ~f{ Gfa y, y)cfa y) - ^ [a fa y) Gfa y , g, i?)] 

T 

— ^ [&& »?) <?(*» 2/> »?)] *?) dy 

G ( x > dr i + v ( x > y)> 

T 

unter v(x, y) diejemge besclnankte, m T regulaie Potentialfunktion 
verstanden, die auf S den Weit <p(s) annimmfc Jede den angegebe- 
nen Stetigkeits- und Gienzbedingungen genugende Losung der Diffc 
rentialgleicliung (1) odei des zugekorigen homogenen Problems 
(f=0 } cp = 0) ist eme Losnng der Integi algleichung (3) oder der 
zngeliorigen homogenen Integi algleichnng {f = 0 ; v = 0) Auch dor 
umgekehrte Satz ist nchtig 7 ) Die Bestimmung regularer Losungen 
der Diffei entialgleichung (1), die auf S vorgeschnebene Randwertr 
annehmen, bzw die Auflosung der zugehorigen homogenen Randweii 
aufgabe emeiseits, die Auflosung dei Integralgleichung (3) oder dm 
zugehorigen homogenen Integralgleichung andeiseits smd, wie wir 
sehen, zwei vollig aquivalente Probleme Wir finden daium 

Yon zwei moglichen Fallen tutt entweder der eme odei der 
andeie em Entweder hat die Diffei entialgleichung (1) fui alle f eme 
und nur eme beschrankte, in T legulaie Losung ; die auf S eme be 
liebige abteilungsweise stetige Weitfolge cp(s) anmmmt, oder die Diffc 
lentialgleichimg L(ii) = 0 hat eme endliche Anzahl linear unabhan- 
giger, m T regularer, auf S veischwmdender Losungen Im letzteum 
Falle ist die nicht homogene Randwertaufgabe nui losbai ; wenn ge 
wisse Integralbeziehungen erfullt smd — ? es gibt dann eme einfath 
oder mehrfach unendliehe lmeare Schar von Losungen 8 ) 

7) Der Kern der Integi algleicliung (3) wird fur | = r\ = y wie [(£ — n s 

_ l. 

-(-(?] — y ) 2 ] a unendlich Der zweite itenerte Kern ist in T + S stetig 

8) Der vorstehende Satz ist zneiat von D Hilbert bewiesen worden [a) Golt 
Nachr 1904, p 213 — 259 msb p 247 — 250, s auch b) Grundzuge, p 39 — 8 1 , 
m8b p 70 — 73] Hilbert bestimmt nur die auf S verechwindenden Losungen 
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Bei „hmieichend klemen“ Gebieten liegt stets der erste Fall voi 

Das gleiche gilt, wenn m T c<LQ, oder c — ~ 0 oder end- 

lich c — ist, wobei diesmal kemeilei Emschrankungen 
2 ox 2 oy — D 

bezuglicb der GroBe des Gebietes T gemacht zu werden brauchem 

(Vgl Nr 2f) 

Liegt ein bescbranktes Gebiet der Klasse D voi, so kann man 
yon diesem durch konforme Abbildung zu emem von Vollkreisen be- 
grenzten beschrankten Gebiete T' in dex Ebene x, y ubergehen Die 
Differentialgleicbung (1) wird zugleich m eme Diffeientialgleichung 
von der Foim 




d* u 'id s u'\ / du* , j r d u' 
dx* ' dy' 2 ' a dx ' } ~dy 


+ CU'=:f', 


u' ix', y') = u(x, y) 


ubergefulirt Die neuen Koeffizienten haben lm allgem emen in den- 
jemgen Punkten anf S', die den Eckpnnkten anf S entspiecken, Sm- 
gulantaten Gleicliwohl erfullt u'{x,y) eme zu (3) Yollig analoge 
Jntegralgleicbung Ihr Kern gebt duicli eme w-fache Iteiation (w^>2) 
nach Abspaltung ernes nur von emem Yariablenpaai abbangigen am 
Rande ev unendlicli gioB iveidenden Faktors m emen stetigenKein ubei 
Die Integialgleichung vrird damit der F)edliolm scben Theone zugang- 
lich Kelirt man m die Ebene x, y zuruck, so iindet man den Yorhm 
ausgespioclienen Aquivalenzsatz wiedei 9 ) 

SeiT wieder ein beschianktes Gebiet der Klasse JB m E, a,b,c und 
/ mog en m T S stetig sem und daruber hmaus nur noch m T emer H- 
Bedmgung odei emer etwas weniger fordernden Dimschen Bedmgung 10 ) 
genugen Die Randfunktion (p(s ) sei auf S nebst lhien Ableitungen 


msb die zu T gehOnge Grcensche Funktion der DifFerentialgleichung (1) (Nr 2 b), 
dock fuhrt sem Verfahren nnmittelbar aucb zar Auflosung der Randweitaufgabe, 
soferu q p(s) stetig ist nnd stetige Ableitungen erster und zweitei Ordnung hat 
An dieselben Voraussetzungen smd die analogen Entwicklungen von E Picarcl 
[a) Pans C R 142 (1906), p 1469—1462, b) Ann Ec Norm (3) 23 (1906), 
p 509—516, c) Palermo Rend 22 (1900), p 241—259, msb p 250—254] ge- 
bunden Fur beliebige stetige Randweite ist der Satz auf emem anderen 
Wege, ebenfalls durch Zuruckfuhrung auf eme Integralgleickung, von L Lichten- 
stein, Math Ann 67 (1909), p 559—575, fur abteilungsweise stetige cp(s) durch 
die Entwicklungen dea Textes, Pans C R 149 (1909), p 624 — 627 [vgl aueh 1 c 
6) b), p 3—8] dargetan worden Die Betrachtungen des Textes gelfcen unver- 
andert, auch wenn die Randfunktion gp(s) nur beschiankt und lin Lcbesgue- 
schen Sinne mtegnerbar ist 

9) Vgl L Lichtenstem, a) Pans C R 149 (1909), p 977—979 sowie b) Acta 
math 36 (1913), p 345—386, msb p 347—367 

10) Vgl II C 3, Fufinote 83, p 207 
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eistei und zweitei Ordnung stetig Aus (1) folgt, wenn man die 
Existenz und Stetigkeit von und auf S voraussetzt, dafi A n 

m T + 8 stetig ist und m T emei H-Bedmgung bzw der Bedmgung 
von Dim genugt Setzt man daium A u — tv, so gilt 

(5) u(x, y) = — G{x,y , l^tv^^d^dv + v{x,y). 

Av = 0 m T, v = qp($) auf S , 


mitlim wegen (1) 


( 6 ) 


w(x,y) 


— 2 ^ « (*» ») ® (*» » ? + h y) d y G ( x ’ 

T 

+ c 0, y) G(x, y , a, 13 ) } w ( 1 , 1 ?) d i dri = / (x, y ) — a ( x, v) 


Kx,v)^r,— C (*,y) v &v) 


Audi diese Integialgleicliung kann zur Bestimmung you u(x, y) 
kerangezogen werden 11 ) 

Nack emer Bemeikung von M Geviey kann man auf diesem 
Wege zu emer yollstandigen Losung des eisten Randwortproblems 
gelangen, auck wenn cp(s) lediglick als abteilungsweise stetig oder 
selbst nur besekrankt und lm Lebesgue seken Smne mtegnerbai Yoraus- 
gesetzt wnd Es genugt also bei Beliandlung des eisten Ilandweit- 
problems, so lange es sick um Gebiete der Klasse D kandelt ; voiaus- 
zusetzen, daB a, b, c und f m T + S besckiankt smd und in T erne 
il-Bedmgung odei eme Bedmgung von Dun eifullen 12 ) 

Es mag sick zunackst um em Kieisgebiet K handeln Smd i 
und q die Abstande dei Punkfce x, y und rj von del Pei ipkerie C 
von K, so gelten, wie sick leickt zeigen laBt ; die Ungleickheiten 


q I dx ^ |> 

V hi ^ ^ ^ 0IIS ^ 7 "(^ ? ~ (i — V“ 4- 0] — yr) 


Setzt man daium mit M Gev>cy nv(x } y) = W(cl ? ij), so findet man 


11) Ygl L Lichtenstein , Math Ann 67 (1909), p 669—575 (p 566— 56h) 
Doit weiden bezuglich a, b 3 c und f weiteigehende emsckiankendo Voraus- 
setzungen gemackt Gewisse Substitutionen, die zu (5) analog Bind, koimnen 
ubngens schon fruker bei E E Levi , a) Rend Acc Lmc (5) 16 (1907), p 032—938, 
b) Palermo Rend 24 (1907), p 275 — 317 yor Sie werden dorfc zur Bestumnung 
emer Grundlosung [Ni 2 c, FuBnote 22) some Ni 2e] rein elliptisckei Diffc- 
rentialgleicbungen 2jp tcr Ordnung mit zwei unabkangigen Variablen herangezogen 

12) Ygl M Gevrey, Ann Ec Noim (3) 35 (1918), p 129—190, msk p 146—169 
sowie die vorlaufige Mitteilung, Pans C R 157 (1913), p 1121—1124 
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zur Bestimmung von W(x, y) die wegen (7) der Fyedhohmchen Theorie 
nach zweimaliger Iteration zugangliche Integralgleichung 

(8) W(i,y) — y)~G(x,y, v ) */)— G(x, y- g, n ) 

T 

+ c(x, y)G(pc, y , % »?) W (g, rj) d£,dri } 

= *{/■(>, y) — «(4 y)f~ — y)j^~ c 0, y) »( a > y ) ) 1S ) 

Damit ist das erste Randwertpioblem fur em Kreisgebiet eiledigt 
Duicb konfomie Abbildung gelangt man jetzt zu emem beliebigen 
besclirankten einfach zusammenhangenden Gebiete dei Klasse B n ) 

Ist T em Gebiet dei Klasse B und hat cp(s) stetige Ableitungen 
erster und zweiter Oidnung, so smd 7 wenn das nicht liomogene Rand- 

weitproblem eme Losung hat ; und ~~ m T -\~ S stetig Die par- 

tiellen Ableitungen erstei Ordnung der etwa voihandenen Losungen 
des homogenen Randwertproblems smd gleickfalls auf S stetig 15 ) 

Wir nehmen jetzt an, daB das erste Randwertproblem unbesclirankt 
losbar ist Es gilt dann das folgende Analogon zu dem eisten Satze 
von Hat nach in der Potentialtheone (II C 3, Nr 16) Es sei cp(s ) 
eme abteilungsweise stetige Funktion auf S und es sei cp^s) 0 = 1, 2, ) 

eme Eolge in liner Gesamtheit beschianktei stetigei Funktionen, die 
m ]edem die Unstetigkeitspunkte von qp(s) nicht enthaltenden abge- 
schlossenen Teile von S gegen cp(s ) gleichmaBig konvergieien Ist 
u 3 (x,y) diejenige beschiankte, in T regulare Losung dei Differential- 
gleichung (1), die auf S die Werte <p($) anminmt, so 1 st in jedem 
die Unstetigkeitspunkte von q )($ ) nicht enthaltenden abgeschlossenen 
Teile von T + S gleichmaBig 
(9; hm u/x, y) = n(x, y) lfa ) 

13) Die Funktion aul der reckten Seite dieaer Gleichung ist beschiankt 
(Nr 2 a) 

14) In aknlicher Weise 1 st zu verfahren, wenn em beschranktes ruebrfach 
zusammenhungendeb Gebiet dei Klasse JB vorliegt 1st T em beschranktes Ge- 
biet, dessen Begren/ung S eme boliebige Joi dan&ckQ Kurve ist, so fubrt das 
Verfahren \on Geviey nicht mohr zum Ziele, da bei der konformen Abbildung 
auf em Kreisgebiet die Koeffizienten dei Diffeientialgleicbung inT|S nicht mehr 
notwendigerweise beschiankt bleiben 

15) Vgl L Lichtenstein , 1 c 5) b), p 11 sowie 1 c 9) b), p 374—377, wo 
dei analoge Satz fur Gebiete dei Klasse D bewiesen wird An beiden zuietzt 
genannten Stellen wird spe/iell das Verbalten der partieUen Ableitungen der 
Giecmchm Funktion ($(A, Y, a, y ) (Nr 2 c) am Rande diskutiert 

16) Vgl L Lichtenstein , 1 0 5) b), p 14 — 15 Dei zuietzt angegebene 

Eaoyklop tl W1 onai'li TT ^ 1 
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Der gleiche Satz gilt auch m Gebieten allgememeier Natur 
(Ni 2d) 

Enthalt die Randfunktion ip(s, X) emen Parameter und smd ip(s, X) 
und §i<p{s,X) fur alle s auf S und X,£X< X 2 stetig, so ist 

y) = ~u{x, v) (A X 3 ) 

diejenige in T + S stetige, m T regulare Losnng der zu (1) gehongen 
homogenen Differentialgleichu ng , die auf S die Werte ^<p(s, X) an- 


minmt 17 ) 

Bis jetzt smd die Koeffizienten der Differentialgleichung (1) als 
stetig voiausgesetzt worden Lichtenstein behandelt daruber bmaus 
emgehend den Fall, wo sie nui abteilungsweise stetig sind 1S ) Sei 
G em Kurvenstuck der Klasse B, das zwei Punkte von S verbmdet 
und, abgeseben Yon semen Endpunkten, ganz m T veilauft Die beiden 
Gebiete, m die T durcb G geteilt wild, beiBen T x und To Wir 
nehmen an, daB u, &, c sowie ibre partiellen Ableitungen erster Ord- 
nung lm Innern und auf dem Rande you T 3 emerseits, T 3 andeiseits 
stetig smd, sick auf G jedoch sprungweise andern, / ist in jedem der 
beiden Bereicbe stetig und eifullt in T 1 und T 2 erne Jff-Bedmgung Das 
Problem lautet jetzt so Es ist diejenige beschrankte, m T stetige, 
m T t und m To regulare Losung dei Differentialgleichung (1) zu be- 
stimmen, die auf S die Wertfolge <p(s) anmmmt, wenn man dauibei 
bmaus weiB, daB auf G, die Endpunkte moglicheiweise ausgenom- 
men, die Normalableitung existiert und sicb stetig Yerhalt, d h 

1st 19 ) 

dv L dv 2 J 

Wie leichfc ersichtlich, kann man das vorliegende Randwertpioblem 
auch wie folgt fassen Es smd diejemgen beschrankten, m T x und 
T 2 legulareu Losungen u x und u 2 de) beiden vonemander verscliiedencn 
Diffeientialgleichungen L(u^) = f ± m T x und L(u 2 ) = f 2 m T 2 zu 


Satz gilt, wie sieh leicht zeigen lafit, auch wenn man bezuglich a, ft, c und f 
nur die von Gevrey emgefuhrten Yoraussetzungen macht 

17) Siehe L Lichtenstein , 1 c 11), p 574 Auch hier gilt ubrigens die 
SchluBbemerkung der FuBnote 16) 

18) Vgl L Lichtenstein , J f Math 143 (1913), p 51—105 Auf Yoraus- 
setzungen dieser Art kommt man, wenn man das zweite Randwertproblem wie 
m der Potentialtheone (II C 3, Ni 24: l) auf das erste zuruckfuhren will (Nr 3) 

d d 

19) Die Symbole ^ — und ^ — bezeichnen die Ableituugeu in der Rich- 

tung der beiden Innennormalen an C Die AuBBagen des Textes smd smngemaB 
zu andern, wenn T durch C mcht zerstuckelt wild 
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lestimmen, die auf den zu T { und gehongen Teilen von S vor- 
^egebene Wertfolgen annehmen, wenn man weiB, daB auf C u x — u 2 


)u. 


1 = — P ist 20 ) 

'1 c v i J 

Dei voihm fui den Fall sietiger Koeffizienten angegebene Fun- 

lamentalsatz von dei Existenz der Losung bleibt m semem vollen 


Jmlange besteben Ei gilt aueh noch, wenn in T mehrere Unstetig- 
ceitslnnen, die emandei auch schneiden odei berubren konnen, vor- 

legen Die paitiellen Ableitungen erweisen sieh in T als 

tetig, partielle Ableitungen zweiter Ordnung andem sieb auf den 
Jnstetigkeitslmien (mit etwaiger Ausnahme der gememsamen Punkte 
nebrerer Unstetigkeitslimen 7 wo moglicberweise boheie Smgulantaten 
orkonnnen) sprungweise Aucb das Analogon des ersten Harnad- 
cben Satzes der Potentialtheone sowie der voihm angegebene Safcz 
iber die Abhangigkeit der Losung von dem in der Randfunktion auf- 
retenden Parameter bleiben in Kiaft 

c) Bcschranlde Gebiete do Klasse B ode> JD m @ Die am JRande 
ei schwmdende Gteensche Funktion Sei T em bescbranktes Grebiet 
er Klasse B m und es sei X y Y ) ligendem Punkt m T Wir 
ekmen an ; daB die Diffeientialgleichung L(u) = 0 (Ni 2 b) keme m 
n S stetige, in T legulare, auf S versekwmdende Losung hat Als- 
ann gibt es erne m T -f- S, auBei m ( X , Y), stetige, m T regulare, 
uf S veiscbwmdende Funktion @(X, Y, i,y), die y ,Greensche Funk- 
ion" die sicb m dei Umgebung von (A, Y) wie 

log l — *)*+(r — y)*) 


erhalt Die Ausdiueke 
1) U(x, y) = ®(X, Y, a* y) 


log 


dU 

dx 


log 


r l dU 
’ dy 


log 


ollen, als Funktionen von (x, y) aufgefaBt, m dei Umgebung von 
Xj Y) besclnankt sem 


Die Funktion ZJ{z 7 y ) mmmt auf S die Werte 
enugt dei Differentialglej chung 
2) Z(Z7) = -i(logl) 


log an und 


20) Hiei handelt es sich also urn cm System pa) tidier Diffcrentmtgleichunyen 
ueitcr Ordnung Aufgaben dieaer Art kornmen m der rnatbematiscken Physik 
dufig vor, sie Bind bisber nur selten behandelt woiden Man vergleiche die 
llgomemtn Bemerkungen von A Sommerfcld, HA 7c, p 606 — 607 Mit einem; 
roblem der Eigen wertbestimmung dieaer Kategorie beschaftigen sicb J£ JPicard ? 
alermo bend 37 (191 1), p 249—263, vgl die luBnote 6b) und M Bottasso^ 
lendoxt 38 (1914), p 3b7 — 394 
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Sie kann, wie sich leicht zeigen lafit, als Losung emer zu (3) Ni 2 b 
analocren Integialgleickung gewonnen sveiden " 1 ) Man findet so zu- 

$ QJ 

gleich, daB die partiellen Ableitungen g— auf S stetig sind Es 
laBt sich zeigen, daB 

© ( X, F, ar ,y) l log [(X - a,) 1 + (7- yf] U*{x, y) + V* (*, y) 

U l (X,Y) — l 

gesetzt werdeu kann, unter U*(x, y) erne regulare Losnng dei Gleichung 
L(u) = 0, unter V* (x, y) eme uebst lhren partiellen Ableitungen eister 
und zweiter Oidnung stetige Funktion veibtandeu 22 ) Die G) ecnsclie 
Funktion © {X, Y, x,y) erfullt die folgenden, zu denbekanntenUngleich- 
keiten der Potentialtheone (s II C 3, p 247 — 248) analogen Relationen 


21) Vgl L Lichtenstein, 1 c 6) b), p 8 — 13, fur Gebiete dei Klasse 1) 
1 c 9) b), p 868 — 38b 

22) Die Existenz der Greewschen Funktion © ist auf emem etwas andeien 
Wege zuerst von D Hilbert, 1 c 8) a), p 248 — 260, b) p 70 — 73 bewiesen worden 
(vgl die Fufinote 8); Die Existenz emer „Grundlosung u der Differentialgleichung 
L(u) — 0, d b emer Losung, die sicb wie ©(X Y , x , y) verbalt, obne notwen- 
digerweise auf S zu verschwinden, ist fur Diffeientialgleichungen mit analytischen 
Koeffizienten und fur „himeichend kleme“ Gebiete von E JPicaid, Pans C E 
112 (1891), p 685— 688, Pans C R 136 (1903), p 1293 -1296, I? Bedrid, Inaug - 
Dibs Gottingen 1901, E Holmgien, Math Ann 58 (1904), p 404—412 (von 
Hedncl und Hohngien durch suhzessive Approximationen) dargetan woiden Fur 
„hmreichend kleme“ Gebiete wai damit natuilich auch die Gieen scho Funktion 
gewonnen Es sei ubrigeus bemerkt, daB JPicard Losungen der Differentialglei- 
chung L(u)~0 betrachtet, die Smgularitaten von emer etwas allgememeien 
Natur als die Funktion ® aufweisen 

Es bietet naturlich kerne Schwiengkeiten die Existenz der Losung U(x, y) 


der Differentialgleichung L(U) = — L (log 


daizutun, wenn man uber a, b , 


nnd f ma die von M Gevrey eingefubiten Voraussetzungen inacbt 
Weiteres uber Grundlosungen s Nr 2e 

Die Bestimmung der G?eeuschen Funktion der Difteientialglei chung 


c 



unter p eme m T + S positive, nebst lhion partiellen Ableitungen eister und 
zweitei Ordnung stetige Funktion verstanden, lafit sich nacb emer Bemerkung 
yon H 7 Yeyl (Math Ann 71 (1911), p 441 — 4.79 , msb p 463 dutch die Substi- 
tution v = it Yp auf die Bestimmung der G?eenschen Funktion der Differential- 

gleickung Av-v (j- + = 0 zuruclrfuliren Weitere Liteiatm ill Gcmey, 

Pans C R 171 (1920), p 610-612, 839-842, 173 (1921), p 761-763, 1445—1447, 
177 (1923), p 571—574 Hiei wird auch die zu dem zweitenund dem dnttenRand- 
wertproblem (Nr 3) gehonge Greensche Funktion betrachtet Auch handelb es 
sich daselbst zum Teil um rem elliptische Differentialgleichungen 2 j/ or Ordnuug 
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1 Es ist 

(3) ]®(X, F, x, y) \ < logy j + A ( A konstant) 

2. Sei (x\ y) em willkurlicber Punkt auf S, und es seien co und e 
beliebig kleme positive Zablen Es gibt emen positiven Weit d(f)<o ; 
so daB fui alle ( X , Y) und (x, y ) m T und auf S, die den Beziebungen 

(* - *7 + (y - y'Y > (z - O 2 + (7- y7 < L^)] 2 

genugen, 

(4) 7,x, y )\<* 

gilt 23 ) 

Sei noch einmal T em Grebiet dei Ivlasse JB, und es moge dies- 
mal aucb die Funktion -f- ^ m T emer JT-Bedmgung genugen 

Ist, wie wilder vorausgesetzt werden soil, das mcbt homogene Rand- 
weitpioblem der Differentialgleicbung L(u ) = 0 unbescbiankt losbar, 
so gilt das gleiche fur die zu lhr adjungierte Differentialgleicbung 

(5) M W - A. + . H + »|= + (. - £ - “) . - 0 - 1 

Also existiert die zu M(ii) — 0 uud zu dem Grebiete T gebonge Green - 
sche Funktion §(X, F, y) Es gilt, unter (r ly ?/ 3 ) und (x i9 y%) zwei 
verschiedene Punkte m T verstanden, 

( 6 ) ® (*u at i y») = § («s, y 2 , *i, Vi'l 2r> ) 

Die Losung a(x, y) der Differentialgleicbung L(u) = die auf S eme 
abteilungsweise stetige, odei aucb nur bescbrankte und mi Lebesgue- 
scben Sinne mtegnerbaie Wertfolge qp(s) anmmmt, laBt sicb m der 
Fonn 

(7) u(x,y) — + *-j ^${x,y,s)(p(s)ds 

T s’ 

darstellen i>fi ) Diese Formel ist eme Veiallgememerung der bekannten 
Gr ( ewecben Foimel der Potentialibeone (II 0 3, Nr 20, p 249) 

23) Vgl L Lichtenstein, 1 c 5) b), p 11 — 13 Die Ungieichheiten (3) und 
(4) gclten auch in Gebieten allgememerer Natur (vgl Nr 2d) 

24) Vgl L Lichtenstein, 1 c 5) b), p 13, 1 c 9) b), p 381—382, hier in 
Gebieten der Klaaae D Der betrachtete Satz gilt auch m der Tbeone der allge- 
moinen linearen Difterentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptiBchen Typus 

25) Vgl 1 c 5) b), p 13 Der Rezipro/itatssatz (6) ist zuerst von _1 Sommer - 
feld, II A 7 c, p 516 postulierfc worden Er gilt auch m Gebieten allgememer 
Natur (Nr 2d) 

26) Vgl L Lichtenstein, a) 1 c 5) b) , p 15—16 [der Beweis wird unter 
Zuhilfenalnne dos in der Nr 2b angegebenen KonvergenzBatzes (dee Analogone 
zum orsten Har nachschen Satze der Potentialtheorie) gefuhrt] , b) 1 c 9) b), 
p 381 — 384 Hier werden dei Betrachtung beschrankte Gebiete der Klasse D 
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Sei S' ngendeme zu S parallel e, in hmieicliencl klemem Abstande 
gelegene Kurve m T und es sei 0 das von S und S' begrenzte nng- 
foimige Gebiet Wn nebmen wie zuletzt an, claB die erste Randwert- 
aufgabe m T unbescbrankt losbai ist Fm alle (X, Y) und (%, y) in 0 ist 

(8) @(X, 7, a, y) == log~ r l + y(X, 7; y), 

miter r und ) 1 die Abstande des Punktes (x, ?/) von deni Punkte (X, 7) 
bzw von semern „Spiegelbilde“ m bezug auf S, untei ^(X, 7, x 7 y) 
eme gewisse in 0 -f- S + S' stetige Funktion verstanden Das asymp- 
totiscbe Veibalten der Funktion ®(X, 7, x, y) am Rande des Gebietes 
ist demjemgen der klassiscben Greenschen Funktion ganz analog (II C 3, 
Nr 20, p 248) 27 ) 

Wir wollen nocb eme mteressante Eigenscbaft der Funktion 
@(X, Y,x,y) eiwabnen, die ebenfalls eine Veiallgememerung emer 
bekannten Eigenscbaft der klassiscben Gt cen schen Funktion (II C 3, 
p 247) darstellt 

Sei T ngeudem Bereicb dei Klasse B in T -f- S, sem Duich- 
messer beiBe D Liegt D untei balb emer angebbaien Schianke, 
D <D 0 , so ist das erste Randwertpioblem in T gewiB unbesclnankt 
losbar Sei @(X, Y,x,y) die zu T gebonge Gieensche Funktion dei 
Grleicbung L(u ) = 0 Man kann D 0 so klein wablen, daB 

(9) l®{X,Y,'c,y)>0 

wild 28 ) Diesel Satz laBt sicb smngemaB auf die allgemeinen lineal en 

zugrunde gelegt, die in den Ecken eingeschlo&benen Wmkel weulen > odei 
falls c = 0 ist, > 0 vorausgesetzt 

Die Formel (7) ist zuerst von A Sommerfeld , II A 7c, p 516, poatulieit und 
von Hilbeit spater ohne Beweib vielfack benutzt worden (vgl D Hilbert , 1 c S) 
&) und b) passim) 

Sind die Koeffizienten der Differentialgleicliung L(u) = 0 in T abtejiluugs- 
-weiae stetig und erfullen sie die ubngen am Scklufi der Nr 2 b angegebenen 
Bedmgungen, &o existieren, falls aneb die erste Randweitaufgabe der DifFereu- 
tialgleicbung 31 (u) = 0 unbeschiankt losbai ist, die ^reeuseken Funktionen 
(51 (X, 7, a, y) und §(X, 7, x, y), sie hangen freilich m einei Lomplizierteren 
Weise mitemander zusammen (Vgl L Lichtenstein , 1 c IS), p 71 — 77) 

27) Vgl L Lichtenstein , 1 c IS), p 77—80 Dort finden sich auck nakere 

Angaben uber das Verkalten der Funktionen und —• Beim Beweise wird 

ex dy 

von den am Schlufi der Nr 2 b skizzierten Resultaten betrefiend Differential- 
gleicknngen mit unatetigen Koeffizienten G-ebrauch gemacht 

28) L Lichtenstein , a) Palermo Rend 33 (1912), p 201—211, 34 (1912), 
p 278 — 279, b) Math Ztsckr 20 (1924), p 194—212, msb p 206—209 
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2- Die erste liandwertatifgabe 

Diffeientialgleichungen zweitei Ordnung vom elliptischen Typus aus- 
dehnea (Ni 2e) 

d) Besch unite Gebiete allgememe) Natui in (£ Die vorhm skiz- 
zierten Ergebmsse (Nr 2 b, c) bilden den Ausgangspunkt frn weitei- 
gehende Verallgemeinerungen, die m dei vollstandigen Eiledigung 
des ersten Randwertproblems fur beliebige beschrankte emfach oder 
mehrfack zusammenbangende Gebiete gipfeln 

Sei zunaehst T° ein beschranktes Gebiet dei Klasse B m (£ und 
T ein von einei Jonfanschen Kurve S begienztes Gebiet m T°. Wir 
nehmen an, daB a, l, c und f m T° -|- S° den emgangs der Nr 2b 
genannten Bedmgungen genugen und ferner c < 0 ist Der Emfack- 

heit halbei moge liberdies m T° eine iT-Bedingung erfullen 

Sei l\j T 2 , eme Folge memandergeschacliteltei Gebiete dei Klasse 
J?, die gegen T konveigieren (II C 3, Nr 4, FuBnoten 37) und 38)), 
und es moge © A (X, F, x 7 y) die zu T k gebonge Gteemche Funktion 
der Diffeientialgleicliung L(it) = 0 bezeicbnen Wie sicb ohne Miibe 
zeigen laBt, isfc die unendlicbe Reihe 

(u - ®.) 

i =L 

im Innem und auf dem Rande von 2\ gleichmaBig konvergent Die 
Reihe w 11 

( 2 ) @ = + 

i =i 

stellt eme in T, auBei im Punkte ( X , F), legulaie Losung der Diffe- 
rentialglei chung L(i£) — 0 dar In der Umgebung von ( X , F) werden 
m a© d © a < n® L a®, ni T i 

( 2 ). , , 0 wie ( 2 )., unencllich 1st, wie von nun an voiaus- 

; c'x 1 dy 1 dx 7 dy ’ 

gesetzt weiden soli, T so beschaffen, daB es moglich 1 st, jeden Punkt 

von S mit einem Punkte von S° durch ein Stuck einei Kuive dei 

Klasse B zu verbmden, die kemen m T gelegenen Punkt enthalt, so 

laBt sich durch Heianziehuug emer geeigneten Yergleichsfunktiou 

zeigen, daB ® auf S verschwindet Demnach 1 st © die zu T gehonge 

fcr^ewsche Funktion Sie genugt den Ungleichheiten (3) und (4 N ) 

Nr 2c Durch eine Weiterfuhrung des angedeuteten Veifahrens ge- 

langt man u a zum Nachweis der Existenz dei Green schen Funktion 

fui alle Gebiete dei Klasse IV 20 ) 

Es mag jetzt auch noch c — ^ < 0 sem Dann existiert 

gewiB die zu T gehorige Greensche Funktion §(A", F, x 7 y) der Diffe- 

29) Ygl L Lichtenstein, 1 c 5) b), p 20—27 
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rentialgleichung M(u ) = 0, und es gilt wieder der Reziprozitatssatz 
(6) Nr 2 c Betrachten wir die m T stetige Funktion 

(3) UfX, Y) = - ±fl $(X, Y, ,)AI, 

T 

= - ^ Inn / §(X, 7, % V )m r,)dUrt 
2 ) 

Wie unter wesentlichei Benutzung des in der Nr 2 b bespiochenen 
Konvergenzsatzes sowie der Ungleichheiten (3) und (4) Nr 2 c gezeigt 
werden kann, ist U(X, Y) eine m T + S stetige, in T regulare, auf 
S yerscbwmdende Losung der Different! alglei chung L(u) — /' 29a ) 

Es moge jetzt auf S erne beliebige stetige Weitfolge vorgegeben 
sem ; und es sei F(x, y) eme m T° + £° stetige Funktion, die auf 8 
jene Werte annimmt Wir setzen, wie dies ja stets moglich ist, 

(4) Fix, y) = j?P L (x, y) (|P 4 0, y)\ < <?*, 2h konveigent), 

k—1 \ k = 1 / 

unter P k (%, y) Polynome yerstanden Die Funktion 

(5) — §0, y, i, y)t% v)d£dy 

Fii x > y) + [■ L ( F A y,t,y) d % dr t 



ist diejemge m T -f- S stetige, m T regulare Losung der Differential- 
gleicbnng L(u) = f } die auf S die yorgeschriebenen Werte annimmt 
Ein weiteiei Grrenzubergang fuhrt zur Erledigung der Randwertauf- 
gabe untei Zugrundelegung abteilungsweise stetiger Randwerte 30 ) 

Bis jetzt handelte es sicb um den besonderen Fall 


e<0,e< 9 ~ + 


db 

h 


Der Ubergang zu der allgememen Diffeientialgleichung L(u)=f macht 
jetzt keine Sckwiengkeiten Sei c 0 lrgendeme den Ungleichheiten 

Cq < 0, c 0 — — ~ | < 0 genugende Zahl Fur L(ji ) = f wird die 

aquiyalente Differentialglei chung 

(6; Z(m) = Au -f a ~ + b -f c 0 u = / + (c 0 — c)u 


29a) 1 c 5) b), p 26, wird angenommen, dafi I quadrierbar ist DieBe 
Yoraussetzung ist uberflussig 

30) Was den Begnff einer auf 8 abteilungsweise stetigeu Funktion betrifft, 
s II C 3, Nr J, p 190 
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gesetzt 1st §(X, Y ; or, y) die zu T gehorige Gbeewscke Funktion der 
zu L(u) — 0 adjungierten Diffeientialgleickung, so ist, wie leiclit er~ 
sicktlicb, 

(7) n(x, y) = — )p(x, «/, 4, i?V(£, •>?) <?£ ^>7 

r 


^ ( <£, ^)1m(S» 1?) ^1^1? + WqC 3 ') T/)r 


unter v Q (x, y) diejenige beschrankte, m T regularc Losung dei Diffe- 
lentialgleichung L(u) = 0 vei stand en, die auf S die voigeschriebenen 
Werte anmmmt Die Integialgleichung (7) fiilnt jetzt ohne weiteies 
auf die bekannte Alternative (Nr 2 b) 31 ) 

Bei den un voistehenden sluzzierten Betiachtungen handelt es 
sich urn emfach odei mehrfacb zusammenhangende beschrankte Ge- 
biete, die gewissen weiteien Voraussetzungen genugen Auf dem 
folgenden Wege kann man nun zu einei vollstandigen Auflosung des 
ersten Randwertproblems bei emem belxebigen besch rank ten, endlieb 
vielfach zusammenhangenden Gebiete T m @ gelangen'* 2 ) 

Als wesentliches Hilfsmittel dient hieibei dei folgende Hilfssatz 
von Lebesgue (II C 3, Nr 4:5c, p 33(3 insb FuBnote 539)) 8S ) Mit 
Lebesgue wad eme m T eiklaite stetige Funktion F(x,y) monoton 
genannt, wenn, untei 0 -j- JS einen beliebigen Bereich in T verstanden, 
die obere und die untere Grenze von F m 0 mit dei oberen und 
der untei en Grenze deiselben Funktion auf 2J identisch ist Sei T J 
(j = 1, 2, ) eme Folge memandei geschacktelter Gebiete der Ivlasse 

C m T, die gegen T konvergieren, sei feinei ^(<r, if) eme in T -j- S 
stetige Funktion, die m T stetige paitielle Ableitungen eister Oidnung 
bat und uberdies so beschaffen ist, daB das Diuchlet&che Integial 

JDr(iP) ==. /j(^-)A VtM) 

T J 

existiert Sei schlieBlich ^7 i (^, y) (j — 1, 2, ) eme Foige in T + S 

stetiger, in T 3 monotoner Funktionen, die m T 1 + S f stetige Ablei- 
tungen erster Ordnung haben, m T — 1\ gleicb iJj(x , if) und uberdies 
so beschaffen smd, daB 

(8) D r (Uf)<M (31 tons tan t) 


31) Vgl L Lichtenstein, 1 c 5) b), p 32 — 34 

32) Vgl L Lichtenstein , Ber d Berl Math Get* 15 (1916;, p 123 — 130 
13) Vgl JET Lebesgue , Palermo Pend 24 (1007), p 171— 40° 
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gilt Nacb Lebesgue kann man aus Z7 ; eme Teilfolge U (/ 
aussondern, die m T + S gleicbmafbg konvergiert 
Wir gehen jetzt von der Differentialgleicbung 


= 1,2 ) 


(9) 


r>/ , d*u , d*u . dtt , -.dn A 

i+ 0O = 8? + 8? + fl 8i + hlj = 0 


(«> &, fjp m T + S' stetig) 


aus Jede in T regulare Losung diesei Diffei entialglei chung ist in T 
monoton 34 ) Sei K 51 em Kieisgebiet, das T + S entbalt, und es sei 
<p(x,y) ngendeme m K + nebst lliren parfciellen Ableitungen dei drei 
eisten Ordnungen stetige Funktion Es moge jetzt u } (x 7 y) die- 
jemge m T+S stetige Funktion bezeicbnen, die folgende Eigen- 
sebaften bat Sie besitzt in T abteilungsweise stetige Ableitungen 
eister und zweiter Ordnung, ist m T — T 3 gleicb cp(x, y) und erfullt 
m Tj die Diffei entialgleicbung (9) Es laBt sick zeigen, daft fui alle j 

(10) (M konstant) 

gilt Dem soeben genannten Lebesgue^chen Hilfssatze gemaB laBt 
sicb aus der Folge u 3 (x 7 y) eme Teilfolge aussondem, die m T S 
gleicbmaBig konveigiert Die Grenzfunktion ist eme m T regulaie, 
m T+ S stetige Losung der Different algleicbung (9), die auf S die 
Werte cp (x y y) annimmt Da es nur eme Losung diesei .Art geben 
kann (vgl ISTi 2f), so konveigiert beieits die Folge u 3 (ci 7 y) gleicb- 
maBig 

Yon der so gewonnenen Losung der Diffei entialgleicbung L*(ii) = 0 
gelangt man zu der vollstandigen Erledigung des ersten liandwert- 
problems der Gleicbung L(ii) = 0 durcb Betrachtungen, die den vor- 
hm skizzieiten (p 1291 — 1293) analog sind 

e) JBeschanlde Gcbiete m @ AUgemeine hnecne elhptische Dijfc- 
tentialgleichimgen ziveite) Ordnung Zwuclfuhung auf die Nonnalfonn 
Konfoime Abbtldung nichtanalytische) Flachenstucle auf ebcne Gcbuie 
Das eiste Randweitpioblem dei allgememen lineai en Differ entialglei- 
cbung zweiter Oidnung vom elliptiseben Typus 

(1) A(»1 - A g + 23.^- + Og + 3 |2 + + F, - H. 

AC—B 2 = 1 


kann als erledigt gelten, sobald es gelmgt, (1) auf die Noimalfom 


54) Vgl L Lichteyistem , 1 c 28), a) p 211 Fur Diffei entialgleichungen 
mit analytischen Koeffizienten ist dieser Satz sebon fruker von E Picard bewieaeu 
worden Vgl E Puaid, Traite d’Analyse, Bd II, 2 Aufl , Pana 1905, p 35—36 
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zu brmgen 3;i ) Diese Aufgabe kann, wenn die Funktionen A , B und 
C analytisch sind, auf die Integration emei gewoknlichen Diffeiential- 
gleicbung lm komplexen Gebiete zuruckgefuh.it weiden 36 ) Eme andere 
Moglickkeit bietet die Bestimmung emei ; ,Gri undlosung“ der sicli selbst 
adjungierten Differentialgleiclmng 


I ( b k + 0 I »“)- 0 


Sei (X, Y) ngendem Punkt in T Untei einer Gfiundlosung der 
Diffeientialgleicliung A(u) = 0 bzw A (w) = 0 verstebt man erne 
Losung f(X Z, x, y)j die sick m 1\ auBei in (X, Y), regulai veihalt, 
m (X, Y) dagegen unendlick ist Die Funktion 

(3; M (rt, y) = V{X, F, y) + \ log { C(X, Y) [x - Xy 

- 2 B(X, Y)[j - X)(y - m +- A{X, Y)(y - IT} 


soli dabei iu [X, Y) stetig, die Ausdiucke 

( 4 'f [log { (X — v) 2 + { Y — i/Y } ]“ \ 


dr* 

dy 


\loK{(X-%y+(Y-yf )\- 1 


sollen m (X, Y) beschiankt sem S7 J 

Die Bestimmung emer Griundlosung dei Grleichung (2) ist von 
E E Lem anf die Aiiflosung emei linemen Integialgleichung zuiuck- 
getuhrt worden E E Lein mmmfc an, daB A, B } G stetige paitielle 

Ableitungen erstei und zweitei Ordnung baben imd daB ? , %- 2 

emer Holder) svhen Bedmgung odei allgememei emei Dint schen Be- 


15j Gber das erste Randwertpioblem in dei Theorie iein elliptiBcber DifTe- 
lentialgleickungen 2 p tor Ordnung, ohne Zuruckfulirung aul die Normal form, ver- 
gleiehe bei E E Levi, I piobleuii dei \aloii al contorno pei le oquaziom Imeari 
totalmente cllitticbe alle denvate parziah, Menione della Societu italiana delle 
Scienze (3) 16 (1909), p 1—112 

30) Siehe C F Gaufi , Werke 4, p 193— 21G Man veigleiehe femer bei 

E Ficaid } Tiait6 d’Analy&e 2, 2 Aufl , Paris 1905, p 27—29 

37) Ubugfus ist fur die Reduhtion der Difterentialgloickung (1; auf die 
Noimalforru die Kenntms emer Grundloaung dei Gleickung (2) mckfc notwendig 
Es genugt, wenn man in der Umgebung ernes jeden Punktes (t, y) von T eme 
von emei Konstanten verschiedene paitikulare Losung u(oc, y\ der Gleiehung (2) 

( d it\ “ (d w\ ® 

2 ^ j -f- j =(= 0 ist 

Uber Grundlosungen der Differentialgleiekung L(u) = 0 vergleickc die Fufl- 
note 22) 
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dmgung 38 ) 39 ) genugen Diese Voraussetzungen lassen sicb nacb Lichten- 
stein dutch die folgenden, weruger emschrankenden ersetzen 

A, B, G haben stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, 

3 .A. 3 G 

genugen emer Holclei seben Bedmgung 40 ) Das von E E 

Levi und von Lichtenstein benufczte Verfahren ist nut dei „Parametm- 
Methode“ von Hilbert verwandt 41 ) (Nr 3) 

Eme ganz andere Methode zur Bestimmung partikularer Losungen 
der Differentialgleichung A (\i) — 0, die von emei Konstanten vei- 
scbieden sind, bat A Korn angegeben 42 ) Kom begnugt sich nut der 


3S) Vgl E E Levi, Palermo Rend 24 (1907), p 275—317 An der bezeich- 
neten Stelle werden allgememer Grundlosungen der Differentialgleichung (1) und 
daruber hmaus emer beliebigen partiellen Differentialgleichung 2p tor Oidnung 
mit zwei unabhangigen Veranderlichen vom rein elliptischen Typus bestimmt 
Man vergleiche lerner E E Levi , 1 c 35) Erne Grundlosung der Differential- 
gleichung A u -f- a -{- b -f- c -j- du — 0 (a, b, c y d analytisch) bestimmt 
E Holmgren , Arkiv for Mat , Aetr och Fysik 1 (1903), p 209— -224 I Fredholm 

behandelt partielle Differentialgleichungen von der Form f(~- —^==0 

Vdz dy oz) ' 

unter f eme definite Form mit konstanten Koeffizienten verstanden , beweist die 
Existenz emer Grundlosung und zeigt lhren Zusammenhang mit den /u der Kurve 
f(x, y , s) gehongen AMschen Integralen [I Fredholm , Palermo Rend 25 (1908), 
p 346—351 S ferner I Fredholm , Acta math 23 (1900), p 1—42, Pans C R 
129 (1899), p 32—34] J Hadamard gibt m den Ann Ec Noim 21 (1904), 
p 535— 556 u a die Grundlosung emer allgememen partiellen Diffeientialgleichung 
zweiter Ordnung vom elliptischen Typus mit analytischen Koeffizienten und n> 2 
unabhangigen Veranderlichen an [Man vgl feinei J Hadamard , Notice scien- 
tifique 1901, Pans C R 137 (1903), p 1028—1030] E E Levi beweist 1 c 11) 
b), p 311—317 die Existenz einer Grundlosung der Differentialgleichung zweitei 
Ordnung vom elliptischen Typus mit beliebig vielen unabhangigen Veranderlichen, 
ohne die Koeffizienten analytisch vorauszusctzen (durch Zuruckfuhrung auf die 
Auflosung emer Integralgleichung) Weitere Literatur J Le JRonx, Paris C K 


137 (1903), p 1230—1232, Pans C R 136 (1903), p 1426-1427, N Zcilon , Aikiv 
fdr Mat , Astr och Fysik 6 (1910), Nr 38, M Gevrey, 1 c 22) 

39) Vgl IIC 3, p 207, Fufinote 83) 

40) Vgl L Lichtenstein } Berlin Abh 1911, Anhang, 1 c 5) b), p 36—40 An 
der znletzt genannten Stelle findet sich die Reduktion der Gleichung (1) auf 
die Normalform in alien Emzelheiten durchgefuhrt 

^1) L) Hilbert , Gdtt Nachr 1910, p 1 — 65 msb p 8 — 34, Grundzage y 
p 219—242 Hier handelt es sich um die Bestimmung der auf der ganzen Kugel 
stetigen Losungen gewisser Differentialgleichungen von dei Form K{u) -f Xu = 0 
Der Emfacbheit halber mmmt Hilbert die Koeffizienten analytisch an Es wurde 
mdessen genugen, die Existenz und Stetigkeit partieller Ableitungen bis zu einer 
gewissen endlicLen Ordnung vorauszusetzen 

42) Vgl A Korn, Schwarz-Festschnft 1914, p 215—229 Mau vergleiche 
die Bemerkung der FuBnote 37) 
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Annahme, daB die Koeffizienten A, , F i3 ) stetig sind und die FLoldei- 
sclie Bedmgung eifullen Ei schieibt fui A (it) — 0 nut F — 0, wenn 
(x g ,y g ) emeu Punkt m T bezeichnefc, 

(5) A(x y 0 ) fj: + 2 B(r 0 , y 0 ) gjL + C(x 0 , y 0 ) d > 

— (A(x } y) -*1 (j’o, %)) 2 (F(x, y) F(s g) y 0 )) ^~ x ~^ 

— {C\x, y) — Cix g , y g )) d ** - B(x, ?/)— — Fix, y) 


und findet die Losung des ersten Randwertproblems duich sukzessive 
Appioximationen Voiausgesetzt dabej wild* 1 daB der Durchmessei 
des Gebietes T (dei Klasse Bh) Innreicliend klem ist, 2 daB die Rand- 
funktion cp(s) stetige Ableiiungen eister und zweitei Oidnung hat, 
und <p"(s) emei S’-Bedingung genugt Die Annahmen be/uglich der 
Koeffizienten smd von bemerkensweiter Allgememkeit llandelt es sick 
freilich speziell uni die Drffeientialgleiehung (2), die ffir die Reduk- 
tion auf die Normalfoim in Betiackt kommt, so leistet dies© Metliode 
mclit mein als dieiemge von Lichtenstein 

Auf die Aufgabe, erne Differential gleichung von dei Form (2) 
auf die Normalfoim zu bringen, wild man gefuhit, wenn man ver- 
sucht, ein mcht analytisckes Flachensfcuck auf em ebenes Gebiet kon- 
form abzubilden Aus den vorlnn bespi oclienen Resultaten ergibt 
sich die Moglichkeit dei fraglichen Abbildung fur Flacken&tucke dei 
Klasse 1 3h Darubei Innaus hat Lichtenstein gezeigt, daB aucli FLiehen- 
stucke der Klasse B' und selbst der Klasse Ah auf ebene Gebieto 
abgebildet wei den konnen w ) 

f) Umtatssatze Betiachten wu die Differentialgleicbung 


+ *£ + + Fu 


0 


Von den beiden bei dem eisten Randweitpioblem ubeiliaupt rnoglichen 
Fallen (Ni lb) tntt bestimnit dei eiste ein, d h die niclitkomogene 
Randweitaufgabe hat stets eine und nui erne Losung, wenn das Ge- 
biet „himeichend klem“ dD ) odet wenn P < 0 ist In dem zulct't ge- 
nannten Falle unterliegt die GioBe des Gebietes keinoi Einseluaukung 
dei Umtatssatz ist nach Pew af eine emfache Folge dei Tatsacbe, daB 
Losungen der Gleichung (1) fui P<0 m ihrem Regular itatsgebiete 


43) Bei Kom ist ubugena P==0, dock iai dies n.iturhch nebensuclilick 

44) Siehe 1 c 40) und namentlich Bull Acad sc Craeo\ie 19H>, p 102—1217 
N ikeres vgl m dem Aitikel II C 3, p 204, insb FuBnoto 301) 

45) Yerl den Artikel II A 7c von 1 So miner Nr A 
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weder ein positives Maximum noch ein negatives Minimum zulassen 16 ) 
1st in T durchweg F=Q, so karm eme Losung dei Gleichung (1) 
m lhiern Regulantatsgebiete weder em Maximum noch em Minimum 
haben 47 ) Der Unitatssatz gilt also unbeschiankt, auch wenn m T 
uberall F — 0 ist 1st scblieBlich m T aUgememer F< 0, so laBt 
sick, wie Ficard zeigte, bei geeignetei Wahl emer Funktion, 

z(x)>0 fur v(x,y)= 


eme Differentialgleichung ableiten, m dei dei Koeffizient von v(x,y) 
duichweg negativ ist Darum gilt dei Unitatssatz olme Emsehiankung, 
auch wenn in T allgememer F 0 1 st 48 ) Wendet man dieses Re- 
sultat auf die zn (1) adjungierte Diffeientialgleichung an, so findet 
man als eme weitere hmreiehende Bedingung fur die unbeschi anlcte 
Unitat dei Losung des ersten Randwertpi oblems in dei Theone der 
Differentialgleichung (1) die Ungleichheit 


( 2 ) 


F — — — — + _i_ 2 —— 4. 0 

dx dy ^ dx* T - gify-t- d yS 


In dem besondeien Falle der Gleichung L(u) = 0, liimmt (2) die 
emfachere Foim 


( 3 ) 


da 

dx 


dy — 


an Nach Ficard gilt der Unitatssatz unbeschrankt, auch wenn 


( 4 ) 

1 st 49 ) 

Zaklreicke 


c 


l_cU_ l_ dh . 

2 dx 2 dy — 


weitere Unitatssatze fui Uifieientialgleichungen 


vom 


46) Ygl A Paraf, Ann Fac Sc Toulouse 6 (1892) H, p 1—75, msb p 40—50 
Siehe auch 1 c IS), p 64—65, wo DifFerentialgleichungen in der Normalfoim 
mit abteilungsweise stetigen Koeffizienten betiachtefc werden Doi Paiafsche 
Satz gilt aneb doit noch 

47) Fur Gleiehungen mit analytischen Koeffizienten ist dicser Srit/ \ 0n 
F Picardy Traite d’Anaiyse, 2 Aufl , Bd II, Pans 1905, p 29-30, fur Glei- 
cbuugen mit mchtanalytischen Koeffizienten von L Lichtenstein, 1 c 28; a), p 210 bis 
211 bewiesen worden Der von A Sommer f eld, 1 c 45), p 521—522 gegebeno Be- 
weis ist unzureichend 

48) VgL E Picard, 1 c 47), p 35—36 

49) Ygl E Picard, 1 c 47), p 23 — 24 Picaid benutzt bei seinem Beweise 
eme teilweise Integration und fuhrfc darum als eme besondeie Yoraussetzung 

xistenz pai tieller Ableitungen eiatei Ordnung der von lbm betiacbteten Lo° 
sungen auf S em Bei Gebieten der Klasse B ist die m Betracht kommende 
teilweise Integration mdessen stets ausfubrbai, mithin da. Kuteiinm (4) allgomem 
gu tig, weil bei Losungen, die auf S veiscbwmden, partieile Ableitungen erster 
Oidnuno- stets "neb nneh «nf st tin- Hind /"NT m 
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elliptischen foder paiabolischen) Typus smd von U Dim und M Pi- 
erne angegeben worden Hier handelt es sicb namentlich um „lim> 
reicbend kleme“ Gebiete und um die Bestimmung geeigneter Schianken, 
innerkalb deien del Umtatssatz nocb gilt 50 ) Gewisse dabm zielende 
Befciachtnngen finden sich beieits bei Piccnd und Pam/ 51 ) 

g) Gebiete m (£ m Eaumhclie Gelnete Sei T ein Gebiefc m 
und es mogen die Koeffizienten der Diffeientialgleiehung (^1) N; r 2 b 
den a a 0 angegebenen Stetigkeitsbedmgungen genugen 51a ) 1st T 
schlichtartig, so fulnt eme konfoime Abbildung das Problem auf das 
m der Nr 2b und 2d bebandelte zuruck 52 ) Sei jetzt T mebt sehlicht- 
artig 1st zunaebst c = 0 ; so kann man zu der Auflosung des ersten 
Randwertproblems durch alternierendes Veifahien gelangen Der Uber- 
gang zu dem allgememen Falle ernes beliebigen c bietet kemeilei 
Schwierigkeiten dar (Ni 2d) In ahnlieher Weise kann man vorgehen, 
wenn es sicb um die allgememe elliptische Differentialgleichung (1) 
Nr 2e handelt 

Liegt em unendliehes Gebiet (m @ odei © JAi ) vor und genugen 
die Koeffizienten lm Unendlichen meht den m der PuBnote 51a) ei- 
wahnten Bedmgungen, so smd bei den Losungen Smgulautaten zu 
er war ten 

50) Vgl Cl Bint, Rend Accad Line , Memorie (5) 3, p 33 — 104, M Pi- 
cone, Rend Acead Line (5) 20 (1911), p 213—219, 331—338, (5) 22 (1913), 
p 276 — 282, (6) 23 (1914), p 413 — 420 Emige aus den UnitAtssatzen des Textes 
in naheliegendei Weise folgende Unitatssatze in der Theone mcbtlmearei par- 
tiellei Differentialgleichungen zweiter Oulnung vom elliptischen Typus gibt 
S Bernstein , 1 c 112) b), p 68—69 an Eine Zusammenstellung dei Satze dieser 
Art fiudot sich bei L Lichtenstein, Paleimo Rend 28 (1909), p 267—306, msb 
p 302-306 

51) Ygl E Picard, 1 c 47;, p 24 — 26, A Payaf, 1 c 40), p 302 — 306 

51a) Es wird angenommen, dafi dei Rand S von T aus einer cndliclien 

Anzahl ganz lm Endhcben gelegener Komponenten bestehfc und kemen Win- 
dungspunkt enfchalt Wnd die Umgebung dei efcwa m T gelegenen Windungs- 
punkte bzw nnendlich fernen Punkte durch konforme Abbildung auf em schlichtos 
Gebiet ubertiagen, eo sollen sich die Koeffizienten der tiansformieiten Diffeien- 
tialgleichung wie in der Nr 2b angegeben verhalten (Die Koeffi/ienten der go- 
gebenen Difierentialgleichung mussen m der Umgebung unendhch fernei Funkte 
gewissen leicht aufzustellenden Bedingungen genugen) Ala „ieguhire Losungen 11 
sind diejemgen zu bezeichnen, die sich nach Uberpflanzung nebet lhren partiellen 
Ableitungen eister und zweiter Ordnung stetig verhalten 

52) Ygl L Lichtenstein , 1 c 9) b), wo sich p 348—349 die Tiansforma- 
tionstormeln finden Gebiete, die ubei einer Ebene mehrfach ausgebreitet smd, 
hat bereits H A Schwarz m semei Jubilaumsschrilt, Ges Abh Bd 1, p 223—209, 
insb p 241 — 2G9, bei dei Untersuchung der Diffeientialgleiehung A M-f-pw— 0 
(p]>0) herangezogen Bei Schwarz ist 7 1 melit notw tidin' sehlieOt 
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Das gleicbe tutt aucb bei besebrankten Gebieten in @ em, wenn 
die Koeffizienten dei Differentialgleicbung m einzelnen Punkten un- 
^ndlicb vverden, sofem dabei die Ordnung des UnendhcbgroBwerdens 
bmreicbend giofi ist 

Die ini Voistebenden (Ni 2 b, 2d) besprochenen Eigebmsse lassen 
sicb sinngemaB auf die partielle Diffeientialgleicbung m der Normal- 
foim 


d*n . d*u , d t u , du . jdu , du , , 


ubeitragen 53 ) Handelt es sicb jetzt um das erste Randweitproblem 
m der Theone dei allgememen elliptiscben Differentialgleicbung 

13 1 3 

<»> 2 4 . wk +2 B , + F “ - 0 (*-*. •),“) 

h L J k J 3 


so fuhrt eme Ubertiagung der Metboden dei Nr 2e niebt zuid Ziele 
Wollte man namlicb (2) auf die Normalform zuruckfubien, so batte 
man funf Beziebungen zu eifullen, wabrend bei emer beliebigen Trans- 
formation dei unabbangigen Vanablen nur drei Funktionen verfugbai 
sind Wie W Stenibetg m emer m Veroffentlicbung begnffenen Arbeit 
zeigte, laBt sicb die erste nnd ubngens aucb die zweite Randwert- 

1 3 

aufgabe dei Differentialgleicbung 2 a »i£L = 0 m Anlebnung an 

j,k Xj Xk 

das Neumann-F? edholmsche Veifabien m der Potentialtbeone (II C 3 ; 
p 231, 238 — 239) eiledigen (ygl W Stetnbetg, Matb Ztschi 1924) 
Die Metboden der Ni 2 b fubien von biei aus zu der Auflosung der 
ersten Randwertaufgabe in der Tbeone der Gleicbung (2) Eme andere 
Moglicbkeit bieten die folgenden Cfbeilegungen 

Sei T etwa ein von emer gescblossenen analytiscben und regu- 
laien Flacbe S begrenztes Gebiet ganz lm Innern von T* 

Sei femei K em Kugelkoiper um einen beliebigen Punkt m 
T -f- S als Mittelpunkt vom Radius i?° 5 ) 

Ist It ^ R 0 , untei i? 0 eme nur von A jU F abbangige Scbianke 
verstanden, so bat nacb Ko)n sowohl die Gleichung (2) als aucb die 


53) Alteie Literatur vgl II A 7 c, p 52b, 529, 569 

1 3 

54) Die Form ^ A ]k iijU k (A jh — A k} ) ist defimt Der Emfachheit lialber 

s A 

wnd lm folgenden angenommen, daB die Koelfizienten der Gleichung (2) in einem 
von emer stetig gekrumraten Flache S* begrenzten beschiankten Gebiete T* 
erklait sind und sich doit analytisch und regular verhalten Docb ist die zu- 
ietzt genannte Voraussetzung mcht notwendig 

55) Wir nehmen E klemer ala der Abstand dei Randflachen S und S* an. 
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zu ibr adjungieite Grleichung eme unci nur erne m K + G stetige, 
in K regulare Losung, die auf G yorgeschnebene analytische und 
regulaie Weite anmmmt, me aucli dei Mittelpunkt von K sonsfc m 
T + S gelegen sem mag 5G ) 

Es moge jetzt speziell F < 0 sem Wir bezeichnen nut r(x, y, z, 
% 7 £) ngendeme Grundlosung dei zu (2) adjungierten Diffeiential- 

gleiekung 5Ca ) Das voihm angegebene Resultat gestattet augensebem- 
licb die Green scbe Funktion y 7 g, §, i] 7 £) dei zu (2) adjungierfcen 
Gleicliung beizuleiten Als Funktion von ( x , y , z) aufgefaBt, ge- 
nugfc !g(%, y, z : rj, £) der Diffeientialgleichung (2) Sei jetzt <p(s) 
ngendeme analytiscbe und regulare Ortsiunkfcion auf C Fur die La- 
sung u{x 7 y, z) der zu <jp(s) gehorigen eisten Randwertaufgabe dei 
Grleicbung (2) eigibt die klassiscbe SchluBweise der teilweisen Tnte- 
giation eme Foimel von dei Form 

(3) u (x, y, &) —J(p(s) { ${x, y, 2 , % rj, £) j dm 57 ) 

c 

In (3) bezeielmet s — (£, rj 7 t) emen Punkt auf C 7 dw das Flaclien- 
element m {§} einen Diffeientialausdruck, der sicb m be- 

kannter Weise aus den partiellen Ableitungen erster Oidnung von £) 
111 bezug auf rj und £ zusammensetzt 

Sei jetzt c p(s) eme beliebige stetige Oitsfunktion auf C } und es 
sei cp(s) = Inn cp n (s ) ; unter y> rl (s) analytiscbe und regulare Funktionen 

auf C veistanden 1st u n (x 7 y, z) die zu <p n (s) gebonge Losung der 
Gleichung (2), so ist nach (3) 

(4) «*(*»&*) =,/k(s) {© 

i 

Aus der Nichtexistenz ernes positiven Maximums und negativen Mi- 
nimum s m T folgt m bekanntei Weise ; daB die Folge u n [x 7 y } 2 ) m 
K + C gleichmaJBig konvergiert Sei u(x, y, z) = Inn u n (r, y 7 z) 7 und 
es sei K ngendem G-ebiet ganz ini Inneni von K Aus (4) folgt 
duicb Gienziibergang, n — > oo ; fast unmittelbai, claB m K 

(5) u(x, y, 2 ) -=fi p(s ) { §(«, y, 0 , I ,y,£)}d(o 

C 

gilt Die Funktion u{x 7 y 7 z) bat in K 7 mitbm aucb in K , stetige 
Ableitungen erster und zweitei Oidnung und erfullt die Diffeiential- 

5G) Der Deweis ware wie bei Korn, 1 c 42) 7 u fubien 
56 a) Was die Exisfcenz emer Grundlosung T betnfft, vgl J HadamarcL und 
E E Levi, 1 c 38) S auch M Gcviey , Paris C E 171 (1920), p 610—612 

57) Vgl II A 7c, p 513 — 617, tco analoge Betrachfcungen m der Ebene dnrrh- 

r* f 1 
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gleichung (2), so dafi sie die zu <p (s) gehonge Losung des betrachteten 
Randwertproblems darstellt You diesem Resultat gelangt man duich 
emen weiteren Gi enzubergang zu abteilungsweise stetigen Randwerten 
Yon tier aus konnte man versucben, duich alterxuerendes Veifabren 
zu beliebigen beschrankten Gebieten m T , deren Randflachen aus 
endlichvielen Sfcucken von Kugelflachen begrenzt sind, uberzugeten 
(Zu dem Gebiete T selbst und zu beliebigen Weiten von F kame 
man sodann au£ dem in der Nr 2d skizzierten Wege) Dock duiffce 
der Nackweis der Existenz emer Schwaiz scben Zakl q < 1 em ver- 
tieftes Stndmm der Funktion §(#, y, z, g, i], g) erfordern 57a ) Eme andeie 
Moglichkeit, die erste Randwertaufgabe unter Zugrundelegung des 
Gebietes T zu bekandeln, bieten die Variation smetto den (II C 3 ; Ni 15) 
Man wurde dabei von der sich selbst adjungierten elliptisclien 
Differentialgleichung 



ausgehen, die in aieser Theone dieselbe Rolle spielt, wie die Glei- 
ckung A u = 0 m der Theone der Differentialgleicbungen m der 
Normalform In der Ebene ist die eiste Randwertaufgabe der zu (6) 
analogen Gleichung von B Levi und G Fubini durcli Variationsbe- 
tracttungen behandelt worden , wobei die Losung derselben Aufgabe 
fur lrgendem Elemental gebiet, z B eme Kieisflache (lm Raume etwa 
emen Kugelkoipei), als bereits bekannt betrachtet wurde 67 b ) Man 
konnte versucken, lm Raume em analoges Veifakien emzusctlageu 
Der Ubergang zu der aligememeren Gleichung (2) konnte dann ahn- 
lich wie m der Nr 2 b geschehen 

Bezuglich unendlichei Gebiete sowie der Falle, wo die Koeffi- 
zienten dei Difierentialgleichung mit Smgulantaten lm Endlichen be- 
taftet smd, gelten hiei analoge Bemeikungen wie bei zwei unabhan- 
gigen Yanablen Man gelangt tier wie dort unter Umstanden zu 
smgulaien Integralgleichungen, bei denen die Fundamentalsatze von 
Fiedholm mcht mehr gelten 57c ) 

57 a) Dagegen gelangt man ohne Muhe zum Ziele, wenn man sick ernes 
anderen kombmatonschen Verfahrens bedient, daB m II C 3, p 272 ausemander- 
gesetzt worden ist Vgl L Lichtenstein, 1 c 00), p 198 — 204 

57b) Ygl B Levi , Palermo Fend 22 (1906), p 293—300, 387—394 (msb 
p 390—394), G Fuhiui, ebenda p 383—386, 23 (1907), p 58-84, 300—301 (msb 
p 78— SO) 

57c) Ygl E Picard, Pans C R 151 (1910), p 606—610, auck Ann Ec 
Norm 25 (1908), p 585-591, 28 (1911), p 313-324, G Bouligand, Pans C R 
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3. Das zweite Randwertproblem Hohere Randwertaufgaben. 
Em Veifaliren, das die Auflosung dei zweiten Randwertaufgabe m 
der Theone dei Differentialgleichimg L(ii) = f auf die Auflosung 
emer lmeaien Integialgleicbung zuruckzufuhren gestattet, ist von 
E Picard skizziert worden 58 ) Eme ms emzelne ausgearbeitete, ganz 
andeis geartete Methode ist von L Lichtenstein angegeben worden 59 ) 


157 (1913), p 1124—1127, 1397 — 1398, Soc Math Prance, Comptes Rendus 
dee Stances de l’ann^e 1913, p 56—58, siehe auch Pans C R 169 (1919), 

p 1020 — 1023, woselbst es sich um die Gleichung 4- = lu (A kon- 

dx 2 1 dy 2 1 dz 2 v 

stant) und um ein unendlicheB Gebiet handelt, A Sommerfeld, Ber Deutsch 
Math -Ver 21 (1912/13), p 309 — 353, JR Bar, Inaug -Diss Wurzburg 1915 (ge- 
druckt lm Jahie 1916), auch auszugsweise erachienen in den Math Ann 78 
(1917), p 177—186 Sommerfeld bebandelt u a die Differentialgleichung Au 
l?u = f m emem etua von emer regularen und analytischen Pl^che begrenzten 
unendlichen dreidimensionalen Gebiete und zeigt, dafi dieLosung duxch die Rand- 
werte und durch die Bedmgung, daB fur R 2 — x 2 + y~ z 2 -> oo u gegen Null 
konvergieren, JR u beschrAnkt bleiben soil, noch nicht bestimmt ist Dies tntt hm- 

gegen cm, wenn man daiuber hinaua voraussetzt, daB hm JR, = 0 

12 -> oo \oM ) 


sem soil („Au8strahlungsbedingung“) Nach emer Bemerkung \on E Hilb bei 
P Epstein , Ann d Phys (4) 53 (1917), p 33 — 42, msb p 36, kann man, wenn 
man von komplexen Wei ten von L ausgeht und ein reelles k nur als Grenzfall 

betrachtet, statt dossen vcrlangen, daB u und fur P->oo nicht starker un- 

d Jx 


endlich werden , als eme beliebige Potenz von JR Siehe auch JR Bcu , a a 0 
Man vgl hierzu feiner die neueren Ausfuhrungen von G Bouhgand, Pans C R 
172 (1921), p 437 — 439, 90wie Pans C R 169 (1919), p 893—894 An der zu- 
letzt genannten Stelle wild n a gezeigt, daB eme beschrankte, in einem unend- 
hchen Gebiete reguhire, auf den (ganz lm Endlichen gelegenen) Randflaehen ver- 
schwmdende Losung der Gleichung A u — lu = 0 (1]J> 0) ulentisch verschwindet 
Yon grofiem prmzipiellen Interesse sind die neuesten Eigebnisse von T Carle- 
man, Sur les Equations integialeB smgulikies a noyau rdel et symetnque, Uppsala 
1923, p 174 — 185, m denen das uns mteressierende Problem mit dei von Carle- 
man neuerdmgs wesenthcb gefoideiten Theorie der smgularen Integialgleichungen 
m Zusammenhang gebiacht wnd 

68) Vgl E JPicard, Ann Ec Norm 14 (1907), p 335 — 340 Die gleichc 
Methode fuhrt auch noch bei dem dntfcen Randwertproblem zum Ziele 

69) Vgl L Lichtenstein , 1 c 18), p 81—93 Durch erne konforme Abbil- 
dung wird vor allem von dem Gebiete T (der Klasse Bh) zu emem beschrankten 
Gebiete T' ubeigegangen, das von Vollkreisen begrenzt ist Wie sich. leicht 
zeigen laBt, kann man ohne Einschrankung der Allgememheit annehmen, daB 

auf 5 5-- = 0 ist Da auf S' ietzt = 0 ist, so laBt sich u, wie m dei 

dn on 

Potentialtheone , durch eme „Spiegelung u uber die Ruckseile der Ebene fort- 
aetzen (vgl II G 3, Nr 24 i, p 270) Man kommt dabei zu emer Differentialglei- 
chung mit abteilungsweise stetigen Koeffizienten An Stelle des m der Poten- 
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Erne weitere Auflosungsmoglichkeit, die sicli dureli besondeie Em- 
faeliheit anszeieknet, bietet die folgende TJbeilegung G0 ) 

Sei T ein beschianktes Gebiet der Klasse JBh m und es moge 
q(oc, y) lrgendeme in T und anf S stetige, m T emei jff-Bedmgung 
genugende, wesenthcb negative Funktion, q < 0, bezeicbnen Wie sicb 
ieiclit zeigen laBt, ist, das zweite Randwertpioblem m dei Tbeone dei 
Gleichung A u ~\- qu = 0 stets, und zwai m emei emzigen Art und 
Weise losbar Also existieit die zu dem zweiten Randwertpioblem 
gebonge Gteensohe Funktion dieser Gleichung, V ix (x,y, £, ??) Handelt 

es sicb jetzt urn die Gleichung L(u) — f “ und soli auf S etwa — = 0 r($) 
sein, untei g(s ) erne abteilungsweise stetige Funktion veistanden, so 
setze man voi allem u = v -f- w (Aw -f- gw = 0 ; — g{s^j Man 

findet so 

W A , ov , 7 dv - j. , dm 7 dm „ 

Av + a si + h dy + cv ~ f + qW ~ a Tx — 1 dy ~ cw = h 

Hiei wild f x lm allgememen bei dei Annaherung an S loganthmisch 
tmendlich, [ f t \ < Const | log x | 61 ) Setzt man jetzt Av + qv — V, so 
findet man dei Reihe nach 

(2) »(*») — - 4/ 1 r n («, «/, £, y)Y(l y) d\d% 

T 

(3) V (a, y i — ~ J { a(x, y) 4 - i {x, y) 

+ (c(x,y) — q(x, t/)')r n | F(J, i j)d%dri = f L (x, y) 

Das Pioblem ist damit auf die Auflosung emer lmearen Intejnal- 
gleichung zui uckgefuhrt 

In emei ganz ahnlichen Weise lafit sich das dntte Randwert- 


tialtheone angewandten altermerenclen Veifahrens tntfc em kombmatoriaches Vei- 
fahien, das aich der lmearen Integialgleichunoen bedient (II C 3, Nr 24j) Man 
gelangt so zu emei vollstandigen Auflosung dei zweiten Randweitaufgabe, wo- 
bei bezughcb der ursprunglich v orgeschnebenen Werte der Norinalableitung auf 
S lediglich voiausgesetzt zu werden biaucht, daB sie abteilungsweise stotig sind 
Das Problem wird zu einem vollig besfcnnmten, wenn man daruber bmaus an- 


mmmt, daB eme Ungleichbeit von dei Form 


<«i | log r | + a, (ff lf a. 


konstant, x der Abstand des Punktes U, y) Yon S) besteht An dei bezeiebncten 
Stelle wire! zuletzt die zu dei zweiten Randwertaufgabe gebonge Gieen sebe Funk- 
tion der Gleichung L{u) = f konstruiert 


Weitere Liteiatui J TT Lmdeberg, Ann Ec Norm (3) IS (1901), p 127-142 
Hier handelt es sich speziell um die Gleichung Ait -j- fu = 0, /*< 0 

60) Vgl L Lichtenstein, Math Ztschr 20 (19 >4), p 194— *212, msb p 104—197 

61) Vgl die FuBnote 69) 
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pioblem erledigen Hiei bandelt es sich urn die Bestiramuna der 
etwa vorhandenen, m T und auf S besclirankten, m T leo-ulareu Lo- 
sungen dei Differentialgleichung L(i<)=f, die auf 8 dei Beziekung 

( 4 ) & +'*»-»“> 

genugen 1st h 0, jhds=$~Q, so existiert gewiB die zu der Rand- 
s 

bedmgung ^ + hn = 0 gehonge Gieen sclie Funktion r * (cc } y , rj) 

dei Gleickung A u — 0 Man wild dann setzen 

u — v 4~ w, A iv = 0, + h w — g, 

(5) v(x, y) = r*(a» !h l V)dldri 

J’ 

1st die Gteensche Funktion f 1 (x, y, y\) melit Yorkanden, was bei be- 
liebigem h voikommen kann ; so muBte man sich nach emer geeigneten 
Gieenschen Funktion lm weiteren Smne umseken Auch bietet eme 
Auflosungsmoghchkeit die Benutzung der zu der zweiten Randwert- 
aufgabe gehorigen Gieens chen Funktion dei zu L(ii) = 0 adjungieiten 
Differentialgleichung 6S ) 

Wie YOihm angedeutet (vgl die FuBnote 59)) ; laBt sicli das zweite 
Randwertpioblem duich eme geeignete „Fortsetzung“ dei Losung in 
analoger Weise wie in der Potentialtheorie auf die erste Randwert- 
aufgabe zuruckfukren Lichtenstein erledigt in aknlicher Weise den 
Fall gennschtei Randbedmgungen, wenn namlick auf emem Teile, S', 

des Randes u(s), auf detn Rest, S ", voigeschrieben ist 6i ) 

Es sei jetzt T em besckranktes, einfacb zusammenhangendes Ge- 
biet der Klasse Cm® JPomcaie bestimnit diejemge m T S stetige, 
m T regulaie Losung n(x, y) der Diffeientialglei chung L(it) = f, die 

02) In (1) bezeicknen h und g behebige auf S erklarfce abteilungsweise ste- 
tige, odei auch nur beschiankte, ini Lebesgueschen Smne mtegnerbaxe Funktionen 

63) Vgl 1 c 18), id 90 — 93 1st dieae vorkanden, so laBt bich. die dutte 
Randwertaufgabe der GLeicliung L(u) = f m aLnlichei Weise wie m der Poten- 
tialtbeone auf die Auflosung einei lmearen Integralgleichung zuruckfukren (vgl 
II C 3, Nr 28, p 281) 

64) Vgl i c 18), p 93 — 105 Port wird auch die zu den gemibchten Rancl- 
bodmgungen gehonge Greemthe Funktion dei Differentialgleichung L(u)= 0 
gewonnen Die zuletzt genannte Greerische Funktion eimoglicht wie m der Po- 
tentialfcheone (II C 3, Nr 24i, p 271, Nr 28, p 281) die Beliandiung des durch 
folgende Vorschnlten chaiaktensierten Randweitproblems Auf S' ist w(i>) vor- 

3 u(s') 

gegeben, auf S ' ist = g{s) 
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auf S der Bedmgung 

( 6) + + 

genugt, unter h(s), l(s), g(s) analytische und legulaie Funktionen 
veistanden 65 ) Auch diese Aufgabe ist dei soeben skizzieiten Methode 
zuganglicb Wn nehmen an, dafi die duicb die Beziehung (6) cha- 
rakterisieite Randwertaufgabe der Potential the one unbeschiankt losbar 
ist Dann existiert die zu der Randbedingung 

(V + 


•rehouse Greens che Funktion der Grleichung Am == 0 Wir bezeichneu 


sie mit T (x, y, £, rj) Wir setzen feruei 
= v(x, y ) + w (x, y), Aw = 

( 8 ) v(x, y) = r ( x > Vi §> nWfa y)d^dr] 


u(x, y) = v(x . , y) + w(x, y), Aw = 0, ~ + he = g, 


und erhalten zur Bestimnumg von V(x,y) eme zu (S') analoge Inte- 
gralgleichung 65a ) 

Den vorhm betrachteten Rand wertauf gab en entspiechen sinngemaB 
gewisse Randwertaufgaben dei allgememen elliptiscken Diffei ential- 
gleichung (1) Nr 2e 

Auch 1 m Ramne laBt sich die zweite und die dntte Randweit- 
aufgabe durch Vernnttelung geeignetei G)eenschei Funktionen wie 
Yorhm auf die Auflosung lmeaier Integralgleichuugen zmuckfuhien 
Das m dei FuBnote 59) angedeutete Veifahien ist hier nicht an- 
wendbar 

So viel ubei die Diffei entialglei chung (1) Ni 2 a Eme Reihe 
von Arbeiten beschaftigen sich mit speziellen Randweitaufgaben dei 
sich selbst adjungierten elliptischen Diffei entialgleichung 


( 9 ) 


d_ 
dx ' 


( a t, + B fj) + h ( B l* + °!3+r»-o, AO- w 


oder der analogen Diffei entialgleichung lm Raume So unteisucht 


65) Ygl H Pomccne, Let^ons de mecamque celeste 3 (1910), p 251—293, 
msb p 251 — 266, sechs Yortrage uber ausgewahlte Gegenstande aus der remen 
Mathematik und der mathematischen Physik, Leipzig und Berlin 1910, p 13 — 19 
Siebe auch F Jag ei, J de math 7 (l9lo), p 297—352, A Blonde! , Pans C R 
152 (1911), p 1287—1290, Ann de Toulouse (3) S (1911), p 151—208, G Bei- 
trandj Pans C R 172 (1921), p 1458—1461, 173 (1921), p 1448—1449, Ann 
Ec Norm (3) 40 (1923), p 150—258, F Noethei, Math Ann 82 (1920), p 42-63 
S auch II C 3, die Fufinofcen 372) und 373) 

65 a) Ygl L Lichtenstein, 1 c 60;, p 198 



3. Das zweite Randwertproblem Hohere Rand wertauf gab en 1307 

JE Picard Losungen der Gleichung (9), die auf emer gescklossenen, 
singulantatenfieien Flaclie, auBer m emer endlichen Anzahl von 
Punkten, regular smd ? m den Ausnahmepunkten dagegen vorgeschrie- 
bene loganthmiscbe Unstetigkeiten haben 66 ) 

Wie bereits erwahnt (s die FuBnote 41)) ; bestimmt D Htlbot 
gewisse auf emer Kugel regulaie Losungen einer Differentialgleichung 
von dei Form (9) 67 ) Die prmzipielle Bedeutung dieser Hilbe) teehen 
Arbeit beeteht daim, daB bier ( 1 m Gegensatz zu der soeben genannten 
Picardschen Albeit) erne Grundlosung der Gleicbung (9) mcbt als 
bekannt voiausgesetzt, vielmehr erst konstuneit wird 68 ) 

E Hdb behandelt das folgende Randwertproblem Es sei die 

Differentialgleicbung ^ -f- + Am = 0 (A konstant) vorgelegt Ge- 

sucbt werden die m dei Kieisflacbe x 2 + stetigen, fui x 2 -\-y 2 <C 4 

regularen Losungen dieser Differentialgleicliung, die fur alle qo = Arctg^ 

66) Vgl E Picard, Ann Ec Noim (3) 26 (1909), p 9—17 Hier bezeichnen 
x und y ein System v6n Gaufiachen Parametern dei Flache Das Problem wird 
auf die Diskussion einer linearen Integralgleichung zuruckgefubrt Man vergleiche 
hierzu E Picard , Pans C R 130 (1900), p 1499 — 1604, sowie Paris C R 172 
(1921), p 20— 23, 8 Samelevici, 1 c 85) Weiteie Literatur E Picard, Ann 
35c Noim (3) 26 (1908), p 585 — 591, Palermo Rend 37 (1914), p 219 — 261 
An der zuletzt bezeichnefcen Stolle wird u a ein spezielles Pioblem der Warme- 
leitung betrachtet, das auf eme bis jetzfc wemg behaudelfce Art von Randwert- 
aufgaben filhrt Es seien T unci T' zwei Gebiete in (£ (oder im Raume), deren 
Rander einen Bogen (oder em Flachensfcuck) gememsam haben Es smd zwei m 
T bzw T' regulare Losungen u und n ' gewisser elliptiseher Diffeienfcialglei- 
chungen zu bestimmen, die auf dem gememsamen Teile des Randes unter sicli 
linear zusammenhangen (in diese Randbedmgungen konnen auch Ableitungen 
von u und u eingehen), auf dem ubrigen Teile behebigen linearen Randbedin- 
gungen genugen Insbesondere kann T' 'on T vollkommen umschlossen sem 
(vgl die FuBnote 20) M Mason , 1 c 86) bestimmt doppeltpenodische Losungen 
der Diffeiential gleichung Au Hu — 0, woselbst l(x y y) eme reelle doppelt- 
penodische Funktion von x und y bezeichnet Eme analoge etwas allgememere 
Aufgabe behandelt L Lichtenstein, Bull Ac sc Ciacovie 1911, p 219 — 254 

67) Ygl D Hilbert, 1 c 41) Ausgegangen wird dabei von emer allge- 
memen (mcht notwendig sich selbst adjungieiten) linearen elliptischen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung Weiter leichende Betrachtungen dieser Art 
finden sich bei O Haupt, Math Ann 88 (1922), p 13b — 100 Hier kamlelt eH 
silIi um die Bestimmung ernes Systems von Losungen emer Differentialgleicliung 
von der Form (1) Nr 2e auf emer Miemannach.cn Flache vom Range p y die beim 
tJberschreiten gewissei Querschnitte vorgeschriebene lineare Substitutionen et- 
leiden Man vgl auch 0 Haupt, Sitzgsber d Heidelberger Akad , math -nat K1 , 
Abt A (1920), 16 Abh 

68) Man vergleiche in diesem Zusammenhang die Ergobnisse von E E Levi 
und L Lichtenstein (Nr 2ej 
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tic u J unklen 9 ===== l U nd 7 _ 2 (r 2 =& 2 + gr) gleiche Weite an- 
!? IU . n -Bosungen diesei Ait smd fui eme abzablbaie, sicb 1 m Un- 

k u n lniufonde Polge positivei Weite des Paiameteis l (Eigen- 
ui t don X > iobleras) vorhanden 68a ) Zahlreiche Aibeiten bescbaftigen 
U l ’ nu ^ u wartmienliai]g irut Pioblemen del matbematischen Physik, 
mt sjuviclleu HandAyertaufgaloen dei Difieientialglei chung ku-\- ku — 0 
n doi ^ Phone oder mi Raume (k ^ 0) Besondeiei Wert wird hier- 
ant itewinnung von Foimeln oeleot, die die gesucbte Losung exakt 
1 r uooii mit lumeicJiender Annabel ung zu berechnen gestatten oder 
d>t*i tnne weitgeliende Diskussion lbiei Eigenscbaften eimoglicben 
K ) n ^ mnmon an diesei Stelle Aibeiten von A Sommer f eld, II Lamb , 

' ,r id T W/nttaJier, A G Webste ), HS Cayslaiv, C EWeatlm- 

'*nn } <* Xrdda^) 

I . Emige allgememe Eigenschaften der Losungen lmearer par- 
it ilin' ^DilTorontialgleiclmngen zweiter Ordnung vom elliptischen 
L\\pun *°) Hotiacliten wir die Diffeientialgleicbungen L(ii) = 0 (Ni 2b) 
imI !\\u) — - () (Nr 2e) Hat das eiste Randwertproblem in emem 
h-hjtdo T in (£ stets eme (und daium auch nui eme) Losung, so 
mi hull on moIi die in T regularen Losungen dieser Grleichnngen m 
muichoi Hmsielit almlicli wie die m T regularen Potentialfunktionen 
/, B der erste Satz von Hamad (Nr 2b sowie II C 3, Ni 16), 
h jjfilf, the Kundamentalformel (7) (Nr 2c) 1st insbesondeie c = 0, 
i/v, A 1 0, so gelten die Satze von der Nichtexistenz der Maxima 
mil Minima (selbst nn weiteren Simie) lin Innein des Regulantats- 
'rhifd l*h (Ni 2f) Wie femer Lichtenstein gezeigt bat, gilt das fol- 
r vn*h Analogon zu dem zweiten Hatmclschen Satze 


i,Haj Vgl J‘J I Hlb, Math Ztfichr 1 (1918), p 58-69 

«>‘j) -1 Somme i f eld betiachtet mebrdeutige Lbsungen der Difteientialglei- 

nuuK Au 1 0 (fc> 0) in der Theone der Diffiaktion Vgl A Sommerfeld, 

...it Narln p 338—342, Math Ann 47 (1895), p 317— 374, Ber Deutsch 

ihJft Vm l (XH97), i> 172 — 174, Proc London math Soc 28 (1897), p 395 — 429, 
,o jh'JH), |j 101 — 163 S hierzu weiter B S Garslaw, Proc London math Soc 
m jHiiin, ]j 121 — 161, II Lamb, ebenda (2) 4 (1906), p 190—203, C W Oscen , 
Ukn fur Mat, Aatr och Fysik 7 (1912), Nr 25 (11 Seiten) und 10 (29 Seiten) 
r,- r WhittaLn , Math Ann 67 (1903), p 333—355 gibt als eine allgememe Lo- 
me/ 4ir t ilcu hung AF-f V = 0 im Raume den Ausdruck 

J If 7t 

, ' __ j j gt (x Bin u cos v + y am it am » + . cos u ) dado 

0 0 

I, hiftvu II X Garslaw, Proc London math Soc (2) 16 (1914), p 236—257, 
, j (l j i y 1 7 j , p 84 — 03; Math Ann 75 (1914), p 133—147, C E Weatheibwn, 
. t .( T K5 (1 ‘I14/1G), p 66—82, 83—94, 198—215, 384, C Zedda, Nuov Cim 
l r 1012), p 144 — 164. 

,n. VkI - f 
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Sei T em beschranktes Grebiet m und es sei 
fl) U t (x ? y) + U 2 (x, y ) + F z (x> V) + 

erne Reihe, deien Glieder in T erfelarte positive, legulare Losungen 
dei Differentialgleicliung A (it) = 0 smd 1st die Reihe (1) aucli nur 
m emem Punkte lm Innern von T konveigent, so konveigieit sie in 
jedem ganz m T gelegenen Beieiche gleicbmaBig und stellt erne m 
T regulaie Losung dei Grleichimg A (it) = 0 dai 71 ) 

Erne m einein Gebiete T legulaie Losung dei Differentialgleicbung 
A (it) = 0 kann daselbst keme isolierte Nullstelle haben 72 ) Der be- 
kannte Pcitafsche Satz (Nr 2f) laBt sich wie folgt veischarfen 1st 
F£0, so kann erne Losung der Grleichung A ('ll) = 0 in ibrem Re- 
gularitatsgebiete nui positive Minima und negative Maxima kaben 7S ) 

Es sei jetzt u (x, y) ngendeme legulaie Losung der Grleielmng 
K(u) = 0, und es mogen diesmal A, B, ,F analytisclie und le- 
gulare Funktionen bezeielinen Die JIuive u(x, y) — 0 bat nn Innern 
des Regulantatsgebietes der Losung als die emzige moglicbe Smgu- 
lantat vielfacbe Punkte nut endlicli vielen getrennten Tangenten 74 ) 

71) Vgl L Lichtenstein, , 1 c 28) a) Em analoger Satz gilt fui Folgen 
negativer regularer Losungen dei Diffeientialgleichung Ait = c w 1st 

0 > «i fo V) > w 2 y) > 

erne unendliche Folge m T regularei Losungen diesei Gleichung und konveigiert 
dies© auch nur m emem Punkte m T , so konvergieit sie dort uberall, und zwar 
gleichmaflig Die Grenzfunktion ist eino in T regulaie Losung der Gleichung 
A u = e u Vgl L Lichtenstein , Place Mat-Fiz 23 (1912), p 13—16 

72) Vgl 1 c 28) a), p 211 

73) Vgl L Lichtenstein, 1 c 60), p 206 — 206 Es moge mi Gegensatz zu 

der Behauptung des Testes (a 0 , y Q ) em Punkt m T sem, m dem eine in T 
regulare Losung u{X, y) der Differentialgleicbung _L(w) = 0 ein positives Maxi- 
mum hat In emem hmreichend klemen Kreisgebiete K urn (r 0 , y Q ) ist also 
0 2/)<w^ 0 ? 2/o) ^ ei ©0^ V, L v) die zu K gehonge am Rande veiscirwin- 

deude Gieem^Q Funktion der Differentialgleicbung Au 4- a ^ U 4- h ^ U = 0, und 

D D o% dy 

es moge v{'c,y) diejemge Ldaung dieser Gleicbung bezeichnen, die aul dem Rande 
C \on K gleich y) ist Es gilt offenbai 

utx, IJ) = ~ J"\ ®(fi, IJ, X, y) c(g, Tj) m (g, j])c?5<2jj+ vU, ij) 

A 

Dx nuiL 0(a. o ,y o )<£ u{x,y) ant C ist, und in K ® (s, >/ , a„, y o )>0, t(g, )/) < 0, 
u ($iV)^> 0 gilt, so ist w(r 0 , y 0 ) <Max u(x, y) aut G Wu kommeu aul emeu 
Wider&pruch, aufier wenn aul c durchweg u{x, y) = u(& 0 , y 0 ) , mitbm c—0 ist 

Dab y) in emem Punkte (a 0 , ?/ 0 ), m dem w(a; 0 , 7/ 0 ) == 0 ist, niebt em 
Maximum oder Minimum (selbst lm weiteren Smne; haben kann, ist leicht zu 
zeigen (vgl 1 c 28) a), p 210 — 211) 

74) Vgl L Lichtenstein , Monatth Math Phys 28 (1917), p 5—51, msb 



1310 EC 12 Lichtenstein Neuere Eutwicklung d Theoriepart Diff -Gleick usw 


Sei T em Gebiet der Klasse JB m @ 1st G(x, i/, % rj) die klas- 
sische Greemcke Funktion, so ist fur alle (x, y) m T und alle 5 auf 

S G(x, y, s) > 0 (II C 3, Nr 20, p 247) Em ganz analoger 
Safcz gilt fur die Greens che Function der Differentialgleicliung 

Au + a^ + b^ + C.I-0, 

Sei u (x, y ) eme in T \ auBei m emem Punkte (x 0 , y 0 ) f regular© Lo- 
sung emer Gleicbung L(u) — 0 ; etwa mit analytiscben Koeffizienten 
Ist darubei bmaus bekannt, daJ3 u(x, y) bei der Annalierung an (x Q7 y Q ) 
langs ernes jeden Stiahles unendlich wird ; so ist u(x,y) eme Grund- 
losung von L(ii) = 0 , mithm von der Form 

log [(* - rr 0 ) 2 + (y - y 0 )T 4 W, V) + ^ v), 
unter U{x, y) eme m (# 0 ? Vo) nic ^^ veischwmdende regulare Losung 
von L(u) = 0, untei V(x,y) eme m (% 0 , y 0 ) analyti^che und regulare 
Funktion vei standen 76 ) 


5. Sich. selbst adjungierte lmeare partielle DifFerentialglei- 
chungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus. a) Existmz det 
Eigemvette Entivichlangssatze 77 ) Betiachten wir die Differential- 
gleicbung 


(i) 


a (fitfJi )+±f r H + 0 'w ) _ „ 

dx r \ ]/a'c'—b /s ' ‘ W \ yA'C'—B 2 / ’ 


■B f> > 0 


Sie laBt sich (Nr 2e) duicb eme Tiansfoimation dei imabbungigen 
Verandeihcben auf die Gleicbung A u = 0 zuruckfuhren Wendet 
man dieselbe Transformation auf die Differentialgleicbung 

TO w w + y w) + w If + °’0) + " 0 

an, so gebt diese m 

TO + J’-V-fe-- S‘ 

uber Es genugt demnacb, wenn es sicb urn zweidimensLonale ubei 


p 10 — 11 Dort wird die Differentialgleichung 


dx 



L u — 0 


betrachtet, dock gilt der Beweis unverandert fur die Gleicbung A(m) = 0 

75) Ygl 1 c 60), p 206 — 208 Dort finden sich noch emige weitere Satze 
ahnlicbex Art 

76) Ygl M Bvcheij Amei mat Soc (2) 9 (1903), p 455—465 Man ygl hierzu 
eme Anzahl Noten von S Bouhgcind } E Picard und JB Lebesgue, Pans C R 176 
(1923), die sich nut der Laplace schen Gleicbung Aw = 0 lm Raume beschaftigen 

77) Ygl II A 7 c, J. Sommerfeld, Nr 9,10,11, TDD 11, E Hilbn O Szasz,N r 7,9 



5. Sich selbst adjungierfce lineare partielle Differentialgleicbung en usw 1311 


einer Ebene ausgebreitete Gebiete handelt, Differentialgleiebungen you 
dei Form (3) zu betraebten 78 ) 

Sei T lrgendem bescbranktes, emfacli odei mebrfacb zusammen- 
bangendes Gebiet m ® oder 79 ) Sei %(x,y, if) die zu T geborige, 
auf S versckwmdende Greensche Funktion der Differentialgleicbung 

deien Existenz nacb Nr 2c und 2d feststebt 80 ) Die m T S stetige, 
in T regulare, auf S veiscbwmdende Losung der Differentialgleicbung 
(3) genugt dei Gleicbung 

(5) u(x, y ) = A J ®(x, y, £, ?)«(£, 81 ) 

T 

Aus den bekannten Satzen der Tbeone lmearei Integralgleicbungen 
ergibt sicb die Existenz unendliebvielei Eigemverte 1st h/p > 0 ? so 
sind alle Eigemverte positiv, wecbselt h/p in T das Voizeicben, so 
gibt es unendlichviele positive und negative Eigenweite 82 ) In ana- 
loger Weise lassen sicb die zweite und die dntte Randwertaufgabe 
sowie Randwertaufgaben, bei denen der Parametei m dei Randbedm- 
gung oder in der Differentialgleicbung und m del Randbedmgung zu- 
gleicb auftntt In abnlicber Weise kann man bei Gebieten, die sicb 
ubei gescblossene smgulantatenfreie Flachen erstrecken 83 ), sowie bei 
Gebieten lm Raunie veifabren 


78) Es wird dabei vorausgesetzt, daB p in einem T -j- S enthaltenden Gebiet 
stetig ist, mcht verscbwmdet and stetige Ableitungen erster -and zweiter Ordnung 
hat, daB ferner l besckrankt ist und m T emei jET-Bedmgung genugt, L brauobt 
ubngens mcht notwendig m T uberall das gleiche Yorzeicben zu baben 

79) Der Rand S von T kann ganz boliebig sem, S braucht msbesondere 
mcht nach Jo)dan und Peano quadnerbar oder nach Lebesgue meBbar zu sem 

80) Was die vorhm geforderten Stetigkeitseigenscbaften von p betnfft, so 
durften sicb diese duicb andere, weniger emschiankende ersetzen lassen 

81) Das Integral lecbterband ist biexbei als das inn ere Integral erklart zn 
denken Ygl H Weyl, 1 c 22), L Lichtenstein, 1 c 32) 

82) Die Satze von D Hilbeit, E Schmidt, J Marty und andeien lassen 
sich, wie man leicbt siebt, lm vorliegenden Falle emer „mneren Integration 41 
obne weiteres anwenden Ubngens gestattefc die Differentialgleicbung 

d l du\ . d ( du\ . 

Tx VVxj + dj Vd y) + 12 + )u ~ ' q 

©me ganz abnlicbe Bebandlung Literatur D Hilbett, L c 8), p 234 — 259, 
Gott Nadir 190b, p 473—474, 1 c 41), p 8—34, H Weyl, 1 c 104\ E Picard , 
Ann Ec Norm (3) 26 (1909), p 9—17, A Kncsei , Palermo Rend 27 (1909), 
p 117 — 147, Die Integralgleicbungen und ibre Anwendungen m dei matbema- 
tiscben Pliysik, 2 Aufl , Biaunscbweig 1922, II C 11, E Hilb u 0 Szasz, Nr 7,9 

83) In diesem Falle tritt an Stelle des Laplace scben Symbols A der zweite 
Beltrami&che Differentialparameter dei Flacbe ein Die R andbedmgungen kdnnen 
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Erne analoge Mogliclikeit bieten die 1 m AnschluB an berulimte 
Arbeiten von H A Schucnz und H Tomcat e , von W SteUoff ; S Za- 
lemba, A Korn nnd anderen ausgebildefcen Methoden dei sukzessiven 
Appioximationen 84 ) In diesen Arbeiten, die sich zumeist rmfc dem 

besonderen Fall — > 0 beschaftigen, werden die Eigebmsse dei Theoiie 

p ° 7 

lmeaiei Integralgleichungen, msbesondeie die Fredholmschen Satze mcht 
benutzt Emen efcvras anderen Weg bescbieitet JE Picmd 86 ) Dei 
untei dem EmfluB von D Hilbeit entstandenen Variationsmethoden 
bedienen sicb M 3Iason 8& ) ; W Ritz 81 ), R Cotoant 88 ) und andeie 

aucli ganz feklen, wenn es sicb namlick urn Bestimmung von Losungen kandelt, 
die auf der ganzen Flache erklart smd 

Erne Zusammenstellung von Aibeiten, die sick mit analogen Randweit- 
problemen lm Gebiete einei unabkangigen Yanablen besckuftigen, findet sick bei 
L Lichtenstein, Palermo Rend SS (1914), p 113 — 166, msb p 113 — 120 Die Me- 
tkoden und Eigebmsse dieser Aibeiten lassen sick ganz odei teihveise aul die 
Difterentialgleickung (3) ubeitiagen Vgl auck II C 11, E Hilb u O Szasz, Ni 8 

84) Vgl II A 7b, Ni 27, FuBnoten 175) bis 178), II A 7 c, Nr D und 10, sowie 
IIC 3, Nr 17b, 17 c und 29 Weitere Literatui S Zaicmba, Pans C R 128 
(1899), p 1088—1089, J de math (5) fa (1900), p 17—72, (5) 8 (1902), p 59 — 117, 
Bull Ac sc Cracovie 1905, p 69 — 168, 1906, p 803—864, Ann Ec Norm (3) 
20 (1903), p 9—26, Ann de Toulouse (2) 3 (1901), p 5—21, A Hoborsla, Prace 
matematyezno- fizyezne 20 (1909), p 1—141 (polmsck), Rozprawy Wydzjalu 
mat -przyr Akademn UmiejefcnObCi \v Krakowie 1912, p 1 — 73 (polmsck), 
W SteUoff, Ann Ec Norm (3) 19 (1902), p 191 — 259, 455 — 490, sowie Ann 
de Toulouse (2) 2 (1900), p 207 — 272, (2) 2 (1900), p 273 — 303, (2; fa (1904), 
p 351—475, G Lauricella, Ann di mat 14 (1908), p 143—169, A Korn, Le 
problem© matk£matique des vibrations umveiselles, Khaikow 1903, p 1—46 
Hier kandelt es sick u a um die Eigenweite des lolgenden Randweitpioblema 
(lm Raume) Sei T em einfack zusammenkangendes heechranktes Gebiet etwa 
dei Klasse C Gesucbt werden diejenigen nebst ihien partiellen Ableitungen 
erster Oidnnng stetigen Funktionen n(x, y , 2 ), die sick 1 m Unendlicken wie em 
Newtonsches Potential veihalten, in T der Gleichung A?t + 1?< = 0, auherkalb 
von T der Gleichung A'W = 0 genugen S feinei A Korn, Pans C R 13fa (1903;, 
p 30—33, p 148—151, Sitzgabei Dentsck Math -Vei 15 (19lb), p 115—119 

85) E Picard, 1 c 8) c) Man vergleicke kierzu die alteien Ausfukruugen 
von Picard, Pans C R 137 (1903), p 502—507, Pans C R 118 (1894;, p 379 — 383, 
Traitd d’ Analyse Bd III, 2 Aufl 1909, p 114 — 128 Sieke ferner S Sanielevici , 
Ann Ec Norm (3) 26 (1909), p 19 — 91 (Samelemci nimrnt h/p mcht notwendig 
als dauernd >0«0) an, seine Oberlegungen smd stellenweise mcht ganz em- 
wandfiei) Das Picaidsche Yerfakien bestekt in emei Yerknupfung der Schwarz- 
Pomcai eschen und der Fredholmedhen Methode 

86) Vgl M Mason, J de math (5) 10 (1904), p 415 — 489 Mason nimrnt 
p — 1, l beliebig an 

87; Ygl W Ttitz, Gdtt Naolu 1903, p 236—248 (Oeuvies, p 251 — 2fa4j, 
J f Math 135 (1909), p 1-61 (Oeuvres, p 192—250), Ann Phys (4) 28 (1909), 
p 737— 786 (Oeuvies, p 265—316) Hieizu M Plancherel, P ans C R 169 (1919;, 
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Mason bestimmt die Eigenwerte emeu nach dem anderen als Losungen 
emer gewissen Minimum aufgabe Com ant gelit yon einei besonderen 
Maximum-Mmimumaufgabe aus, die lhm eilaubt, emeu beliebigen, 
sagen wn, w ten Eigenwert, dnekt zu gewmnen (Mr 5b) 88a j 

Lichtenstein fubit die Bestimmung der Eigen wezte und Eigen- 
funktionen dei Differentialgleichung (3) auf die Bestimmung clei 
Eigenwerte und Eigenformen emei vollstetigen quadiatischen Form 
mit unendlicb Yielen Vei an dei lichen zuiuck und zwar ohne Vermitt- 
lung der Integralgleichung (5) 89 ) Dei Betrachtung liegt em Gebzet der 
Klasse Cm® zugiunde (II C 11, E Eilh u 0 Szcisz, p 1253—1254) 

Was die Entwicklung wiUkuiliehei Funktionen nach den Eigen- 
funktionen der Diffei entialgleichung (3) betnfft, so liefeit vor allem 
die Theone lmeaier Integialgleichungen die allgememsten m Betracht 
kommenden Satze In dem speziellen, fui die matkematiscke Physik 
besonders wichtigen Falle It/p > 0 fuhrt diese lm wesentlichen zu dem 
Eigebms, dafi jede m T -f- S stetige Funktion, die besckrankte, in T 
stetige paitielle Ableitungen eistei und zweiter Ordnung hat und die 
Randbedmgungen eifullt (demnach gegebenenfalls auch stetige Moimal- 
ableitung hat) sich in eine unbedmgt und gleichmaBig konvergierende 
Reihe nach Eigenfunktionen entwickeln lafit 90 ) 1st hjp beliebig, so 

p 1152—1155, Bull dea Sc Math 47 (1923;, p 376 ff, JR Cow ant, 1 c 88) c), 
msb p 320 — 325 

88) Ygl JR Coicrant, a) Gofct Nachr 1919, p 265 — 264, b) Math Zeitschi 
7 (1920), p 1 — 57, c) Math Ann 85 (1922), p 280—325 Man vgl auch d) Gott 
Nadir 1922, p 144 — 150 

88 a) Weiteie Literatur betreffend Vanationsmethoden A Hoboislu, Bull 
Acad sc Ciacovie 1912, p 304—338, B Levi , 1 c 57 a;, G Fubmi, 1 c 67a; 
(Bei den beiden zuletzt genannten Autoren handelt ea sich um die Auflosung 
der eisten Randwertaufgabe in der Ebene ) 

89) Vgl L Lichtenstein , Math Ztschr 3 (1919), p 127 — 160, mBb p 127 — 151 
tTber das Vorzeichen yon l brauchen dabei keineilei Voraussetzungen gemacht 
zu werden "VVahrend bei dei Bekandlung der Integialgleichung (5) nach Hilbert 
der polare Fall vorliegfc, sobald l/p m T das Zeichen wechselt, wild man bei 
dem direkten Ubexgang zu unendlichvielen Yeranderlichen stcts auf den oitho- 
gonalen Fall gefuhit 

In der betrachteten Albeit vurd u a das folgondo Randweriproblem be- 

handelt Tx ( p Fi) + h i p h) + qu + xlw " 0 m T ' p Tn + u “ = 0 aufS 
(p> 0, 2 < 0, || m T + S, h, ^ auf 8 stetig) Man vgl ancb L Lichten- 

stem , Prace Mat -Fizyczne 26 (1914), p 219 — 262 

90) Ygl JD Hilbert, 1 c 8) , JE Hrtb, Math Ann 6 3 (1907), p 38 — 53, 
A Kneser , 1 c 82) Hier handelt es sich epeziell um die Diffei entialgleichung 
Au-\-Xu = 0 und das Kreisgebiet Entwicklungssatze betreffen Funktionen, die 
Unstetigkeiten von ziemlicb allgememem Cbarakter daibieten und den Randbe- 
dmo’unp-en niebt unterworfen sind 
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korumt man zu polaren Integralgleichungen, von dei zu entwickeln- 
den Funktion muB alsdann erheblich inehl vorausgesetzt werden 91 ) 
Weiter fukit eme direkte Anwendung der Methode unendlich- 
vieler Variablen Fur die Differentialgleichung 

h (*! 3 + h + Uii==o 

(l,/p beliebig, jedoch hochstens auf emer Punktmenge vom MaBe Null 
verschwmdend) und das erste Randwei tpi oblem liefert diese nach 
Lichtenstein das folgende Resultat 92 ) Jede m der Form 

(6) V{x, y) = fG(x,y,t, rj)h^, rj)g( rj)d£ di j 

T 

darstellbaie Funktion, untei g(x } y) eme T + S stetige, auf 8 ver- 
schwmdende Funktion veistanden, die besebrankte m T abteilungs- 

weise stetiore Ableitungen hat, laBt sick m eme unbedmgt 

und gleichmaBig konvergierende Reibe nach Eigenfunktionen 

(7) U(x, y) = <p a (x, y)ficp a UdWh 

| 0 (cc =)= fi), 

1 Pu = /3 ' 

entwickeln Diese Reihe ist ghedweise differ enttmba) Die unendlichen 
Reihen 

( 8 ) r*~2i J lf ° UdU "’ 

T 

wh- md '' 

T 

konveigieien m T + S unbedmgt und gleichmaBig Ist U(x,y ) m 
T S stetig und auf S gleick Null, und hat U (x, y) beschrankte, in 
T abteilungsweise stetige partielle Ableitungen eister Oidnung, so ist 

( 9 ) /W(ff) + = 2\K\(JkU<p a dzdy) S , 

T u T 

(10) j\ max dy = (jw<pjx dyf 93 ) 

T a JO 

91) Die sich. fur die Entwickelbarkeit auf diesem Wege ergebenden hin- 
reichenden JBedingungen finden sich 1 c 89), p 146 — 147 zusammengestellt 

92) Ygl L Lichtenstein , 1 c 89), msb p 142 — 146 

93) Analoge Formeln ergeben sich Lei Behandlung der m der Fufinofce 89) 
genannten Randwertaufgabe, siehe 1 c 89), p 157 


jicp a <p f ay n 
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a dem besondeien Falle h/p > 0 fulnt eme konsequente Durchbildung 
er von Tomcat e herruhrenden Methoden ebenfalls zu den ein gangs 
enannten Entwicklungssatzen Dieser Weg ist von S Zaremba , 
V Steldoff , A Korn und anderen Matbematibein m zablreicken Ar- 
eiten emgeschlagen worden (Vgl 1 c 84) ) Eme weiteie Moglich- 
eii bieten die Cauchy scben Residuensatze, die bei gewobnlichen Diffe- 
mtialgleickungen oft zur Gewmnung von Entwicklungssatzen ange- 
r endet worden sind ° 4 ) 

Weiter ms emzelne gehende Entwicklungssatze wurden eme ge- 
auere Kenntms des asymptotischen Verhaltens der Eigenfunktionen 
' n (x } y) fur groBe n voiaussetzen Hierubei ist man nur m emzelnen 
peziellen Fallen nahei unteinchtet 91a ) 

b) Eigemverte in Abhangigleit von dem Gebiete und der JRand- 
edmgung Asymptotische Yerteilung der Eigemvette Betiachten wir 
r iedei das erste Randwertproblem dei Differentialgleichung 

i > U^+U^)+ ilu -° 

nter Zugrundelegung ernes beliebigen bescbrankten emfacb oder 
lebrfach zusammenhangenden Gebietes m © oder © m , und es moge 
Ip m T Werte beideilei Yorzeicbens annehmen Es gibt dann un- 
ndlicli viele positive und unendlicb viele negative Eigenweite Der 
lemste positive Eigenwert dei negative Eigenwert 

sind emfache Eigenwerte, die zugehorigen Eigenfunktionen konnen 
i T nngends veischwmden 95 ) 

Sei T li gen dem emfach oder mebrfach zusammenhangendes Ge- 
let in T Die beiden Gebiete konnen Teile des Randes gememsam 


94) Ygl A Sommeifeld, 1 c 57 cl, JR Bar, 1 c 57c) Ad der zuletzt ge- 
annten Stelle wie ubngens auch bei T Caileman, 1 c 57c) werden p 26 — 37 
nendliche Gebiete betracbtet und e3 werden Satze uber die Integialdai stellung 
lllkurlicher Funktionen abgeleitefc (p 30 — 37) 

94a) Vgl die diesbezuglicben Bemeikungen von A Kneser, 1 c 82) 

95) Dieser Satz ist in dem besonderen Falle 45 = 1 , L 0 (untei 7ugiunde- 
gung ernes Gebietes dei Klasse D in 6 oder S m ) von H A Schwcuz bowiesen 
orden [Acta Societatis Scientiarum Fenmcae 15 (1885;, p 315—362, Ges Abb 

p 223—269] Den allgememen Fall, jedoch mir tui Gebiete dei Klasse C m 
behandelt L Lichtenstein, 1 c 74), p 12 — 14, 1 c 89), p 148 — 149 Zum Be- 
eise des Satzes in der Allgememheit des Textes waien Stetigkeitsbetracktungen 
eranzuziehen tJbrigens genugt es augenschemhcb, den Satz tur ; + zu bewei^en 
le Betrachtung negativer Eigenwcrte wird auf diejemge der positiven durch 
te Substitution X = — X*, l = — zuruckgefuhrt 
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haben 1st X ± + der zu T gehonge klemste positive Eigenwert der 
Gleichung (1) ; so ist I 1 + > 2 1 + 9G ) 

Emeu allgememen Satz von ahnlicliem Charaktei beweist Weyl 
Sei T 19 T 2 , T z , lrgendeme endlicbe odei unendliche Folge von 
emfaoli oder mebrfach zusammenhangenden Gebieten m T 7 die keinen 
Punkt gememsam haben 97 ) Unteihalb emei beliebigen Schranke 
liegen mmdestens ebensoviel Eigenwerte von T 7 als von T u T 2 , 
zusammengenommen (jeden Eigenwert nack semei Tielfachheit ge- 
zahlt) 98 ) 

Sei jetzt allgemem X n + dei n tQ positive, der n t0 negative Eigen- 
wert der Diffeientialgleichung (1) und des Gebietes T, die zugehorigen 
Eigenweite von T heifien X n + und X~ LaBt man T gegen T kon- 
veigieren, so konvergieren aueh X n + und X~ gegen X„+ und X n ~~ Die 
Eigenweite andern sich stetig mit dem Gebiete 99 ) Es seien (> 0) 
die zu dem zweiten Randweitpioblem und emem beschiankten Gebiete 
der Klasse JB m (5 gehongen Eigenwerte der Gleicliung An -f-7Tw = 0 
Nack Weyl liegen unter emer beliebigen Schranke mmdestens ebenso 
viele /T wie X n9 unter X n die zu dem ersten Randwertpioblem ge- 


96) Vgl H A Schwarz , 1 c 95), X Lichtenstein , 1 c 71) Hierbei wird 
stillschweigend vorausgesetzt, dafi L/p mcht m T uberall ^0 ist 

97) Hire Pander konnen mdessen gememsame Teile haben 

98) Vgl H Weyl J t Math 141 (1912), p 1— 11 Hier wird der Satz m 
alien Emzelheiten fur beliebige beschiankte, emfach oder mekrfach zusammen- 
hangende Gebiete in T und fur p=l, A,>0 abgeleitet Emen anderen Beweis 
gab spater E Courant , a) Gott Nackr 1919, p 255—264, b) Math Ztschr 7 
(1920), p 1 — 57, msb p 22 

99) Fur den klemsten positiven Eigenwert ist dieses Resultat von II A 
Schwar & (p==l, X^>0) und X Lichtenstein ( h/p beliebig) unter emschranken- 
den Yoraussetzungen bezuglich T und T 1 c 95) bewiesen worden Fur alle 
Eigenwerte (l/p > 0) ist der Satz von E Courant unter Zugrundelegung ernes 
besebrankten Gebietes, dessen Begrenzung aus emer endhehen Anzahl gesclilos- 
sener rektifizierbaier Kurven bestekt, durch Vanationsbetrachtungen dargetan 
woiden (Ygl E Courant , 1 c 98) b), p 28-32 ) An der bezeiebneten Stelle 
finden sich analoge Satze fur andeie Kandwertaufgaben sowie Safcze uber die 
Abhangigkeit der Eigenwerte von den Koeffizienten dei Different! algleichung und 
etwaigen m den Randbedmgungen vorkommenden Parametern Ubrigens findet 
sich dieser Satz, soweit es sich urn die Abhangigkeit der Eigenwerte von den 
Koeffizienten handelt, in emer freilich recht speziellen Fassung schon bei Hilbert, 

1 c 41), p 30—34 Nixnmt man einmal die Stetigkeit der Greenschen Funktxon 

V't V) ( Nl 111 Abhangigkeit von der Begrenzung als bewiesen an, 
so folgt die Stetigkeit der Eigenweite m Abhangigkeit von dei Begienzung 
(bei behebigem l) ohne Schwiengkeit aus den Hauptsatzen der Fredholm schen 
Theone 
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hongen Eigenweite der vorstekenden Different lalgleichung verstan- 
den 100 ) Wie Commit zuerst bemeikte, gekoien zu der Diffeiential- 

gleichnng (1) und der Randbedmgung -f- hit — 0, sofem l/p>0 

ist ; hoclistens endlick viele negative Eigenwerte 101 ) Yon dem klem- 
sten positiven Eigenweit des Pioblems 

w h ( p Is) + h ( p w%) + qu + llu = °> p h + xhu = 0 

(jp > 0 ; q < 0, I m T mcht uberall 0) 

zeigfc Lichtenstein , daB er emfacb und gewiB klemer als der klemste 
positive Eigen wert des ersten Randweitproblems ist Die zugekorige 
Eigenfunktion kann in T mckt verschwmden 103 ) 

Yon besonderei Wicbtigkeit fui Fiagestellungen der matkema- 
tischen Physik ist das asymptotiscke Veilialten dei Eigenwerte 103 ) 
Hiei bat zuerst H Weifl ailgemem gultige Ergebnisse gewonnen 1<M j 
In emei Reike von Aibeiten werden, von gewissen allgememen Satzen 
dei Theone lmeaier Integialgleicb ungen ausgehend, asymptotische 
Yerteilungsgesetze fui die zu dem ersten und dem zweiten Randwert- 
pioblem dei Differentialgleicbungen 

(3) An -f~ = 0 

bzw 

( 4 ) die ( p Is) + g 7 { p + ' 1U + llu ==0 > ( p > °> ( i < °> 1 > °) 

gehorigen Eigenweite sowie analoge Resultate lm Raume abgeleitet 


100) Vgl H 7 Veyl 1 c 98), p 10—11 Siehe auch JR Com ant, 1 c 98) b), 

p 24 Dort werden auch die Randbedmgung ^ -f hu = 0 sowie gewisse gemischte 

0)1 

Randbedmgungen betLachtet Fur diese gelten analoge Satze 

101) B Coit) ant, 1 c 98) b), p 13—17 

102) L Lichtenstein , 1 c 89), p 158—159 Hier liandelt es sicli um Gebiete 
der Klaese C in G 

103) H A Loieniz und A Somme) feld haben auf Giund physikahschei 
Eiwagungen das Postulat aufgestellt, daB die Eigenweite der ldassischen mit 
dei DifFerentialgleicbung Ak + ?m = 0 verknupften Schwingungsprobleme asym- 
ptotisch von der Gestalt des Gebietes unabbangig und nur von desRcn Flachen- 
mhalt bzw Volumen bestimrut smd Dieses Postulat ist fui die Tkeorie der 
Hokiraumstiaklung und der spezifisuhen Wairne von eibeblicher Bedoutung Vgl 
IT A Lo)cntz, Vortrag auf dem mternationalen Kongresse m Rom 1908, Pkys 
Zt&cbr 11 (1910), p 1248ft , A Somme) feld, Pliys Ztscbi 11 (l q 10), p 1057—1066 

101) Vgl H Wajl, a) Gott Nachi 1911, p 110 — 117, b) Math A.nn 71 
(1911), p 441—479, cj J f Math 141 (1912), p 1 — 11, d) 141 (1912), p 163—181, 
e) 143 (1913), p 177 — 202, f) Paleimo Rend 39 (1915), p 1 — 50 Man vgl hierzu 
2 J Sagesro, Pans C R 177 (1923), p 519 — 521, 17H ii9°4) n 175— 1 78 
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Weitere Satze betreffen die Hohkaumstrahlung und dessen asympto- 
tische Spektralgesetze sowie Schwmgun gsproblenie der Elastizitats- 
theone. Ia dem einfacbsten Falle dei Differentialgleicliung Au-\- lu~0 
und der Randbedingung u — 0 lautet das TPeyfecbe Eigebnis wie folgt 
Hat das emfacb oder xnehrfacb zusammenhangende Gebiet T in 
@ emen bestimmten Flachemnhalt 1 m Smne yon Jordan, so gilt fur 
die Eigenwerte dieses Gebietes die Beziebung 


( 5 ) 


lim — = 4? , 

W4.00 W T 


unter T den Flachemnhalt von T verstanden 105 ) Genau dasselbe 

3 u 

asymptotische Gesetz gilt fur die zu der Randbedingung ^ — 0 ge- 


hongen Eigenwerte 106 ) Handelt es sich um die allgememere Diffe- 
rentialgleichung 


d_ 

dx 


(*§3 + g) + 2* + - 0 Cp> 0, q < 0, h > 0), 


so gilt 

( 6 ) 



Analoge Satze gelten 1 m Raume Daruber hinaus gibt Weyl eme 
Abschatzung des Fehlers 

Die Ergebnisse von Weyl smd auf emem anderen Wege von 
B Courant wiedergewonnen und, was die Abschatzung des Fehlers 
betrifft, verscharft worden Im Mittelpunkt der Courantschen Unter- 
suchungen steht eme mdependente Definition des n tett Eigenweites 
Sie lautet fur das erste Randwertproblem so Es seien ein Gebiet T 
dei Klasse M in £ und die Differentialgleichung (4), (j)>0, q<0, lc> 0) 
voigelegt Es mogen v 1} , v n _ 1 (n^>2) beliebige in T abteilungs- 

weise stetige Funktionen bezeichnen, und es sei d[v x , > v n -i) die 
untere Grenze des Dm ichletschen Integrals 

f[p{&+0)-^] dxd ^ 

T 

wenn fur cp lrgendwelche in T + S stetige, auf S verschwindende 
Funktionen eingesetzt weiden, die in T -j- S abteilungsweise stetige 
Ableitungen erster Ordnung haben und den Bedmgungen 

(7) JlcpVjdx dy = 0, ^flcp 2 dxdy = l 0=1? , n — 1) 

T T 


105) Ygl H Weyl , 1 c 104) c), p 8 

106) Das der Betiachtung zugrunde gelegte Gebiet wird lnerbei gewissen 
weiteren Einschid.nkimgen untexworfen 
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genugen Der n ie> Eigenwert X n ist die obere Grenze der Werte 
d{v i, , v n -i) f ur alle zulassigen v 19 , v n _ 1 Dieses Maximum- 
Minimum wird erreicht fui v 1 = u 19 , v n _ ± = u n _ l Im Gegensatz 

zu Weyl sieht Cow ant von der Eigenschaft der Eigenweite, zugleich 
Eigenwerte emer lmearen Integralgleicbung zu sem, volhg ab, er 
kommt vielmehr in der einfachsten Weise unter durcbgangiger Be- 
nutzung der folgenden fast selbstveistandhchen Bemerkung zum Ziele. 
Werden die Bedmgungen, denen cp unteiworfen ist, verscharft, so 
wird bei festgehaltenen v 1} , v n _ x gewiB d{v l9 , v n _ x } mcbt ver- 

klemert Das gleiche gilt also auch fur X n Die Couranische Fehler- 
abschatzung bei der Differentialgleichung An -f- Xu = 0 laBt sigLl so 
aussprechen Die Anzahl A(X) der unterhalb X gelegenen Eigenwerte 
ist fur alle betiachteten Randwertaufgaben gleicb 

(8) 0(l/IlogA) 

Im Raume tntt dafur der Ausdruck 

(9) -f- 0(X log 1) (V = Volumen von T ) 
em 107 ) 

An dieser Stelle sei noch em weiteres Resultat von Courant ge- 
nannt Unter alien beschrankten, emfaob zusammenbangenden Gebieten 
T der Elasse D } deren Rand eme vorgeschnebene Lange bat ; zeichnet 
sich dei Kreis K durch die folgende Eigenschaft aus Sei X T der zu T 
und zu dera ersten Randwertproblem gehonge kleinste positive Eigen- 
wert der Differentialgleichung Au -f* Xu — 0, der dem Ereise K entspre- 
chende Wert von X T heifie msbesondere X K Es ist dann X K = Mm X Tr 
und zwar gilt X T > X K) auBer fur T = K m *) (Vgl den Nachtrag) 

Wahi end duich die Aibeiten von Weyl und Cowant die Frage 
nach dem asymptotischen Veihalten der Eigenwerte zu emem ge- 
wissen AbschluB gekommen ist, bildet das asymptotische Yerhalten 
der Eigenfunktionen ein zur Zeit noch offenes Pioblem 107 b ) 

107) Courant betrachtet Gebiete der Klasse M m @ eowie Raumgebiete, 
die von emer endlichen Anzahl stetig gekrummter Flachenstucke begrenzt bind, 
die einander mcbt beruhren, jedoch endlichviele Kanten und korperlicbe Ecken 
bilden kbnnen Die GoMnwtache Methods gestattet in der emfachsten WeiBe die 
Bestimmung der asymptotischen Verteilung der Eigenschwmgungen der Hobl- 
ranmstrahlung Sie lafit sich auch auf Differentialgleichungen hoherer Ordnung 
und Systeme von Differentialgleichungen ausdehnen Vgl JR Courant , Math 
IZtachr 15 (1922), p 195 — 200, wo die Gleiehung AAm-(-1w = 0 betrachtet wild 

107 a) JR Courant , Math Ztschi 1 (1 918;, p 321—328 

107b) Emige Kesultate, die sich auf die Nullmien der Eigenfunktionen 
bezieben, &md neuerdings von Courant, Gott Nachr 1923, p 81 — 84, angegeben 
worden 
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III* NicMlineare Bififereutialgleichuugen. 

6. Analytischer Charakter der Losungen 10S J Betiachten wn 
die DifFerentialgleichung L(it) —f (Nr 2 b), und es mogen dLe Koeffi- 
zienten a, b, c, f analytisch und legulai sem Scbon frukzeitig bat 
Picard gezeigt, daB claim alle nebst lhien partiellen Ableitungen eistei 
und zweiter Oidnung stetigen Losungen diesei Gfleichung analytisch 
und regalai smd 109 ) 

Sei y, p, q) erne in einern Gebiete 2) analytiscbe und le- 
gulaie Fuuktion lbiei funf Aigumente, die ubeidies der Bedingung 
Op P — (®PiY > 0 genugt Im AnschluB an das Picctrdsche Re- 
sultat hat Hilbeit m einem auf dem Pan&ei mtemationalen Kongiesse 
der Mathematikei 0 900) gehaltenen Vortiage die Veinmtung aus- 
gesprochen, daB alle Losungen des Yanationsproblems 

( 1 ) di chj = 0 , 


odei, anders ausgediuckt, alle nebst ibren paitiellen Ableitungen 
erster und zweitei Oidnung stetigen Losungen der zu (1) gehongen 
Laguinge schen Diifeientialgleichung m 2) analytisch und legulai 
smd 110 ) Mit dem Beweise dieser und emei anderen weiteigehenclen 
Hilberts cken Aussage beschaftigt sicb eme Reihe von Hilbert mspi- 
nertei Unteisucbungen So zeigten zunachst Lufkemeym und Holm- 
gren, daB alle nebst lhien paitiellen Ableitungen der diei eisten Ord- 
nungen stetigen Losungen dei Gleichung 


(21 




untei F eme analytiscbe Funktion lhiei funf Aigumente verstanden, 


108) Vgl nA7c, A Sommeifeld, Ni 8 

109) Vgl E Picard, Pans C R 131 (1900), p 487—492, J Ec polyt 60 

(1890), p 89—105, Acta math 25 (1902), p 121—137 Siehe ferner E Picatd, 
Pans C R 121 (1895), p 12—14, wo nch em ahnhchei Satz fur lem elliptische 
Differentialgleichungen 2_p'« Oidnung findet P,ccd bedient sich bei semen 
Unterauchungen der Methode der Bukzessiyen Appj oximationen Auf emem 
anderen Wege, nnter Zubilfenahme dei Tbeone lmeaier Integi algleicb ungen, 
ist dieses Resultafc spater yon E E Lem, 1 c 11) b), p 297—307 abgeloRet 
worden 

110j Vgl D Hilbeit, Gott Nacbr 1900, p 253—297, msb p 288—289, so- 

wxe Arch Math Phys (3) 1 (1901), p 44—63, 213—237 Dei mibertsche Voi- 

trag ist auob m einei franzosischen Ubersetzung erbchienen, Pans 1900, n 1— 5G 
msb p 43—45 
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analytisch sind 111 ) Dieses JEiesultat ist bald daiauf von S Bernstein 
dakm eiweiteit woiden, daB es beieits genugt, die Existenz und Stetig- 
keit dei paitiellen Ableitungen erstei und zweitei Oidnung voraus- 
zusetzen u -) 

Emei Amegung von HiTbeil folgend beweist feinei S Bernstein 
das folgende wesentlick weitei leichende Resultat Sei W(x y y, ^ p 7 
q, >, s, t) erne m einem Gebiete <9 ibrer acht Aigumente analytisch e 
nnd legulaie Funktion Jede nebst lhien paitiellen Ableitungen der 
diei ersten Oidnungen stetige Losung der Diffeientialgleichung 

( 4 ) ■‘F(x,y,z,iy,a,‘>,s,t) = 0 , 

dj dj_ d~j d-z , d~z 

■P dx 5 ^ dy’ } dxdif dy~' 

die dem Gebiete <9 angeboit und uberdies der Bedingung 

( 5 ) 4 — (w;y>o 

genugt, ist analytisch na ) 

S Bernstein benutzt bei semen Untersiickungen, wie fruhei Picaid 
und spatei LufLemeym und Holing) en , die Methode dei sukzessiven 
Naheiungen und bedient sick dabei, was fui die Konveigenz des Vei- 
fahiens wesentlich ist ; gewissei unendlicher Reilien, die nach Potenzen 
von zwei verschiedenen lmearen Funktionen einei jeden unabhangigen 
Vanablen fortschreiten Die Betrachtungen weiden hierduich sehr 


111) Ygl Lutlemeyei , Inaug -Digs Gottingen 1902, p 1—49, Holmgren , 
Math Ann 57 (1903), p 409—420, Svens Vetensk Ofv 58, p 59 IF 

112) Vgl 5 Bernstein, a) Pans C R 137 (1903), p 778—781, b) Math Ann 
59 (1904), p 20 — 76 , c) 60 (1905), p 434—436 Man kann sick ubngens von 
der Richtigkeit dei Bei nsteniach&n Bemeikung wie folgt leicht uberzeugen Sei 
etwa K eme Kreisflache, so daft z in K-\~C regulai ist Aus (2) folgt sofoit 

I s ) -fo '/)== — 5 --J " (?(-»•. Z/> «, *l£> v), + y ), 

K 

At = 0, l ~ z auf G 


Da nach Voraussetzung B tetig sind, so genugen nach bekannten Sat/en 

^ Ifocdij' ln ^ emei -^"hedingung (vgl II C 3, Nr 30) Das gleichc gilt 
dF dF 

also fiu und yy, mithm hat m K stetige Ableituugen dnttei Urdnung, 

die ubngens ebenfalls emer _ZI-Bedmgimg genugen 

113) Ygl 8 Benibtein , 1 c 112) b) Hier finden sick am SehluB aucli .Be- 


rn crkungen uber den analytisckcu Cbarakfer dei Losungen paitiellei DifFerential- 
gleickungen zweitex Ordnung vom kyperbolischen und parabolischen Typus Man 
veigleiche kieizu 1 c 112) b), p 70—76 
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komplizieit und unubersichtlicli Es bedeutet darum einen Foitsckntt, 
daB es spatei M Gevrey (in dei in dei FuBnote 12) genannten Arbeit) 
gelungen ist, auf einem emfaeberen Wege die Ergebmsse von Ben i- 
stetn und selbst daiuber lunausgehende Resultate zu gewmnen Das 
wesentlicke der neuen Methode bestebt m der Abscbatzung des abso- 
luten Betrages der partiellen Ableitungen dei Losung im reellen Ge- 
biete Es eiweist sich so als moglick, Satze ubei lliren analytiscken 
Ckaraktei darzutun, ohne von sulczessiven Appi oximationen und Eeihen- 
entwicklungen ubei haupt Gehauch zu maclien Geviey bescliaftigfc sick 
sowohl mit elliptisehen, als auck mit kypeiboliscken und paiabolischen 
Diffeientialgleickungen Was die elliptiscken Differentialgleicliungen 
betrifft, so weiden von ikm Gleickungen der Foim L(it) =f (Ni 2b), 
(2) und (4) untersuckt Wn besckranken uns auf die Wiedeigabe 
des auf die zuletzt genannte Differ entialgleichung bezuglicken Haupt- 
resultats 

Gevrey nennt eme in einem Intervalle (a, b) eiklaite, unbeschiankt 
differentneibare xeelle Funktion <p(cc) Funktion dei Klasse a (a > 0) ; 
wenn fui alle n 


( 6 ) 


\<u n 



gilt Oftenbai gehort cp(x) alien Klassen yon dei Oidnung > a an 
Funktionen der Klasse 1 sind m (a } b) analytisck, dei Klasse a < 1 


smd gauze tianszendente Funktionen der Ordnung 


1 — a 


1st all- 


gemeiner in jedem Punkte ernes ^-dunensionalen (leellen) Gebietes fui 
alle n 1} n s , n K 

( 7 ) 


fl n i + n* + 

+n ^p 



dx* l dxl- 

d%y\ 

X IrJL 

B^Bp 

Bp ’ 


; («1 > °; <* p > 0 ), 


so lieiBt tp daselbst, als Funktion dei Gesamtheit dei Yanablen x i , } 

aufgefaBt, von dei Klasse a x in bezug auf x lf «, in bezug auf x 2 , , a p 

m bezug auf x p 1st a der giofite aller Weite , « so lieiBt 

ubei dies f von der Klasse a in bezug auf , % ) 

Sei jetzt die Diffei entialgleichung 

( 8 ) w (.x, V, e, Ih 2, », s,f) = Q 


voigelegt Es wird angenommen, daB W, als Funktion dei Gesamt- 
heit dez Argumenle x 7 y, y t aufgefaBt, entwedei von dei Klasse 
cc>l ist in bezug auf x und stetig in bezug auf y u % oder von der 
Klasse p 1 m bezug auf y und stetig m x, odei von dei Klasse 


114) In diesem Falle braucht & mcht in bezug auf y unhesclnanlt diffe- 
rentiiierbar zu sein 
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a 1 m bezug auf x und von der Klasse j8 ^ 1 in bezug auf y , m 
alien Fallen aber von der Klasse y ^ 1 m bezng auf (z, p, q, r, s, t) 
Daiuber hmaus wird angenommen, daB, wenn man m W fur z die 
betrachtete Losung emfuhrt, W r ', W', die nunmehr Funktionen 
von x und y allem werden, stetige Ableitungen erster Ordnung haben 
und der Ungleichheit 

(9) 4^/^/— (<F/) 2 >0 

genugen 115 ) Die Voraussefcz nn g del Differentnerbarkeit ist gewiB er- 
fullt, -wenn die partiellen Ableitungen der drei eisten Ordnungen von 
z vorhanden und stetig sind 

Nun gilt dei Hauptsatz Jede regulare Losung der Differ ential- 
gleichung (8) ist von demselben Char aide) m bezug auf x und y tote 
die Funldion *F 116 ) 

In dem besondeien Falle emer ^quasilmearen^Differentialgleichung, 
d h emer Diflferentialgleichung von dei Foim 


+ 2B dxdy + C 


+j 


+ Fs = 0, 


AC —B*> 0, 


_ ds d ^ 

m dei A , , F Funktionen von x, y, z, bezeichnen, laBt sich 

das Resultai von S Bernstein und M Gevrey eiaen Scbntt weitei 
fubren Smd namlich A, , F analytisclie Funktionen ihrer funf 
Argumente und ist z eme nebst lhien paitiellen Ableitungen eister 
und zweiter Oidnung stetige Losung von (10), so hat z, wie Lichten- 
stein zeigte, gewiB aucli stetige Ableitungen dutter Ordnung und ist 
mitlnn analytiscb Die Lagrange sehe Differentialgleichung ernes jeden 


115) In dem m der FuBnote 114) betrachteten besonderen Falle wud dabei 
die Existenz und Stetigkeit von vorauszusefczen sem 

116) Vgl M Gevrey, I c 12), p 129 — 163 In dei betrachteten mkalt- 
reicken Abkandlung linden sich u a Ausfujirungen uber das Cauch ysche Rand- 
woitproblem m der Theoue der Gleichungen L(u) — f und (2) und uber die 
analytisclie Fortsetzung der Losungen diesei Differentialgleichungen sowie der 
Gleichung (4) (Man veigleicbe hierzu S Bernstein , 1 c 123) b), e) p 254, 
f) p 133 ) Aucb macht der Verfasser Andeutungen uber eme Ausdehnung seiner 
Resultate auf Differentialgleichungen hbkeier Ordnung, Gleichungen nut mehr 
als zwei unabhangigen Veranderlichen sowie Gleichungssysteme (Siehe M Gevrey , 
Pans C R 158 (1914), p 1652—1655 ) 

In einer spateren Note, Paris G R 174 (1922), p 368 — 370, kommt Gevrey 
noch emmal auf seme obigen Untersuchungen zuruck und beweist den analogen 
Satz fur Differentialgleichungen, deren Koeffizienten die von E Bore 1 emgefukrtpn 
„qua9ianalytischen u Funktionen smd 
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„regulaien“ analytischen Vanationspioblems (1) ist von dei Foim (10) 
Demnacli smd alle mit lhien paitiellen Ableitungen erstei und zweiter 
Ordnung stetigen Losungen solchei Yanationsprobleme analytische 
Funktxonen von x und y 111 ) Ist m (1) dei Ausdiuck untei dem 
Integralzeichen eme ganze lationale Funktion zweiten Giades in be- 
zug auf p und q, so genugt, wie es sicb weiter zeigen laJBt ; beieits 
die Existenz und Stetigkeit dei paitiellen Ableitungen erstei Oidnung 


d _± 

dx 


und 


3z 

dy’ 


inn die Existenz und Stetigkeit derjenigen zweitei Oid- 


nnng sicheiznstellen 118 ) 

Sei Wq{p, i, s,t) = 0 eme elliptische Diffeientialgleicbung (W 0 
analytisch und regular) Nach S Bernstein kann eine legulare Losung 
diesei Gleichung m lbiem Regulantatsgebiete weder ein Maximum 
noch em Minimum haben 119 ) 

Es mogen A, B, G analytische und zegulare Funktionen von a, 

3?> g, ? ? ^ bezeiehnen, und es sei AC — B* > 0 Nach S Ban- 

stein ist jede beschrankte, nn Endlichen uberall regulare Losung dei 
Gleichung 


A 


Vz 

dx 1 


+ 2B 


dxdy 




(L = 


dz 

Zy 


_ rz __ j^z_ _ (Pz 

* dx iJ S dcdy 7 d y~ 


gleick emei Konstanten 12 °) 

7. Randwertaufgaben a) Losungen m dei Nachbarschaft emei 
gegebenen Losung 121 ) Sei 
(1) W(x, y, 2 , p, q, r, s, t) = 0 


117) Vgl L Lichtenstein , Bull Ac sc Cracovie 1913, p 915—941 

1 IS) Vgl 1 c 117), p 9 36-— 941, Weitere Liteiatur L Lichtenstein, Math 
Ann 69 (1910), p 514—516, A Eaar, J f Math 149 (1919), p 1—18 

119) S Bernstein, 1 c 112) b), p 69 Insbesondere smd also isolieite Null- 
stellen aubgeschlossen 

120) S Bernstein, Pans C R (1910), p 636—639, Comm de la So- 
ciete Mathematique de Charkow 2 (1915), p 38—45 Em weiteres wiehtiges 
Resultat von S Bernstein betriift die Mimmalflachen Ist z = f(x, y) die Glei- 
chung emer Mimmalflacke £ und ist die Funktion f(x, y) fur alle leellen (x, y) 
lm Endlichen nebst lhren Ableitungen erster und zweitei Ordnung stetig, so ist 
U erne Ebene Vgl S Bernstein, a a 0 

121) Altere Literatur uber die sukzessnen Approximationen bei „hmreichend 
klemen“ Gebieten, das altermerende Verfahren, die Methode des balajage sowie 
der analytischen Fortsetzung, angewandt auf nichtlmeare Differentialgleichungen, 
tmdet sich in dem Artikel von A Sommer feld , II A 7c, Nr 5, 6, sowie 1 c 4) Vgl 
ferner JS Picard, J f Math 130 (1905), p 243 — 258, wo eme vervollkommnete Dai- 
stellung der iruhei zum Teil nur skuzierten Anwendung des altermerenden Vei- 
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eme m emem achtdimensionalen Gebiete X eiklaite analytische unci 
legulaie Funktion lkrer ackt Aigumente, und es moge T em he- 
rein ankles (emfack odei mehrfaeli zusammenhangendes) Gebiet der 
Klasse (7 m® bezeicknen, das m der Piojektion von X auf die x-y- 
Ebene entlialten ist Es set weitei # = 0(x, y ) eme in T + S ana- 
lytische und regulaie Funktion, die folgende Eigen sehaften hat Fur 


alle x, y m T -f- S liegt dei Punkt x, y , z } p 


d z 
dx 7 


Es gilt 

(2) 



cz_ 

~dj> 


dz 
dy 7 




m % 


(3) 4 <F/ W; — WJ* > 0 , ap/ == £ F (a, 


y, s, 


0 X 


dps\ 

’ dyV 7 


Die Randweite von z(x, y ) bilclen eme analytische und regulare 
Wertfolge <p(s) Sei eme weitei e beliebige analytische und le- 

gulare Weitfolge, a em reellei Parametei In vielen Fallen, insbe- 
sondeie m dei Vanationsiechnung, ist die Beantwortung dei folgen- 
den Fiage von Wichtigkeit Gibt es fui himeichend kleine \s\ m 
T + S stetige, m T regulare Losungen der Gleieliung (1), die auf S 
die Weite qj(s) + £ty(s) annehmen? 

Betrachten wir die „Jacofo sche Diffeientialgleichung^ 132 ) 


(4) !F, 


/ 0“U 
OX 


' + V.'iilj + */£“■ + W ,"t* + 

•qy ' 


= 0, 


d ?7 . r / . dz 

- y> - 


di 


dx 7 


d*z\ 

’ dy 2 )’ 


Hat diese lmeare Diffeientialgleichuug vom elliptischen Typus kerne 
in T -f- S stetige, m T legulare, auf S veischwmdende, m T mcht 
identisch veischwmdende Losung, so ist die Fiage ini bejahenden 
SSinne zu beantworten Dieses Resultat lafit sich, soweit es sicli um 
emfach zusammenhangende Gebiete und den besonderen Fall ijy ' <g ( > 

haudelt, aus den Aibeiten von S Bmistem ei schliefien 12 *) Wegen 


fahrens auf die Orleichung An ~ le u 0) gegebeu wild Eme puizise Fassuug 
dei bei „himeichend klemen 11 Gebieten m Betiacht kommenden Methods dei 
bukzeasiven Nakerungen bei L Lichtenstein , 1 c 50), p 291 — 301 A a 0 fiudcii 
sich aucb Satze uber die Abbangigkeifc dei Losung von emem in dei Diffe- 
rentialgleichung voikommenden Parameter sowie EindeutigkeitssuUe 

122) In der fian/osiscben Liteiatui ist die auf Poinccue zmiuAgehende Ue- 
zeicbnung „equation aux vanations 1 ublick 

123) Vgl 5 Bernstein , a) Pans C R 139 ^1 904), p 627—028, b) 140 (1905;, 
p 1440—1442, e) 144 (1907\ p 1025—1027, d) 150 (1910), p 514—515, e) Math 
Ann 02 (1906), p 253—271, i) Math Ann 09 ^1910), p 82— 13C, g) Communi- 
cations de la Societe Mathematiqne de Cbarkow (2) 11 (1908;, p 1 — 164, b) Ann 
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W r 'W z '£0 ist lnerbei die soeben formulierte Voraussetzung gewiB 
erfullt Fur die Differentialgleickung dei Mmimalflacben 


m [> + (; 


dz \ 2 ~ 1 
dx) J dy~ 


7 z dz d 2 z 


' dx dy dx dy 


+v+(m s-« 


und die Ausgangslosung Z = z(x, y) = 0, d h die Ebene * = 0, 
ist der betrachtete Existenzsatz fernei unabhangig yonemander von 
A Korn 12 *) und Ch H Muntz 125 ) abgeleitet worden Kom und Muntz 
bedienen sich wie Bernstein der sukzessiven Approximationen Sie 
gelangen zu deni Konveigenzbeweis lm Gegensatz zu Bernstein unter 
wesentlieber Benutzung potentialtkeoretisekei Hilfsmittel Wie Lichten- 
stein spater zeigte ; laBt sieb lln Veifahren, in geeigneter Weise raodifi- 
ziert, zum Beweise des emgangs ausgesprocbenen allgememen Satze^ ver- 
wenden 126 ) Die potentialtbeoretisch onentierte Method© fuhrt zum Ziele, 
auch wenn die Funktionen W } cp mcht anaJytisch und regular smd, viel- 
mehi nur gewissenwemgei emschrankendenYoiaussetzungengenugen JS7 ) 
Em analogei Satz gilt, wenn es sich urn erne Diffeientialglei- 
chung mit emem Parametei 


( 6 ) 


qr 


(x, 


y, 


dz 

dx 


dz 

dy 


Fz 

7 dx 2? 


d-z d*z 


dxdy 7 dy 2 


Ec Norm (3) 27 (1910), p 233-256, l) (3) 29 (1912), p 431—485 Die Beachran- 
kung auf emfach zusammenliangende Gebiete ist dadurch bedmgt, daC bei Bern- 
stein es sick m der Regel um eine Kreisflache handelt und bei den suk/essiven 
Approximationen der Losung von tngonometnscben Reihen Gebrauch gemacht wird 

124) A Kom , Abh d Kgl PreuBischen Akademie der Wissenschattcn voiu 
Jahre 1909, Anbang, p 1 — 37 

125) Ch E Muntz, J f Math 139 (1910), p 5—32 

126) L Lichtenstein, 1 c 74), insb p 18 — 35 Eme \er6iniacbte Daistollung 
Math Ztschr 5 (1919), p 26 — 51, msb p 34 — 40 Weitere Literatur G Giraud, 
Pans C R 173 (1921), p 543— 54G (Nicktlmeare Diffeientialglejohungen \om 
elliptiscken Typus mit beliebig vielen unabhangigen Variablen ) 

127) Das spezielle Resultat yon Korn und Munh, das lur einlach ztwarn- 
menhangende T m den Eigebmssen von Bernstein enthalten ist, besagt, daC 
durch endlich viele geschlossene, doppelpunktlose, analytische und reguUre Raura- 
kunen, deren Projektion auf die Ebene z = 0 ein beschranktes Gebiefc dei Klasae 
C umschlieBt, sich stets em singulantatenfreies Stuck emer Mmimalflache legen 
laGt, sofein jene Raumkurven sich von ebenen Kurven nur ^venig unteischeiden 
(Diese Formuliernng ist von derjemgen bei Korn und Muntz nur unwesentlich 
verscbieden ) tfbrigens ist S Bernstein durcb Ausgestaltung seiner Methodcn 
(Nr 7 b) zu emem Tresentlich weitei reichenden Satze gelangfc Nach 8 Bern- 
stein laGt sich durch eme jede geschlossene, doppelpunkttreie, analytische und 
regulaie Ranmkurve, deren Projektion auf mmdestens eme (und daium unend- 
hch viele) Ebenen konvex ist, eme Mmimalflache legen Vgl S Bernstein, 1 c 
123) h), p 233—236 Bedaueilicherweise smd die Betrachtungen von Bernstein 
vi elf a ch recht unubersichtlich, so daB es stellenweise unmoglich ist, em Urteil 
u er die Luckenlosigkeit der Entwicklungen zu gewmnen Vgl den Nachtrag 
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handelt, wobei diesmal W erne analytische und regulare Funktion 
ilirer neun Argumente sem soli Gribt ea fur A = A 0 eme in T ■+■ S 
analytische und regulare Losung, die der Ungleiehheit (3) genugt, 
und istr die Voraussetzung betieffend die Jacobi sche Diffeientialglei- 
cliung erfullt, so gibt es fur alle Weite von A in emer gewissen Um- 
gebung yon A 0 eme zu den gleicben Randweiten gehonge m T + 8 
regulare Losung der Gleicbung (61 Der Beweis kann m emei ganz 
ahnlichen Weise wie bei dem zuerst genannten Satze eibracht wer- 
den 128 ) 

Hat die „JacobiBche Differentialgleiehung“ mi Gregensatz zu unseren 
bisbengen Yoraussetzungen mclit identiscb veischwmdende, m T -f- S 
stetige, in T legulaie Losungen, die auf S gleicli Null smd, so vei- 
sagfc dei Satz Lichtenstein zeigt, dafi in diesem Falle lm allgememen 
eme Veizweigung dei Losung emtieten wird 129 ) Analoge Eigebnisse 
gelten bei Diffei entialgleichungen, die Parameter entkalten 

b) Randivei taufgaben ohue emschranlende Voiaussetmngen uher 
die Grope des Gebietes oder den Wert etivaigei m der Difj ei enhalglei- 
cliung vorkommender Parameter 130 ) In eister Lime sind bier die wich- 
tigen Ergebnisse yon S Bernstein zu nennen, von denen bereits in 
der Yorbergebenden Nummer die Rede war 1S1 ) Sie bezieben sicb 
zunacbst auf das eiste Randwertpioblem der Differ entialgleichung 

(1) A (or, y, p, q) 8 ^ + 2B(x, y, p, a)g|^- + C(x, y,p, q) 8 - 
— ?,D(x, y,z,p, q), 

unter A, B 9 C, D analytiscbe und legulaie Funktionen lbier Aigu- 


12S) Satze diesen Chaiakters finclen eicb an vielen Stellen bei S Bernstein , 

1 c 123) 

129) L Lichtenstein 9 1 c 74), inab p 35—51 Handelt es sick speziell um 
die Diliei entialgleichung Az = F(x , ?/, z ), so ergeben sicb die Yeizweigungen der 
Lbsungen aus dei F Schmidtsch&VL Theone mchtlinearei Iutegralgleichungen 
Vgl F Schmidt , Math Arm 65 (1908), p 370—399 Man vergleicke kieizu 
H Falclcnberg, Inaug-Diss, Erlangen 1913 Im allgememen Falle hat man mit 
einer mchtlmeaien Integro-Di&erentialgleichung, auf die sicb die gegebene Diffe- 
rentialgleichung zuiuckfuhren hiBt, zu tun Die Aut losung geschieht untex Zu- 
hilfenahme potentialtheorefcischer Hilfsmittel Analoge JBetrachtungeu v eLden bei 
dem Exist en zb eweis der von Poincare postuherten Verzweigungsfiguren rotieren- 
der gravitierender Flusaigkeiten gebriucht Auch hiei handelt es sicb um die 

Auflosung gewisser mchtlineaier Integro-DiffeLentialgleickungen Vgl L Lichten- 
stein , Math Ztschr 1 (1918), p 229—284, 3 (1919), p 172—171, 7 (1920), 
p 126—231 

130) Altere Liteiatui vgl II A 7 c, A Sommerfeld, Ni <> und 12 

131) S Bernstein, 1 c 123) Vgl die SchluBbemeikung der FuBnote 127) 
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mente veistanden, AC — 5 2 >0, l ist ejn leellei Paiametei Das 
zngrunde liegende Gebiet isi die Flache eines Ki eises 1S - ) 

Nacli S Bernstein gilt der folgende Satz 

Das erste Randweitpioblem bat bei vorgegebenen analytiscben 
und legulaien Randweiten stets erne Losung fur X = a 0 , wenn erne 
Zabl M exist] ert so dab fur alle l m 0 < X cc Q m T gewib \z\ } 

1 , ~ < M ausfalleu, sobald nui angenominen wild, dab die 

Losung existierfc Mit anderen Worten, folgt aus del bloben Anuabme 
dei Existenz der Losuug das Vorbandensem jenei obeien Scbianke, 
so ist die Losung tatsacblieb yoibanden 

Die Voiaussetzungen des Satzes smd eifullt, wenn D m bezug 

auf n-- und hoebstens vom zweiten Giade ist, wahrend A — ^ , 
ox dv 7 C 9 

It* 

G und B' erne positive unteie Scbianke baben 

Ein weiteiei ailgemeinei Satz von Bernstein lautet so Sei 
(2) &(x, y, p, q, >, s, t, a) = 0, &,'&/£ 0 

eme paitielle Diffeientiulgleicbung zwei tei Ordnung vom eliiptiscben 
Typus Es sei bekannt, dab die eiste Randweitaufgabe bei gewissen 
voigescbnebenen Randweiten fur a = a Q eme Losung bat, und dab 
fernei aus der Annabme dei Existenz der Losung fui <x 0 < a cc x 

\ 7) y ?i~ ? I 

sich eme obeie Scbianke fui IjerL ~ — eisckliefien lafit Dana 

bat das eiste Randwertpioblem fur a — a x tatsacblieb eme zu ]enen 
voigescbnebenen Randwerten gehonge Losung Bernstein bedient sicb 
bei semen Unteisucbungen ernes in dei JELuptsache auf Ed Le B,oy 
zuiuckgebenden Veifabrens der analytiscben Fortsetzung, einei passend 
ausgestalteten Metbode dei sukzessiven Appioximationen sowie ge~ 
wissei weiterer ibm eigentumlicber Hilfsnnttel Als ein besondeis 
wiebtiges spezielles Eigebnis eiscbemt das beieits voibm (Fubn 127)) 
genannte Resultat ubei das Randweitproblem dei Mmimalflacben 
Das Verfabi en ist weiterei Anwendungen fabig 133 ) Es ware sebi zu 
begruben, wenn diese wiebtigen Untersucbungen veremfaclit und ubei- 
sichtlicbei dargestellt weiden konnten 134 ) 

132) Durcli eme konforme ALbildung kann man von bier aus naturlicii zu 
emem beliebigen Gebiete der Klasse C gelangen Dagegen versagt om Toil der 
-BerMsfemschen Betrachtungen, wenn daa Gebiet mebrfacb zu&ammenhangend ist 
und mufite wolil durch Betiachtungen potentialtlieoretiscken Cliaiakters eisetzt 
werden 

133) Man veigleicbe hieizuj? WeijI, Naturf Ges Zurich 61 (1910), p 40—72 

134) Eme Teiemfacliung konnte sich moglicherweise doich Benutzung der 
Alethoden von iLT Gevicy (Nr C) ergeben 
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Die spezieUe Diffeientialgleichung 

<»> » + % - F w »> 

hat yoi langei Zeit sehon Picaid behandelfc 135 ) Picaid lost das erste 
Randwertpioblem bei einem ? ,hmreichend klemen Gebiete^ duich suk- 
ze&sive Approximationen auf und geht dann zu beliebigen Gebieten 
duich alternierendes Yeifahren ubei Nach Biebobach kann man auch 
bei Gebieten beliebiger GioUe die Losung unimttelbar duich sukzes- 
sive Approximationen gewmnen 1SG ) 

Wahi end die Bernsteinschen Methoden 1 m wesentlichen an die 
Annahme @ r '@'^0 9 die die Unitat der Losung gewalnleistet, und 
an das eiste Randwei tproblem geknupft smd, fuhit em ganz andeis 
beschaffenes Vezfahien von Lichtenstein m manchen Fallen zum Ziele, 
wenn jene Yoiaussetzungen mcht eifullt sind Fieilich handelt es 
sich dabei u in. mchtlineaie Diffeientialgleichungen von emem wesenfc- 
lich spezielleren Cliaiaktei 137 ) 

Lichtenstein geht von emem Yanationsproblem aus, approximieit 
die Losung in Anlelmung an das Yeifahien von Pits (II C3, p 332 — 333) 
duich ein endliches Aggiegat geeignetei Oithogonalfunktionen und 
geht zur Gienze ubei Die Konveigenz des Yeifahrens wird untei 
Zuhilfenahme des Diagonalveifahiens eibracht Als em Beispiel sei 
der folgende Existenzsatz genannt Sei T em bebchiauktes Gebiet 
dei Klasse C m (&, und es sei P(%, y , u) eme in T + S fui alle 
leellenw eiklaite, nebst lhien paitiellen Ableitungen eistei und zweitei 
Ordnuug stetigo Funktion, die ubei dies den Ungleichheiten genugt 


(4) P(x, y, a) > 0, \J- P(a r, y, m)| < A, | 0 p P(*» 'A ») j < A 

konstant) 


o- 


Es wild gezeigt, daB mindestens eme m T + S stetige, in T legulaie, 
auf S verschwmdende Losung dei Diffeientialgleichung 


( 3 ) 


fJ-U 


dhl 
d'lr ‘ dy 2 


- 1 


135) Vgl II A 7 c, A Sommer f eld, Nr 12 

136; Ygl L Biebeibcich, Math Arm 77 (1916), p 173— 212 An dei bc- 
zeiclmeten Stelle -wild die Diderentialgleichung A u = e u ausiuhrlich behandelt 
(Nr 7c) Dafi das Yerfahien sich aul die allgemeineie Gleichung (3) anwenden 
lafit, wird p 173 — 17-1 sowie p 203 angedeutet 

137) Ygl L Lichtenstein, a) Pans C R 157 (1913 1 , p 029—632, b) J f 
Math 115 (1915), p 24 — 85, m^b Kap II und III, p 51 — 79 Das er^te Kapitel 
beschaftigb sich mit gewohnlichen Diffeientialgleichungen, das vierte mit einei 
uichtlineai en Inte« i al cdeich nno- 
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existiert Ubrigens smd 

° dx> 


. s auch noch auf S stetig 
7 dy s ° 


Das 


Verfahren laBt die Behan dlung mancher andeier Randwnrtaufgaben 
zu ; so z B die Bestimmung emer in T + S regularen Losung der 
Gleichung 


( 6 ) 


Pu 

dx 


,+ 


d'u 

dy' 


qu “* t h, F ( x > M )> ( ti x > y) ^ °) 


2 du 


die auf S der Bedmgung 

(7) — hu (h(s) > 0 stetig) 

genugt 138 ) Auch lassen sich Losungen. gewisser zu (5) analoger 
Differentialgleichungen bestimmen, die auf geschlosseuen singulantaten- 
freien Flachen regular smd 139 ) 

3*p 

1st uberdies ^ 0, so hat das Problem nui erne Losung Die 


Voraussetzung, daB , 1-^1 fuy alle u und alle (%, y) in T-f S 

beschrankt smd, kann man m manchen Fallen entbehren, so bei Be- 
han dlung des ersten Randwertpioblems dei Differentialgleichung 

(») J_ ?!« _ Z ( r «>-. ( 1{X > V)>0mT+S stetig, 

W ax' •+■ dy' - K( - X > y)e u (x, y) = 0 auf S) 

Dies hangt damit zusammen, daB in T -f- S gewiB u{x 7 y) ^ 0, datum 

Max \k(cc 7 y)\ 1 st 140 ) 141 ) 


dP 


1 3~ P 

d u 

’ 1 

\du 2 


c) Die Differentialgleichung A u = le u (l > 0) U2 ) Dureh gewisse 
Fragestellungen m der Theone der Umformisieiung algebraischei 
Funktionen veranlaBt, haben sich Picard und Poincare mit dieser 


138) Vgl I c 137) b), p 66 — 77 

139) S 1 c 137) b), p 77—79 

140) Ygl 1 c 137) b), p 61—66 A a 0 wird che betrachtete Randwoit- 
aufgabe als em Problem der Variation srechnung gedeutet Das ini Text be- 
sprochene Verfahien liefert erne Losung des ersten Randwertproblems der Glei- 
chung (8) Em auf anderen Prmzipien beruhendes Veifahien verdankt man 
Bieberbach (vgl die Andeutungen p 1329 so^vie die Ausfuki ungen der Ni 7 c) 

141) Es sei an dieser Stelle noch em von T CaiJeman erledigteB nicht- 
lineares Randwertproblem genannt Es handelt sich um die Bestimmung emer 
m einem Gebiete T der Hlas^e G lm JEtaume, das den Koordinatenursprung enfc- 
halt, ubeiall, aufier m jenem Punkte, regulaien Potentialfunktion, die sich m 

der IJingebung des Anfangspunktes wie — verhalt und auf dem Rande der Be- 

'll 

dmgung — =F(ii) genugt ((> 1 ) Innennormale) Dabei 1 st F( 0)^0, F' (u) > 0 r 

lim F(u) = -j- 00 fur w->-j-c>o Es giht eine und nur eme positive Losung- 
(Vgl T Caileman, Math Ztschr 9 (1921), p 36—43) 

142) Vgl II A 7 c, Nr 12, some II B 4, Fnde, Nr 38 
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Differentialgleichung be&chaftigt Ticard behandelte mehrmals die 
Aufgabe, eme auf einer vorgegebenen geschlossenon liiemanmckea 
Flache, bis auf eine endliche Anzabl von Punkten, regulare Losung 
der Gleichung Ai« == m bestimmen, die in den ausgescblosBenen 
Punkten geeignete logarithnuscho Unstetigkeiten aufweist, und be- 
diente sicb dabei eines altormerenden Yerfabiens 11S ) 1st emo Losung 
dieser Art gefunden, so lassen sich nunmehr, worauf zuerst IL A 
Schwa-) z aufmerksam gemacht hatte, die zu der fraglichen liicmann- 
scben Flache gehorigen algebiaischen Funktionen durch automorphe 
Funktionen voin Grrenzkroistypus umformisioren Die von Picard zu- 
gelassenen Unstetigkeiten unteiliegen emei gewissen Einschrunkung, 
die zui Folge hat, dnB bei dem zugehongen Problem der Uniformi- 
sieiung die Fundamentulpolygone kemen JBckpunkt auf dem Grenz- 
kreis selbst haben. Von dieser Einschrunkung frei ist das von Pain- 
care in einer groBen Arbeit eingesehlageno Verfahien 1JJ ) 

Eme andere Losung von gleielier Allgemeinheit ist spater von 
Lichtenstein vorgesclilagen wordcn 116 ) Lichtenstein fulut das Problem, 
wie dies auch bei JPicatd und Poincare geschielit, auf die Bestmimung 
einer m T beschriinkten, nuBoi hochstens in don ausgesehlossenen 
Punkten, regularen Losung einer Difforentialgleichung von der Form 

(1) A U + p -- Kc° (K > 0) 

zuruck, geht sodann, win bei der am SohluB dor Nr 7 b bospioclienen 
Untersuchung, zu einern uquivalenten Vanationsprobleni liboi und be- 
dient sich zur Bestimmung dor Losung doi Mothode dei unondlieh 
vielen V eranderli oti en . Wesontlich fur das Gelingon des Vorlalnens 

JC 

ist der Umstand, da-JB der Quotient ^ m T zwiaihcn zwei ieston po- 

sitiven Sckranken, etwa m und M, liegl Ufl ) li7 ) 

Handelt es sicli jetzt um die Umformisiermi" einer algehraisehen 


143) Ygl JS Picard,, J do math (1) o (1890), p U5— 210, iuh 1> p 185-197, 

4 (9) (1893), p 273 201; (6) 1 (1838;, p 31 J - 31G, J f Math 130 (1 <i05>’ 

p 243—258 

144) R Poincare j a) J do math (f>) 4 (1898;, p 137—230, hj Opuuih 2 
p 512—591 

145) L Lichtenstezji ; Pau H C U 157 (191 J;, p 1508-1511, V» 1 1 math 110 
(1915), p 1—34 

146) Diese Tatsaciie spirit. auch hoi Piuird und Point nr* ami b<*i lluhvr- 
lach (s w u) eme besondero Kollo Ubrigcim fmdon nuh auch hi bon hoi Poin- 
care beilaufig VanationsansiLfc/u 

147) Tatsachlich ist 1 L 116 ) <1ilh J lofinituuiHgobiot <h r Ihihuii^ emo ^o- 

schloBsene, smgularit dtafreio Plaolio, ho dab fm A ?f der /\w ito lit Iti mimchu Ihih - 

rentialparameter den ITliLche oinintt 
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Funktion duich automorphe Funktionen mit Hauptkieis, so liegt das 
Randweitproblem anders Das Defimtionsgebiet der Losung u ist yon 
emer endlicheii Anzalil geschlossenei analytiscker und legulaiei Kuiyen 
begienzt, bei der Annakerung an den Rand soli die Losung wie 

2 log — - unendlicb werden, untei p den Abstain! yon dem Rande yei- 

standen Daruber kmaus hat u, wie yorkin, m emer endlichen An- 
zahl yon Punkten m T yoigeschnebene Unstetigkeiten Em Veifahien, 
das auch m deni Hauptkieisfall zum Ziele fulnt, hat als erster Biebo - 
bach angegeben liS ) 

Bieberlach beginnt daunt, daB ei das Pioblem, auch in dem 
Hauptkreisfalle, auf die Bestimmung emei beschiankten, bis auf die 
ausgescklossenen Punkte und die etwaigen Randkmven regulaie Lo- 
sung der Differcntialgleichung (1) ziuuckfuhit Alsdann wild zu dei 
Auflosung des eisten Randwertpioblems der Gleichung Au = e u ge- 
schntten, wobei es sich zunachst um die Bestimmung in T + S 
legularei Losungen handelt 149 ) Ist u die m T -f- S stetige, m T 
regulaie Potentialfunktion, die auf S die yorgeschnebenen Weite an- 
nimmt, so wild u = u -j- v gesetzt Es gilt dann 

(2) Av — e u v — e~ u (c * — u) 7 o — 0 auf S 

und, wenn r die Gteensclie Funbtion dei Diffeientialgleichunrr 
Av — & l v — 0 bezeichnet, 

(3) v('c, y) = — ~ I F(x, y, s, — v(k, ?/)) dy 

T 

Diese mcktlmeaie Integralgleichung laBt sich, wie Biebeibach zeigt, 
in dei emfachsten Weise duich sukzessive Appioxiinafcionen auflosen 
Dei Konyergenzbeweis beruht auf dei Tatsacke, daB, wenn JT die zu 
der ersten Randweitaufgabe gehonge Gieensche Funktion der Glei- 
chung A u—pu (p > 0) bezeichnet, 

( 4 ) fP x > Vi I) v)p( 5, v) dk dy < 

T 

ist Offenbai ist hiermit auch die erste Randwertaufgabe dei Glei- 
chung (1) gelost Handelt es sich jetzt um den Grenzlaeisfall, so 

148) Ygl L Bieberlach } a) Gott Nachi 1912, p 599— G02, b) Math Ann 
<7 (1916), p 173 — 212 Hier findet sich (p 173 — 187) der Zusammenhang zwi- 
schen dem Uniformisieiungspioblem und der Randweitaufgabe ausfuhilick dai- 
gelegt (Was den Grenzkieisfall betnfft, vgl ubngens Poinccue , 1 c 141) b), 
p 514 — 522 ) 

149) Das Gebiet T wild als zu der Klasse C gekorig \oiausgesetzt Es 
enthalfc kemen der lm Hauptproblem auszuschlieBenden Punkte 
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approxmueit JBiebetbacJi die geschlossene Rietnannsche Flacha durch 
eme Folge memandei geschachteltei Gebiete T k (h = 1, 2, ), die die 

smgulaien Punkte niclit enthalten, lost fui jedes Gebiet T k die eiste 
Randwertaufgabe dei Gleichung A U -f- ft = Ke u untei Zugiunde 
legung beliebxger zwischen den Sclnanken m und M gelegenei stetiger 
Randweite auf und gewinnt so eme Funktionenfolge U l7 U i7 Dies© 
Folge konveigiert m jedem die ausgeschlossenen (singularen) Punkte 
nicht enthaltenden Gebiete gleicbmafiig gegen eme Gi enzfunktion, die 
das Randweitpioblem auf lost Ein ganz analoges Verfahien fuhit 
auch in dena Hauptkieisfall zum Ziele, nui ist bier dei Konvergenz- 
beweis dei appioximierenden Funktionenfolge etwas umstandlichei 
Ein von dem voistelienden verschiedenes Verfahien, das mi Grenz- 
wie m dem Hauptkieisfall in gleichei Weise zu dem Exi&tenz- und 
dem Unitatssatze fukrt und sich des Diagonalveifahiens bedient, hat 
spatei Lichtenstein angegeben 150 J 


Naclitrag. 

In emer demnackst ersckemenden Abhandlung, in die der Referent Emsicht 
uehmen konnte, untei zieht Ch H Muntz das Randwertproblem der Minimal - 
flachen { vgl die SchluBbemeikungen der Fuflnote 127)) einei erneuten Bekand- 
lung Muntz gelmgt es, die Resultate von S Bernstein zu piazisieren und sicher 
zu stellen, wobei aiek auck Erweiterungen und Ausbhcke auf weitere Resultate 
eigeben Die Metkode von Muntz leknt sick an das Veifakren von S Bernstein 
an, benutzt aber auch maneke neue, fruchtbare Gedanken 

G Fabei beweist neuei dings den folgenden, zuerst von Lo?d Rayleigh aus- 
gespiockenen Satz Unter alien besckrankten, emfack zusammenkangenden C4e- 
bieten T, deieu Flackemnkalt emen voigescknebenen Wert hat, zeichnet sick 
der Kreis K dutch die folgende Eigenschalt aus Sei X T dei zu T und zu dein 
ersten Randwertpioblem gehonge kleinste positive Eigenwert der Difteiential- 
gleichung Azt + >1^==0, der dem Iueise K entspiechende Wert von X 2 heiBe 
msbesondeie X K Es ist dann X K — Mm l T , und zwar gilt X T ^>X K , auBei fur 
T=K (Vgl G Fabei, Munch Ber 1923, p 169—172 ) 

H Lebesgue batte beieits lm Jakie 1913 (S M F C R p 17) gezeigt, daft 
das erete Randweitpioblem in emem keschiankten, emfach zusammenkangenden 
Gebiete lm Raume, dessen Begienzung aus emer analytischen und, bis auf eme 
nack mnen gencktete Spitze, regularen Flache hestekt, fui stetige Randweite 
untei Umstanden keme Losung hat, sofein man emen uberall stetigen AnsehluB 
dei Innenweite an die Randwerte fordert Es eiweist sick daium a Is not- 
wendig, das eiste Randweitpioblem allgememei zu formuheren und die Frage 
dei Existenz der Losung lm Inuern von derjemgen eines stetigen Anscklussee 


150) Vgl L Lichtenstein, Gott Nachi 1917, p 141 — 148, 426 
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an den Rand zu trennen Mit diesen Fragestellnngen^ die auch fur die Tlieone 
elliptischer Differentialgleichungen von Inteiesse sind, beschaftigt sich erne Reihe 
von Arbeiten von G Bouligand sowie H Lehesgue (Paris C R 1923 und 1924) 
und namentlich von N Wiener Vgl E B Phillips nnd N Wiener , J of math 
phvs 1923 , p 105—124, N Wiener , ebenda 3 (1924), p 24—51, p 127—146, 
Pans C R 178 (1924), p 1050—1053, Ann of math 1924, p 307—314 Man 
vergleiclie in diesem Zusammenhang erne Albeit von O Perron , Math. Ztschi 
18 (1923), p 42—54, hierzu auch R Bernal , ebenda 20 (1924), p 126—130, und 
T Each , Math Ztschr 1924 Perron geht bei Behandlung des eisten Rand- 
wertproblema deL Potentialtheone von Beziehungen aus, die als Eiweiterungen 
der Beziehungen A«^0 und A^<C0 aufgeiafit werden konnen, und gibt auch 
der Randbedingung eme gegen die ubliehe allgememeie Passung 


(Abgeschlossen lm Marz 1924 ) 



II 0 13. INTEGRALGLEICHUNGEN 
UND GLEICHUNGEN MIT TJNENDLICHV1ELEN 
UNBEKANNTEN. 

Von 

ERNST HELLING-ER und OTTO TOEPLITZ 

IN TRANM LET A M IN KIEL 


Votbemerkung Der Aitikel will im Prmzip die bis X Januai 1923 ei- 
schienene Literatui berucksichtigen, jedoch glaubert wn alles wesentliche, was 
nachker an emscklagigen Arbeiten erschienen ist, noch erfaBfc zu haben Im 
Emklang mit den von der Redaktion getroffenen Dispositionen behandeln wn 
nur die Theone selbst, wubiend lhie Amtcnduoigen an anderen Sbellen der Ency- 
klopadie zur Geltung gebracbt sind 

Wenn dabei den Tahachen dei Tbeone lbie Methoden gleicbberecbtigt zur 
Seite gestellfc worden Bind, wenn an \ersckiedenen Stellen dieses Encyklopadie- 
aitikels Beweise angegeben weiden (alleidings nur solcbe, die, lbiem Wesen 
nacb fundamental, in dei Liteiatui bisbei kerne bequem zu bandbabende Dai- 
stellung gef unden haben), so glauben wir, dab sich dies zum mindesten a ns 
der augenblicklicben Situation der IntegralgLeicbungsibeorie lechtteitigt dei 
Tatsachenbestand hat sicb im letzten Dezenmum in semen Giundlagen mckt 
mebi veiandeit, wahrend die Methoden dorfc, wo sie uber den engen Rahinen 
der klassischen Theone bmausgetubit weiden, nock zu weiteien Wiikungen be- 
Tufeu eiscbemen Dei Aitikel ist dementspiecbeud im Gegensatz zu dei ublicken 
mate) lellen Zeiteilung des Gegenstandes nach Integralgleichungen und unendlicb- 
vielen Yetanderliekeu vielmehi nacb einem method ischen Gesicbtspunkt gegliedeit 
woiden Und zwar ist dasjenige Prin/ip, das ubeibaupt die methodische Grund- 
lage dei ganzen Theone darstellt, namlicb die Analogie mit dei Algebia dei 
linearen und quadiatiscben Gebilde, aucb der Disposition deb Gegenstandes 
zugruncle gelegt worden, ebenso, wie der in Betrackt kominende Abscbnitt der 
Algebia semeiseits sacbhcb in die Auflobung dei linearen Gleicbungen und in 
die Tiansformation der quadiatiscben nnd bilmearen Foimen zerlalLt, ist biei 
in Auf lobitng&theorie (Kap II) und j Eigenuet ttheone (Kap III) gescbieden 

Der Aitikel bescbiankt sicb abet mcht aut die matenelle Seite des G<‘gen- 
standcs, d b auf seme Tatt>achen nud aut seine Methoden, sondem er will zu- 
gleicb aucb deren Genesis aufweiseu, so wemg eL eine Gesckicbte dei Integral- 
gleicbuugstheone sein will, will ei docb die Enticicllung ihre) Piobleme m sich 
entbalten Diese Absicbt birgt zuuuchst die Gefabr in sicb, dab deijemge Lesei, 
der nur Tatsacken odei mu Methoden sucht, dutch genetibche Enfcwicklungen 
bebmdei fc wird, die lbLei \ i fc nacb subjektiver nnd nit v^rwirlelf i <amd TG-n 
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dies zu veimeiden, smd die genetisclien Eroiterungen in emem besonderen Ka- 
pitel m Form emei Entwicklungsgesckickte der Integralgleicbungen und unend- 
lichvielen Vei an dei lichen veremigt und vorangestellt woiden, die folgenden 
Kapitel bnn gen dann die blofien Tatsacben und Metkoden und smd so abgefaBt r 
daB sie die Kenntnis des eisten nirgends yoraussetzen, sondem vollig nnabhangig 
von ihm verstandlich smd Durch diese Tiennung wild es moglich, un II und 
III Kapitel die Tatsacben und Metlioden nacb ibrem eigenen sachlicken Zu- 
sammenhang anzuoulnen und daizuetellen und unbehmdert durch ]ede Rucksicht 
aut die histonache Yeiknupfung der Tatbestande die methodiscben Elemente zu 
ikrern vollen Reckt gelangen zu lassen Auf dei andeien Seite konnen wir um 
so fieiei mi I Kapitel von der gesckickthcben Entwicklung das Bild entwerfen, 
das sich uns in seiner naturgemaBen Bedmgtbeit duicb den derzeitigen Stand 
der Tbeone und duich die bewufite Betonuug ibrer methodiscben Bestandteile- 
darbietet 


Inhaltsub ersicht. 

I. Urspiung der Theone. 

1. Dei allgememe algebiaische Grundgedanke 

2. Der besondere Tvpus der Integralgleichung zweiter Ait 

3. Die Entwicklung nacb Itexieiten (Feumannache Metbode) 

4. Dei lo^ende Kern (Resolvente) 

5. Die F) edhohn&che Entdeckuug 
0. Hilbeits Eigenwerttkeorie 

7. Urogienzung des Funktionenbereicbes 

8. tTbeigang zu unendlichvielen Verandeilicben 

II. Auflosungstlieorie. 

A Die lmearen Integralgleicbungen zweiter Art 
0. Die Ficdholmache Theone 

10. Andere Auflosungametboden 

11. Die iterierten und assozneiten Kerne 

12. UneigentLich smgulaie Integralgleicbungen 

13. Allgememeie Integrationsbereicbe Systeme von Integralgleicbungen 

14. Besondere Kerne 

B Die Metbode der unendliebvielen Veranderlicben 
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I. Ursprung der Tlieorie. 

1. Der allgememe algebraische Grundgedanke Den Gegen stand 
dei Integralgleichungstkeorie bildet die sog Integy cilgleichung 2 Ait 

b 

(J) 9(8) + / K(S, t) cp(t) dt = f(s) (a£s£ V), 

a 

also eme Funktionalgleicliung fur eme unbekannte Funktion go (s'), 
das Interval! {a 6), auf das alle vorkommenden unabliangigen Vei- 
anderlichen beschiankt smd, sowie die Funktionen f(s) und K(s,t) 
smd ais gegeben anzuseben K(s, t) nennfc man den Kem (kernel, 
noyau, nucle) dei Integialgleichung Alle die&e Funktionen mogen 
voiiaufig als stetig voiausgesetzt weiden 

a) Auflosungstlieone Das Problem der Auflosung dei Glei- 
ebung (i J ) stellt sick als analytisches Analogon zu dem algebiaischen 
Pioblem der Auflosung ernes Systems von n Gleichungen eisten Giades 
mit n Unbekannten dai Man ubeiblickt dies unmittelbar, wenn man 
sich der Definition des bestimmten Integrals als Grenzwert emer 
Summe eimnerfc man teile das Integiationsintei vail dunh die Teil- 
punkte x lf , x n _ 1 m n gleiche Teile, deren jeder also die Lange 

d = 5 — - kat, man bezeichne abkurzend die Funktionswerte in diesen 
n ’ 

Teilpunkten, wie folgt 

f(%s) = ts, s K ( x „ (s,t= 1, ,n,x„ = b) 

und betiachte das System von n Gleichungen eisten Grades fur die 
ii Unbekanuten gp 1; , q> n 



(1 + Jf„) 9l + 

%12 9’ + 

+ 

K, 

n 9a 

= /i 

(A) 

■2"»i 9>i + (1 + 

•^ 22 ) 9i + 

+ 

K 

n tyn 

= /. 


K nl 9l + 

<p 2 + 

+ (i 


0 9n 

= fn 

oder, 

tmzer geschrieben, 






U) 

9, 


-f. 


0 = 

= 1, ,n) 


Die Bedmgungen, unter denen (^4) losbar ist, smd wohlbekannt Vor- 
ausgesetzt, das System (A) sei fur jedes n Jos bar, so denke man fui 
jedes emzelne n die Losungswaite cp { ™\ , cp\* } als Lote m den Teil- 
pnnkten x lf , cc n _ x , l aufgetiagen und die Endpunkte diesei Lote 
durch emen Polygonzug veibunden, wofem dai.n diese Polygonzuge 
mit vrachsendem n gegen das Kurvenbild eir^r stetigen Funktion <p(s ) 
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konvergieien, wild m Anbetiacht dei Definition des besfcimmten Inte- 
grals das algebiaische Gleichungssy stein (M) m die Integialgleichung 
(J") ubeigehen und 99(5) also erne Losung von (J) sem Wenn diese 
-emfache Ubeilegung aucb sofort die Schwiengkeiten dei wiiklicben 
Duichfnhiung des angedeuteten Gi enzubeiganges duiehblicken laBt ; so 
demonstnert sie doch das Besteben emei fotmalen Analogie zwiscben 
( J ) und ( A .) Man kann diese Analogie auf die emfache Foimel 
biingen das Integy aheichen 1st dwell das Snmmtnzeichen zit eyseUtn } 
die Integy ationsvauable dwell enien Summahonsmdex , die Aygimente 
de> unte> deni Integy aheichen steheyiden Funldionen sind in Indizes um- 
mwandeln 

b) Eigen werttlieone Mit dei Auf losung dei Gleiehung ( J ) ist 
die Lehie von den Integialgleiebungen mcht eiscbopft Ist K(s, t) eme 
ieelle ; symmety ische Funktion lbiei beiden Aigumente, l(s , t) = k(t } s), 
und l em Paiameter, so knupft sich an die homogeyie Gleiehung 1 ) 

b 

ii h ) (p(s) — l J l(s 7 t)<p (f) dt = 0 (a s b) 

a 

em weiteiei Komplex von Beguffen und Tatsachen Etgemveyt des 
Kernes l(s, t) heiBt jedei Weit von fui den (i h ) eme meht identiscb 
veiscliwmdende Losung besitzt, und diese Losungen selbst heilien die 
Eigenfunldionen des Kernes Unterwuft man die Integialgleiehung (^ /l ) 
dem nainlichen AnalogisierungspiozeB, dei oben auf {J) angewandt 
wuide, so erscbeiut sie als das analytische Analogon zu dem System 
von n bomogenen lmeaien Gleichungen mit n Unbekannten 

(1 — A/, u ) 9 i — 27l 12 cp 2 — —M ln<Pu = 0 

^ — M'n 9l + (l — ^' 22 ) 92 — — ^ l in 9« = 0 

A7c nl (p t ^ h n 2 92 (l ^/m) 9 n = ^ 

■odei kurz 

n 

(a h ) (p s — l h,<p t = 0 ( s = 1, ? n )> 

t ~ 1 

dessen Koeffizientensystem diesmal dei Symmetiiebedmgung l i( = l u 

1) Erne Integralgleicbung soil stets mit (i) bezeicbnet weiden, werm me ana 
{J) daduick heivoigekt, daB unter Emfuhmng ernes Parameters l clei hem 
t) = — ll(s } t) gesetzt wird Die Marke h an der GleiekungBmunmer soil 
stets den Obeigang zur homogenen Gleiehung (lechte Seite Null) andeuten — 
Entspreckende Bezeichnungen werden bei den lineai en Gleichungssystemen der 
Algebra (A) und bei Systemen nut unendlichvielen Unbekannten ( U ) angewendet 
werden 
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genugt, und das losbar ist, wenn seme Deteimmante veischwindet. 


(i) 


1 — XL 


— XL 


'In 


Min 


1 — JLL 


= 0 


Die Rolle diesei Gleichung, dei sog Sdkulat gleichung, in dei ana- 
lytischen Geometne und in dei Meclianik ist bekannt In dei letzteien 
behenscht sie die Lehre von den fieien Schwmgungen von n Massen- 
punkten In der analytischen Geometne des Raumes tritt sie (fiu n = 3, 
bei Deutung der cp s als unhomogenei Kooidmaten) beim sog Haupt- 
achsenptobleni auf, d li bei der Aufgabe, die auf em lechtwmkhges- 
Koordmatensystem (mit dem Flachenmittelpunkt als Anfangspunkt) 
bezogene Gleichung ernes Ellipsoids oder Hypeiboloids h n x* 2l 12 xg 
+ + 7-3 3 = 1 durch eme Diehung des Eoordmatensy stems in 

die Noimalforrn fc , « 

t _1_ ZL _I_ L = 1 


ubeizufulnen — a, /?, y smd namlich die Wuizeln dei Sakulaiglei- 
cliung Delint man die Redeweise dei analytischen Geometne auch auf 
den Raum von n Dimensionen aus, so handelt es sich um den Sat z 7 
den man als das Hauptachsentheoiem fui den ^-dimensionalen Raum 
bezeichnen kann, und dessen Zusammenliang mit dem System (aj und 
d*i zugehongen Sakulai gleichung (1) lm Hmbliek auf das folgende 
genau piazisieit sei Man kann duicli eme lechtwinklige Kooidmaten- 
tiansformation lm Raum von n Dimensionen (orthogonal© Transfor- 
mation) 

( 2a ) x s = J2<p as y a 0 = i, ,») 

or = 1 


die Gleichung der Mittelpunktsflachen 2 Oidnung lm Raum von n Di- 
mensionen auf die Normalform 


( 2 b) 


71 

^ Kt x s x t = + 
s, t = 1 



bnugen, wo die neuen Koordmatenachsen die Hauptachsen smd und 
A 1; , X n die Quadrate dei halben Hauptacksenlangen , die n reellen 

Zahlen X u , X n smd die Wurzeln dei Gleichung (I) uud die Koeffi- 

zienten cp us dei Transformation ( 2 a) (geometnsch gespiochen die 
Richtungscosmus dei n Hauptachsen) smd die zu jenen n Weiten 
, X n gehongen n Losungssysteme von (o h ) 
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Die analogen Tatsaclien ubei die Eigenwerte l und die zuge- 
hongen Eigenfunktionen 9 o(s) smd es, die den Inhalt dei Eigenweit- 
theone del Gleichung (? /t ) bilden 

c) Dei allgememe Analo giegedanke Die Tkeone dei 
lineal en Gleichungen and die oithogonale Tiansfoimation dei quadia- 
tischen Formen smd die beLden emzigen wesentlicken algebiaischen 
Giundtatsacken, die in dei elemental en analytischen Geometue vei- 
koipert smd Die Integralgleichuiigstkeoiie, wie sie eben skizzieit 
woiden ist, eischemt also emfacli als analytisches Analogon zu den 
Eleuoenfen dei analytischen Geometue dee Raumes von zwei, diei und 
mehi DimensioneD In dieser Idee de) Analogic mit dei analytischen 
Geometue und allgememe) ahethaupt in de) Idee des Ube) gangs von 
algebraisclien Tatsaclien m solchen de) Analysis hecjt cle) Sinn der Lehre 
von den Integ) algleichungen 

Es versteht sich von selbst, daB lange voi 1900 die mannigfach- 
sten Veisuche zur Yei wirkhchung diesei Idee gemacht woiden smd 
Seitdem D Bernoulli die scbwmgende Saite als Gienzfall ernes Systems 
von n einzelnen schwmgenden Massenpnnkten behandelt hatte 2 ), 1 st 
dieser Grenzubergang ini Einzelfall immei wiedei veisuckt worden, 
und 1 m Einzelfall hatte er gelegentlich Eifolg, namenthck doit, wo 
pbysikalische Voistellnngen das Resultat ltn voiaus prasentieiten 2a ) 
Bei diesen Veisucken waien zunackst meist Differentialgleichungen, 
nicht Integi algleichungen, das Substiat der Betmchtung auf Seiten 
dei Analysis, und man fand von lhnen den Weg zu algebiaischen 
Bildungen, mdem man die Diffeientialgleichungen in Diffeienzenglei- 
chungen aufloste 2b J Diese Art des Ubergangs hatte das begmnende 
19 Jahrbundeit nocb weit staikei im BewuJJtsem als die folgende 
Penode dei Mathematik, kernel voi allem hat fruher so tief m solche 


2) D Bernoulli, Petiopol Comm 6 (1732,33, ed 173b), p 108— 122, msbes 
Nr 10 „OrsuB itaque sum has meditationes a corponbuB duobus filo flexili in 
data distantia cohaerentibus, postea tria considexavi moxque quatuoi, et tandem 
numermn eorum distant] asque qualescunqae, cumque nnmeiam corporum infini- 
tum faceiem, vidi rlemum natuiam oscillantis catenae sive aequalis sive m- 
aequahs ciassitiei sed ubique perfect© flexihs “ — Joh Bernoulli, ibidem 2 (1729), 
p 200 = Opeia 3, p 124, hatte ledighch die Falle n = 2, 3, 4 oioiteit 

2a) Als markantestes Beispiel sei nur Lord Bayleigh , tbeoiy of sound, 
1 Amfi London 1877, 2 Aufl 1894, chap 4 und 5 angefukit 

2 b) Eb sei nur auf die Sehlufibemerkung von Ch Stui m am Ende seiner 
grofien Albeit J de math (1) 1 (1830), p 106 — 186 verwiesen, in der er an- 
deutet, wie ei auf diesem Wege von seinem algebiaischen Theorem betieffend 
die Siurmschen ICetten zu seinem Oszillationstheoiem betreffend die hnearen 
Diffeientialgleichungen 2 Oidnung gelangt 1 st 
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Zusammenhange kineingeschaut, wie B Riemann es in seiner Bemei- 
kung zui Integiation hyper bohscher paitiellei Diffeientialgleichungen 
zu erkennen gibt 3 ) 

Neben diesen Veisuchen ernes direkten Gienzubeigangs laufen die 
zaklreichen Bemuhungen emhei, lmeare Funktionalgleickungen duieh 
die Methode dei unbestiramten Koeffizienten, also duich Reihenansatze 
in Systeme von unendhchvielen liuearen Gleichungen zu veiwandeln, 
der umfassende Beneht H BurlJiardts ubei die Entwicklungen nach 
osziliierenden FunktLonen 4 ) gibt emeu Begriff von dei Manmgfaltig- 
keit und zugleicli von der aphonstisehen Natui dieser Unteisuchungen, 
die alle m die Richtung des Analogiegedankens weisen 

Wenn tioizdem eist die Jahrh under twende zur Gebuitsstuiide der 
Integralgleichungslehre wuide, so kann man schou daraus entnehmen ; 
dafi die se Thenne nock durch andere Momente als durch jenen formalen 
Analoqiegedanhen hedmgt sem mufi b ) Es ist das Ziel der folgenden 
Nummein diesei gen^tischen Vorbetiacktung, diese Momente ausem- 
andeizulegen und sowohl die Hinder msse aufzuweisen, die den Zugang 
zur Integralgleichungstheone solange veiwekiten, als aucli die charah- 
tenstischen Gedanlen y die zu liner Entdeekung fuhiten 

2. Der besondere Typus der Integralglei chung zweitei Art 
Em Blick auf (A) lafifc heieits eines dieser entscheidenden Hmdeinis&e 
eikennen Die Finer } die m der JDiacjonale des Systems (AL) in Evidenz 
tieten, eischeinen, rein algebmisch betraclitet, lediglich als erne etwas 
auffdllende Dekoiation, lm Grunde n r als erne Sache dei Bezeiehnuntr, 
sehnebe ni-m K tt statt 1 -f- K ss , so waie die Allgememheit des Systems 
nicht geandei t Abei jene Einei sind daiaus heiyoigegangen, daB m 
( J ) die unbekannte Funktion auch auBeihalb des Integi alzeichens 
auftntt Wurde man davon absehen und an Stelle yon (J) die Funk- 
tionalgleicbung 

O D & 

(Ji) f K(s,t) cp(t)dt = f(s) 

a 

setzen, die man ubugens oft betrachtet und als Integi algleiclmng 1 Ait 

3) JB Riemann, Uber die Fortpflanzung ebener Luftwellen \on endheker 
Schwmgungs weite , Gott Nachi i860 = Werke, 1 Aufl p 145 — 164, 2 Anil 
p 150—175, iritibes p 159 bzw 170 f 

4) H BurUmrdt, Jahresb Deutsch Math -Vei 10 2 (19 08), XV u 1804 S 

5) Ein Beispiel der lediglich heunstischen Auswertung des Analogiege- 
dankens zur Auffindung ernes wesentlichen Resultats findet man bei V Volte?) a , 
Sulla inver-uone degli lntegrali defimfci, Torino Atti 31 (1896), p 311—323, 400—408, 
557—567, 6W3-708 [hzw p 231—243, 286—294, 389-399, 429—444 der Sonder- 
ausgabe der Ll fis , mat enat), insbes Nr 3 dei 1 Note, p 315 (bzw 296) 
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bezeichnet hat, so wurde man eben nicht jenen Komplex von Satzen 
aufsteUen konnen, die J Fredholm fui die Gleichung (J) entdeckt hat 
und die m genauer Analogie zu den Satzen dei Lehre von n Gleichungen 
eisten Grades mit n Unbekannten stehen (ausfuhilich findet man sie 
m Ni 9 und lm Anfang von Ni 10 aufgefuhit) Diesel tiefgeliende 
Unteiachied zwischen Integialgleichungen 1 Ait und Integi alglei- 
chungen 2 Ait — ubngens erne Benennung, die diesem Unteischied 
mcht geiecht wild — ist also duich die Idee der foimalen algebraischen 
Analogie allem nicht zu begi unden; er ist also jedenfalls erne An- 
gelegenheit dei Analysis, und eme genetische Betiachtung des Gegen- 
standes wild die emzelnen Etappen aufweisen mussen, m denen jenei 
[Jnterschied sich nn Laufe der Zeit geltend gemacht hat 6 ) 

Histonsch betiachtet hebt sich dei spezifische Ansatz dei Inte- 
gi algleichung ziveite) Ait eist allmahlich lm Laufe des 19 Jahrhundeits 
hiei und da von den vielfach veistreut auftietenden Integralgleichungen 
oste) Ait ab Zueist tntt ei wohl 1837 bei J Lioimlle auf 7 ), in 
emem Zusammenhange, dei in Nr 3 zu eiwaknen sem wird Man 
findet lhn 1856 bei A Bee) 8 ) wiedei, bei der Losung der potential- 
theoietischen Randweitaufgaben Dei Gedanke, dei fur die Entwick- 
lung dei Integi algleichungstheone spatei entscheidend gewoiden ist, 
ist dei folgende Die erste Randwertaufgabe verlangt eme Funktion 
u{cu,y) zu finden, die nn Inneien ernes gegebenen Bereichs dei Diffe- 

lentialgleichung d*~u , d~u n 

= 3? + gj* — o 

genugt und auf dem Rande C Werte hat, die als Funktion f(s ) dei 
Bogenlange s langs des Randes vorgegeben sind Das logarithm is che 
Potential emei emfachen Belegung q(s) 9 die langs des Randes C aus- 

gebiejtet ist, i f ... i 

u(x,y) = -J Q (s)l g7 ^—^d s , 

G 

6) Die theoretibche Begiundung der hier vertietenen Ansicht uber die der 
Lekie von den Integralgleichungen 1 Art gezogenen engen Grenzen liefert m 
vollei Scharfe eist die Methode der unendhchvielen Yeiandeilichen , vgl Nr 20 e, 
Nr 22, Anfang, insbes 24 °), sowie das am Ende von Nr 6 und in Ni 7 ubei den 
Eigenwert oo Gesagte — Diejemgeu Aussagcn , die an die Infcegialgleichung 

1 Art angeknupft woiden Bind, findet man m Ni 22 zusammengestellt 

7) J Lioumlle , Sur le devcloppement des fonctions ou parties de fonctions 
en series dont les diveis termes sont assujettis a satisfaire a une meme equation 
difibrentielle du second ordre contenant un parametre variable II J de math (1) 

2 (1837), p 16—85 

8) A Beci , Emleitung in die Elektrostatik , die Lehre vom Magnetismus 
und die Elektrodynamik, Biaunschweig 1865, insbes p 62 ff , vgl auch Poggend 
Ann 98 (186b), p 137 [die Hauptstelle abgedruckt bei G Neumann*), p 220fF] 
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wo r(s^x,y) die Entfernung des mneren Punktes (x, y) vom Rand- 
punkte s ist, genugt bekanntlich der Diffeientialgleichung und wild 
auch die yeilangten Randweite f(?) m den Punkten a des Randes C 
dann annehmen, wenn 

= 2 1§ r{^x,y) d ' S ’ 

c 

ist, in heutiger Termmologie ist das eme Integralgleichung eistei Ait 
fui q(s) Dei Gedanke von Bee? kommt nun daiauf limans, statt des 
Potentials emer emfaclien Belegung das emei ZtoppeZbelegung mit deni 
Moment <p(s) zu vei wenden, d h den Ausdruck 



o 


wo JL die partielle Ableitung in der zu C normalen Richtung be- 

deutet, m diesem Falle ist namlich auf Giund der bekannten Sprung- 
lelationen dei Weit, den v bei dei Annaherung an den Randpunkt 6 
yon mnen hei anuimmt, 

<e) = - 2 'P t*) + hj V W T* ^ fe^fe 

C 

soli also v(p) gleicli dem voigegebenen f(p) sem, so hat cp(s) in 
heutigei Sprechweise emer Integralgleicliung ziceitey Art zu genugen 
Fui diese gelmgt Bee 1 ) lin Anschlufi an die W Tliomsonsche Methode der 
elektnschen Bilder (1845, vgl Encykl II A 7b, BwlJiay dt-Meyer, Ni 16, 
Fufin 113 )) ein formaler Ansatz (vgl Ni 3), dei auf die Integralglei- 
chung eyster Ait mohfc anwendbai waie, und den C Neumann dann 
zu semei Theone des antkmetischen Mittels 9 ) ausgestaltet hat 

Immerhm waien dies stets nui Integialgleichungen nut spezidlen 
Keinen Es war daher em Zeichen von seltenem Ahnungsveimogen, 
als 1887 P dn Bois-JReymond 10 ) auf die allgememe Funktionalgleichung 
vom Typus (J) hmwies, auf die lhn schon vor 35 Jahien dei Physio- 
loge A Fich aufmerksam gemacht habe und die lhm in den Anwen- 
dungen immer wiedei begegnet sei „Weder die Fiage/‘ schlieBt ei 
seme Bemerkung, „wie weit das Pioblem em besfcimmtes sei, noch 
seme Klassifikation, da es doch an das Pioblem dei Diffeienzenglei- 

9; C Neumann , Unteisuchungen uber das loganthmibche und Newtonscbe 
Potential, Leipzig (Teubner) 1877, XYI u 368 S , vgl im ubrigen Encykl II A 7 b 
(Burlhardt-Meyei), Ni 27 

10) _P du Bois-Beymond, J f Math 103 (1888), p 204 — 229 Bei clieser 
Gelegenheit (p 228 f) hat du Bens- JReymond zuersfc den Namen „Integralglei- 
chungen“ gebraucht, den Hilbeit hernach von lhm ubernommen hat 
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chungen sich anzuscklieBen sckeint, sind, soviet ich weiB, bis jetzt 
eioiteit worden“ 

Fm die weiteie Entwicklung dei Theone wai es yon wesent- 
licher Bedeutung, daft sicli m emem scbembai ganz andeien Gebiet ? 
dem dei unendhclien Det& nnnanten, seit 1886 em entspreehendei Ge- 
danke duicksetzte u ) Bis dahm waien manclieilei Versuehe untei- 
nonnnen woiden, unendlichviele lineal e Gleichungen nacli dem Muster 
dei Deteiminantentheorie zu beliandeln, sie hatten abei zu bemen Ei- 
gebnissen von ligendwelchei Tiagweite gefubit odei waien lm Foimalen 
stecken geblieben 

Eist als G W Hill 12 ), H Pomcate 13 ) und Helgc von Koch li ), a n- 
emander anknupfend, dazu ubeigmgen, die Emei in dei Diagonal© m 
Evidenz zu setzen und unendlicke Deteimmanten vom Typus 

1 + a n a 12 a n 

/ON ^21 1 ^22 ^23 

W 1 , 

^31 ^32 I ^33 

oo 

zu betiachten, bei denen \ | konveigiert, gelang der Aufbau 

«, = i 1 

emer Theone, deien Safcze denen dei Auflosungstheone von n lineai en 
Gleichungen nnt n Unbekannten vollstandig analog waren Deutlichei 
noch als bei den Integralgleichungen tutt auf diesem Gebiet heivoi, 
daB es eme Konveigenzbedmgung, also erne Angelegenheit dei Ana- 
lysis ist, die den Emern in der Diagonale lhie Bedeutung veileiht 
3. Die Entwicklung naoh Itenerten (Neumannsclie Methode) 
Dei Eifolg, den die m Ni 2 genannten Autoren geiade nnt der Inte- 
gialgleichung zwerfey Ait batten, beiukte auf emei Methode, deien 
algebraisch.es Analogon meikwuidigei weise m der Theone dei lineai en 
Gleichungen mclit zu semem Reckt gekommen war, wohl mfolge dei 


11) Ubei che Anfunge der Entwicldung der Lehre von clen unend iichvielen 
lmearen Gleichungen, dereu Daistellung aus dem Rahmen dei an dieser Stelle 
zu gebenden Genesis doi IntegialgloichungBtheone herausfallen wuide, vergleiclie 
man die Vorbemerkung zu II C und die daian anschlieBende Ni 17 

12) G W Hill , On the paifc of the naotion of the lunai perigee which is 
a function of the mean motions of the sun and moon, Cambridge (Mass ) 1877, 
abgedruckt in Acta math 8 (1886), p 1 — 36 

13; H PoniLCtiC, S M F Bull 14 (1886), p 77-90 

14) H v Koch , Of vers Vetensk Ak Foili Stockholm 47 (1890), p 109—129, 
411 — 431, Acta math 16 (1892), p 217—295, fur die weiteren Aibeiten uber 
diesen Gegenstand sei bier nui auf das Referat vou H v Koch (s Liter atur C 5) 
verwiesen, vgl im uhugen Ni 17 
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eigung vielei Algebiaikei gegen die Anwendung unendlicber Pio- 
e im Beieiche dei Antbmetik Diese Metbode war nicbts anderes 
nne Anwendung del allgememen Idee der sukzessiven App? oxmahon, 
sie bei beliebigen, anch mcbtlmeai en Systemen gewohnlichei Diffe- 
lalgleichungen geubt wird 15 ), auf die Gleicbung ( \JT ), bei der sie 
besonders ubersicbtlich gestaltet Man findet m dei Liteiatui 
1 yeischiedene Aiten, sie darzustellen, bei dei Wicktigkeit dei 
bode fin die gesamte Tbeone der Integialgleichungen wird es 
ckmaBig sem, beide Darstellungsfoimen bier aufzufubien 
Die eine Daistellung bildet aus der gegebenen Funktion f(s) sub 
we die Funktionen 

b 

<Po (s) = f(s), <p t (s) = f(s) —fz (s, t) <Po (t) dt, 

, b a 

9>» = f(s) 0 9>— i (0 dt 0 = h 2 ; • ), 

a 

ibi ist unmittelbai ersicbtlicb, daB, falls die Funktionen cp Tl (s) 
ibmaBig gegen eme Funktion <p(s) konyei giei en, diese der Inte- 
ileickung (J) genugt 

Die ancle? e Daistellung bildet, mdem sie ebenfalls Yon dei ge- 
nen Funktion f(s) ausgebt ; duicb „Ite?atio>i“ emei Integialopeiation 
Funktionen 

b b 

fl 0) = -fX{8, 0 f(t) dt, f s (8 ) = -/ K(s, t ) /j it) dt, 

<t b a 

fn 00 === 04-1 (0 && ~ 1 ; 2 , ), 

a. 

aus diesen sodann die unendlicbe Reibe 

qp(s) = /*($) -j- fi(s) + f 2 (s) + 

vicklung nach Ite?ie?te?i) DaB diese, wofem sie gleicbmaBig kon- 
ert, die Integralgleicbung ( J ) befnedigt, eigibt sicb daiaus, daB 
ibre w te Partialsumme ist 16 ) 

Liouville wai wobl der erste, dei diese Metbode — bei der m 
J erwabnten Gelegenbeit 7 ) — auf eme Integralgleicbung 2 Art 
yendet bat Die spezielle Natur seines Keines eilaubte es ibm ? 

15) A Cauchy, Paris C R 11 (1840), p 730 = Oeuvres (1) 5, p 391 ff , vgl 
ngen bierzu Encykl II A 4a ( Pamleve ), Nr 9 und die Erganzungen in der 
s Ausg II 15, Nr 9 (Pamleve) 

L6) Die Recknnng, die dies venfiziert, ist die gleicbe wie beim Beweise des 
von der geometi ischen Peihe, nui daB statt Potenzen emei Zabl Iterationeu 
Integraloperation auftreten Diese Analogic lafit den emfachen Sinn do 
de am hesten hervortreten , genaueres s in Nr 24 a 
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die gleichinafhge Konvergenz von (5b) dutch explizite Rechnung zu 
erweisen 

Dei m Ni 2 eiwabnte foimale Ansatz von A Bee) s ) ist ebenfalls 
mchts andeies als die Anwendung des Piozesses (4) auf die Funk- 
tionalgleichung, in die Bee > sem potential theoretisches Pioblem nm- 
gefoimt hatte Es wud danach klar, daB Bee) s Versuch eibt dadurch 
die uchtige Wendung eihielt, daB ei es verstand, das Pioblem statt 
auf erne Integialgieichung eyste? Ait, che fur erne Anwendung der 
Entwicklung nach Iteneiten kerne Hanclhabe bieten wuide, aut eme 
Integral gleichung ziveitn Ait zuiuckzufukien Die Konvergenz dieses 
Yertahrens hat Ben allei dings vollig uneioiteit gelassen Es ist das 
Veidienst von C Neumann*), diese Lucke ausgefullt und auf der 
Giundlage des B(n schen Ansatzes, wenigstens fui den Fall konvexei 
Beieiche, eme wukliche Theone emchtet zu haben Die Schwiengkeit 
wai dabei, daB das Ben sche Veifahien in Wahiheit nicht ohne weiteies 
konveigieit und daB C Neumann eist eme Andeiung des foimalen 
Appaiates entdecken muBte, die die Duichfuhiung des Konveigenz- 
beweises eimoghcht Die Untei such ungen von H Pomca>e 28 ) (vgl Ni 5, 
p 1354) haben heinach gezeigt, daB sich in dei Notwendigkeit diesei 
Abanderung ein fui die allgemeine Theone dei Integialgleichungen 
wichtiger Umstand dokumentieit hatte 

Eine andeie, umfangieicheie Klasse von Integralgleiehungen 2 Ait, 
bei denen (5b) stets gleichmaBig konveigieit, die sog l7 ) Volterra- 
schen Integialgleichungen 2 Ait, entdeckten ei st J Le Roux 18 ) 
und V Valter) a 19 ), dei letztere untei ausdiucklichei Beiufung auf die 
Aoalogie mit denjemgen lineai eu Gleickungssystemen, bei denen die 
6 t0 Gleichung nur die s eisten Unbekannten enthalt 

K st = 0, wenn t > s, 

bei denen also eme lekuisive Auflosung stets moglich 1 st 5 ) Das 
Analogon dieser Gleichungssysteme smd diejemgen Integialgleichungen, 

bei denen K (s, t) = 0, wenn t > s, 

d h deren Kern oberhalb dei Diagonal© des Defimtionsquadiats ver- 
schwmdetj man pflegt sie untei Fortlassung des Teiles des Integia- 

17") Der Name gebt aut E Picard zuiuck, vgl die these von T Lalesco, 
Sur l’uquation do Voltena, Pans 1908, 78 S, p 2 = J de math (b) 1, p 125 — 202 

18) J Lc JRour, Sm les integrates des equations hneanes aux derivees pai- 
tielles du second ordie a deux variables mdependantes, these, Pans 1894 = Ann 
fic Noim (3) 12 (1895), p 227—316, rushes p 213 tf 

19) V Volta ra, Sulla imersione degli mtegrali definiti, Rom Acc Line Rend 

(5) (1896\ p 177 — 185, 289—300 und Ann di mat (2) 25 (1897), p 1-39 — 178 
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tionsmfcer vails, m dem K veisckwmdet, in der Foim 

s 

(TO 9>00 +/■ k(s, t) cp(t) at = /-(s) , 

a 

also nnt vei andetkche) obeier Gienze, zu schreiben Bei diesen Inte- 
gialsdeichungen gelingt dei Beweis dei oleickrnaBigen Konveiofenz 
dei Reihe (5 b) duieh erne sehi emfache Absckatzung von | f n (s) | ohne 
lrgendwelche weiteie bescbiankende Annahme (vgl Ni 28 a) 

4. Der losende Kern (Kesolvente) An die Foioie)sch.e Fest- 
stellnng 20 ), dab die beiden Formeln 
+ 00 +00 

(6) j 2 cos 2jcst(p(t) dt = f(s ), f*2 cos 2nstf(t) clt = tp(s) (0 <^s < oo) 
o o 

emander gegenseitig bedmgen, an die Bemerknng Abels 21 ), daB 


CO C(°) = dnich = <K«) 

0 0 
gelost wild, baben sicb zahlreiche Urnkebrnngsfoimeln 22 ) fui bestimmte 
Integrate geknupft Es ist das Gememsame allei diesei Umkekiungs- 
foimeln, daB tin eme Integialgleichung 1 Ait erne Losimgsfoimel 
gegeben wild, die selbst wiedei die Gestalt emei Integralgleichung 
1 Art hat Volte)} a fuhite diese Umkehiangsaufgaben, soweit m 
lhnen erne ve> andethche obeie Grenze aoftntt (Voltenascke Integral- 
gleichungen 1 Ait) durcli Differentiation nach der obeien Grenze auf 
Voltenasche Integral gleichungen 2 Ait zuruck nnd konnte alsdann 
fur diese ganz allgemem statuieien, daB sie stets, und zwai dutch eme 
Formel vom Typus der Volterraschen Integialgleichung 2 Ait, gelost 
weiden konnen 2S ) 


20; J J Fouriei , Preisscbnft von 1811, Pans, Mem de l’ac R des sc 
de l’lnstitut de Fr 4 (1819/20), p 485 ff , vgl im ubugen Eneykl II A 12 (. H JBinL- 
hauli\ Nr 52 ff 

21) N H Abel , Solution de quelques problemes a l'aide d integrates de- 
fimes, Weike (Cimstiama 1881) 1, p 11 — 27 = Maga 7 in for Naturv 1 (1823), Re- 
solution d’un piobleme de tnecanique, YVerke 1, p 97—101 =J f Math 1 (1820), 
p 153—157 — S D Poisson , Second memoire sur la distnbufcion de la chaleur 
dans les corps solides, J Ec Polyt 12 (1823), cah 19, p 249—403 katte vordem 
schon (p 299) eme A&eZsche Integialgleichung aufgestellt, ohne ihre Losung 
zu geben 

22) Wegen dei Geschichte dieses Gegenstandes \gl Eneykl II A 11 (Pm- 
cherle), Nr 30 , howie die eingehende Darstellung bei VoJtena 19 ) 

23) 7 Voltena 6 ) 1 *) (vgl Ni 23a) Als erster hat wohl / Caque, J de math 
(2) 9 (18b4), p 185 i22 den Begi iff des losenden Kernes bei denjemgen beson- 
deren Volterraschen Integral gleichungen 2 Art heiausgearbeitet, die aus den 
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Dieses Pkanomen eigibt sick fui Volte)) a unmittelbai aus dei 
Mefcliode dei Entwicklung nack Iteneiten Ei brauckfc bloB aus den 
lekursiven Foimeln (5a) tatsacklick f n (s) duieh f(s) auszudiucken, die 
Ergebnisse in (5b) einzusetzen 

b b b 

= *V(t)dt + JJk(s, >)K(>, t)f{t)d> dt + 

a a a 


und 

(8a) 


b 

K(V) = — K(s,t) + f K(s,i ) K(y,t) ch 

b b a 

a a 


zu setzen, um die Losung (5b) m dei Form 


( 8 ) 


o 

<P& = f(s)+fK(s ) t)Mdt, 


also selbst wiedei m dei Form emei Infcegialglei chung 2 Ait zu 
erhalten — K ( 5 , 3 ^) nennt man den losenden Kern ( ;; Resolvente“ ; „iezi- 
proke Funktion^ 11 dgl) 24 ) 

5. Die Fredholmsche Entdeckung Allmahlicli reifen, wie die 
vorangekendon Nummern beieits eikennen lassen, mi Laafe des 19 Jakr- 
hunderts die Metlioden und die Foimung des Pioblems der Integial- 
gleichungslekie heian Voi lhiei defizutiven Kouzeption abei eibielt 
die Theone nocli emen ganz anderen Impuls, und zwar duick H Pom- 
cay 6 Fui lkn kandelt es sick nock lediglich urn die Randwertaufgaben 
der Potentialfckeoiie, lkie Foimulienmg als erne Gleickung vom Typus 
(J) und die m Nr 3 gegebene Metkodik ubeimmmfc ei von C Neu- 
mann Ei bimgfc jedock in ikie Behandlung nock wesentlick neue 
metbodische Elemente kinem, die ei kuiz zuvoi bei dei Rekandlung 
dei scliwmgenden Membian eiprobf katte 

Auf diesen Ideenkieis dei sckwingenden Membran, dei kemack 
fur Hilbot entsckeidend gewoiden isfc, muB sckon kiei mit emigen 
Worten eiugegangen weiden, wemgbtens soweit ei fui Ftedholm maB- 
gebend wuide Die Gestalten emei in erne ebene Kontur C emge- 


linearen homogenen Differentialgleickungen keivorgeken , AnlafJ dazu gab lner 
die Autgabe, die in Ki 3 erwaknte Lioitmllesche Behandlung 7 ) der linearen 
homogenen Dideientialgleichung 2 Ordnung duich Entwicklung nach Itenerten 
auf behebige Ordnung zu ubertiageu, vgl auch U Dim, Ann di mat (3) 2 (1894), 
p 297—321, 3 (1899), p 125-183, 11 (1905), p 2b5— 335 Auck E Belt) ami , 
Loinb Tst Rend (2) 13 (1880), p 327—337, Bologna Mem (4) 8 (lb87), p 291-326 
■operiert in besonderen Fallen bereita nut deni losenden Fern 

24) Eme Benennung tutt zueist bei Hilbeit, Grand zuge, p 12 auf 
JHucjklop d math Wiasonacli 113 89 
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spannten Membian wabiend emei Eigenscbwmgung odei, wie es mi 
folgenden lmmei kuiz beiBen soil, die Eigenscbwmgungen del Mem- 
bian, sind geometnsck gegeben duicb diejenigen Fnnktionen, die fur 
ngendwelcben Wert des konstanten Paiameteis X dei homogenen Diffe- 
lentialgleicbung 

(9) A u + Au = + Xu{x, y) = 0 

genugen und langs 0 den Weit 0 haben, obne ulentiscb zu verscbwm- 
den Niebt fui jeden Weit von X sind solclie Losungen vorhanden; 
vielmebr geben diejenigen diskieten Weite von X, fur die es der Fall 
ist, die Frequenzen von Giundton und Obeitonen dei Membian, sic 
smd, wie man kurz zu sagen pflegt, die „Eigemoe>te“ des Pioblerus. 
H A Schivarz 25 ) hatte die Existenz des Grundtons (d b des klemsten 
Eigenweits) bewiesen, duicb erne Mefcbode, die — obne daB es aus- 
gespiocben wird — nacb dem in Nr 1 skizzieiten algebiaiscben 
Muster des Hauptacbsentbeoiems aibeitet und spatei m dem Existenz- 
beweis von E Schmidt fui die Eigenwerte emer beliebigen Gleicbung 
vom Typus {i h ) lbien allgememen Ausdiuck gefunden bat (vgl Ni 33a) 
An diese Albeit von Selma) 2 knupft Poincaie an, naebdem E Picaul 26 ) 
den Existenzbeweis des eisten Obeitones hmzugefugt batte, und be- 
weist die Existenz unendlicb vielei Eigenweite 27 ) Das wesentlicbe an 
Pomcaics Albeit aber smd die Beti achtungen , m deien Ralimen er 
diesen Existenzbeweis fubrt Ei betiacbtet die langs dei Kontui 0 
verscbwmdende Losung der imhomogenen Diffeientialgleicbung 
(9a) A u -f X u = f{x , y ), 

die pbysikaliscb gespiocben die eizwungene Schwmgung daistellt und 
zwar betiacbtet ei diese Losung bei gegebenem f(x,y) m lbier Ab- 
bangigkeit von X, fur das er nun aucb komplexe Weite m Betracbt 
zieht, es gelmgt lbm, eme m bezug auf X meiomoipbe Funktion 
nix, y, X) anzugeben, die fui alle Weite von X , die niebt geiade Pole 
smd, eme Losung ist, ubugens die emzige Ei betiacbtet lbie Mittag- 
Leffleisebe Paitialbrucbzerlegung und eikennt m lbien Poien Eigen- 
weite, m den zugeborigen Residuen Eigenfunkfcionen des Pioblems r 

25) H A Schwarz , liber ein die Flachen klemsten Flachemnkalts betieffen- 
des Problem der Vanationsrechnung, Acta soc sc fennicae 15 (1885), p 315 — 362 
= Festschi zum 70 Gebuitstag von WeierstiaB = Ges Abh 1, p 241 ff — Vgl 
luerzu nnd zum folgenden Encjkl II A 7c (Sommer f elcl) , Nr 10 und II C 11 (Hilb- 
Sza&z), Ni VI 

26) H Picard , Pans C R 117 (1895), p 502— 501 

27) H Pomcaie , Sui les donations de la physique mathematique , Paleimo 
Rend 8 (1894), p 57—156 
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und zwai beweist ei, daB man, wenn aucb mcht bei jedern willkui- 
lich voigegebenen f(a,,y), so docli bei passend gewabltem f(pc,y) dabei 
stets samthche Eigenweite und Eigenfunktionen eibalt Fui alle Weite 
X, die meht Eigenweite smd, ist also das unhomogene Randweit- 
pioblem (9 a) stets und nui auf eine Art losbai, und zwar fur jedes 
f(x< y) lechteihand, andeierseits ist fui diejemgen Weite A, die Eigen- 
weite sind, definitionsgemaB das bomogene Randwertpioblem (9) los- 
bai Die Analogic mit dem m Ni lb angedeuteten Hauptachsen- 
theorem dei analytiscben Geometne wird nun leicht deutlick Die 
Eigemverte entspieclien den n Weiten von X, fui die das bomogene 
System [a h ) erne Losung besitzt, also den n Wuizeln dei Sakular- 
gleicbung (L) (Halbacbsenquadiate), den Losungen selbst entsprechen 
die Eigenfunktionen Das un bomogene Randwertpioblem (9a) ent- 
spncbt dem unbomogeuen Gleicbungs system 

71 

<P.~ = (S=l, ,») 

f = 1 

Nun lelnt die Deteinnnanbentheorie, daB das System ( a ) bei beliebigen 
rechten Seiten f v ,j n stets erne und nur eine Losung bat, falls X 
kerne jenei n Wuizeln dei Gleiebung (1) ist, und zwar eiscbemt 
die Losung dann als Quotient zweier Detemunanten, die Polynome 
(n — l) t<m bzw n tori Guides von X Bind, also als gebrocben lationale 
Punktion von X , und zwar mit den ausgezeicbneten A-Weiten als Polen 
und den Losungen dei homogenen Gleicbungen als Residuen Dei 
Komplex der von Pomcaie entdeckten Tatsachen eiweist sicb also 
als das unmittelbaie Analogon dei gelaufigen Eigenscbaften dei bemi 
Hauptachsenproblem auftretenden lmeaien Gleiebung ssysteme und lbiei 
Detcumnanten 

Von diesei Basis aus tiat Potnccu e an die „metbode de Neumann “ 
bei an Ei begann damit, aueb biei den Paiametei X emzufuhien, dei 
sicb m diesem Falle dmcb die physikaliscbe Natui dei Sacbe niebt 
dargeboten batte Ei betraebtete also, wofern man den von G Neumann 
benutzten Kem nut JB(s,f) bezeicbnet, die Gleiebung vom Typus (J) 

b 

(10) <p(b) — A.J B(s, dt = f (s), 

a 

die fui X = — 1 m die Neumannsche Gleiebung ubeigebt Fui X = + 1 
ergab sie die ebenfalls von Neumann betiacbtete Gleiebung fui die 
Randweitaufgabe des AuBengebiets, und beide Aufgaben waien also 
veimoge des Paiameteis X m der emeu Formel (10) zusanmiengefaBt 
Zugleick ei gab sieb die Entwicklung nacb Iteneiten (5) nacb Em- 
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fuknmg des Paiameteis X mil emei Natuilickteit, der kem Kunstguff 
roehr ankaftete Setzt man namhck die Losung von (10), die natui- 
gemaB von l abhangen nauB, als Potenzieilie nach Potenzen von X an ? 

(11) cp (s) = f 0 (s) + Xf x (. 8 ) + X%{S) + , 

so eigibt die Emfukiung dieses Ansatzes m (10) nnd die Vergleichung 
dei emzelnen Potenzen von X auf beiden Seiten 

& & 

(ll a ) f 0 (s) = f(s), f x (s)=J ft, (s) == ■J , B(s,t)f l (t)dt, , 

a a 

also genau die Entwicklung (5) yon Nr 3 Deren Konvergenz wai 
kiei fur \X \ < 1 leickt zu gewmnen, abei auf X = + 1 kam es o-e- 
lade an 

Und nun ubeitiug Fomcate 28 ) jene Untersuehungen ubei die 
schwmgende Membian auf dieses Pioblern, dessen Kern B(s, t ) keine 
symmetnseke Funktion mekr war So wiebtig wai lbm die Eikennt- 
ms des Sachverkalts, dab ei sogai die Existenz der Losung dei Rand- 
weitaufgabe (auf Giund andeiei Metkoden, etwa des alteimeienden 
Veifahiens von Schwarz odei seinei eigenen methode de balayage) 
bereits als feststehend annahrn, ja sogai schlieBhcb zu heuustiscben 
Metboden ubergmg, um die Konvergenz dei Neumann schen Methode 
des antbmetiscben Mittels ohne Voiaussetzung dei Konvexitat der 
Randkuive zu sichein und daiubei hmaus den weiteien Tatbestand 
klarzulegen den meioinorpheu Cbaiaktei dei Losung und das Ana- 
logon allei der weiteien bei der scbwmgenden Membiau eroiteiten 
Dinge Insbesondeie stellte sicb dabei heiaus, dafi die Losung bei 
+ 1 ibren absolut kleinsten Pol bat, daunt fand es seine Anfklaiung, 
wesbalb die ursprunglicbe Beet sebe Entwicklung (5) mckt stets kou- 
yergieit und eist dei Modifikation von C Neumann beduifte, von dei 
in Ni 3, p 13-19, die Rede war 

Diese Untersuebungen Fomca >& smd es ; von denen J Fied- 
Mm M ) semen Ausgang genommen bat Das einzige Resultat, das 
Ft edhohn aubeidem m diesem Bereieb vorfand, wai die Tbeone der 

28) H Pomcate, Sur la methode de Neumann et le piobleme de Diricklet, 
Paris C R 120 (1895), p 347—352, Acta math 20 (1896), p 59— 142, vgl auch 
Tbeone dn potential Newtomen, Pans, 1899, p 260 ff 

29) J Fredholm, Sur nne nouvelle methode pour la resolution du probleme 

de Dmchlet , Ofvers af Kongl Vetensk Ak Foih Stockholm 57, Nr 1 (10 Jan 
1900), p 39—46, Stu une classe de transformations, fonctionelles, Pans C R 134 
(27 Jan 1902), p 219 222, pidsentee par M H Poincare , Sui une classe d’equa- 
tmns fonctionelles, ebenda (30 Juui 1902), p I5bl— lo64, Sur une classe d’e<iua- 
tions fonctionelles, Acta math 27 (1903), p 365 390 
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Volteri aschen Integialgleicbung (vgl Ni 3) Fugt man auch m diese 
Theone den Paiametei l ein, so besagt sie, daB hiei die Losano- 
eme bestandig konveigente Potenzieihe, also mclit nur eme meio- 
morphe, sondern sogai eine ganze tianszendente Funktion von l ist 
PaBte sie also anf dei emen Seite aufs bests nut dem PoHicflytscliGa 
Tatsachenkomplex zusammen, so hatte sie auf dei andeien Seite yoi 
lhm den Voizug, mclit mekr an den Besondeikeiten ernes so speziellen 
Pioblems zn haften, wie es die potentialtlieoietisclie Bandivei taufgabe 
wai , denn so beivuBt JPoiiiccitc die Analogie mit den allgememen 
algebiaischen Tatsacben gewesen wai, so staik waien dock seme Er- 
oi tei ungen auf die spezielle Ausdi ucksweise der Potentialtbeoiie em- 
gestellt Insbesondeie lieB die Voltenascbe Tkeone em Moment der 
Analogie nnt dei Auflosung dei lmeaien Grleicbungssysteme besser 
beivoi tieteu Das m Ni 4 gescbilderte Pbanomen des losenden Kernes, 
d b die Idee, eine lmeaie Integialgleicbung durcli eine Foimel auf- 
zulosen, die selbst wiedei die Grestalt emer lineaien Integialgleicbung 
bat, batte sick natuigemaB bei den Voltenaschen Unteisucbungen 
dargeboten, da biei explizite Integi a/gleichungen und nicbt, wie bei 
Neumann und Pomcaie, Dtffci enfraZgleichungen zu bebandeln waien 
In Wabibeit ist dieses Pbanomen das Analogon emer fui jedes System 
von n unhomogenen lmeaien Grleicbnngen mit n Unbekannten gelten- 
den Tatsaclie, daB namlicb die bekannte Deteiminantenformel fui die 
Auflosung ernes solcben S 3 stems die Unbekannten selbst wiedei als 
lineaie bomogene Verbindungen der gegebenen lecbten Seite f u , f 
daistellt 

Aus diesem Komplex von Emzeltatsachen hat Ftedholm die Kon- 
zeption der ailgememen Grleickung ( J ) und die Idee lbiei Behandlung 
nach dem Mustei der Deteimman ten theone entnommen 30 ) , an diesem 
[Complex von Emzeltatsachen onentiert, gewinnt ei die Losung von 
(J) oder vielmeki von dei Gleicbung 

b 

0 ) 9 00 — \f !<■ (s, t) cp (t) dt = f(s), 

a 

clie aus (J) duicli Emfuguug des Parameteis A hervorgeht, als Quo- 
tienten zweier ganzen ti anszendenten Fnnktionen von A Iudem ei 
nu lit nui die Tatsacben, sondern aucli die Methoden der Deteimi- 
nantentheone formal nachbildet, gelangt ei ganz lm Rahmen diesei 
elemental en Opeiationsmittel und ohne Benutznng dei bei Pomcaie 
entbclieidendeu fimktionentheoietiscben SckluBweise zu emei einfachen 
Theone von allgemcmem Charaktei 


30) ver^leiulie ^re^hoJmB pio-pup D^Tstolhmo- T ifpr°tnr P n 0^ 
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Als Muster steht lhm bei dei Duichfuhiung dieses Piogiamms 
die v Kochsche Theone de ) unendhehen Dete) minanten u ) voi Augen 
H v Koch war m diesen Unteisueliungen vielfach von der Foimel 


ausgegangen 

|i + 4 

( 12 ) 


*i.| 


n n n 

-i + yK„+iyy 


: 1 


5 i ~ 1 <*» — 1 


Sn Sj_ K 


H- 


Aus diesei kann man, mdem man n wachsen lafit, die Konveigenz- 
verhaltnisse der unendhehen Deteimmaute besondeis gut erschlieBen 
Fredholm hatte nun den Gedanken, dieselbe Formel (12) zum Aus- 
gangspunkt ernes ganz andersaitigen Gienzubeiganges zu machen, als 
E v Koch Indem ei sie namlich auf das System ( A ) von Ni 1 an- 
wendete und den doit angedeuteten Grenzubeigang vollzog, eihielt er 
die Bildung & & & 

da) i _ i +/*(»,.)* + 


als das Analogon der Determmante aus der Algebia und entspre- 
ehende Analoga dei ersten und hoheien Unteideteimmanten 20 ) 

Fur den Beweis dei Konveigenz von (13) reichte dei Apparat 
der Konvergenzbetiachtungen der Pomcay e'-Kochsdhen Deteimmanten- 
theone nicht aus Es wai daker wesentlich, daB Ftedholm in dem 
sog Hadamay dschen Detenmnantensats dasjenige Hilfsmittel voibeieitet 
fand, das hier angemessen wai Derselbe besagt, daB f(ir das Quadrat 
des absoluten Betrages emei Determmanten A mit den Elementen a pq 
die Ungieiehung 

(14) |U|^(|a u | 2 + + i«J a ) (k,|*+ + KJ 2 ) 

gilt, oder, geometnsch zu leden, daB untei alien (w-dirnensionalen) 
Parallelepipeden von gegebenen Kantenlangen das rechtwinklige das 
giofite Volumen hat 31 ) Die absolute Konveigenz von (13) und alien 

31 ) J Hadamcud, Sur le module maximum que puisse attemdre un deter- 
minant, Paris C R 116 ( 1893 ), p 1500 — 1501 , Resolution d'une question relative 
aux d£teiminants, Darb Bull ( 2 ) 17 ( 1893 ), p 240 — 246 Zur Geschi elite des 
Hadamardschen D eterminanten sat zes sei das folgende zusammengestellt 
Schon 1867 atreift J J Sylvester die Angelegenheit, indem er Phil Mag (4) 34, 
p 461 — 475 sich mit den „mvers-orthogonalen“ Matnzen beschaftigt, bei denen 
die Unterdeterminanten A a ^ nicht, wie bei den oitkogonalen, sondern 

— sind, er gelangt dabei zur Aufetellung solcher aus Einheitswuizeln ge- 
a <*i* 

bildeten Matnzen, bei denen das G-leichheitszeiclien des Hctdama) dschen Satzes 
ist nhne d r R or rli«c n J), p r H linf * Tfnrln n J T r J 
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5 Die Fredholmsche Entdeckung 

Rokeien Bildungen eigibt sick daiaus immitfcelbai duich Anwendung 
des Cauchi/scheii Konveigenzkritei 111ms Dei Ausbau der ganzen Theone 
Kelvin 1SS5 bekanut (uack Augabe von Hadamard in Liteiatur A 5, p 50, 
Amn 2, danacli hat Th Mini 1886 Lend Kelvin emen Beweis bueflich mit- 
geteiltj, vgl dazu auch E J Nanson, Mess 31 (1901) Fur H Minkowski war 
dei Satz 1111 Zusammenkange semei zahlentheoretischen Bebandlung der defimten 
^quadiatiacben Foimen unmitielbar gegeben, und er bat lhn m semei ,,Geometrie 
der Zaklen" (Leipzig 1890), p 183, exphzite als erne Folgerung aus der Jacobi- 
seken Transformation dei quadiatiscken Formen aufgefuhit 

Erne Analyse des Hadamai dschen Beweises nimrnt E Fische 1 , Aicbn (3) 13 
(1908), p 32 — 40 \or, und sckult als semen Kern den emfach za beweisenden Satz 
heraus, clafl die adjungierte Foim von emei defimten quacliatibcken Foim selbst 
wiedei defrnit 1 st TF Wntingei, Darb Bull (2) 31 (1907) p 175— -179 = Monatsh 
18 (1907), p 15b — 160, gibt omen Beweis mit Hilfe dei Tbeoue der Maxima mit 
Nebenbedmgungen , mdem er das Maximum des Volumens bei festen Kanten- 
langen bestiramt, vgl auch Ifeywood-Fnchct, Literatur A 5, p 50 ff Man kann 
densclben geometuseken Gedanken duich SchluB von n — 1 auf n diuchfuhien, 
•ohne die Tbeone dei Maxima mit Nebenbedmgungon heianzuzieben , dies tun 
L Tonclh , Batt G 47 [(2) 16], p 212 — 218, G Kowaleicski , Die klassiscben P 10 - 
-bleme dei Analysis des Unondlicken, Leipzig (Teubnei) 1910, VIII u 384 S , p 378 f , 
W Blaschkc , Aicli Matli Pkys (3) 20 (1913), p 277 — 279 und B Cow ant, Lite- 
latui A 11, p 24 O Szasz, Math os phys lapok 19 (1910), p 221 — 227 (ungar) und 
Math -nalurw Ber aus Ung 27 (1913), p 172 — 180, und unabhangig da von T Boggio , 
Darb Bull (2) 35 (1911), p 113 — 116, halfcen niebt die Kanten fest, sondern 
wenden den OrtkogonalisietungapiozeJI so auf die n Kauten an, daB das Volumen bei 
den emzelnen Sohutten des Prozesses stets das gleicbe bleibt, geometriseh. zu leden, 
■ersetzen sie die Kanten doi Reihe nacb durch die zugebongen Hohen, die kleiner 
sind, algebiaisch zu reden, 1 st dei OithogonalisieiungsprozeB ubngens niebts 
andeies als die Jacobische Transfoimation Abnlicb verfahrt A Knesei , Literatur 
A 4, §55 bzw § 61 der 2 Auflage J Sthur, Math Ann 66(1909), p 496 f erbalt deri 
Hcidamai dschen Sat/ als Coiollar zu semen Satzen ubei die Eigenweite X l3 , X H 
der Matrix I{ ) unci verallgememeit ibn dahm, daB jede elemental symmetnsebe 
Funktion der Grdfien | | , |^| a < cLei entspreebenden dei n KlammergioBen 
1 st, die in (11) lechterhand aultieten und die Quadiate der Kantenlangen be- 
deuten, dei HadamanhdiQ Sat/ ergibt sicb speziell fur die letzte elemental - 
symmetnsebe Funktion, msofem X t % n = \A\ lat, also | ^1 1 2 = | X t | 2 | | 

weiteies J ScJiiu 103 ), p 17 f Erne andeie, von E J Hanson [the educational 
times 55 (1902), p 517, question 15 244] bekaupteto Verallgemeinerung beweist 
O Szasz, MonatBb Math Phys 28 (1917;, p 253—257 Vgl auBerdem T Ha gash 1 , 
Tokyo Math Ges (2) 5 (1909), p 104—109 und Batt G 48 [(3) 1] (1910), p 253 
— 258, L Amoioso, Batt G 18 [(3) 1] (1910), p 305 — 315, Th Mini, South Afuca 
11 Soc Tians 1 (1910), p 323— 334, T Kubota, Tokoku J 2 (I9l2i, p 37—38 — 
Eine Reihe von Arbeiten bescbalhgt sick mit dei Fiage, fui welcbe n es Detei- 
inmanten aus reellen Elementen gibt, bei clenen die Hadamardsche Ungleichung 
m der Foimulieiung von jSTi 0, p 1371, zui Gleicbung wild E TF JDavia, J Hop- 
kins Cue 1882, p 22—23 = Amer Math Soc Bull (2) 14 (1907), p 17 — 18, 
U Scarpi s, Lomb 1st Rond 31 (1898), p 1441 — 1446 lui n = V- — 1), wo 
g — 1 Pnmzakl, E Pascal, Die Deleimmanten, Leipzig 1900, § 53, p 180 — 184, 
IT 7? < 37 >«~ i/> *tti T'rnf 1 0 11 / V i * 1 4 w 
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vollzog sick nun nack deni Muster dei elemental en Deteimmanten- 
theorie und lieferte m dei Tat den dem Algebraiscken entspreclien- 
den Satzekomplex in semem yollen Umfang 

Fukit man nacktiaglick den Paiametei X kier em, mdem man 
— Xl(s,t) fui X (Sjt) emsetzt, so wild (13) eme Potenzieihe, die 
nack Potenzen you l foitsckieitet und deren bestaudige Ivonveigenz 
unnuttelbai gegeben ist, also erne ganze tianszendenfce Funktion d(A) 
Damit waren insbesondeie aucb die Pomcaie scken Tatsachen und Ver- 
mutungen allgemem dargetan 

6. Hilberts Eigenwerttheorie. Aus dem giofien Beznk dei Ana- 
lysis, m dem die lmearen gewoknlicken unci paitieUen Diffeientialglei- 
ckungen dei matkematiscken Pkjsik in emer bnnten Mannigfaltigkeit 
von Emzelpioblemen mit emei Fulle mdmduellei Kunstgnfie bekandelt 
weiden, batte Ftedholm also emen bestnnmten Aufgabentypus — den 
dei Randwertaufgaben ini stiengen Smne cles Wortes — keiaus- 
gegnffen und yon diesem ausgekend eme Theone gebildet, die mcht 
nui auJ3eilick dem Voibilde dei Algebia nachgefoimt wai, sondern 
aucli mneilich die Meikmale emei oigamscken Pioblemstellung und 
emei systematisck-metkodiscken Bektmdlung m sick tiug Damit war 
abei nui ein Biuchteil dieses vielgestaltigen Beznks eifafit Dei 
Encyklopadieai tikel yon A Sommeifeld (Encykl II A 7 c) und H Bur l- 
luudt s umfangieickei Beuckt ubei die oszillieienclen Funktionen 4 ) 
zeigen deutlick die Situation yon 1900 ubei den Schwmgungspro- 
blemen lagerfc m unbestimmtei Gestalt die Idee dei formalen Analogic 
mit dem Hauptacksenpioblem dei Algebia, ohne sick konkiet als 
allgememgultiges und beweisendes Pnnzip fassen zu lassen und okne 
voilaufig ligendeinen Anklang an eme Integialgleickung zu eutkalten, 
wakrend zu dei gleicken Zeit nn Beieick dei Randwei taufgaben 
C Neumann, Volte)) a u a Integialgleickungen yom Tjpu^ (J) langst 
kmgesckneben und mit iknen openeit batten 

Der Tifpus dieset Schwmgwigsprolleme wild am beaten an der 
Hand ernes Beispiels deutlick, etwa desjenigen dei sckwingenclen Mem- 
bian, yon dem m Nr 5 in dem doit erfoi dei lichen Umfang die Rede 
war Hier, wo es eiwunsckt ist, an der Hand ernes solcken Beispiels 
den vollen Sackyeikalt kennenzulemen, wird es becjuenier sem, anstatfc 
von dei zweidimensionalen sckwmgenden Membian von lhiem emdimen- 
sionalen Aualogon, dei sckwmgenden Saite, zu spiechen, bei der 
sick alles expliziter ubeiseken laBt Die Foim emei an beiden Enden 
emgespannten Saite wahiend ngendemer (erzwungenen) Scbwingnng 
wild bestimmi cluick eme Funktion u(s), die fui a^s^l dei un- 
homogenen Diffei entialgleickung 
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( 15 ) ~ + lu(s) = f(s) 

genugt, sowie den beiden Randbedmgungen 
(15 a) uici) = 0, u(b) = 0 

Lnsbesondeie smd bier die (fieien) Eigen scbwmgnngen dei Saite 
clurcli diejemgen Funktionen gegeben, die fur ngendemen Wert des 
konstanten Paiameteis X dei homogenen Difteientialgleicbung 

( 155 ; d £, + iu(s) = 0 

unci zugleicb (15a) genugen, obne jedoch identisck zu veischwmden 
Solche Losungen gibt es aucb bier mcbt fui jeclen Weit von X, son- 
dern nui fui eme Folge diskietei, leellei, ius Unendlicbe wachsendei 
V^erte X l7 X 2 , ? die „ausgezeicbneten Paiameteiweite“ odei „Eigen- 

■vrerte“ die sicb pbysikalisch duicb die Frequenzen (Tonhohen) dei be- 
trefFenden Eigenscbwmgimgen denten, die zugehorigen Losungen, die 
^Eig-enfunktionen^ mogen ^ 2 ( 5 )? beifien 32 ) Dei pbysika- 

liseben Grundtatsache, dab roan eme willkiulicbe Scbwmgung als 
Supei position YonEjgenscbwnigungeii auffassen kann, entspncbt matbe- 
matiscb die Aufgabe, eme beliebige, nm gewissen Rand- und Stetig- 
keitsbedingungen genugende Funktion f(s ) m erne Reibe dei Foirn 

CO 

(10) fa) =2'c u <p a (s) 

U = l 

zu entwickeln (Fouriei sell e Reibe) Den Ausgangspunkt fui die raathe- 
matische Behandlung diesei Aufgabe bildet die sog „Ortbogonalituts- 
eigenscbaft^ dei Eigenfunktionen 

b 

C1 7) J' v .(s) Vf (s)ds - d h - {; *" " J; 

a 

aus ibi eigibt sicb in dei bekannten Weise, dab 

b 

(18) c a =ff(s)cp tt (s)ds 

a 

aixzusetzen ist Die Scbwieugkeiten, die dei vollen matliematischeii 
D urchf ulnung dieses Ansatzes ini Sinne stiengei Konveigenzbehack- 
tungen entgegensteben, smd bekannt, sie smd das Kennzeiulien dieses 
ganzen Gebietes 

Die Analogic diesei Tatsaehen mit clem Haiiptacliscnpioblem cle> 
^Llgcbia ist jetzt leicbt zu sckildein Es ist diejemge Analogie, von dei 

32) Eme elementare Ausrecbnung ergxbt fur den \orhegenden Fall, wenn 
& = O , b — 1 geuommen wird, l n = cp n (s) — ]/2 smarts 
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m Ni 1c kurz erwalint wuide, daB D Be)noulh sie schon gekannt habe 
Sie ist ubrigens mcht zu veiweckseln nut dei in Ni lb geschilclerten 
Analogie zwischen dem Hauptacksenproblem dei Algebia und dei 
Eigen wex ttheone dei Integialgleickungen, you solchen ist in dem 
iner zu schildernden Zusammeuhang noch mcht die Rede JD Bo- 
noulh 2 ) gelangte vom Schwmgungspioblem zu emem System vom 
Typus (a) dadurck, daB er die schwmgende Saite in ein System yon 
n sckwmgenden Massenpunkten aufloste Hieibei entspiechen zunaclist 
m deiselben Weise wie bei dei sckwmgenden Membian die Eigen- 
weite den Halbachsenquadiaten, d h den n Weiten ; X n , fm die 

die Deteiminante von (a) vei sckwmdet, die Eigenfunktionen q> a (s) den 
fiichtungskosmus dei n Hauptachsen <p ali , 1; • > «), die 

oben als Koeffizienten dei Tiansformationsfoimel (2 a) auftiaten Dai- 
uber binaus steht die Oitbogonalitatsi elation (17) dei Tatsache gegen- 
ubei ; daB die Hauptachsen zu je zweien aufemander oithogonal bind 

n 

(IT) («,/* — b • , *0 

A = 1 

Um endlich auch das Analogon des Entwicklungssatzes zu erkennen, 
muB man sich des Satzes aus der Lelne von den lecktwmkligen Ko- 
oidinatentiansfoimationen eimnein ; daB die Grleichungen (17) stets auch 
das Besteken der anderen 

n 

( 17a ) ^9 a s ( P a t = e s i ,») 

a = 1 

zm Folge kaben, man muB sodann 33 ) die Grleichungen (17a) fur 
t= 1, ,n kingeschiieben denken, mit n willkui lichen Zahlen 
fu > f n multiplizieren und addieren 

=i e <,tf,= fs 

t = la = l t = l 

oder 

< nb ) 

a — 1 t = l 

und mail muB schlieBlick 



t = x 


33) Die Analogie wird an dieser Stelle em wenig verdunkelt dureh den 
00 

Unistand, daB die Reihe J>}cp a (s) <p a (t) mcht obne weiteres konveigiert, so daB 

a~l 

das unmittelbaie aualytiscke Analogon zu (17 a') fehlt Die im Text vorgenom- 
meue^Umformung nmgeht die hierm liegende faktische Schwiengkeit, °mdem 
sie (17 a) durch die algebraiseh damit aquivalente Tatsache (17b) eisetzt, die 
lhieiseits erne Ubertragung anf die Analysis unmittelbar gestattet 
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setzen, um clarm unci m 

(16) f, -jk<P 0 . 

a — 1 

das Analogon yon (18) nnd (16) zu finclen 

Noch um 1900 bestelit also die Lekre von den Sckwmgungen 
aus emem Bunclel soldier Theonen wie der eben skizzieiteu, die alle 
den Tatbestand des Hauptaehsentbeoiems, wie man es kuiz nennen 
kann, mehr odei wemger vollkommen aufweisen Das umfassendste 
Beispiel wai die Pomcat dsche Theone dei sckwmgenden Membian 27 ) 
In Ni 5 wai von ihi nur das heiausgegnffen, was fiu die Ftcd- 
holmsche Entcleckung wesentlich gewoiden ist, in Wahikeit bat Pom- 
cate den vollen fur die schwmgende Saite biei gesckilderten Sackver- 
halt fur die schwmgende Membran, fur die er unvergleiehlich scbwerer 
zu erschliefien ist, zur Geltung gebiaclit, allei dings geiade den Ent- 
wicklungssatz zum Teil nur auf dei Giuncllage heunstischei Uber- 
legungen. 34 ) 

Immeihin bewegten sidi alle diese Ubeilegungen Poincaics ebenso 
wie m semei Albeit liber die Neumannsche Methode 28 ) lm Rahmen 
des voiliegenden Einzelfalles Nachdem abei FtedJtolm mit semei Auf- 
losungstheoue das Muster einet allgememen, nach algebi aischem Voi- 
bild gearbeiteten Theone aufgestellt hatte, schuf D Hilbett S5 ) erne nene, 

34) Aus der umfangreichen Geschichte der Entwicklungssatze Bind lnei 
nur diejemgen Momente herausgekoben worden, die fur die Entstehung dei 
Integralgleichungstkeone und lhien algebraischen Grundgedanken sick als maB- 
gebend erwiesen baben Die Entstehung dei Integralgleichungstheorie vollziekt 
sich sowohl bei Fiedholm m der Auflosungstbeone wie auch kiei bei Hilbctt in 
der Eigenweittheone unter bewuBteL Abstieifung der funktionentkeoietiscben 
Methodik, die id Poincares Untersuchungen eigentlich un Voidergrund sfcoht 
Die Lime dieser funktionentheoretischen Porschungsweise Poincaies wnd unab- 
kcingig von der Entwicklung dei Integralgleichungalebie und etwa gleichzeitig 
mit lkr von S Zaremba , W Stelloff, J. Kniscr u a in zablreicken Aibeiten uber 
Differentialgleichungen dei mathematiscken Pkysik fortgefubit Erst an emei 
spateren Stelle hat die Integralgleichungstheorie ihrerseits diese Methodik in 
lhren Bereich einbezogen (vgl Ni 38 c, 89, 43 a, 4) Deshalb begnugt sick die hier 
gegebene Darstellung, die nur die Kntstehungsge&chickbe der Integralgleiekungs- 
theone skizzieren will, mit emem solchen kuizen Hinweis auf die angetuhiten 
Untersuchungen, und sie konnte dies um so eher, als sich m Encykl II C 11 (Hilb- 
Szasz), Nr 12 ein zusammonkangender histonscker Uberblick darubei findet 

35) D Hilbert, 1 Mitteil, Gott Nachi 1904, p 49— >91 = Gruudzuge, 1 Ab- 
schmtt, 2 Mitteil , Gott Nachi 1904, p 218 — 259 — Grundzuge, 2 Abschmtt, 
Yorausgegangen wareu Verolfenthchungen in den Gottinger Dissertationen von 
0 D Kellogg , 1902, IV u 43 S [vgl auch denselben C5 )J, A Andrae, 1903, 111 S, 
Ch M Mason , 1903, IV u 75 S , nachdem Hilbeit seiue Theone in Vorlesungeu 
und Seminaren seit dem Wmtei 1901/02 vorgetragen hatte 
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entspi echend allqememe analytische Theone nach dem Voibild de> Haupt- 
achsentheorie der Algeb a, eben diejemge, die m Nr lb geselnldert und 
als „Eigenweittbeorie dei Integralgleicbung mit symmetnschem Kern" 
bezeicbnefc woiden ist Zugleicb zeigt ei, wie die Lebre von den Scbwm- 
gungen in die Eigenweittbeone emzuoidnen ist die Gteensdhe Funk- 
tion, das bekannte Hauptbilfsmittel der Potentialtbeone, dessen aueh 
JS A Sclnvmz und Pomcate sicb dauernd bedient batten, eiwies sicb 
von diesem Standpunkt eben als dei Kein deijenigen besondeien Inte- 
gialgleicbung, in die sich die Theone dei scbwmgenden Membian um- 
setzen lafit d6 ) 

Fui den Beweis dei Sake seine? Eigeniveyttheone stutzte sicb Hil- 
bert — andeis als Fredholm bei seiner Auflosungstbeone — anf den 
in Ni la geschildeiten Grienzubergang Wenn lbm dei Beweis gelang, 
so liegfc dies mchfc zum wenigsten daian, dafi er niebt dnekt auf den 
Entwicklungssatz ausgmg, dei lin Spezialfall der Founeiscben Reibe 
durcb die Foimel (16) gegeben ist, sondern den Grienzubeigang genau 
an diejemge Formulieiung des Hauptacbsentbeoiems anscbloB, die 
sicb aus dei Gleiebung (2b) von Nr 1 ergibt Das analytiscbe Aqui- 
valent davon lm Smne der am Ende von Ni la angegebenen all- 
gememen Analogisieiungsiegel ist die Foimel 

b 1 80 

( 19 ) JJ h (s, t) x (s) z(t) dsdt == 2 7 yS 

a a a = 1 U 

WO 

b 

(19 a) y u = j‘cp a (t) x (t) dt 

a 

ist, und cp a (t) die zum Eigenwert X a gebonge Eigenfunktion Diese 
Foimel, die m den Uberlegungen von H A Schwa? z und Pomccne 
mobt bervoi tntt, entbalt emerseits den Scblussel zu dei gesamten 
Tbeone man kann aus lbi sowobl die Existenz ^aintlicber Eigen- 
werte unmittelbar ablesen, als aucb ubei den Entwickliingssatz, wie 
ei sicb m den Foimeln (16) und (18) ausdiuckt, genauen AufscbluB 
erbalten Andeierseits abei — und das 1 st das wesentlichste — gilt 
die Entwicklung (19) obne jede Emscbrankung uber die Natur des 

36) Es vrar mcht unwesentlich, dafi H Burlhardt, S M F Bull 22 (1894), 
p 71—73, auf eine Anregung von F Klein hin und mit Benutzung der Betrack- 
tungsweise von E Picard das Analogon der Greewscken Funktion fur den Fall 
emchmensionaler Sckwmgungsvoigange (sick selbst adjungieite komogene lmeai e 
Di fferentialgleickungen 2 Ordnung) unteisuckt hatte Hilbat fand darrn das 
Hilfsmittel \oi, um auck diese Schwingungeprobleme unmittelbar m Integial- 
gleickungen umzuformen 
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syinmetnscben Kernes h(s,t) uiid die wiilkiuliche Funktion #($) die 

beide lediglicli als stetig voiausgesetzfc zu weiden biaucben ltn 

Gegensatz zu demjemgen Entwickluugssatz, dei duich die Formeln 
(16), (18) gegeben 1 st 

Es sind zwei Hmdeinibse, die dei unbeschiankten Gultigkeit dei 
Entwicklungsformel (16) eutgegenstehen Das eme ergibt sicb daiaus 
daB man auf Grund bekanntei Tatsacben aus dei Theone der Fourier- 
schen Reihen leicht emen stetigen Kem l(s, t) und dazu eme stetige 
Funktion /(>) zu konstiuieien veimag, fui die die Entwicklung (16) 
diyergieit (vgl Ni 34a) Das andere mbit dahei, daB das Auftieten 
des Eigenweits 00 , das im Algebraischen, ohne daB es oben ausdruck- 
lich heivorgeboben wuide, welter keme Ausnabmen veiuisaeht — die 
dreidimensionale Flacbe artet in diesem Falle 111 emen Zylmder oder, 
wenn #ivei Eigenweite unendlich weiden, m ein Paar paiallelei Ebenen 
aus — ; bei dei Integralgleichung besondere Scbwiengkeiten m sicb 
bngt, von denen 111 Ni 7 zu leden sein wild Es wai daliei eme 
entsckeidende Wendung, daB Hdbeit statt dei Entwicklung (16), in 
die auch die Eigenfunktionen des Eigenwerts 00 emgehen nmBten, die 
Foimel (19) in den Mittelpunkt btellte, 111 dei jene Eigenfunktionen 
Yon selbst keiausfaUen 

Umgekehrt 1 st dabei auf den Entwicklungssatz (16) neues Licht 
gefallen, und ei hat bei Hilbett seme definitive Gestalt gewonnen Die- 
selbe ergab sich ohne weiteies aus dem konsequent voigehaltenen 
algebiaischen Mustei Beim Zylmdei 1 st, wenn man von den unend- 
lich langen Zylindeiachsen absieht und nui die Hauptachsen endhcher 
Lange m Betiacht zieht, die Foimel (16) nicht fur beliebige f 17 . , f n 
duich passonde Wahl dei c a eifullbar, sondern, wie eme algebiaische 
Betiachtung 37 ) zeigt, dann und nui dann, wenn f s in der Form 

( 20 ) f 3 ^2k,x t 

i7) 1st namlich co mckt Eigenwert, cl h 1st das System 

71 

(71) 0 (s = X, , H) 

t - 1 

nicht losbar., so 1st die Determmante |^d=|=0, und die Theone der lmeaien 
Gleichungen zoigt, daB (20) fui beliebige /,, , f H losbar 1st, 1st aber 00 em- 

facber oclei mekriacher Eigenwert, so 1st | ^ | = 0, und jene Tbeone ergibt, daB 
(20) dann und nur dann losbar ibt, wenn dei Vektoi (/j, , f n ) auf den samt- 

lichen Losungen der tianspomerten homogenen Gleichungen, d h (m Anbetracht 
von h st = 7 i, ts ) auf den zum Eigenweit 00 gebongen Acbsen i^Zyhnderacksen) 
senkiecbt stebt — Ilieiin 1st insbesondere die Aussage entbalten, daB 00 dann 
und nur dann Eigenwert 1st, wenn (20) nicht fur beliebige f t , , f n losbar 1st 
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daistellbai ist Beschrankt man sicli entspiechend beim Entwicklungs- 
satz (16) auf diejemgen f(s), die in dei Foim 

b 

(20) f(s) =Jl' (s, 0 ^(0 dt 

a 

oder, wie A. Knese) es nennt (Liteiatm A 4) ; ^quellemnaBig^ daistell- 
bar srnd, so gelmgt es Eilb&t (zunaebst untei emer gewi^sen Emschian- 
kung, vgl Ni 34 c) zn zeigen, daB der Entwicklungssatz (16) lm Smne 
gleichmaBigei Konveigenz gultig wird In dei neuen Darstellung diesei 
ganzen Theone, die E Schmidt m semei Disseitation 11 ) gegeben hat 
(ygl daiubei das Ende von Ni 7), ist diese Emschrankung m Weg- 
fall gekommen 

Es sei nocb bemeikt, daB ahnlicke Schwiengkeiten, wie bei (16), 
auch bei dei Entwicklung des Kernes selbst 

a 

Lt — 1 

vorliegen, aus dei man ibreiseits, falls sie gleichmafiig konvergieit, 
sowobl (19) als auch (16) sofort herleiten kann 

7. Umgrenzung des Funktionenbereiches Mifc der am Ende 
von Ni 6 voigenommenen Ansscheidnng des Eigenweits oo nnd dei 
zu lhm gebongen Eigenfunktionen war die Entscheidung uber die 
Duickfubibaikeit der volien Analogie nut der Algebia nui umgangen, 
nm sie zu fallen, werden Ubeilegungen ganz anderer Art erfoi dei lick 
Die hiei gegebene Darstellung hat bishei die lm Anfang von 
Nr 1 gemachte Yoiaussetzimg der Stetigkeit aller m Betiacbt ge- 
zogenen Funktionen stillschweigend festgebalten, dies konnte um so 
eber gesekehen, als sowobl die Fiedkolmsche Resolvente als auch die 
zu endlichen Eigenweiten gehongen Eigenfunktionen offensichtlicb 
von selbst stetig smd, wenn der Kern es ist Abei die emfacke Ubei- 
legung, die aus b 

9 o(s) = t) cp (t) dt 

a 

abzulesen gestattet, daB mit A(s, t) auch <p(s) cme stetige Funlction 
ist, versagt bei der Gleichung 

b 

(21) 0 <p(f) dt = 0, 

a 

die die Eigenfunktionen des Eigenweits oo defimert 

Bescbrankt man sicb tiotzdem auch beim Eigenwert oo zunachst 
einmal auf stetige Eigenfunktionen, so ist man nnstande, emen stetigen 



7. Umgrenzung des Funktionenbereiches 


1365 


Kem l (s, t) zu konstruieien, bei clem kerne stetige Eigenfunktion des 
Eigenwertes 00 voihanden 1 st, zu dem man aber tiotzdem erne stetige 
Funktion f(s) kmzubestimmen kann, die mcht veimoge ernes stetigen 
x(t) in der Gestalt (20) darsteilbai ist 8S ) Mit die&ei Tatsacbe 1 st die 
Analogie nut dei Algebia durchbiochen, da im algebiaischen Fall die 
NichtLo&baikeit des Systems (21) zur Folge hat, daB (20) fui beliebige 
f , f n losbai 1 st (vgi die SchluBbemeikung von 37 )) Damit ist 
llaigelegt , daft die Eigenweillheorie mcht bis zur lestlosen Analogic mil 
der Algebia durchgefiihit ivoden Kami, solange man sich auf stetige 
Funlctionen besciu unit 

Abei auch dureh Zulassung von Unstetigkeiten emfacher Ait 
1 st es kemeswegs moglich, an diesem Sachverkalt etwas zu andein 
Dei Kem des oben envahnten Gegenbeispiels 1 st namlicli so beschaffen, 
daB fui ihn die Gleichung (21), die kerne stetige Losung besitzt, doch 
erne ubrigens willkuilich voigegebene mistetige Losung hat, die ledig- 
lich selbst nebst lhrem Quadiat mi Riemannscken odei aueli mu im 
Lebesgueschen Smne mtegneibai sem muJB Solange also fui die 
Eigenfunktionen mcht alle diese Eunktionen zugelas^en weiden, eigibt 
dieses Gegenbeispiel genau das oben fur den Beieich der stetigen 
Fimktionen festgestellte negative Resultat Man mu ft also fm die 
Eigenfunktionen die Gesamtheit allei wi Lebesgueschen Smne nebst ihiem 
Qnadiat mtegneibai en FiwJUionen zulassen, wenn man den Wnnscli hat , 
eine dei algebiaischen m alien Teilen analoge Theone zu schaffen 

Es 1 st nun das wesentliche, daft umgelelu t dwse Enveiteiung auch 
himeicht , um die voile Analogic mit clei Algebia heizustellen Die Wrnzel 
dieses Resultats liegt in dei Theone dei unendhchvielen Verander- 
lichen JD Hilbeit 39 ) hatte den in Ni 6 geschilderten Untersuchungen 
eme Theone dei sogenannten vollsti tigen quad) atischen Foimen von un- 
endlichvielen Veiandciln hen folgen lassen und hatte daim em andeis- 
aitiges, abei luekenlo&es analytisehes A qui valent zu dei Hauptachsen- 
theone dei Algebia gefimden, zugleieh batte ei em Ubertragungs- 
pnnzip ausgebildet, das einen Zusammenbang diesei neuen Theone 
nut dei Integialgleichungslehie veinnttelt Was ei damit fui Integial- 
gleichungen eilangte, wai zunaehst nur em neuei Beweis des m Ni 6 
angegebenen Tatbestandes im Bereich stetigei Funktionen (Genaueieb 
s m Ni 8) Abei ein Theorem von E Fischei ll °) und F Iiiesz 1S0 ) 
(vgl Ni 15 d) gestattete diese Ubeitragung daiuber hmaus auf den 

38) Man findet die Uberlegung, die notwendig l&fc, um dieses Beispiel aus 
einer Bemerkung von E Fischer abzuleiten, in Nr 34- c - 181 ) lt0 ) 

39) D Hilbeit, 4 und 5 Mitteil , Gott Nachr 190b, p 167—227 und p 439 
— 480 = Grundzuge, 4 und 6 Absclimtt, p 109 ff 
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Bereicb der 1 m Lebesguescbeii Sinne quadiatiscli liitegneibaien Funk- 
tionen auszudebnen imd gab damit aucb fm die Integralgleiehungeu 
die voile, dem Hilbertschen Hauptiesultat ubei vollstetige quadiatisclie 
Formen. genau entspieckende Analogie zm Algebra 

Das Gesamtergebnis ist, dafi die nchtige Umgtenzung des Funk- 
tionenbeieicbs, mit dem gearbeitet wild, sick als das entsckeidende 
Moment eiwiesen hat Sistotisch betiachtet, batte sich diese Entwick- 
lungvondei stetigen bis zur quadiatisch-integueibaien Funktion lauge 
vorbereitet und allmahlich vollzogen Sie beginnt 1m Giunde m dem 
Augenblick, als H A Scliwanz die TJngleichlieit, die heute allgemein 
nacb lhm benannt wild, 

( 22 ) { / f(s) g(s) ds J ^ f[f(s)f dsf[g(s)f ds 

'a * a a 

als wichtiges Handweikszeug eikannte und zu handhaben lehite 10 ), 
als solches hat es Pomcaie 1m weitesten Umfang gedient Diese Un- 
gleichheit ist namlieh offensichthch fur beliebige, lediglicli quadiatisck- 
mtegrieibaie Funktionen anwendbai , und je mehr sie und aknlicke 
Hilfsmittel die Untersu chung behenschen, desto meki naheit diese 
sich dem Zustand, dafi sie lhrem ganzen AusmaBe nach fur quadiatisch- 
mtegneibaie Funktionen giltig ist Wenn fernei F) edliolm sick des 
Hadamardschen Detei mmaniensaizes bedient, so stelit lnntei dei von 
lhm zunachst henutzten Foimulierung mit dem Maximalbetiag del 
Eleraente (vgl Ni 9 ) doit sckon die urspiunghche Hadamardsche 
Foimulierung ( 14 ), die bei Anbungung dei notigen Modifikationen 
gestattet, aus den Fredholmschen Foimeln aucb lm Falle unstetigei, 
abei quadiatisch mtegnerbaier K(s, t ) und f(s ) die Auflosung zu ge- 
wmnen Bewufit hat sich dann diese Entwicklung m den Aibeiten 
von E Schmidt * 1 ) 42 ) vollendet Hier ist die Schivcuz sche und die 1I11 
verwandte Bessehohe Ungleichuog 385 ) fast das emzige Weikzeug der 
Unteisuchung geworden, und dementspiechend beziehen sich alle Ei- 
gebmsse auf den Beieich dei quadratisch-mtegneibaien Funktionen 
Die Eigenwei ttheoi le insbesondeie ist bei E Schmidt m emei solchen 


40) H A Schwaiz 2B ), Ges Abb 1, p 251, aufgetreten wai sie voibei scbon 
bier und da, z B bei Boumaloivsly , Mem Acad Petersb (VII) 1 (1859), Nr 9, 
p 4, ebmso wie lbi algebraisches Analogon seit Lagiange und Cauchy 11 *) be- 
kannt war 

41) JE Schmidt , Entwicklung willkurlicher Funktionen nacb System en voi- 
gescbriebenei , Dibs Gottingen 1905, 33 S = Math Ann 63 (1907), p 433—476 

42) ^ Schmidt } Auflosung der allgememen lmearen Integralgleicbung, Math 
Ann 64 (1907), p 161—174 
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Aifc entwickelt, da6 niclit wie in Hdbetts 1 Mitteilung das Haupt- 
achbentheoi em benutzt und als Ausgangspunkt ernes Gienzpiozesses 
veiwendet wild, sondem daB offensichtlick alle Schlusse ebenso gut 
wie fui Integialgleickungen auch fui den Beweis des algebiaiscben 
Hauptaclisentbeoiems selbst gelten 

8. Ubeigang zu unendlichvielen Veranderlichen Die Theone 
dei lmeaien Gleicbungen nut unendlickvielen Unbekannten hatte scbon 
emmal m die Entwicklung dei Lelne you den Integialgleichungen 
eingeguffen, damals, als Fiedhohn seme Foimeln nach dem Voibilde 
der von Kochscken Deteinunanten aufstellte Wenn Hilbert 1906 erne 
neue, umfassende Theone dei lmeaien Gleicbungen nut unendlickvielen 
Unbekannten und dei quadiatiscken Foimen von unendlichvielen Vei- 
andeilichen veioffentlickte 39 ), so wai deien Beziehung zui Integial- 
gleichungstheone erne ganz andeie, dnekteie DenuHilbeit beschrankte 
sick nicht daiauf, eme Theone dei unendlickvielen Veiandei lichen 
aufzustellen, sondein zeigte zugleich anch, wie man die ganze Auf- 
losungs- und Eigen weittheone dei Integialgleichungen daiaus unmittel- 

o O O O O 9 

bai ableiten kann 

Die Methode , duick die ei diese Zuiuckfuhrung vollzieht, ist lm 
Giunde nichts andeies als die alte Methode dei unbestnnmten Koeffi- 
zienten, nui daB ei, wie man es m dei Theone dei Randweitaufgaben 
immer getan hatte, cp(s) statt nach Potenzen von s nacb trigono- 
metnschen Reihen odei allgememer nach Reihen dei Foim 

(23) <p(s) = x 1 (o x (s) + x 2 cj 2 (s) + 

entwickelte, wo die Gi a (s) em beliebiges 0) thogonalsystem smcl, d b 

em System von unendlickvielen Funktionen, fui die 

& 

(24) j co a (s) to, ( s ) ds = e a? (a, /3 = 1, 2, ) 

a 

ist Die gegebenen Funktionen K(s, t) und f(s) setzt ei ebenso als 
Reihen an 

(25) f(s) = 2 /«»«(*)> t) = 2 Kp a «( s ) 

u = l Oc, p — 1 

Sielit man von alien Konvergenzfiagen ab, so geht die Integralgleichung 
(J) daduich lem formal ubei in 

00 b 00 00 00 

2 °«( s ) +/2 “«(*) 2 x r dt = 2 

oc—l a a, t J=l 7=1 u — 1 

und durch Koeffizientenveigleicbung folgt 

(V) (a = 1, 2, ), 

i ff-i 
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das ist dei fotmale Pioze/i, der die Integialgleichung (J) in ein System 
von lmeaien Gleichungen mit unendlicbvielen Unbekannten (U) ver- 
wandelt 

Das Scbwergewiebt liegt natuilicb daiauf, diesen formalen PiozeB 
emei exakten Konvergenzbetracbtung zu eiscblieBen Man konnte dies 
sebr leicbt, wenn man sicb auf den Fall gleichmafiiget Konvei genz der 
saratlichen emgehenden Reiben beschrankt A C Dixon 45 ) bat das 
1901 m emer bemeikenswerten Albeit, nnmittelbai nach F) edhohns 
erster Mitteilung von 1900 und offenbai ganz nnabliangig von lhr, ge- 
tan Ei bat dabei erne voile Tbeone des Systems ( U) aufgestellt, die 
lm Griunde genommen auf genau deijenigen Metbode berubt, die 
F Schmidt 1907 m dei auf seme Disseitation folgenden Arbeit fur 
Integialgleicbungen aufgestellt liat 43 ), die abei auf ganz anderen Kon- 
veigenzbedmgungen fuBt, als sie Schmidt lm Auge batte (dei ge- 
naueie Untersebied beider Tbeouen wild m Ni 20a, d eisicbtlicb 
werden) Die Satze, die Dixon daiaus fur die Integialgleicbung (J) 
ableitet, # setzen mebr als die Stetigkeit von K und / voiaus — es ist 
bekannt, daB niebt jede stetige Funktion in eine gleicbmaBig kon- 
veigente trigonometnscbe Reihe entwickelbai ist, und es ist bisher 
auch kem anderes Oitbogonalsystem stetige) Funktionen bekannt, bei 
dem die Entwicklung jeder stetigen Funktion gleicbmaBig konvei - 
gieit — , und wenn sie aucb fur die Anwendung auf das alteimerende 
Veifahien von H A Schivmz ausieicben, die Dixons Ziel ist, so ge- 
nugen sie docb den Anspiuchen vielei Anwendungen mebt 

Dei Weg, auf dem Hilbert den obigen formalen ProzeB legalisieit, 
ist em ganz anderei Man batte m der Tbeone dei Fonnei schen 
Reihen gelemt, sicb von den Dinchletschen Fiagen der Konveigenz 
loszulosen und aucb ubei solcbe Reiben, die niebt konveigieien, Aus- 
sagen zu macben Ch J de la Valle'e- Poussin 44 ) batte entdeckt, daB 
fur jede stetige Funktion (p{s ) die Quadiatsumme der Entwicklungs- 
koeffizienten b 

*«. =f(p{s) ©„(*) ds 

a 

stets konvergieit und daB 

b 

(26) a, 2 + z, 2 + = J\<p(s)] s ds 


43) A C Dmcon, On a class of matrices of infinite order, and on the exi- 
stence of „matricial“ functions on a Riemann surface, Cambi Tians 19 (1902) T 
p 190—233, der Red vorgelegt 15 Mai 1901 

44) Chr J de la Vallee -Poussin, Ann soc sc Brux 17 b (1893), p 18—34, 
vgl im ubngen Encykl II C 10 ( Hilb-M Uiesz), Nr 9, Anrn 90 ), p 1210 
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ist, wenn & a (s) die gerna 15 (24) noimieifcen tngonometuschen Funk- 
tionen sind Die punzipielle Bedeutung dieses Satzes wai am deut- 
lichsten heivoigetieten, als A Hwimtz 45 ) auf ihn einen Aquivalenz- 
begnff fui Foiuiey scke Reihen giundete, dei bewuBt dayon absak, ob 
die Reike konvergieit und die Funktion „daistellt <k Diese Aqui- 
valenz betiaelitet erne stetige Funktion und die Folge lhrei Foil' 
;ze?scken Ivoeffizienten aucb dann als gleichweitig, wenn die aus 
lhnen gebildete Founersche Reibe gar mcht konvergiert, und lebifc 
mit den Foivno seken Koeffizienten statt mit den zugiunde liegenden 
Funktionen zu openeien Mit Benutzung dieses Aqiuyalenzbegriffs 
gelingt es HiTbeit, den obigen foimalen PiozeB obne jede Annabme 
uber die Konveigenz dei auftretenden Reiben m em Beweisverfahi en 
umzngestalten Und zwai eigibt sick, daB man yon emem stetigen 
Kem K(s y t) und stetigen f(s ) aus stets zu emem solchen System ( U) 
gelnngt, bei dem ^SKr,^ und konveigieren, und daB dann jede 

it , a 

Losung x ly t 2 , nut konyergentei Quadiatsumme 'Sxl eme stetige 
Loung (p(s) von (<■/) liefeit 

In gleicbei Weise vollzieht Hdbeit den Ubeigang von dei Eigen- 
werttlieone dei Integialgleickung mit stetigem symmetnschen Kern 
zu emei Theoue dei quadiatiscken Foim von unendlichyielen Vei- 
andei lichen 

00 

X ) =2 l a li X a X fi, 

bei dei ^l a 2 konvergieit 
1 

Indem Hilbert nun die Theoue von (17) und x) im ange- 
gebenen Sinne tatsaclilich bewaltigt, und zwai auch was $( 2 ;,#) be- 
tiifft; in lestlosei Analogie mit der Algebra, so daB nunmebi aucb 
bezuglicli des Eigenweits oo mclits zu wunschen ubrigbleibt, hat ei 
dannt auch die in Ni 7 angekundigte These erhaitet 

Bei dei Duichfukiung dieser Theonen benutzt Hilbeit in Wahr- 
heit mcht die Voiaussetzung konvergenter Quadiatsummen J? K 2 ^ und 
sondern die weit geimgeie und in sich befriedigendei e Voi- 
aussetzung ubei die K a und h U(iy die ei Vollstetigleit nennt (vgl 
Ni 16 ti, 40a), und zwai ist dieser Begufi so konzipieit, daB ei be- 
zuglich §t(z,x) die weiteste Voraussetzung daistellt, unter dei die voile 
Analogie mit dem algebiaischen Hauptachsentkeoiem erkalten bleibt 

Endlich ist Hilbeit — und das ist der wesentlichste Inlialt seiner 
4 Mitteilung — ubei das MaB der eben genannten Voiaussetzungen 

45) A Hit) Witz, Math Ann 57 (1903), p 425 — 446, 59 (1904), p 553 
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eineut und erheblieh hmausgegangen und hat erne Theone der sog 
jfiesch arikten quach atiscJien Fo? men 11 entworfen, bei der die Tatsachen 
der Hauptacbsentheone neuen Voikommmssen Platz machen mussen 
und die ganz andersaitige Anwendunosgebiete, wie z B die Stieltjessche 
Kettenbruchtheo) le, m lhien Kieis embezieht (vgl Ni 13 c) 


II. Auflosimgstheorie. 

A Die lmearen Integralgleichnngen zweiter Art. 

9. Die Fredholmsche Theone 46 ) Sei K{s 9 t) eme ini Intel vail 
a<zS <Lb, a<:t<Lb gegebene stetige Funktion dei beiden Verander- 
lichen s, t, und &ei zui Abkmzung 

I *(*.>%) K <?1, Un) I 


gesetzt so heifit 


K ( X n,Vl) //„) 


0 b b 

A = 1 +/■ KM da + 

a a a 

-2if Ac: :i 


da x da 2 


die „F> edholmsche Dete>minanie“ des Kernes K, die etsten und die 
holwen Minot en weiden von Ftedholm dm eh die Ausdiucke defimert 

A (s ,o = A (*,) = +/*(; :;).«, +1/ ; J) ^ + 

a a a 

Ac:; :■)*>> 


46) Die hiei gegebene Darstellung ist unabhangig von den Eioitei inmen 
von Sap I uber die Genesis dieser Theone - J Ftedholm hat naoh diei Vor- 
anzeigen eme ansfuhrliche Darstellung seiner Theone, Acta math 27 gegeben 
Seither ist die Theone wiedeiholt ausfuhrlich entwiekelt worden M Bocher 1909 
(LiterateA 1) p 29-78, G Koioalewsla 1909 (Literate B 3), p 465-505, nntei 
genauer Ausfnhrung des Grenzuberganges aus dem Algebiaischen, A Kotn 1910 
( i eratur A 3), p 50—127, J Plemelj, Preisschr d Jablon Ges 40 (19111, p 29-39 
Awf? mi 1922 (Llteratur A 4 )’ P 223-239 bzw 268-286, H Hahn 
A 5 f n 35-8^ ?\ V l 13 ~ 20 ’ ° h ” e B ^ eifae ’ Sv »™omKhet 1912 (Literatm 
funkho A n, 81 ’ ^ 1912 (Literatm A 6;, p 19-62, unter Yeiwendunn- 

unktionentheoretischer Hilfsmittel, F Voltena 1913 (Lite.atur A 9) p 102-12“’ 

1916 ( lt6iatur A 10) ’ P 121-166, IF F LovUt 1924 (Literate A 12)’ 
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1871 



b 



a 


b b 



a a 


-2*1 M ; 

7i = 0 a a, 


5v^i ^o\ 

U <W 


cla x d6^ + 



dd n 


Die absolute und gleichmaJBige Konvergenz diesei Reihen ergibt 
sich leicbt aus dein Hadamcw dschcn Detei imnaniensatz, welckei besagt, 
daB dei absolute Weit emei w-ieihigen Deteimmante untei p n j/u n 
gelegen ist, wenn alle line Elemente dem Betiage nach untei q 
liegen 17 ) 

Fur die eisten Minoien gelten die beiden fundamentalen Rela- 
tionen 18 ) 

b 

(la) A(s, t) + j‘K(s, ;) A(j, t)ch = A K(s, t), 

a 

b 

(lb) A(s, t) + j* R(i, t)A(s, / >)ch=A K (s, t), 


und entspiecbend fiu die hobeien Minoren 


(2a) 


(2b) 


Su + i sA 

-1 ^tt + l 


a G 3+/^-') A C,t t) (i ’ 

a 

i 

U = L 

A C: <:)+A('-« a C't > 

a 

- 2 <-d-*(*oa£ r;;:i: 3 




Wie F)edholm diese Eildungen und Relationen nacb dem Voi- 
bilde der H v 7£bc7aschen Theone der unendlichen Detei mmanten ge- 


47) Diese Foimulieiung ist erne unmittelbare Folge ties in Formel (14) von 
Nr 5 gegebenen urspmngliclien Hadamctrdathen Satzes, wegen der Geschichte des 
Satzes ygl 81 ) 

48) Erne Umgiuppierung der beun Bewcise vorkommenden Schlusse bei 
P Saurel , Amei Math Soc Bull (2) 15 A 909), r> 4 A ?, — -i fSO 
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wonnen hat, ist m Nr 5 angedeutet woiden 49 ) Ei gewmnt aus lhnen 
die gesamte Theorie der lmearen Integialgleichungen 2 Ait in der 
gleiclien Weise, wie man mit Hilfe der Unterdeteimmanten und der 
zwisclien llmen geltenden Relationen die gesamte Theoiie dei lineai en 
Gleichungssysteme abzuleiten pflegt 
1 Ist A =j= 0 imd wird 

(3) K = 

gesetzt, so gelien die Relationen (1) ubei in 

b 

(3a) K(s, i) + K(s, t) +/* KYs, t) K(t, t ) d> = 0, 

a 

b 

(3b) K(s, t) + K(s, t) +]'%(>, t) K(s ; 0* 

a 

Aus dem Bestelien der Foimeln (3a) und (3b) folgt unmittelbai, daB 

b 

( 3 ) 9 >(s)-f(*)+/K(s,*)f(t)dt 

a 

stets eine und die emzige Losung von 

b 

(J) f(»)-'P(s)+fz(s,f) 9 (t)dt 

a 

ist ; und daB zugleicb. 

i 

(S') >p (s) = g (s) + J K (i ! , s) g(t) dt 

a 

49) Die Analogie iBt doit nur fur die Ftedhohn sche Determinante selbst. 
ausgefuhrt woiden Fur die ersten — und a foition fur die kokeien — Mmoren 
ist die Analogie dem unmittelbaren Anblick ein wemg duick den Umstand ver- 
decht, daB sowokl m der Determinante A = |a a/ | = \e 3t -f- A r if | ala auck lm 
Schema lkier Unterdeteiminanten die Emei m der Diagonals zur Geltung 
gekiackt werden Nicht A st , der Untei determinante von a st , ist Ftedholms erster 
Minor A (s,f) analog, sondein man inuB A st = Ae^ — A ts setzen, urn m A l£ das 
algebraische Analogon von A (s, £) zu erlangen In der Tat geken bei Emfuk- 
rung diesei Bezeicknungen die bekannten Relationen der Determinantentheone, 
die fur die ersten Unterdetermmanten charaktenstisch sind, ^ct 9a A ta = Ae> t , m 

a 

^( e sa + = Ae st Oder, wenn man die Elammem ausmultipli- 

ct 

zieit und. veieinfacht, m A K s , = A sl +J?K sa A at uber, ebenso die anderen 

(X 

Relationen ^>a at A tts = Ae„ t in AK st = A st +JgK al A )a , da nun K, t das Ana- 

a u 

logon von K(s, t), A das der Ftedhohn seken Deteimmante A ist, zeigen diese 
Relationen m lkrei Analogie zu (1), daB wirklick A &i die zu A (s,t) analog e 
Rolle spielt 
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b 

g(s) = f(s) + f K(t, s) lp(t) dt 

a 


ist Man nennt deshalb eme Funktion K(s, t ), die den beiden Foimeln 
(3a) und (3b) genugt, den losenden Ke>n odei die Resolvents (novau 
resolvant) 2i ) 

2 Ist A = 0, so beweist Ftedhohn, daB es m dei Folge dei 
ersten, zweiten usw Mmoien emen ersten gibt, dei mcbt identiscb 
verschwindet Sei etwa 


(4) A-0, A© SO, , Ag £|) = 0, A(;; £)*0, 




dl 


7 r d solcbe Zalilenwerte dei 2d Aigumente, 


und seien o' 1 

fur die dei d ta Minor tatsacblicb mcbt veiscbwmdet, so sind 

(5) Vl (8) = a g, , vAs ) = a C; 

d lxneai unabkangige Losnngen dei liomogenen Integialgleichung 


(/„) 


v 

= qj(s) f* 1 0 <p(t)dt, 


und jede Losung von (JJ lafit sicli aus ibnen in dei Foim 
(6) cp(s) = £i<Pi( 5 ) + + 

nut konstanten Koeffizienten kompomeien Im selben Sinne geben 
die Funktionen 


(7) *,(.)- A (,*■;; •-), 

die voile Losung dei tiansponieiten bomogenen Grleicbung 

b 

(j,;) o = t(s) + fm s ) dt , 

a 

d heiftt dei DefeU des Kernes K(s ? t) b0 ) 

3 Die unhomogtne Integialgleichung (J) ist ini Falle A = 0 dann 

h 

und nur dann losbai, wenn f f (s) ^(s) ds = 0 ist (? = 1, ; d), und 


50) Dieses Woit hat sich in dei Algebra mcht im selben MaBe emgeburgert 
wi© das Wort „Uan g u fur die Zahl n — d = r Hier, bei Integralgleichungen, 
und ubrigens ebenso bei unendlickvielen Variabeln, zeigt es sicb, daB i neben n 
unendlich wild, wahrend gerade d ondlich bleibt — R v Koch hat in seiner 
Theone dei unendlichen Deteiminanten (»gl Nr 17) lui die hier als Defekt be- 
zeichnete GioBe d das Wort „Rang u grebraucht 
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zwar ist dann & 

(8) 9>(*) = A«)- 

a U v 

ezwe Losung von (J), aus dei sicb alle weiteien dnrch Addition einei 
beliebigen Losung von (J^) eigeben Dei biei auftietende Kem wird 
gelegentlicb als Pseudo? esolvente bezeichnet 51 ) — 

Die Deteimmantentkeone der F)edholmse,hen Mmoien ist uber 
die Zwecke dei Auflosungstheone hrnaus foitgebildet woiden Fred- 
holm bat 52 ) das Midtiplilationstheo? em bewieseu Smd K{s, t\ L(s,t ) 
zwei Kerne, so ist die Ftedholmsche Determmante des Kernes, der 
duicb sukzessive Anwendung dei Opeiationen 

6 b 

g(s) = f(s) -f / L(s,t)f(t)dt, h(s) = g(s) +f K(s,t)g(t) dt 

a a 

entstebt, d b des Kernes 

b 

K{s, t) + L(s, t)+f K(s, >)L(r, t) dt , 

a 

gleich dein Piodukt dei F?edJiohnseh.en Deteiminanten der Keine K 
und L Feiner gilt nacb dem Mustei ernes bekannten Satzes ubei 
Minoien 

A(s v t t ) 

- A, “ a c ;:) ,s ) 

A ( s v^i) A(s„ 0 

Endlicli geben Ch Plat) ie > 53 ) und mi AnscbluB an lhn A Bdbotsh M ) 
aucb das Analogon des Sylvesteischen Petet nxmantensatzes 

51) W A Hurwits, Amer Math Soc Trans 13 (1912), p 405—418, gibt 
eme Daistellung der Fredliolmsthen Theone, die sie \on den hoheren Mmoren 
entlastet, mdem sie den OithogonalisieiungspiozeB \on E Schmidt (vgl Ni 15a) 
zn Hilfe mmmt nnd so die Pseudoresolvente auf andere Art herstellt (Voranzeige 
Amer Math Soc Bull 18, p 53 — 54) — Weiteie Auf losuogsfoi mein bei L Tocclu, 
Batt Giorn 54 (1916), p 141-150, 57 (1919), p 171-178, 58 (1920), p 54— 59* 

52) J Fiedholm , Acta 27 * 9 ), § 4, G Kowaleicshi (Liteiatui B 3, § 181) ge- 
wmnt es durck Grenzubergang aus dem Algebraiscben 

53) Zuerst bei J Flemelj , Monatsh f Math 15 (1904), p 93—124 [Voran- 
zeige in den Wien Ber 112 (1903), p 21— 29], dann wiederentdeckt von Ch Platncr, 

J de math (6) 9 (1918), p 233—304, und duicb Grenzubergang aus dem Alge- 
braischen bewiesen Weitere (dnekte) Beweise geben W A Huuoitz, Amer 

Math Soc Bull (2) 20 (1914), p 406-408 und A Eoborsh , Aichiv (3) 23 (1914) 
p 297—302 W ^ h 
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Hilbeit hat gelegentlich dei Aufstellimg seinei Eigenwerttheone 
den Komplex der F) edholmschen Foimeln durch Ohenzubeigang aus 
dem Algebraisclien abgeleitet, in clem inNi la geschildeiten Smne 5i ) 
Ei hat feinei diuch 0 D Kellogg che Ubeiemstimmung dei Ftedhohn - 
schen Losung von (J) mit dei Entwicklung nach Itenerfcen, soweit 
diese konveigieit (vgl Ni 3 odei 11a, (2)), venfizieien lassen 55 ) Auch. 
die foimale Ubeiemstimmung nut den Auflosungsformeln fui Kerne von 
dei besondeien Foim u i (s) v 1 (t) + + u n (s) v n (t) (vgl Ni 10a, 1) ist 

duichgeiechnet woiclen 56 ), und endlich hat man sich ubeizeugt, daB 
duich den Hilbe) fschen Ubergangzu unencllichvielen Vei andei lichen (vgl 
Ni 8 oclei Ni 15) die Fieclholmsche Detenninante m die v Koehsche 
Detenumante cles entstehenden Systems von unendhchvieleu hnearen 
Grleiclmngen nut unendliclruelen Unbekannten ubeigeht 57 ) 

Wendet man die F) edholmscihe Theone auf den Kem K(s,t) = 
— X\(s ) t) an, cl h auf die Integialgleickung 

b 

(i) cp{s) — X J Us, t) <p(t) dt = f(s), 

a 

54) D j Eilbot, 1 Mitteiluug, Gott Nacki 1904 = Grundzuge, Kap II, p 8ff 
Die Bescki tinkling auf symmetnschc Kerne, che lm doitigen Zusammenbang vor- 
genommen wild, ist unerheblich (vgl 2 Mitteiluug = Giundzuge, p 6S) Hilbert 
verftibil so, daft er zuerst annimmt, daB die Frcdhol msche Determinante, die er 
fur den Kern K(s, t) = XI (s, t) betiachtet, als Funktion von l nur einfacbe Null- 
stellen besitzt, und nacktruglich den Fall mebrfacber Nullstellen durch Sfcetig- 
keitabetracktimgen bcseitigl Auf Veranlassung von L Maure) hat E Garbe (Diss 
Tubingen, 43 S , Leipzig 1914) den Gienzubeigang aucb lin Falle melirfacliei 
Nullstellen von d(i) dnelct uutersuchf — Bei G Koivalenski 4a ) findet man den 
Grenzubergaug besondeis eingehend durcbgefuhit 

55) 0 B Kellogg, Gott Nachi 1902, math -phya K1 , p 165—175 Die Ent- 
wicklung naeh Itenerlen wild mit der Ficdholm* cben Determinante A ausmulti- 
pliziert und das Resulfcat duich elementaie Ausrecbnung in — A\s, t) ubergefuhit 
Die gloicbe Bemerkung bei G Vivanti, Batt Giom 53 (1915), p 209—211 

56) Vgl aufter der m Ni 10 zu diesem Gegenstande aufgeiuhiten Liteiatur 
nocb W Kapteyn, Amst Ak Versl 19 (1911), p 932—939 — H Lcbesgue , Soc 
Math F Bull 6b (1908), p 3—19, leitet lm AuschluB an eine Andeutung in der 
Schluftbomerkung von F Goitrsat 61 ) die F) edhohubchen Foimeln her, mdem ei den 
Kem duich Kerne endlichen Ranges (vgl Ni 10 a, 1) gleickmaftig approximieit 
und m den Fredhohnschen Foimeln fur chese appiOMinieienden Kerne den Gienz- 
ubergang voimmmt 

57) J Many , Darb Bull (2) 33 (1909), p 296—300, ebenso J Mollenip, 
Daib Bull (2) 36 (1912), P 130—136 = C R 2 Congr Scand 1911, p 81—87 
Beide openeren lm Smne dee Hilbeitschen Ubeiganga (vgl Nr 8 und 15) mit 
Hurioiizschen Aquivalenzon, dagegen setzt H M Plas , Diss Groningen 1911, 
113 S , die anzusetzenden Entwicklungen nach Orthogonalfunktionen als gleich- 
muftio' 1 ’-onv^rorpiit vor^ns 
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so tritt statt A eme bestanclig konvergente Potenzieihe d(X) a til 
unci ebenso tieten an die Stelle der F) edhohnschen Mmoien gan52< 
transzendente Funktionen, die Resolvente (3) mid die Pseudoresolvent;* 
werden somit Quotienten ganzer transzendenter Fnnktionen, also mero 
moiphe Funktionen von X, nnd mit lhnen auch die Losungen ($) uxi^ 
(8) Die Nullstellen von d(l) odei, was anf dasselbe lnnauskomin't 
die Pole dei Resolvente K erweisen sick also als genau diejenigei 
Weite von X, fui die die komogene Gleickung ( i h ) losbai ist Vgrl 
hierzu lm ubngen Ni 11c und 39 a 

10. Andere Auflosungsmethoden Man kat eme Reike von w©D 
emfackeien Tkeonen anfgestellt, die die Auflosung dei lmearen Inte 
gialgleickungen 2 Ait leisten, okne den immeikin verwickelten Appara.1 
dei Fiedkolmschen Formeln zu benotigen Es veistekt sick, daB me^x 
auf solcke Ait mckt die m Ni 9 foimulieiten Tatsacken eikalt, mil 
deien Wortlaut der Begriff der Fiedkolmschen Mmoren eng veifiochteE 
ist, sondern nui denjemgen Kem dieser Tatsacken, dei sick okne Be- 
nutznng diesei Bildungen keiaussckalen laBt, und deren Komplex iun 
folgenden stets als die deteimmantenfieien Satze bezeicknet weiden 
soli 58 ) Wenn man die m Rede stekenden Integralgleichungen wiedei 
folgendeimaBen bezeicknet 

b ft 

(J) <P 00 +/%{*, 0 <P (*) dt = f(s) , (J k ) <p (s) +fi K(s, t)<p(t)dt= O 

& CL 

b b 

(/') H*) +f K (t,s) f(t) dt = g(s), (J/) i>(s) + / K(t,s) *(£) dt = O, 

a a 

so kann man sie so formukeien 

Die deteinnnantenfieien Satze 

Sat 2 1 Die Anzalil d dei hnea> -nnabliangigen Losungen cp t (s), . 
9^( s ) von (J/,) Midlzcli und gleich dei Anzctlil dei hneai -tinabhangigew 
Losungen ^(s), ^ d [s)von{j;), dheiftedei „Defelt“desKe)nesK(s,t') 5 °) 

Satz 2 Lst d = 0, so n>t (< J) bei uiUhiihcli gegebenem /(s), (J') 
bei mlllmlich gegebenem g(s) losbai , und zwai nm auf eme Weise . 
Es exishert ubey dies™) em „losendei Kem il K (s,t) dei ait, daft diese 
Losungen von (J) und ( J' ) gegeben smd dwell 

r b 

(S) cp(s)=f(s)+J K{s,t)t(t)dt, (30 Tl>(s) = g(s)+J\(t,i>)g(t)at. 

a a 

58) In entsprechender Weise, wie hier fur Integialgleickungen, kann man 
auch aus der algebraischen Theorie dei lmeaien Gleickungssysteme die determi— 
nantenfi eien Satze heiaussuchen und — entgegen dei ublicken Piaxis — oIiylg 
Heranziehung der Determmantentheone auf die manmgfackste Art beweisen 
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Satis 3 1st d> 0 , so existieyt dann and nw dann erne Losung 
von (J), wenn h 

J* ^ (s) f(s ) ds = 0 fay i = 1, ,d 

a 

gilt } and ebenso dann and nw dann erne Losung von (J'), wenn 

u 

J* (p t {s) g(s) ds — 0 flu i = 1, } d 

a 

gilt , jede Losung von ( J ) eiqibt sick aas diesey emeu dmch Addition 
einey Losung von (Jf), jcde Losung von {J') aus diesey emen darch 
Addition eme> Losung von (Jf) Auch hey hann man eine Function 
K (s,t) fuulen B9 ), duych die sidi die Losung ; sowed sie voyhanden , m 
de> Gestalt ($) und (SO ausdnicht (Pseudo) esolvente) 

a) Das Sclimicltsche Abspaltungs vei fain en E Schmidt hat 
semei Theorie dei mchtlmeaien Integialgleichungen eme Auflosung 
dei lineal en Integialgleichungen 2 Ait als Vorbeieitung vorange- 
schickt 60 ), die auf folgenclen Geclanken berukt 

1 Pie dctcrminantenfi eien Sake bestehen fm jeden Kern „endlichen 
JRanqes u , d h fit ) jedeyi Ron von dey besonderen Foryn 61 ) 

G(s, 0 = Mj ( s) V 1 (it) + + Hjs)o n (t ) 

Der Beweis eigibt sich leiclit aus den folgenden Schlussen 

59) Diese zweite Halfte dea YTortlauts \on Satz 2 kann man ubugens aus 
dei eisten Hulfte folgem, wenn auBeulem noch bekannt ist, daB fur jedes 
| f(s) | < s die Losung qp($) ebenlalls klein auslallt, bildet man namlick apeziell 
fui f[s) ~ 7v(s, y) die Losung von (J), die aho auBei \on s nocli von j abbangen 
muB, bo ist diese, wie (3a) von Nr 0 lehrfc, mchts anderes alb K(s,?), nachdem 
so die E\istenz des losenden Keins daigetan ist, ist seme Stetigkeit mit Hilfe der 
angegebenen weiteien Vol aussetzung leicht emzusehen Analoges gilt tur Satz 3 

60) E Schmidt 1 -) Diese vollstandjge unci ganz in sich. abgeschlossene Auf- 
lo&nngstheoi le steht in komem Zusammenhang mit deL in Ni 10 b, 1 angefulirten 
Bemerkung Schmidt* aus semei Dissertation c&a ) — DaB A C Dixon* 3 ) deuAbspal- 
tungsgedanken beicits 1901 bei unendlichen lmeaien Uleichungssystemen metho- 
disoh genau so und \ollstandig dun.hgefuhit hat, ist in Ni 8 eioiteit woiden, 
vgl deswegen und wegen semei ganz audersaitigen materiellen Voraussetzungen 
Ni 20a Fur Integialgleichungen bat L Chlando , Bom Acc Lmc Bend <5) 15, 
(1906), p 416-419, 767-771, Paleimo Bend 21 (1906\ p 310—318, 342—344 den 
eisten Schntt des Abspaltungsveilahrens (Abspaltung emei Konstanten) an dei 
Hand emei speziellen Integialgleichung kurz \oi dem Eiscbeinen von 42 ) voll- 
zogen, vgl dai uber auch L Oylando s<J9 i :=owic Battagl Gioin [(2), 15] 16 (1908), 
p 173— 196 

61) Die Theone clieser Keine hat zuersfc E Gou?bat , Sui uu cas elementane 

de l’equation de Fredholm, Soc Math F Bull 35 (1907), p 103—173 entwickelt — 
DlC Bezeichnuno' <»1 r K^rn Andliohen “ ist nr ^dilt '’ivm Tint rcrplm d 
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а) 1st 9 ?(s) erne Losung von ( J ), so ist wegen clei besonderen 

Ait des Kernes n & 

(1) ( p (s) = As) —2 u * (s )J $ ,f (0 dt > 

u = 1 a 

oder, wenn t 

( 2 ) x a =fv a (t)<p(t)dt (a = 1 , ,n) 

a 

gesetzt wild, 

( 3 ) cp(s) = f(s) — (s) — — 

hieraus folgt dann duicli Multiplikation nut v a (s) und Integiation 

b n b 

(A) x a =fv a (s)f(s)ds—2jX li fu j (s)v tt (s)as (a — 1, ,«), 

a p = 1 a 

d i em System yon n lmeaien Gleichungen fui x 17 , ^ 

/3) Ist eme Losung von (A) und konstiuieit man aus 

diesen x a veimoge (3) eme Funktion cp(s), so besagt {A), wenn man 
die beiden Integiale in ernes zusammenziebt, daB 

b 

x a =, / ».(«) [ f(s ) - x lUl (s) — — x n u n (s)] ds (a = 1, , ») 

<x 

gilt, d b daB (2) bestebt, woraus dann sofoit (1) und soinit (J) folgt 
Die Integialglei chung (t/*) ist somit dem Gleichung^system (A) aqui- 
valent 

y) Im selben Smne ist die homogene Gleicbung (JJ equivalent 
dem bomogenen System ( A h ), das aus (A) beivoigebt, wenn man die 
von den r a freien Glieder durcb Nullen eisetzt, und die tianspomeiten 
Gleicbungen (tT) und (J h ') sind aquivalent den tianspomeiten Systemen 
von (A) und (A h ) 9 die mit (A') und (A h ') bezeicbnet weiden mogen 

б) In dei em-emdeutigen Zuoidnung zwiscben den Losungen 
von (J h ) und denen von (bl A ), die dannt bergestellt ist, entspncht 
jeder bneaien Yeibmdung mebieiei Losungen von (J h ) 7 c^^s) + • * 

die gleiche lmeaie Verbmdung dei entspieckenden Lo- 
sungen von (A h ) 

von denjemgen Kernen, die eme Darstellung durch eme abbrechende Reihe 
+ «„(*)»„(*) mcht gestatten (Kerne vom Lange oo) Man karm 
genauer n ala den „Ran g“ des Kemes bezeicknen, wenn eme derarfcige Darstel- 
lung des Kerns mit wemger als n Snmmanden mcbt moglich ist Dieser Rang- 
begnff steht dann m genanei Analogie za dem in der Determinantentbeorie ub- 
licken, wofern man das dem Kein K(s, t ) entspiechende Koefdzientensystem IC , 
ms Auge faBt und mckt das System e si + K st , das oben 60 ) fur die Aufstellung- 
des n Defekts des Kernes K(s,t)“ mafigebend war Dei Name „Kern endlicben 
Ranges ist desbalb dem Namen „ansgearteter Kein 11 , den B Conrant 67 ) ge- 
brauoht, vorgezogen worden 
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10. Andere Auflosungsmethoden 

f) 1 st g)(s) ^ 0 eme Losung von (J h ) y so smd die dmcli ( 2 ) hmzu- 
bestnnmten Weite v a nicht samtlicli 0, denn nacli a) bestebt dann (3) 
und wuicle 99 ( 5 ) 1 ” 0 eigeben TJmgekehit liefeit jede eigenthche Lo- 
sung von (A ; f) eme nicht identiscli veiscliwindende Losung von (J h ), 
da geruaB /3) (2) bestebt und also nnt go ( 5 ) alle x a veiscliwmden 
muBfcen G2 ) 

Da nun fui (A) die den deteiminanteufreien Satzen analog en 
Tbeoieme bekanntheh gelten, folgt fui den Kem G die Gultigkeit 
dei deteimmantenfieien Satze 

2 1st | H{s y t ) | <^ so lonveigieit fui den Kem H(s , t ) 

die Entwicldung nacli Itcneiten [vgl (5) aus Ni 3 und (8a) aus N 1 4 
odei (2) aus Ni 11], H(s, t) hesiUt dahei emeu losenden Kem Dies 
eroibfc sicli aus den soeben orenannten FoimeJn unnnttelbai untei An- 

G O 

wen dung des eisten Mittelweifcsatzes del Integi all echnung 63 ) 

3 Jedei stetiqe Kem K(s y t) l ami ah Sum me 

daiqcstellt ivadcn , no G{s y t) von endlidtem Bang td y H(s n fj den Be - 
dmgungen von 2 genugt Man bi audit, um dies emzusehen, nur das 
Integi ationsquadi at in n gleicb bieite veitikale Stieifen zu teilen, 
die Werte von K langs der teileuden Limen als die n Funktionen 
v n (t) zu lielimen und H a (0 mi a ton Teilinfceivall den Wert 1, sonst 
den Weit 0 711 eiteilen, um aus dei GleickmaBigkeit dei Stetigkeit 
folgem zu kounen, daB bei lnnreichend gioBein n dei Betiag 
| K(% t) — Ui(s)v 1 (t ) — — «*(*)«„ (0 | <1 s 1 st, msbesondeie also 

aucli < wenn s die m 2 voikommende Zabl /i bezeidmet G4 ) 

4 1st K(s y t) = G(s, t) + H{s, t) und besiizt H(s y t) seineiseih 
emen losenden Kem H( 5 , £), so qelten die deteimmantenfieien Sake fur 
(J) y ivenn ste fui die Integi alglewhnng ( J ) mit dem Kem 

b 

(4) K(s, t) = G ( s , t ) +/'h (s,>)G(i,t)d> 

a 

62) Es 1 st albO mcht notwendig, wie mebrfacli gesclnekt, hieizu die lmeare 
UnabLcingigkeifc dei « u (s) oder dei v a (s j voiauszusetzen 

03) Es 1 st damit neben den Volteiraschen Kernen (vgl Nr 3 oder 23) eme 
andere umfasBende Klasse von Kernen aufgewiesen („kleine Kerne w ), bei denen 

die Entwicklung nach Itenerfcen stets konveigiert E Schmidt setzt ubngens statt 

b 1 

der Bedmgung des Teites ureprunglick f f ds dt 1 voiaus und folgeit 

a a 

mit Hilfe der Schioarzschfin Ungleichung Ni 7, (22) die Ivonveigenz der Ent- 
wicklung nach Iteneiten 

64) Vgl E Schmidt , Math Ann 66 337 ), p 372f , Anm m ) Auch andeie 
Verfahren, z B Approximation von K(s,t) durch Poljnome, hefern das gleiche 
Kesultat 
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qeltrn 65 ) 1st namlich cp(s) eme Losang von {J), so ist 

<p(s) + / H(s, t) <p(t) dt = f(s) —fG{s, t) Cp(t) dt, 

a a 

also, da H(s 7 tf) der losende Kem von H (s, £) ist ; 

b } b 

cp(s) = [f(s) — / G(s,t) tp(t ) dt] +,/ H (s, t) [/(f) —fG(t,>) ¥>(»)*»] dt 

a a ^ 

oder b b 

(5) <p(s) + j 'K (a, t) <p{t) dt = f(s) +/H (a, f) /'(O rf < 

a a 

Man entmmmt aus dieser Rechnung, deren Uinkehibarkeit einleuchtetj 
unmittelbai, daB ( J) nnd ( J ) die gleichen Losungen haben, ebenso 
die zugeliongen homogenen Gleichungen ( J " 7l ) und (*7 7< ) Ist ferner ^(s) 
eme Losung der transpomerten homogenen Gleichung ( J h ), also 

b 

(6) i,(s)+fK(t,s)j,(t)dt = 0, 

a 

und ist 

b 

ip{s) = f(s) +J H [t, s ) ^(i() rfif, also 

a 

b 

= f(s) + J H(t , s) ^(2) 

a 

so ist die lmke Seite von (6) wegen (4) und (7) 

b b b 

= f(s) + f G(t, s ) f(t) dt +ff »(*,*) G(r, s) f(t) dt dt 

a a a 

b b b 

= ^(s)+ j 1 B.(t,s)ip(t)dt-\-J i G(t,s)f(t)dt — ip(s)-\- J* K(t,s)il>(t)dt, 

a a a 

d b ty(s) ist eme Losung dei tiansponierten homogenen Gleichung 
(J } ') Mit denselben Mitteln folgt, daB sicb die Gultigkeit von Satz 3 
yon (J) auf (J) ubertiagt 

5 Ist G(s,t) ein Keui endhchen Ranges, so aach K(s,t) 

Fur (J) gelten daber wegen 1 alle determinantenfreien Satze, 
und wegen 4 tnfit das namlicbe fm (J) zu 

63) Wegen der allgememen Bedeutuiig dieses Abspaltungsverfahiens vgl 
Nr 21a 296 ) Obugens sei hervorgeboben, dab G und jffbier nicht die in 2 und 
3 angegebene Bedeutung zu baben biaucben — Einige Recbnungen uber die 
Resolventen yon Kemen, die in abnlicbei Weise wie K und K zusammenbangen, 
findet man bei H Batemann , Mess (2) 37 (1908), p 179—187 und bei S M Same- 
levicij Buk Bulet 20 (1911), p 453—467 
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Im Gegensatz zu E Goat sat und if Lebesgue 56 ) wird also die Losung 
fur den Kem K aus derjemgen fur den Kern G bier mckt dadurch 
gewonnen, claB man n nnbegienzt waclisen laBt und line Konveigenz 
unteisucht, sondem sie bei einem passend gewahlten festen n dnekt 
konstruiert 

b) Weitere Metlioden 

1 Im AnschluB an seme Eigenweittkeone dei Integralgleichnng mit 
symmetnsckem Kein (vgl III A dieses Aitikels) bemeikt E Schmidt 65a ), 
daB eimge Satze der Auflosungstkeone beliebiger Kerne aus den ent- 
spiecbenden Satzen fui symmetriscke Keme abgeleitet Tveiden konnen, 
fui die sie llneiseits aus dei Eigenweittkeorie unmittelbar abgelesen 
weiden konnen Und zwai fulnt er ( J ) durcli die Substitution 

i 

(8) <p(s) = x(s) +f. K(t, s) yjt) dt 

a 

m die Integialgleicbung 

b 

(9) f(s) = %(s) + j Q(s, t) z(f) dt 

a 

mifc dem symmetiischen Kein 

b 

(10) <?(;>, t) = %(?, t) + s) -\-J K(s, r) K(t, r) dr 


ubei 1st die unhomogene Gleichung (9) losbar, so liefeit (8) offen- 
bar eme Losung von (J) 1st die zu (9) gehonge homogene Gleichung 
losbai, so lehit die leicht auszuiechnende Identitat 

b b 


J {^( s )+,/ K(t, s) 4>(f) dt]~ds 

a a 

b b 

j V (s) { $ (/) -\~J Q{s, t) dt^ ds 9 


daB (J,') losbai ist, das Umgekehite folgt aus (J) in Veibmdung 
mit (8) und (9) leicht Man eihalt also von dem Komplex dei detei- 
mmantenfieien Satze die folgenden Bestandteile daB von den beiden 
Piohlemen (J) und (J/) stets eins und nui eins losbai ist, sowie die 
genaueren Aussagen uber das gegenseitige Verhaltnis dieser beiden 
Piobleme ; die in Satz 3 implizite enthalten smd 66 ) 


66 a) E Schmidt, Math Ann 63 41 \ § 13, p 459-461, \gl liierzu auBerdem 60 ) 
C6) Man vgl zu dem Kunstgnff der Bildung von (10), der m verschiedenen 
Auflosungfltheonen eine wesentliche Nolle spielt, Nr 18b, 3, nisbeaondeie )* 
dort finden ubrigena die Gienzen seiner Leistungsfalngkeit eme Mofcivierung 
Neuerchngs gibt D Ensloy, Math Ztschr J4 (1926), p 670—083 und 25 (1926), 
p 299—304, einen W eg an, um das hier Fehlende zu erganzen 
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2 Hilleit hat dem Gegenstande duich semen Ubeigang zu un- 
endliclmelen Verandei lichen (Ni 15) mdnekt alle diejemgen Methoden 
eischlossen, die zui Behaudlung dei lmeaien Gleichungssysteme mit 
nnendlichvielen Unbekannten dienen Niituilich befinden sich daiunter 
zunachst alle Methoden, die sich duich foiinale Ubeitingung dei hiei 
hei den Integialgleichungeu anfgefuhi ten Methoden eigeben (s Ni 16 d, o 
und 16 d, 4) Daiubei hmaus abei gestattet die gioBeie Beweglichkeit 
dei unendliclmelen Veiandei lichen emige weiteie Auflosungstheonen 
(s Ni 16 c und 16d,2) aufzustellen, die sich bei Integialgleichungen 
mcht obne weiteies kandkaben lassen 

3 Ii Commit hat neuei dings 67 ) gezeigt, daB man dLese letzteren 
Methoden (Ni 16 c) tiotz dei entgegenstehenden Schwiengkeiten so 
modifizieren kann, daB sie dock dnekt auf Integialgleichungen an- 
wendbai weiden Man findefc diese Unteisuckungen, die m eistei 
Reihe fui die Eigenweittkeone von Bedeutung smd ; in Ni 33d lhiei 
Ait nach daigestellt Hiei ist nui zu eiwaknen, daB sich dabei auch 
eme Auflosungsmetkode eigibt, die auf folgendes hmauslauft Dei 
Kein dei zu losenden Integialgleichung wird wie bei E Gouisat und 
E Lebesgue 56 ) durch einen Kem K n (s>fy von endhchem Rang appioxi- 
nneit, die Losiuig von K wild jedock aus deijemgen von K n duich 
Konveigenzbetiachtungen cdlgemeinei Art (vgl 33d) gewonnen, ohne 
daB an die Fiedholmschen Foimeln odei ngendemen expliziten Foimel- 
appaiat angeknupft wild 

4 Wegen dei f unUionentlieo) etisclien Heileitimg der Auflosungs- 
tatsachen vgl Ni *39 a ; p 1548 sowie m ) 

c) Vananten zu Emzelheiten 

1 Dafur, daB die Anzahl dei lmeai -unabhangigen Losungen dei 
homogenen Integialgleichung endhch ist, gibt E Schmidt***) einen sehi 
kuizen dnekten Beweis mit Hilfe des Oithogonalisierungsprozesses 
(vgl Ni 30 b) 68 ) M Bochet 69 ) gibt eme andeie Daistellung dieses Be- 
weises, mdem ei statt des Oitkogonalisierungspiozesses Giamsche 
Deteimmanten veiwendet 

2 Man hat veischiedentlich veisucht, den Gultigkeitsbeieich dei 
Entwicklung nach Itenerten [vgl Nr 3, (5) odei Nr 11 ? (2) und G3 )] 
welter auszudehnen Das Veifahien von C Neumann selbst (Nr 5, 

67) E Com ant, Math Ann 89 (1923), p 161—178 sowie Literatur A 11, 
Kap EI, msbesondere § 3 und 8 

68) Die dort vorausgesetzte Symmetne des Kernes ist fur diesen Beweis un- 
erheblich, wie E Schmidt 41 ), p 460 kervorhebt 

69) M Bocher, Amer Math Soc Bull (2) 17 (1910), p 283—284 = Ann of 
Math (2) 14 (1912), p 84—85 
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p 1354) lauffc, ohne daB es bei llim so foimulieit wild, etwa claiauf 
hinaus, daB er fur die Reihe (11) m Ni 5, die fur X = -J- 1 emen 
Pol hat, die ersten anthmetiscben Mittel 70 ) betrachtet und deien Kon- 
veigenz fui X — — 1 eiweist Veiwendet man statt dei ai Rhine- 
tiscben Mittel das Bo)ehche Summations verfahien, so kann man die 
Gultigkeit dei Reibe (2a) yon Nr lie ubei das gauze Bo?eh che Sum- 
mabilitatspolygon ausdehnen 7 M Ahnlich konnte man den Mittag- 
Lefflo seben Stein veiwenden u dgl m 

3 Tiber das Auflosungsveifahien, das D Enslcog 12 ) fui definite, 
symmetrische Kerne angegeben bat, ygl Ni 15 e 

1 1. Die iteiieiten und assoznerten Kerne a) Untei den Ite- 
i id ten ernes Keines IC(s,f) veisteht man die sukzessive zu bildenden 
Funktionen & /, 

(1) KW(s,t)~fE(s,>)K(>,t)dr, E ( 3 > (s, t) == fx® ( s ,i)X(>,t)di , , 

a a 

es ist also & 

KW(s, t)=f. E n ~V(s, })K(i, t) ch 

a 

b b b 

=/ J X(s,t J X(> ll _ v t)dr 1 dt ll _ 1 =fE(s,7)K^- 1 \r,t)dr 

a a a 


und allgememei 

a.) 


i 

K { ‘ u + r \s } t) ===== f&\s, , i ) d 7 

u 


Dei lo sonde Kem K(*, f) ygl Nr 9, p 1372f) kann mit Hilfe der 
iteiieiten Kerne duich die Reibe 


(2) K ( S , t) = - Kh t) + KW (Sj t ) — j— 

daigestellt weiden, falls diese gleichmaflig konveigieit 73> ) In diesem 
Falle kann man namlieb unmitteibai verifizieien, daB sie den defime- 
lenden Foimeln des losenden Keines (3a), (3b) von Ni 9 genugt 


70) Wemi ei seine Metkode als die „des anthmetiscben Mittels 1 * bezeicnnet, 
so bezieht sich diese Benennung auf em andeies Moment 

71) A Vogcuo , Rom Acc Line Rend (5) 26 t (1917), p 420—433, G Sannia, 
ebenda 28„ (1919;, p 429—433 

72) U En&oy, lunetisehe Theone dei Yoigange in maBig verduunten (Risen, 
Diss Ups ala 1917, 160 S , Aikiv foi Mat, Asti ocb Fys 16 (1921\ Nr lb, 60 S , 
ygl aucli die Daistellung bei E Hcclc, Math Ztscbr 12 (1922;, p 274 — 286, 
insbes § 4 

73) Foimel (2) ist mit Foimel (Sa) von Nr 4 identiscb, die dureb che Ein- 
iuhrung dei itenerten Kerne diese ubersichtlichere Gestalt gevwnnb Die 
Reihe (2) ist mcht mnnei gleichmaBig konvergent (vgl Ni 5, p 1354), sie ist 
es abei gewiB fui alle Volteuascben Kerne (Nr 3 oder 23a) und fui die „kleinen 
Kerne u [Nr 10 a, 2 und oy )] 
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b) Keiint man die Resolvente K n des Kernes E^ n \ so kann man 
daraus leicht die Resolvente K des Kernes E folgendermaBen ab- 
leiten 74 ) sei 

Gr, (8, t) = — K{s, t ) + (s, t)+ +(-!)"- w - 1J (S, t) , 

SO 1st b 

(3) K(s, t) = G n (s, t) + K„(s, t) +j‘G n {s, ») K„(>, t) d> 

a 

Umgekehit folgfc aus dei Existenz von K nock niclit diejenige von K n , 
existieien jedoch auck die Resolventen K £ , , K £n _ x dei Keme 

bE 9 e~K, } s n ~ 1 K ) wo s erne primitive n t& Emkeitswmzel ist, so 
existieit auck K n und ist 

(4) K* = ( K(s, 0 + £ K £ ( 5 > t) + -j- s n ■“ 1 K fW _ i (Sj t) } 71 ) 

Erne Losung <p(s) der komogenen Gleickung (J /t ) nut dem Rein K 
ist zugleick auck erne Losung dei komogenen Gleickung (J] 71 )) mit 
dem Kern E (/l) Umgekehit hat, wenn losbai ist, mmdestens cine 
komogene Gleickung nut emem der Keme E } eK 1 , e n ~ l K erne 
Losung, die jedock mckt notwendig dieselbe zu sem biauckfc 7j ) 

c) Betiacktet man wie am SckluB von Ni 9 statt K(s, t) den 
Kern — 1 1 (s, t) und setzt K(5, t) = s, t), so gekt (2) m die 
Potenzieike m l ukei 


(2a) *(i ? 5, t) = 7.(5, 0 + U(*)(5 ; t) + V~U\s, t) + 

Sie konveigieit, wie man etwa dei Seliluflbemeikung von Nj 9 eut- 
mmmt, bis zu dei dem Betiage naek klemsten Nullstelle von d(^) 7r,t ) 
Auck die Deteimmantenformel von Ni 9 kann man fdi klemes l 
einfacker daistellen 76 ), wenn man sick dei sog Spuien des Kernes 
L(s, t) bedient, d h dei GroBen 

X h h 

(5) u x =j l(s, s) ds, u 2 =fu i \s, s ) ds, , u n = //„<»> ( S; S )ds, 

* a ' 

Und zwai ist alsdann fur kmieichend klemes X 


(61 


8\X) „ 

6(1) M i I U '^ T" 4 " =J x(X ; S, S)ds, 


74) Implizite bei J Fredholm 8S ) , fui n = 2 bei D Hilbeit, Grundzuge 

p 70, ausgefuhrt bei J Plemelj •») und bei E Gomsat, Toulouse Ann (2) 10 
(1908), p 5 — 9S, rasbes p 15 w 

75) I) Hilbett, 2 Mitteilung == Grundzuge, p 69, Satz 28 

75a ) T Oademan, Pans C R 169 (1919), p 773-776 folgeit ans dioser 
Reihonentwicklung mit Hilfe der Hadamardsohen Thcone deu meiomorphen 
Chaiaktei von y. v 

76) J Fredholm , Acta 27 20 ), § 5 
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so daB 

ausfallt, odei 

( 7 ) 

wo 


(7 a) 




*W = i + £i + |fi 2 -f- 




n x n — 1 0 0 

u 2 tt t n — 2 0 

W 3 Mj_ 0 


n„ it, 




Erne abnbche Daistellung kaun man fui die eisten Fieclbohnscken 
Minoien geben, wobei neben den Spuien nocli die iterieiten Kerne 
em geben 77 ) 

d) Die Funktion von 2 m Vei andei lichen 7S J 



(in dei Bezeichnnngsweise von Ni 9) heiBt de> m te zu K assoznate 
Kan™) Foimal gilt von diesem Dei m tu assozneite Kem von K ist 
dann unci nui dann ulentiscli 0, ivenn K em Kem vom Range m ist 
(vgl Ni 10a ; l) 80 ), bildet man aus dem w ten assozneiten Kein die 
(x le Iteneite, so eihalt man den nf tea assozneiten Kem von Vgl 

lm ubngen wegen dei wesentlicben Eigenscbaften dei assoziierten 
Kerne Ni 31b uud 39 b 

12. Uneigentlxcli singulaie Integralgleiciningcn Sl ) Die bisber ge- 
maehte Voiaussetzung dei Stetigleit des Ivems ist fui die in Ni 9 unci 
10 aulgefubi ten Auflosungstheonen mehi odei wemgei entbehrlicb DaB 
fur abteilungsxveise stetige Funktionen u dgl die samtlichen Scblusse 
gultig bleiben, ist unmittelbai eisiclitlicb Dambei bmaus abei bat 


77) T Lulebco, Pans C R 145 (1907), p 1136—1137 und Liteiatur A 6, 
p 25 t , II Ptnnccuc, Tans C R 147 (1908\ p 1367—1371, AfU math 33 (19091, 
p 57—86 = Assoc Inane, (Lille) 38 (1910), p 1-28 sowie Literatui C 4 

7b) Vgl Ni 13a, wo allgemein Herne von zwei Reihen \on je m Verandei- 
licheu betiachtet werden 

79) I Schui , Math Arm 67 (19U9), p 306 — 339, msbes p Der Be- 

gnff ist dein algebraischen Begnff dei Matux dei m-ieihigen Minoien einei 
gegebenen H-reilngen Matux nacbgebildet, lm Gegensafcz zu den Fredholmschen 
Minoien ibt hiei m endlich gehalten, wahrend n unendheb wnd 

80) E Gout sat 74 ), p 30 

81) Eujentlich singulars Integralgleichungen, d h solche, bei denen die 
Tatsachen der Fj edhohnschen Theone mclit mebr im vollen Umfange gelten, 
findet man in Ni 21. 
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nian, msbesondeie um den Eifoideimssen dei Aiiwendungen zu ent- 
sprecken, eme Reilie yon Unteisuclnmgen angestellt, die abgesehen 
yon den nnter a) zu sckildemden lediglick den Geltungsbeieick dei 
versckieclenen Auflosungsfoimeln analysieien 

a) Ubei gang zu iteiieiten Kemen Alsbald bei dei Begiun- 
dung seiner Tkeone bat J Ftedliolm gezeigt S2 ) ; daB man solche un- 
stetigeu Keine bebenscben kann, bei denen dei iterieite Kein 
stetig ist In dei Tat gestatten die Foimeln yon Nr lib obne wei- 
teies aucb dann, wenn K unstetig, jedoch RW stetig ist und wenn 
RW eme Resolvente besitzt, aus dieser eme Resolveute yon K zu kon- 
struieren 83 ) Fieclltolm zeigt nun daiubei binaus, mdem gl die Pseudo- 
lesolyente von R( ,l) in Betiacbt ziekt, wie man weiteie Tatsacken 
semei Tkeone au± diesen Fall ubeitiagen kann, ausgefubit ist bei 
xkm dei Beweis, daB, wenn die bomogene Gleickung (J A ) mit dem 
Fern R keine Losnng bat, auck die tiauspomerte («7 A ') unlosbai ist, 
und daB dann eme Resolvente K existiert SJ: ) Ihre Daistellung als Quo 
tient zweiei ganzen tianszendenten Funktionen gibt E W Hobson 8() ) 

Insbesondeie ist die Fredhohnscke Voianssetzung eifullt, wenn 
em a < 1 existieit, so daB R (s ; t)(s — t) a bescbiankt ist, m diesem Falle 

muB n > gewablt weiden ^also a < 1 81a ) 

b) Modifikation dei Fi edbolmscben Foimeln D Hdbeii 
bat m den Fiedkoknschen Foimeln die GioBen AT(r a , die m dei 

'Diagonale dei emzelnen Deteiminanien uuftieten, duick Nullen ei- 
setzt und bemeikt, daB die so modifizierten Ausdiucke dann nock 
konveigieien, wenn K yon medugeiei als dei 1 /J bn Oidnung un- 
endlick wird (a < |,) ; und die Losungen liefein 85 ) Die modifizmitcn 
Ausdiucke smd im Falle stetigei Keine ubugens mckt gleich den 
uispiunglicken Fi edbolmscben, sondem untei scbeiden sick von lhnen 
durcb den gememsamen Exponentialfaktor dei sick in den 

die Resol venten daistellenden Quotienten (Ni 9, Foimel (3) und (8)j 

82) J Fiedholm, Pans C R 134- 9 ), p 1561 und Acta matb 27 - 9 ) * 0 

83) JD Hilbert 1 *) und p 71 f fui u = 2 

84) J Fiedhohn , Acta 27 82 ), p 388—390 

84a) Erne Sebranke im K^<s,t) bei M Picone, Rom Acc Line Rend (51 
30, (1021), p 90—92 ' 

85) I) Htlbei t, 1 Mitteil = Grundzuge, Kap VI, p 30—35, die Tatsacheu 
waren schon vorber la. den Disseitationen von O D Kellogg™) uud A Andiae™) 
(1902 und 1903) beautzt, vgl auBeidem O D Kellogg »»), § 5 - TVeiteigehende 
Anwendung diesei Metkode bei E TV Hobson 80 ), Nr 12 

86) Hier wird die Bezeiohnung K(s, t) = - U(s, t) von Nr 11c wieder 
autgenoinmen 
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heiaushebt 87 ) Hdbeit fuhrt den Beweis ; mdem ei K diuch eme Folge 
stetiger Kerne appioxmneit 8S ) 

H Poincare 11 ) unteidruckt allgememez m den Deterinmanten 

K( Xl X/l ) (vgl Ni 9 Anfang) alle Teime, die emen Faktoi dei Form 

\#i x n / 

KfraO X J K ( X «,> X c) K ( X a, > X ai ) 

enthalten, wo v < n ist, und eihalt daunt die Losungen fm a < 1 — i 

Dei Beweis gelit bei Pomcme von den in Ni 11c eiwahnten Tat- 

sachen aus und von dei Bemeikung, daB fur a < 1 — die n tQ Ite- 

n n 

rieite und alle folgenden endlich und stetig smd, so daB also die 
Spuien von u n ab existieren Es bebalt dabei zwar mclit d(A) ; aber 
deijemge Ausdiuek, dei bei stetigem £) 86 ) m diesem Falle 

?lLi h 2f!^ + -.2jk A n-'hi±±xn + l_ 

= d(X)e l 2 n ~ 1 =e n " + 1 

ist, semen Sinn, zunachst fur kleme A, und es gelmgt duicb funlt- 
tionentheoietiscbe Metboden ? semen Chaiaktei als gauze tianszendente 
Funktion nachzuweisen sowie seme Ubeiemstimmung nut dem modi- 
fizierten Ausdruck, Entspiecliendes gescbieht fui die eisten Fiedbolm- 
sclien Minoien 

Fui Ke>ne, von denen leine lieuate beschcinlt ist , deutet Pom- 
cm d lJ0 ) an, wie man in dem Falle duichkommen kann, daB wenigstens 
die Spuien von emei gewissen an endlicb sind Andeie Falle spe- 

87) Diese Tatsache ist zurn ersten Male angegeben bei Kellogg 5& ), p 175 
E Garbc bi ), p 13, hat das algebraische Aualogon durchgeiecknet und daraus 
durch G-renzubeigang die Hilbei teche Aussage abgeleitet 

88) T Cculeman, Math Ztschr 9 (1921;, p 196—217, beweist nut deiselben 
Methodo und untor Veischai fung dei Hilbots chen Abschatzung durch Ee^ultate 
vo aJ Schu't 48C ) (vgl Nr 39b), daB das gleicke gdt unter der allemigen Voi aus- 
netzung, daB ff Irdsdt ini Lebesgueschen bnme existieit Fur dea Fall, dull das 
Doppelmtegial lm Riemannschcn Sinne exi^tiert und < 1 ist, hatte dies achon 
H v Koch , Paleiino Rend 28 (1909), p 255—266 ^gl dazu noch f1t5 ), p 13) ge- 
/eigt Ant andeie Weise hatte H Lebesgue ba ) Bediugungen fur die (rultigkejfc 
dei Fiedholmschen Foimeln erhalten, die auf die DaiateLlbarkeit von K durch 
flukzessne Lnnesbildungen von Polynomen und die gleichmuBige Endlichkeit ge- 
■wissei Iteneiten hinauslauifc 

89) E W Hobson, London Math Soc Pioc [2) 13 (1914;, p 307 — 340 Hiei 
v,eiden Unstetigkeiten allgememeren Cbaiakteis zugelassen, untei Yeiwendung 
Lebesguescliei Integrate 

90) H Eotncate. Acta math 33 77 ), § 4 Ygl auch Nr 15c, p 1197, l18 ) 
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ziellei Ait weiden duichgefuhrt bei L Lichtenstein 91 ) und E W Hob- 
son 93 ) 

c) Benutzung von E Schmidts Abspaltinigsveifaln en 

E Schmidt selbst 93 ) gibt an, daB seme Metliode untei folgenden Be- 
dmgungen anwendbai bleibt 1 die Unstetigkeitssteilen yon K(s, t) 
baben auf jedei Geiaden s = konst, t = konst den auBeien Inhalt 0, 
2 die Integiale b i> 

f[K(s, t)]-dt und f[K(t,s)fdt 

a a 

existieien und smd stetige, mebt identisch verscbwmdende Funktionen 
von s Weiteies bei E E Levi S4: ) und A C Dixon 95 ) 

d) Integi algleichungen mit unendlichgi oBem Integia- 
tionsintei vail smd msofern biei zu eiwabnen, als sie duicb em- 
fache Transformation m Integi algleichungen mit endlichem Integi a- 
tionsmtervall, aber unendhchem Eem ubeigehen 96 ) 

13, Allgememere Integrationsbereiche System© von Integi al- 
gleicKungen Uni an erne konkiete Voistellung anzuknupfen, ist m 
den vorangehenden Nu in mein stets der Fall ernes eindimensionalen 
(reellen) endlichen Intel vails zugiunde gelegt woiden Eine entschei- 
dende und msbesondere fui die Anwendungen bedeutsame Eigenschaft 
dei Theorie dei Integi algleichungen ist cbe Schnnegsamkeit, mit der 
sie sich den veischiedenaitigsten Verallgememeiungen anzupassen vei- 
mag Die Zusammenstellung dei Emzelunteisuchungen diesei Ait, die 
unten folgt, kann kem Bild von dem geben, woiauf es hiei ankommt 
Das Wesentlicbe ist die Dmchsichtigheit dei Beweismetlioclen dei lute - 
gialgleichnngslehe , die die Ausdeknbaikeit der zugiunde gelegten Voi- 

91; L Lichtenstein , J f Math 140 (1911), p 100—119 Kerne von der Foim 
J?i (s, t) + f(s) P 2 (&, t) , wo P n P 2 stetig, f(s) snmmabel und von medeier als 
1 Ordnung nnendlich 

92) E W Hobson**) Kerne von dei Form ft(s) v(t)F(s, t\ wo P beschrankt 
und summabel, ft (5), v(s) mclit beschrankt, abci ft ($) v(s) snmmabel, ein Spezial- 
fall bei C E Love , Ann of Math (2) 21 (1919), p 104—111 — A Ostiowsh, 
F d Math 46 (1921), p 521, weist auf erne Yeiallgememeiung Inn 

93) E Schuudt 4S ), p 174, 4l ), p 407 und p 457 ff 

94) E E Levi , Kom Acc Line (5) 10 2 (1907), p 601 — 612, setzt \oiaus, 
da B J*\K(s,t)\dt gleiclnnaBig konveigiert lm Smue \on de la Vallee-Poussm, 

t 

d h J | K (s, t) | dt kaun fur alle s,t gleiclnnaBig beliebig klein gemacht werdeu 

t — 6 

95) A C Du on, London Math Soc Pioc (2) 7 (1909), p 314—337 wendet 
die Methode fur beschrankte Kerne und den Lebesgue schen Integralbegrrff an 

96) H v Koch, Arkiv f Mat 7 (1911), Nr 4, 17 S behandelt Kerne fui das Inter- 

CC CO QO 

vail 0 bis c>o, unter der Annahme J |2£"(s,s)| konvergent, f f K* ds dt <[ 1 

o oo 


u a 
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au&setzungen auf mehieie unabhangige Veianderlicke, auf andeie Inte- 
giationswege u dgl m ummttelbai abzulesen gestattet Yon emern 
eiweiterten Standpunkt wild ©me solche Betiacktungsweise in Ni 20 d 
und Nr 45 c zur Geltung kommen 

a) Allgememeie Integi ationsbei eiclie. DaB die Auflosungs- 
tbeone fui mehfache Integiale, d b dann, wenn sowobl s als auch. t 
Stellen ernes Gebietes lm n-dimensionaien Raum bedeuten, unnnttel- 
bai m Geltung bleibt 97 ), ist beieits in alien giundlegenden Aibeiten 
dei Theone heivoigehoben worden 19 ) 29 ) 54 )* 1 ) 12 ) Ebenso konnen s und t 
ubei emeu homplexcn Integiationsweg erstieekt sem, langs dessen die 
emgehenden Funklionen als leelle oder auch komplexe Belegungen 
aufgepflanzt Bind (vgl Nr 21a, ScliluB) Wegen solckei Integrations - 
bo eichc, die sick ins Unendhche eisbecLen , vgl Ni 12 d 

b) Als gemischte Integi algleichungen 98 ) bezeiclinet man 
Gleicihungen vorn Typus 

n b 

(1) V (s) 0 9>0*.) +/k(s, 0 9(f) dt = f(s) , 

i' = 1 a 

wo f(s) 7 K(bj t) } 25^ (s), , AT w (s) gegebone Funktionen und x 17 , 

gegebene Stellen lm Intel vail ct<^s<,b sind, und allgememei Glei- 
cbungen, m denen Integi ale veiscbiedenei Dimension nebenemandei 
auftreten, wie z B 

(2) ip (s L , s,) +f Z, (s 1; s 2 , s 2 ) d t +f % 2 (*»!, s 2 ,t)cp (sj ,t)dt 

a \ 

A 3 (Sj 7 t l7 t< 3 ) tp(t u t 2 ') dt l dt 2 = f(Si 7 s 2 ) 

a \ a v. 

97) In Erganzung von Nr 12 muB kier bervoigehoben werclen, daB Bodin- 
gungen, uuter denen die Iteneiten von einei beatimmten an endlich Bind (ScbluB- 
bemerkung von 12 a), nui unter smngeinaBer Moditikation fui mehi Dimensionen 
aufgcstellfc weiden konnen, z B is»t lur 2 Dimensionen die Endlicbkeit von 
q 1 ( K(s 1 , s 2 , , t i ) 1 wo q* = (Sj — t r ) 2 ($ 2 — fur 2 eine bmieicbonde 

Bedmgung (/ Fredholm, Acta 27 20 ), p 387) 

( )8) W A Hid witz, Note on mixed liueai mtegial equations, Amei Math 
Soc Bull 18(1912), p 291 — 294 und Amer Math Sou Tians 16 (1915), p 121 — 13 1, 
A Kncse) , Palermo Rend 37 (1914), p 169 — 197, der den Natnen belastcte Inte- 
gral gleiclmn gen gebraucbt Ubugens batte sckon V Vollcnct , Rom Acl Line 
Rend (6) 5 1 (1896), p 289—300, Gleicbungon \om Typus (2) bekandelt — Nacb 
Losungen der gewohnlicben Integialgleicbung 2 Ait, die an emer gegebenen 
Stelle oder deren Ableitung an emer gegebenen Stelle veisckwindet odei die 
sonstigen lmearen Bedingungen genugt, hatten II Bateman, Daib Bull (2) 30 
(1906), p 264 — 270, Cambr Trans 20 (1907), P 281 — 290 und A My lie 1 , Daib 
Bull (2) 31 (1907), p 74 — 76, gehagt 
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Die Losuiig solcbei gemisclitei Integi algleicbun gen eigibfc sick eben- 
falls lin Smne der voiangesclnckten allgemeiuen Bemeikung, wenn 
man den aus Summation und Integiation hzw aus Integralen vei- 
sckiedener Vielfaehkeit odei Eistreckung gemisckten Opeiator ail Stelle 
der gememen Integiation in der gewoknlicken Integi algleickung tieten 
lafit") Em anderer, der Natui und del lecbnenschen Beliandlung 
der gemischten Integi algleickungen gut angepaBter Weg benutzt den 
in Nr 10a ; 4 formulieiten Abspaltungsgedanken und wendet diesen, 
anders als bei clem E Schmultschen Veifahren, auf die duicb die ver- 
sclnedendimensionalen Bestandteile sick. hiei natuigemaB eigebende 
Zeispaltung an 100 ) 101 ) 

c) Systeme von Integralgleickungen Man fukrt das System 

n b 

( 3 ) <P a {s) ?(*> 0 9,S) dt = f a (s) (« = 1 , , n) 

[S = \a 

fur die n unbekannten Funktionen %(s), 7 (p n (s) auf erne emzige 

gewoknlicke Integi algleichung fui das ^-mal so gioBe Intel yall 
a s a n(b — a) zuiucfe 102 ), mdem man die n unbekannten 
Funktionen nicht m einem unci demselben Inteiyall, sondein m 71 
gleich gioBen aneinandeistoBenden Intel yallen getiennt ausbieitet und 
zu emei emzigen Funktion cp (s) zusammenfaBt, und mit den bekannten 
Funktionen m entspiecbendei Weise veifahil;, man setzt also fui 
& + 0 — 1)(6 — a) < a + a (6 — a), 
a+(fi — 1 )(i — a) £t<a + p(b — a) 

90; A Kneser 08 ), § VI bat, gestutzt auf Mifcteilungen \on E Schmidt , gc- 
uaue Axiom e toimulieit, die em solcber Operator eifullen muO, daunt die Eigon- 
weittheone von E Schmidt gultig ist, es ist leicht, dies auf das Schmultschd 
Ab 8 paltungsverfabren oder andere Auflosungstheonen 711 ubeitragen vod auch 
Nr 24 c, 309 ) 

100) Y YoUena os ), L Simgalha , Lomb Ist Rend (2)44(1911), p 292—313, 
J Poes , Palermo Rend 35 (1913), p 253—264, A Kneser 98 ), § V 

101 ) Iu anderer Weise, namlich durch Appioximation mit ge'uoknlichen 
Integi algleichungen, behaudelt G Andieoh, Rom Acc Line Rend 23 2 (1914), 
p 159—162, den Gegenstand 

102) V Voltena , Rom Acc Line Rend (5) (189b), p 177—185, O D Kel- 

logg, Disa 8 *), p 12, J Fiedhohn, Acta 27 29 ), p 378 f — G Greggi, Ven Ist Atti 
71 [(8) 14] (1912), p 541—551 redinet die sicli daraus ergebende Gestalt dei 
Losungsfonneln explizite aus, M Botasso , Torino Att 48 (1913), p 19—42 und 
L J Bouse , Diss Michigan, 1918, 33 S , Amer Math Soc Bull 24 (191S), p 426 
Tohoku Math J 15 (1919), p 184—216, be&prechen Systeme von wemger Glei- 
chungen als unbekannten Funktionen — - Die m dei mathematischen Pbysik auf- 
tretenden Systeme (3) weiden oft vektonell zusammengefaht [C E Weathei bin n 
Quart J 4b (1915), p 334-356, fuhrt es m emei besondeien Arbeit aus] 
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1891 


(4) 


<P 0) = <P«( S — (« — V)(b — a)), f(s ) = f a (s — (a — 1)(6 — a)), 
•£(*> 0 = E ri i (s — (a — l)(b — a), t — Q 3 — 1)(& — «)) 

(«, /3 = 1 , , n ) 


Das allgememere System 


« w /> 

( 5 ) 0 = 1 , ,n) 

P — 1 [> = L cc 

fah.it man duich Kombmation dei Grleichungen auf (3) zuruck, falls 
die Deteimmante |7b a/? (s)| nugends verscliwindet 103 ) 

d) Abliang xgkeit dei Losung vom Integi ationsbei eich. 
Dieser Gegenbtand, dei m der Eigenwerttheone eme eihebliehe Be- 
deutung hat (s Ni 35), ist hiei nm veiemzelt behandelt worden 104 ) 
14. Besondere Kerne In der Literatm findet man, abscesehen 
von den vielen in den Anwendungen anftietenden emzelnen Kernen^ 
die naeh der allgem emen Theone behandelt werden, eme Reihe Be- 
meikungen ubei besondere Kerne Diese Kerne sind fast duickgehend 
vom Typus K(s, t) = f(t — 5 ), wo f(x) eme penodisehe Funktion nut 
der Penode b — a 1 st 105 ) Die besondeie Eigenschaft diesei Kerne 1 st 
die, dafi dei losende Kern wiedei den gleichen Typns hat, man kann 
dies dei F? edhohnscken. Theone entnehmen, aber auch direkt ans der 
Eigenait des Kernes unmittelbai folgein, wenn man von der allge- 
memen Theone nui weiB, daB die Losnng der Integialgleuimng (J) 


103; Gh JPlcttricr C8 ), Chap III 1st die Determinant© an emzelnen Stellen 0 T 
aber von mederei als dei 1 Ordnung, so erbalt er (Chap V) nneigenthck sin- 
gulaie Systeme von Integralgleichungen 

104) Ch Platriei , Nouv Ann (4) 13 (1913;, p 183 — 186, differenzieit die 
Ldsung nach dei oberen Gienze, J Puzyna , Krak Anz (A), 1913, I, p 1 — 45 
106) E v Egeivaiy, Math esphys lapok 23 (1914), p 303 — 355, G G Evans, 
Amer Math Soc Bull 22 (1916), p 493 — 503, hiei auch allgememe Kerne vom 
Typus f(s — Q -j- <7 (s -f- £) Wie beide bervorheben, Bind das algebiai^che Ana- 
logon diesei Kerne diejenigen Deteimmanten, die man Zyklanten oder Zulu - 
lanlcn (Encykl I A 2, Nr 27) nennt, \gl auch die entsprechenden Bilduugen bei 
unendhchvielon Yauabeln Ni 4Jcl C CaiUei , Ens 15 ( 1 91 3) , p 33 — 47, be- 
tiachtet Systeme von Integialgleicbungen , deien n- Kerne emzeln T "olta 1 asclie 
Kerne vom Typns /(s — t) sind, also nicht genau vom obigen Typus, abei docti 
anch, wie 0 Toeplitz m F d M 44 (191S), p 106 henorhebt, alle unteiemandei 
vertauhchbfti Aut diesei Tatsache alleiu beruht es, venn Caille) nut Eriolg 
Deteimmantcu betLachtefc, deren Elemente mcht Zablen, aondein Kerne dei ge- 
schilderten Art smd, und rmt deren Hilfc das System auf eine enizige, gewohn- 
liche Integialgleichung zuruckfuhrt — Vgl noch D Pompeju , Paleimo Rend 
35 (1913), p 277 — 281 und Math Ann 74 (1913), p 275 — 277 — Gewisse Gienzlalle 
solchei Keine beijL G Dixon, London Math Soc Pioc (2) 17 ^1918), p 20 — 22 — 
Funktionentheoietische Behandlung dei Integralgleichung dei Potentialtheone 
(Nr 5) bei J Fiedholm, Acta math 45 (1924\ p 11 — 2S 
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eindeutig ist Erne entspiecbeude Bemerkung ist fur Kerne in drei 
Duuensiouen gemacht woiden, die ortbogonahnvariant smd 106 ) Alle 
cliese Bemeikungen subsumieien sick m Wabrbeit emem allgemeinen 
Prmzip (vgl ~Ni 18 b, 3, Ende), vgl auch die Unteisucbungen ubei 
veitauscbbare Kerne, insbes Ni 26 a, 3 

Weitere besondeie Integialgleicliungen findet man in Ni 21c 
22c, 23d, 37, 44b 

B. Die Method© der unendliclivieleii Veranderlichen 

D Hilbert S9 ) bat paiaUel zur Tbeone der Integralgleichungen eme 
Tbeone dei Gleichungen mit unendlickvielen Unbekannten entwickelt, 
die zugleicb eine neue Metbode zui Bebandlnug sowobl dei Auflosungs- 
tbeone als aucb dei Eigenweittbeorie dei Integialgleicbuugen liefeit 
(ygl Ni 8), biei ist zunaebst der Teil dai zustellen , dei fui die Auf- 
losungstheo) le dei Integialgleicbung 2 Ait (Kap II, A) mBetiacbt kommt 

15. Zusammenhang zwischen Integralgleichungen und imearen 
Gleichungssystemen mit unendlichvielen TJnlbekannten 107 ) 

a) Das Bmdegiied zwiseben Integi algleicbungen und 
Gleicbungen nut unendlicbyielen Unbekannten ist ern ortho- 
gonales vollstandiges Funldwnensijstem m ) fui das Inteivall (a, &), d j 
ein System von uiiendliclivielen m a s <^b stetigen Funktionen 
cji(s)j o> 2 (s), > die den folgenden beiden Bedmgungen genugen 

1 sie smd fur das Intel vail (a, b) orthogonal und nonmert 

(!) , A>( s ) <M S ) ds =««-={? %t 

a 

2 sie genugen der Vollstandigheitsrelation 109 ) , d b fur jede ste- 
tige Funktion a(s) bestebt die Identikit 

b b b 

(2a) j* u(i>yds = {/ ^ (^) (s) } “-j- {^fn(s)co 2 (s)d , 

a a a 

106) Im AnschluB an D Hilberts Unteisuchungen uber kinetiscbe Gastbeone 
E Hecle, Math Ann 78 (1917), p 39S— 404 

107) Die historiscke Darstellung dea Gegenstandes in Nr S wird hiei nicht 
vorausgeaetzt 

108) D Hilbert, 5 Mitteil , Gott Nachi 1906 = Grundzuge, Kap XIII, 
p 177 ff 

109) tTber die Aufstellung dieser Relation fur trigonometrische Funktionen 
und die Bedentung der Entwicklungskoeffizienten \gl Nr 8 44 ) — DaB die rechte 
Seite von (2 a) mcht giofler ist als die hnke (sog „Bessehche Ungleickung u , 
Nr 30b 385 )), ist bekanntlich eme Folge von (1), vgl Encykl IIC 11, Hilb-Szasz, 
Nr 2 
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oder — was nur scheinbar allgememer ist — fui jedes Paai stetigei 
Funktionen u (s) , v(s) besteht die Identitat 

h b b 

(2b) J u(s)v(s)ds = J «(si ra^s) els J* v{s)a 1 (s)ds 

a a a 

b b 

+ f u(s) (d 2 (s) ds j v(s)o 2 (s)ds -f- 

a a 


Das hiei auftietende Integial vom Typus 


(2 c) 


% p =/ n ( s ) ds 


Op = i,2, ) 


nennt man den _p tou Enhiucllungdocffaicnten [Foiu mLoeffmenten) dei 
Funbtion u(s ) in bezug auf das Oithogonalsybtein ^(s), g) 2 ( 5 )> 

In dei Spiache dei analytiscben Geonietne laBfc sick dei Gebiauck. 
ernes solclien Funktionensystems co p (s) ah Emfnhiung emes 9 eel it- 
wmUigen Eootdmatensystems mi Eanme SI alia stehgen Funktionen 
deuten Sielit man die Weite u(s) als Bebtmimungsstucke emes die 
Funktion w(s) lepiasentierenden Puuktes in SI bzw des „Vektois“ 
vom Kooidmatenanfangspunkt [ii(s) = 0) nacli diesem Punkt und 

b 

j u(syds als Quadiat dei Lange dieses Vektois an, so bestimmen 

a 

die Funktiouen co p (t>) gemafi (1) unendlicbviele paaiweis aufeinandei 
senkiecbte Vektoien von dei Lange 1 Dei Entwicklungskoeffizient 
(2 c) abei ist als Lange dei Piojektion des Vektois «(^) in die Rick- 
tung yon M p (s) anzuspiechen, und (2a) besagt, dab das Quadiat dei 
Lange jedes Vektois u(s) gleicli dei Summe dei Quadiate seinei Pro- 
jektionen auf die Ricktungen co p (s) ist (pytkagoieischei Satz) Be- 
tiaclitet man also die Vektoien g j (s) als ? ,Achsen emes lecktwmk- 
ligen Kooidinatensystems“ in SI, die GioBen (2c) ah die „iecktwmk- 
ligen Koordmaten" von u(s) 9 so deutet sicli (2a) dakm, dab die Menge 
dei veiwendeten Achsen ausieiclit, ura samtlicbe stetigen Funktionen 
nacb detn Mustei dei kartesischen Kooidmatengeometne datzustellen 
Em Beispiel emes solchen vollstandigen normieiten Oitkogonal- 
systems bieten die dmcb erne passende hneaie Substitution dei un- 
abbangigen Veiandei lichen vom Intel vail (0, 2n :) auf das Intel vail 
a<Ls<b ubeitragenen tiigonometiischen Funktionen 11 ) 


1 


Yb — a 



cos 

cos 


2 n (s — a) 
b — ci ’ 

4 n (s — a) 
b — a 7 



Sin — . 


sin 


2 jt(s — ( i ) 
b — a 

4 tc(s — a) 
b — a 


> 
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Weitere vollstandige Oitkogonalsysteme eihalt man m folgendei 
Weise 110 ) Es sei PJs), P 2 (s), eme Edge stefcigei Funktionen im 
Intel vail a <^1) der Eigenschaft jede stetige Punktion u{s) laBt 
sick in a^s^b duicb lineaie komogene Aggiegate endlickvielei 
Pj(s), , P n (s) jj 1 ™- Mittel" beliebig genau appioximieien, d 1 zu 
jedem s > 0 lassen sick die Eonstanten c 1} ,c n derait bestnnmen, daB 


( 3 ) 


C l-^l( 5 ) C w-^n( 5 )} ds <C E 


Dei bekannte OrtliogonalisieiungspiozeB von E Schmidt 111 ) liefeit nam- 
lich, falls keme dei Funktionen P n (s) von den fiuheien del Folge 
linear abhangig ist, lekursiv eme Folge linearei homogenei Kombi- 
nationen co n (s) von P x (sJ ? , P n (s ), die oithogonal und normieit smd 




V?* 


(, s)*ds 


oj„(s) = (» = 2, 3, ) 

b b 

FJs) - a L (s) J'P ll (s)a 1 (s)ds — - a n _ 1 (s)f PJ^n^tyds 

a a 

{ f\JP n (8) — co^s)/ P n (s)co L (s)ds — — ta Jt ^ t (b)fjP n (s) £»>„_!» dsj d<i} 1 

a a a 


derart, daB auck umgekehit P n (s) eme lineaie Kombmation von 
cd 1 (s) , , co^s) wild, deiselbe PiozeB liefeit auch — dmeb das 

identisclie Verscliwmden dei im Zablei stehenden Kombmationen — 
die samtlichen zwiseken endliclivielen P n (s) etwa bestebenden lmeai en 
Relationen Fur diese Funktionen co n (s) ist nun 11Ja ) die Vollstandig- 
keitsielation (2a) eme unmittelbare Folge von (3) Em Beispiel emei 
solcben Folge P x (s), P 2 (s), bildet die Folge dei Potenzen s° ; s 1 , 
s 2 , , aus der naeb. dei besclniebenen Konstiuktion die Legend) e- 

sclien Polynome als Beispiel ernes vollstandigen Oithogonalsystemes ent- 
stelien 112 ) 


110) Die folgende Konstruktion nack D Eilbeit 108 ), p l78ff Die Bedeu- 
tung dieses Yerlahrens zur Herstellung \ ollstandigei Oitkogonalsysteme beiukt 
daiauf, daB es sick auck aut andeie Integrations bereiclie als emfacke Stiecken 
(mehr dimension ale , gemisekte u clgl) okne pnnzipielle Sckwicngkeiten uber- 
tragen laBt und damit die Theone dei Integialgleickungen m solcken Bereickcn 
(vgl Ni IB a, b) dei Metkode dei nnendlickvielen Yeranderlicken eiscklieBt 

111) E Schmidt* 1 ), § 3 Ygl Encykl II C 11, Hilb-Szasz, Nr 1 

111 a) Dieser SckluB ist fur tngonometriBcke Funktionen sekon \on W A Stel- 
loff verwendefc worden [vgl Encykl II C 10, HiTb-Riesz, Ni 9 00 )] 

112) Fur weiteie Angaben ubei vollstandige Oitkogonalsysteme v°-l Encykl 
II C 11, Hilb-Szasz, Ni 1 
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b) Die Umwandlung einei gegebenen Integi algleicbung 
2 Ait nut stetigem K(s,f) und /(s) 


(j) 


9>00 +f K ( s > t)<p(t)dt = f(s) 


m ein System lmeaiei Gleicbungen mit unendliclivielen Unbekamiten 
geschielit nun folgendeimaBen 113 ) Fuhit man die Entwicklungskoeffi- 
zienten von q)(s ) m bezug auf die (s) ein 


(5) 


x p == /V( s ) a p( s ) ds > 


die die Unbekannten des Pioblems daistellen, und veiwendet femei 
die bekaimten Entwicklungskoeffizienten von K(s } t) und f{s) 

b 

fK( b , t) a q (t) dt = K q (b), 

a 

b b b 

( 6 ) ! ff K{s , 0 ra »( s H(0 dscU =jX(s) a j,( s ) ds = K r, f 

a a a 

b 

J f (*>,(*) *s~f r , 

a 

so folgt dm cli wiedeikolte An wen dung von (2a) Konvergenz und Ab- 
sckdtzung dci Quadiatsummen 

/Co h n oo b b 

2 w =/ K ( s > ff K w t ) 2dsdt ’ 


co 


<i=\ 


i = i p = i 


h b 


2 xi, £.i'fx(s, ~2t; -J'ttff a. 

/), q — 1 a a \i = 1 a 

Mit Hilfe von (2 b) laBt sich nun (J) in dei Gestalt scbreiben 


(«) 


9 ( s)+ _2X(s)^ = /-(s), 


7 = 1 


feinei konvergieit fui erne stetige Losung cp(s) von (<7) die Quadiat- 
sunime «* t 

(7 a) 2'V -fsWds, 


7 = 1 


und auf Giund dei Lag) ange-Cauchyschen UngleicJnwg lu ) 


(9) 




2 V „2 




P= 1 i> = l 


113) X) Hilbeit 10 *), p 180 ff 

111) A Cauchy, Corns d’Aualyse de l'fic polyt, Analyse algebrique, 1821, 
note II, theoi XVI = CEuvies (2) t III, p 373 ff Fui den Fall n = 3 findefc sich 
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b 

folgt wegen (7) aus der Beschianktheit von J*K(s,£fdt die gleicli- 

a 

mafiige Konveigenz der in (8) eiugehenden Reihe fiu ct-^s^b Da- 
liei ergibt Multiplikation von (8) mit co p (s ) und Integiation die un- 
endlickvielen lmeaien Gleichiingen 115 ) 

(* 7 ) x p +2 'E x =f , 

die Entwicldungshoeffizienten x p jede> Lounq von (J) bidden also em 
Lo^ungssystem von ( V ) mit honvei gentei Quadiatsumme 1st speziell 
f(s) = 0 (jkomogene Integralgleicliung so ist f p = 0 , und die 
genugen dem ( V ) entspiechenden homogenen Gleicliungs system ( U h ) UG ) 
c) Ist umgekehit x l} x 2 , em Losungssystem dei Gleichungen 
(U) mit konveigentei Quadiatsumme 117 ), so folgt wiedeium die gleicli- 

mafhge Konvergenz dei Reihe und dahei ist die gemaB 

y = i 

(8) gebildete Funktion 

( 10 ) <p(s) = f(s)-yK Q (s)x, J 

<2 = 1 

stetig Dui ck Integiation eigibt sich auf Giund von (TP) als llu Eufc- 
wickhingskoeffizient b 

f <P^)c3 p (s)ds = X p , 

a 

die dieee Ungleichung hefernde Idenfcitat bereits bei J i Lagtange, Nouv Mem 
Acad Berlin 1773 = Oeuvres 3, p 662 f Aus ibr folgt uinmttelbar die entspie- 
cliende Ungleiehiing fiu unendhche Summen 

( 9a > J>*. 

P = 1 2 J = l P = 1 

in dem Smne, dafi die Konvergenz dei rechts stekcnden Iteiken die absolute 
Konveigenz der links stekenden nacli sick ziekt Sie entsprickt foimal und sack- 
lick genau der Sthiun ischen Integralungleicknng (22) \on Ni 7 und mag daker 
kurz als Schuarzsche Summentmgleichung bezeicknet werden (vgl I) Ildbci ifoiund- 
zuge, p 126, Helhngei - ToepliL 1,j4 ), p 293f) 

115) Sie sind identisck mit denjenigen Gleickungen, die aus ( J ) duick foi- 
males Emzetzen dei Entwicklungen von <p( s), /(s), K(s, t) nack deu Ortkogonal- 
funktionen a p {s ) keivorgeken [vgl Ni 8 , f23) ff ] 

116) Die in Nr la daigestellte Eisetzung dei Integialgleichung durck 
n lmeaie Gleickungen nut >i Unbekannten auf Giund dei Einteilung von a<s<b 
m n Teilintervalle fur unbegienzt wacksendes n lafit sick clem oben gesckildeiten 

erfakren als Spezialfall emoiduen, ivenn man als vollstandiges Oitkogonalsystun 
die von A Haar, Zui Theone dei oitkogonalen Funktionensysteme (Diss Got- 
tingen 1909 = Math Ann 69 (1910), p 331-371, Kap III) konstruierten Oitko- 
gonalsysteme verwendet, deren Funktionen jeiveils nur in emem mit wachsen- 
dem Index unbegrenzt abnekmenden Tedmtervalle von 0 versckieden smd 

117) D miben ue ), p iS2f 
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und dahei nacli (2 b) 

oo b 

2 K i( s ) x i =/* K ( s > o 9»(o dt > 

*1 = 1 a 

(10) zeigt danach dnekt, daB (p{s) eme Losung von (J) ist Da feiner 
nack (2 a) die Entwicklungskoeffizienten emei stetigen Fimktion nui 
dann samtlick veischwmden, wenn die Funktion identiscli veisckwmdet, 
entstehen auf diese Weise aus einem Losungssystem des homogenen 
Gleiehungssystemes (J7 A ) nur Losimgen der Integi algleichung (J A ), und 
eme Anzahl von Losungssystemen von (Z7 A ) ist dann und nm dann 
lmeai unabhangig, wenn die entspreclienden Losimgen von (e7J es 
smd Endlicli entspucbt dei tianspomeiten Integi algleichung (, J r ) nut 
dem Kern K(t, s) (s p 1376) das clinch Vertauschung von Zeilen und 
Kolonnen lm Koeffizientenschema von (U) entsteliende tianbponierte 
Grleichungssystem 

m x p +2k, ipS = ( j p 

<? = i 

Die Auflosungstheoue de> Integi algleichung (J) und die des Gleichitngs- 
systems (V) smd also mi cingegebenen Sinne lolhg aguwcdent — 

Die Gultigkeit dei Vollstandigkeitsielationen (2a) ; (2b) laCfc sicli 
unmittelbar auf Funktionen ausdehnen, die nicht stetig, son Jem nui 
saint lbiem Quadiat integueibai sind Man kann dabei das gleiche 
Ubergangsveifalnen aucb auf Integi algleichun gen mit unstetigem 
Kein anwenden, wofein nur K(s, t) an endliclivielen analytischen 
Kurven s = F(l) des Q uadi at s a < s< t <[ & von medeiei als l / 2 x&r Oid- 
nung unendlich wild (vgl Ni 13a, b) 118 ), dabei entspieclien Losungen 
von (J) mit integi leibaiem Quadiat Losungssystemen von ( U ) mit 
konveigentei Quadiatsumme 

d) Eme andeie Methode zum JNTachweis dei Aquivalenz 
dei Integi algleichung (J) und des Grleichungssy steins ( U ) wild clinch 
das Theoiem von E Ftscho lltJ ) und F JR iesz 110 ) gegeben Bildet man 
die Entwicklungskoeffizienten m bezug aut em oithogonales Funk- 
tionensystem duich Lebesguesclie lutcgiahon , so gehoit mcht nui /u 
jeder samt lhieni Quadiat im Lebe^gueschen Sinne integueibai cn Funk- 
tion cp(s) em System von Entwicklungskoeffizienten x p nut konvei- 

118) D Hdbo £ 108 ), p 201, er bat fernei darauf hingcw Lcsen , daB diene 
Methode aucb daruber binaua zul Behaudluug solcber Keine geeigucfc ist, die 
bei s = t unendlich werden, aber absolut mtegneibai bleiben Vgl dazu J Ra- 
don sos ), p 137 tf 

119} E Fischc), Pans C R 141 (1907), p 1022—1024 

120) F Ricsz, Pans C R 144 (1907), p 015 — 619, Uolt Nachr 1907, 
p 116 — 122, Math phys es lap 19 (1910), p 165 — 182, 228 — 243 
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gentei Qnacliatsurmne, sondem auch jedes System von Zaklen x mit 
konvergenter Quadiatsumme stellt die Entwicklungskoeffizienten einei 
saint lktem Quadi at mtegneibaien Funktion rp(s) dai, ist das Oitho- 
gonalsystem vollstandig, so ist cp (s) bis auf eine additive Funktion 
vom unbestimmten Integzal 0 bestimmt U1 ) Danach ist die Aquiva- 
lenz von (J) und (U) sofoit eisichtlicb Denn (U) bedeutet geiade 
die Ubeiemstimmung der Entwicklungskoeffizienten beidei Seiten von 
(J"), ist also (p(s) die Funktion, die em Losungssystem von ( U ) nut 
konveigentei Quadiatsumme zu Founerkoeffizienten hat, so ist (J) 
mit Ausnabme emei Nullmenge eifullt Bei stetigem K(s, t) abei 

b 

wnd f*K(s,t)q>(t)dt unabkangig von jenei Willkmlicbkeit von <p(f) 

a 

eine stetige Funktion von s und dahei ist 

b 

<p(s) — f(s) — j K(s, t) (p{t) dt 

a 

erne stetige Losung von (J) Akuliches gilt bei Unstetigkeiten km- 
leickend niedugei Oidnung von K(s } t) 1 ^) 

e) Dui ck spezielle geeignete Wahl des vollstandigen 
Oitkogonalsystems n p (s) kann man fiu emzelne Keme E(s, t) 
odei fur gewibse Klassen von Kemen untei Umstanden eneicken, daB 
das Gleickuugssystem (U) eine besondeis emfacke fiu die vollstan- 
dige, auck numensche Durckfukiung des Problems geeignete Gestalt 
annimmt In diesen Zusammenhang oidnet sick em emmal das Vei- 
fakien von W E ite 12S ) zui numenscken Losung von Randweitauf- 
gaben, andeiei^eits die Metkode von L Lichtenstein 124 ) zur vollstan- 
digen Bekandlung dei Randweitaufgaben dmch dnekte Zuiuckfukiung 
auf Gleickungen mit unendlickvielen Unbekannten 126 ) 

121) Ygl auck Encyk] II C 11 (. Hilb-Szasz ), Nr 2 

122) F JRiesz, Paris, C R 1 44 (1907), p 734—736 und Gott Nacki 120 ), p 122 

123) W Rite, Ubei eine neue Metkode zui Losung gewissei Yanationspio- 
bleme der matk Phya , J f Matk 135 (1909), p 1—61, Theone der Tians\eisal- 
sckwingungen emer quadiatischen Platte mit fteien Randein, Ann d Phys (4) 
28 (1909), p 737—785 — S auck Ges Weike, Pans 1911, p 192—250, 265—316 

124) L Lichtenstein , Pans C R 156 (1913), p 993—996, sowie erne grofieie 

Zakl ansdiliefiendei Aibeiten, aus denen fui die Darstellung JeL Metkode kiei 
nur „Zur Analysis der unemUichyielen Yauablen I“, Palermo Rend 38 (1914), 
p 113 166, genannt sei Em Veiauck m ahnlickei Ricktung bei J JBei trand, 

Biuxelles Soc sc (B) 3S (1913—1914), p 318—322 Ygl dazu Nr 15 c 

125) Hieikua geboit auck der Yeisuch von Gh Mmitz - 5 % p 145, Integral- 
gleickungen durck Yeiyendung spezieller, dem Kem angepafiter Oitkogonai- 
bysteme zu bekandeln 
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TJntei Umstanden ist es auch zweckmaBig, die Bedmgung der 
Orthogonalitat (1) zu modifizieren, so veiwendefc D Hilbe)t 12G ) zui 
Behandlung „polaiei Integralgleichungen^ (s Nt 38 b, 1) em System 
von Funktionen, die — untei l (s) erne gegebene Funktion wecli- 
selndei Voizeiclien verstanden — den Beclingungen genugen 

fl(s) 0 ,( 8 ) a q [s) ds = { ^ P 

a 

wobei dann auch die Vollstandigkeitsbedmgung entsprechend abzu- 
andem ist Feinei ist bier die Methode von D EnsTcog 72 ) zur nume- 
nschen Losung von Integialgleichungen rent symmetriscliem Kem zu 
nennen, sie bezieht sicli auf Kerne von der Ait ; daB fur jede mcht 
identisch veischwmdende Funktion op (s) 

h b b 

f cp(sf els + ff K(s, t) <p (s') (pit) dsdt>0 

a a a 

ist, und beiulit auf dei Veiwendung ernes gemaB den Bedmgungen 

b b b 

j a P i s ) «„(*) ds +ff K ( s > *) ®,oo ® a (0 ds dt = f i l) 

a a a 

bestimmten Funktionensystems 126a ) 

16. Hilberts Tbeone der vollstetigeu Gleicbungssysteme Die 
Auflosungstheone der Gleichungen (TJ) von Ni 15 hat D Hilbert U7 ) 
mcht mu unter der Annahme ernes Koefflzientensy stems von konvei- 

QO 

gentei Qnadiatsumme entwickelt, wie es sich aus emei Iute- 

/v?= i , 

gialgleickung nut stetigem Kem eigibt, sondem ei liat eme wesent- 

licli umfassendeie Klasse von Koeffizientensystemen (A. p2 ) entdeckt, 
fui die jenes unendlicbe Gleichungssystem den samtlicken deteimi- 
nantenfieien Auflosungssatzen von Ni 10 — in smngemaBer Ubei- 
tiagung auf die Yeilialtmsse bei unendlicbvielen Yeiandeilicben 
genugt, sofein man an dei JBedmgung hotivei genter Quad) utsum me fui 
lecbfce Seiten und Unbekannte festbalt, es bleiben dann also aucb iui 
die gemaB Ni 15 aquivalente Integialgleicliung die Auflosungssatze 
von °Ni 10 bestehen Die Koeffizientensysteine, am die es sick luei 
bandelt, entsteben aus dei Betiaebtung emei gewissen Klasse bi- 
bnearei Fonnen von unendlicbvielen Yeianderlicben 

126 al Vgl dam auch F L Hitchcock u N Wiener, Mass J of Math 1 
(1921), p 1—20 

120) D Hilbert, Grundzuge, Kap XV, p 195 ff 

127 ; J) Hilbert, 4 Mitteil , Gotfc Nachi 1906 = Grundzuge, Kap XII, 

p 164—174 

* () O 

En^Mon <1 mnrti TT ^ 
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a) Yollstetige Bilmearformen nnendlickvieler Veiander- 
licher Es seien Wertsysteme von abzahlbar 

nnendliehvielen leellen Yeiandei lichen, die stets erne konveigente, 
nicht uber 1 gelegene Quadiatsumme besitzen 

(1) i 

P = 1 p = l 

JBzlineai foi m der beiden Reihen you Yeianderlichen heiBt die diuch 
die unendliche Doppelfolge dei Koeffizienten K pq (p,q= 1,2, ) 

zunachst lem formal bestnnmte Doppelieihe 

OO 

(2) = 4“ ^12^12/2 + 

PiQ = 1 

+ + -^22^2 Hz + 

+ , 

w ter Abschmtt die duich Nullsetzen der Yeiandei lichen x n + i, % n+ 2 , > 
Vn + D y n +2, entstehende endliche Bilmearform yoh zwei Reihen 
Yon n Verandei lichen 

( 2 a ) O, y) — 2 

= 1 

Die Bilmearfoim (2) heifit vollstetig 128 ) ? wenn die Diffeienz St n (oc,y) 
— y) mit wachsendem n nnd ?n gleichmaBig fui alle (1) ge- 

nugenden Wertsysteme gegen Null konveigiert 

( 3 ) I y ) — y) I < * fur n, m > N(e) 

Dann konveigieit 

(2 b) lira 51,(3, y) = 51(4, y) = jf K pi x p y q 

p,q~l 

gleichmaBig fui alle (1) genugenden Weitsysteme nnd defimeit den 
Wot St(x,y) do Bilinecu fo>m (2) 

Dieser Wert hangt, wie unmittelbar aus der gleichmaBigen Kon- 
veigenz von (2 b) folgt, von den unendlickvieien Veiandeilichen 
x p > V p im Bereich (1) in dem Smne stetig ab („vollstetig“), daB sich 
y) y on St (pc', y') beliebig wenig unteischeidet, wenn sich km- 
leichend viele (abei endlichviele) dei Yeiandei lichen cc p und y p von 
den entsprechenden x p nnd y p hinreichend wenig nnterscheiden — 

128^ D Hilbei t, 4 Mitteil , Gott Nachr 1906 — Giundzuge, Kap XI, 
p 147 f Vorubergehend hat Hilbeit [mi Original der 5 Mitteil, Gott Nachi 
1906, p 439 nnd m 87 °), p 61] das Wort „stetig“ an Stelle von „ vollstetig* 
benntzt Uber die Formuherang dei Definition vgl 129 ) 
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gleichgtUtig welcbe Weite die ubrigen unendhehvielen Veranderlichen 
baben. 

| |S(x, y) — $(«', y)\ < s, wenn 

' ll** — */| < *(«), \y p — Vp \ < 8(e) far p = 1, 2, ,N(e), 

die Ungleichung ist gleichmaBig fur alle (1) genugenden Wertsysteme 
x, y, x\ y erfullt 

Reprasentiert man ubugens jedes Wertsystem x ly x 2) durcli 
emen Pankt x des unendlichdimensionalen Raumes so hat man 
kierm eine genaue Dbertragung der ublicken Stetigkeitsdefimtion auf 
den JRoo- Bedeutet namlich yjfi (v = 1,2, ) erne unendliche 

Folge von (1) genugenden Weitsystemen, die mit v — > oo fur jeden 
Index p gegen em ebenfalls (1) genugendes Wertsystem konvergieren, 

(5 a) lull a!p = x p , Lm y^ = y p (p = 1,2, ) , 

so ergLbt sich aus (4) 

(5 b) lim $(>«, y ( 0) = £ (x f y ) 

Die Definition emei vollstetigen Linem frnm 
00 

(61 2 ( x ) = \ z, + l 2 + 

P = 1 

vollzieht sich genan nach dem Muster der vorigen Betrachtungen; 
entsprecRend (3) heiBt L(x) vollstetig, wenn fur alle (1) genugenden x p 

] L n (t x ) — L 1u (x) | < s fui 3 i y m > N(s) 

Da naeh der Ungleichung (9) von Nr 15 unter dei Bedmgung (1) 

s»(*)i = iiv,i<Vi^ 

p = m-f- 1 p = m + l 

ist ; nnd da andeierseits die lneimit gegebene Schianke fur 

x. = l p (P — «• + 1, ,») 

p~fll+l 

erreicht wird, ist £(#) dann nnd nw dann vollstetig } wenn die Quadrat- 

on 

summe der Koeffzienten J?l 2 p izonvergieit , alsdann konvergiert die Reibe 

p - 1 

(6) stets absolnt 130 ) 

129) D Hilbeit 1SB ) und Grundzuge, Kap XIII, p 175 f veiwendet diese 
Eigensckaffc als Definition der Vollstetigkeifc und zeigt mit seinem Aubwahl- 
verfahren (Ni 16 b), daB aus ibr (3) folgt Im folgenden wird die Definition (3) 
zugiande gelegt 

130) JD Hilbert 370 ), p 61, vgl aueh Giundznge, p 126 u p 176 

O') * 
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Setzt man. m £(#, y) alle Verandei lichen der emen Keilie bis 
auf erne gleich 0, so wnd es eme vollstetige Lmearform der andem 
Yariablenreihe, notwendige Bedmgung fur die Yollstetigkeit einei 
Bilmeaifoim ist also die Ronveigen $ de? Quad) atsumme der Koefjizienten 
jeder emzdnen Zeile and Kolonne 

CO 00 00 0O 

(7) J£K'iq, j lonveigent 

q~L q=l p —1 p —1 


Wendet man andeierseits (5) auf eme Folge von Wertsystemen 
an, bei denen jeweils nui eme Zahl XpJ und y™ gleich 1, alle andern 
Null smd und und mit v gegen oo konvergieien, so ist fui 
ledesp lun xSp = lun = 0 und daher lim yW) = Inn K» 0 = 0, 

i =cc 1 1 = CO v = oo y p=oo 7 


also ist eme weiteie notwendige Bedmgung fur Vollstetigkeit das Vey- 
sclnvmden des DojgpelUmes 


(8) 


lira K„ = 0 




■pq 


Da (7) und (8) nicht gleichzeitig eifullt zu sem brauchen ^Beispiele 

K pp = I? K P q=Q(p =4= 2) K P q — ’ lst keine ^ ei beiden 

Bedmgungen hmreicheud fur Yollstetigkeit 131 ) 

Eme Jmveichende Bedmgung ist die Konvergenz dei Quadrat - 
summe alter Koeffizienten K pq m ) 


(9) 2^3 Convergent, 

denn durch wiederholte Anwendung dei CaucJiysdhen Ungleichung 
Nr 15, (9) folgt untei Berucksichtigung von (1) fur n > m 


(*>.s D- K^,y)r={x,2K lq y t + + x m 2K, 


q = ?>l + 1 


q = 7/t + 1 


m qVq 


"4“ ^7/i + l -5" -^7/1 +1,9^ ”1“ ^n-2 ■^■nq'g 


2 = 1 


2=1 


^(A^i 5 2/ 5 )“+ +(^7T»/)'+ (^K ml y t y + + (^K y ) 2 

« = m + l 2 = //t + 1 2 = 1 2 = 1 * H 

5 + +x k?» t + A +i, s + +Jx\, 

q — ?/i + 1 y = 7/i + 1 2=1 2 = 1 


131) "Weitere leicht anzugebende Beispiele, etwa K p g — (p -|- g)-*, 

zeigen, da£ auch. (7) und (8) zugleich for mchtvollstetige Foimen erfullfc sein 
konnen, vgl J Hellmgei -Toephtz 1 6 *), p 306 

132) D Hilbert, Grundzuge, Kap XI, p 151 fur symmetuscke Formen 
^ K pq^ K qp) nud Ka P XII i P 165 
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und das wild als Rest der Reilie (9) mit wacbsendem m, n beliebig 

oo 

klem Diese Bedmgung ist meld notivendig (Beispiel — ist voll- 

p=i vP 


stetig, da 


ffi m | <— = fui n > m) 
m 1 — 1 f m 


Ans (3), (2b) eigibt sicb mmuttelbar die Existenz einei Schianke M, 
unteihalb deien die Absolutweite samtlicbei Abschmfcte sowie die 
Werfce dei vollstetigen Bilmeaifoim untei dei Nebenbedinguag (1) 
fur die Verandeilicben bleiben 


( 10 ) y ) | ^ 21, | 8 (*, 1 /] <; M 

Also sind vollstetige Bilmearformen beschanlt lm ffilbertschen Smne 
(vgl Ni IS a, Ni 19 195 )), sie besitzen fernei die folgenden Eigen- 
sebaften 133 )’ 


133) Hilbert leitet diese Eigenschaften aus den von lhm vorhei aufgestellten 
Satzen uber besebrankte Formen her (Grundzuge, p 160 — 152, 164 f , vgl Nr 18a) 
Man kann sie aber auch direkt aus den obigen Defimtionen herleiten 
und damit die Theone der vollstetigen Gleicbungssysteme m sich geschlossen 
begrunden 

1 Setzt man m (4) fur n> N(s) = x t ' t + 1 = rc' + 2 = =0, 

Vq = ijfj, so kann $(x', y) als Summe der n (als vollstetige Lmeaiformen von 

oo 

y[ } ?/ 2 ', ) absolut konvergenten Reihen x r p ^ K p g y' q {p — 1, 2, , n) angesehen 

2 = 1 

werden, und diese smd gleich den ersten n Zeilen von y), damit folgt (11a) 
unmittelbar aus (4) 

2 y) ist nach (11a) erne vollstetige Lmeaiform der Veranderlichen 
mit dei oberen Schianke 31, also folgt wie oben Konvergenz dei 

Qundratsumme der Koefhzienten 

« i(iw^ fm 

P~1 2 = 1 p~l 

ferner ergibt sjch aus (4), wenn man beide Weite $ aus (11a) entnnnmt und 

CO oo 

Xp=Xp,y[ = y u = = = O, n> N(t) Betzt ^K pq y q \<e, 

p = 1 q = 7l + 1 

und daraue wie soeben 

(b) ^ ful < 1 

p~1 q-7i+l p — 1 

CO 

3 Eme vollstetige Form $(x,z) konvergieit wegeu (a) fur z p — K p q ?/ 7 , 

n 2=1 

z p und Zp — ^,K nn y n unteischeiden sich nach (b) fur jecles p inn wenigei als f, 
2=1 

und daher wird nach (4) ^(-r, z ) — §(#, z')\ gleichmaBig fur alle x und y mit 
wacbsendem n beliebig klem Nun ist lur & /i + 1 = =0 

71 oo n n oo 

& z) = $ n ^ pr q s= ^j *^p Vq ^p r -^-r a 

p = 1 / = 1 2 = 1 73 2 = 1 r = 1 
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«) Der Weit §t(x, y) ist als Summe der unendlidmelen fui sich 
konvei genten Zeilen oder Kolonnen von (2) dars tell bar 131 ) 


der n*“ Abscknitt derFaltung § die Boeben gegebeneAbschatzung zeigt direkt 

CO CO QO 

seme gleichmaBige Konvergenz, und zwar gegen §(a, z) = H pr J>} K rq y q , 

£ = 1 r=l q = 1 

d h die Yollstetigkeit der Faltung — Ist | $ (*, jf) | g JY fur (1), so 

folgtaus (a) |§K(a, y)\^m%,»)\^MN 

oo co 

4 Ist KapKaq) vollstetig, so eigibt die Anwendung der 

J),q = l «=i 

Stetigkeitseigenschaft (4) fur x' p = y' p — 0, wahrend alle Yei an der lichen x p = y p 
bis auf die vom Index n -f- 1, n + 2, , n + m verschwmden 

n + m oo 

j | =5 f2 1 

P>q = n + 1 a = l 
co 

da aber ^K ari K (XQ absolut konvergiert, kann das m 
a = l 

oo n + m 

(c) 2 

a= l q = n + l 

umgeformt und daraus in bekannter Weise fur jedes v 

X 71 +7/1 00 

(d) \y^ a 2 K ^y<i \ ^ £ fur 2°4 ^ 1 

u — l 2 = tz + 1 ce = l 

geschlossen werden Um von bier zn uberzugehen, bemeike man, daB aus 

00 

(c) die Konvergenz der Reihen l^Kccq und daber die Yollstetigkeit der Linear - 


formen ^x a K ao fur jedes q folgt, man kann daher durch Wahl von n>n die 

a = 1 

endliche Snmme 


X a-K<xq 


q — 1 a = ri 


2 = 1 a = 7l' 


gleichmaBig lm Bereich (1) beliebig klem machen, und hat dann fur n -f- m > n > n 

7)i+n m + n n' in + n 

i ^rrt + n ( x t V) V) I == ( ^ x a^^aqVq + ^Vq^^aq x a \ 

CC — 1 2=?i + l 2=1 ft ss 72 # -j- 1 


771 + 71 ?n + n n* ri n m + n 

] ^-ceqVq ^j X a^K aq y q ~\-^Vq q x cc \ » 

«=1 } = « + l a = 1 2 = 77 + 1 2 = 1 «-rz'+l 

und da sich jede dei 3 Teilsummen nach (d), (e) abschatzen lafit, folgt die Voll- 
stetigkeit von $ 

134) Die Doppelieihe braucht mcbt notwendig absolut zn konvergieren, 
Beispiel bei 0 Toephtz , Gott Naehi 1913, p 417—432, Nr 8 (die dort als y u 
bezeichneten Faktoren smd so zn wahlen, dafi hm {i u = 0 wild, die Zablen y 2 a 
aber mcbt bescbrankt smd, J5jV a 2“ konvergent reicbt mcbt aus, wie dort nr- 
tumlicb stebt) 
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(11a) 


(«, y) , 

p=l q ~ 1 


(Hb) St (at, y) =2 (2 K p fyy q ) , 

tf=l P=1 

unci ]ede clieser einfacb unendlichen Reilien konvergieit absolut unci 
gleicbmaBig nn Bereicii (1) 

P) Die durcb Faltimg aus zwei vollstetigen Bilmeaiformen $(#, y) 


und $Q(x, y) x y entstehende Bilineaifoim 


2),q = l 


(12) $#(*, y) ^2{2H ptt K a )x p y q -2(2*,.*} (2 Km) 

p,q = l Ct=l «=lp=l 7 = 1 


ist wiedeium vollstetig und lhie Werte lm Beieich (1) bleiben untei- 
halb des Produktes der entspieckenden Scbranken von S und § 

y) Ist die Faltung von $ mit clei duicb Veitauschung der beiden 
Yaiiablemeihen (d b durcb Vertauscbung der Zeilen und Kolonnen 
lm Koeffizientenschema) entstebenden transpome) ten Form St' (x, y) 
= ®(y } x) vollstetig, so ist aucb ®(x,y) vollstetig 135 ) 

Wendet man auf SS' und die daraus duicb fortgesetzte Fal- 
tung entstebenden Formen das Knterium (9) an, so findet man erne 
Reibe weiteier immer umfassenderei hmreichende ) JBechngungen dei 
Vollstetigkeit U6 ) 

Dei Beguff dei Vollstetigkeit m dei Formuheiung (3) oder (5) 
laBt sicb nacb B Hilbert 128 ) unmittelbai auf behebzge Fnnldionen 

x 2} ) abzalilbai unencllichvielei Verandeilicber ausdebnen, die 

00 

lm Beieiche ^ 1 defimeit suid, n tcr Abschmtt ist dabei dei fm 

p = i 

^ = #„,,> = =0 entstebende Weit 

b) Das Aus walil veifabren Als wesentlicbes Hilfsmittel fui die 
Tbeone dei vollstetigen Bilineaifoimen und dei aus ibnen gebildeten 


136) Die Vollstetigkeit von y) genugt hmgegen mcbt, um die von 

y) zu gewdbileisten , wie das Beispiel $ (u, y) = + 'Ci !/ s + # 0 2/o + 1 

&&(£, y) = 0 zeigt — F JRiesz benutzt m dei Darstellung in Bemen „Equations 
hndaires 14 (Liteiatur A 8), p 96 ff, als Definition der Vollstetigkeit von $ die aut 

die Vollstetigkeit von y) hmauslaufende (und nacb /?), y) mit der Defini- 
te CO 00 

tion des Textes aqmvalente) Aussage, dafi ^ K nn z ^ ^ K r)fi z n )“ gegen 0 

p = i</ = i 7=1 

konvergieit, wenn jedes emzelne z { q l) gegen x q konvergieit 

136) D Hilbert , Grundzuge, p lOOff, Satz 30, es 1 st mcht wesentbcb, claB 
diese Bedmgungen dort nur fiu symnaetriseke Foimen (AT = F l/p ) ausgespiocben 
smd — Erne weitere bimeicbende Bedingung fur Vollstetigkeit findet man in 176 ) 
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Gleicbungen benutzt Hilbert em duicb em cbaraktenstiscbes Auswahl- 
yeifabren gewahileistetes Konveigenzprmzip 137 ) Aus jeder Menge 
yon unendlichvielerL Weitsystemen x — (x v x 2f ) mit konYeigentei be- 


schrankfcei QuadiatsummeJ^&j^il/ 2 , d h YOn unendlichvieleu Punkten x 

p = i 

mnerhalb oder auf emei Eugel des unendlichdimensionalen Raumes, 
laBt sich eine unendlicbe Teilfolge aW = x^\ ) (n = l f 2, ) 

derarfc beiausgreifen, daB der Limes jedei emzelnen Kooidmateufolge 
konveigLert 


(13) lun x'p = a u lira xty = a,, , ^ al < M 2 , 

?t=00 ?l = CO - “ p-\ 

d b daB die Punktfolge x {7Z) m dem bieiduieb ausgedi uekten Smne 
gegen emen Punkt a deiselben Kugel konvergieifc Zum Beweise be- 
merke man, daB die samtlicben eisten Kooidmaten x 1 wegen \x ± \^M 
mmdestens eme Haufungssteile a ± besitzen, man kann demgemuB aus 
dei Menge eme Teilfolge auswahlen, 


( a i) ^ ipi ) ) )> % — j ^2 y ); ? SO daB 

0* i) l™ xW = a, 

Aus dieset Folge (aj kann man ebenso wegen j | <( M erne weiteie 
Teilfolge auswahlen, 

(«,) *W=( J (»,) )a :i»J j ), x^\ ), , so daB 

(ft) Inn 4"' 1 = « 2) 

aus diesei eme dntte, 

(« 3 ) X M = (*<V), x^‘) } ), a <0 = (x^), *<**'), ), , so daB 

(ft) lun = cr a , 

und so foifc Die aus dem eisten Weitsystem von (ctj^), dem zweiten 
von (« 2 ), dem dritten von (« 3 ) usf bestehende „Diagonalfolge“ 

* (l) = x ' = * 2 ', ), £ (2) = — (af*>, 4«=), ), 

®( 3 ) = = (%$"’'), x^">, ), 

eifullt die Bebauptung Denn da sie eine Teilfolge von (a,) ist, kon- 
vergieren die £<"> wegen (ft) gegen a 1} da sie fernei abgeseben von 
lbiem ersten Gliede eine Teilfolge von (a 2 ) ist, konvergieren die xty 
wegen (ft) gegen a 2 , und so fort 


137) B Hilbert, Giundzuge, Kap SI, p 116 f , das gleiehe Auswahlverfakien 
liatte er bereits in semen Untersuchungen „ITber das DiricMetsche Pnnzip“ auf 
Polgen von Funktionen angewandt [Festscbr d Gesellsch d Wissensch zu Got- 
tingen 1901, 27 S = Math Ann 59 (1904), p 161—186, § 51 
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c) Losungsmetbode auf Grund des Auswablverfabi ens 
Die so entwickelten Hilfsmittel liefem die vollstandige Auflosungs- 
tbeorie des Gleiehungssystems 127 ) 

00 

(V) x p = r p + K pl x x + K 2 x 2 + = y, {p = 1, 2, ), 

5 — 1 

wo die nut den Koeffizienten K pq gebildete Bilmeaifoim $ vollstetig 
ist, wo ferner die y p gegebene GioBen von konvergentei Quadratsnmme 

smd nnd wo endlieb die Unbekannten x p gleicbfalls der Bedingung 

00 

der Konvergenz der Quadratsumme unteiworfen smd 

p- 1 

Dei Grundgedanke dei Metbode ist die Approximation der Glei- 
cbungen (V) dmeb das algebraische System von n lmearen Glei- 
cb ungen mit n Unbekannten, das zu dem u tGn Abscbnitt gehoit* 

U) (p-=i,2,. n) 

5 — 1 

unter Benutzung emei geeignet ausgewahlten Folge von Indizes n 
In bezug auf das Veihalten dieser Gleicbungen weiden zwei Falle 
unterscbieden 188 ) es sei m n das Minimum des Quotienten aus der 
mcbt negativen quadiatiscben Foim von n Verauderlicben 


(14) 2{x p +2K pq x q f + 22K pi x p x q +2K pn K pr x i x r 

P = 1 5 = 1 i> = l -Pi 7 = 1 p,Q,r=l 


=2%l + %K( X > X ) + X ) 

= 1 

und dei Quadiatsumme x\ + + x\ 


n n n 



dann ist entweder 

A fui unendlicbviele n m n 2> m > 0 

oder 

B die m n konvergieien gegen 0 lim m n = 0 

71 71—00 

Im Falle A ist fur alle diese n die Determ mante des Systems 
(A) ungleich 0, da sonst das zu (A) gebonge bomogene System (ylj 
erne Losung hatte, fur die dann (14) veischwmden wurde, also 


138) Die gleiche Metliode hat E Courant ° 7 ) direkt auf Integralgleickungen 
angewandt (s Nr 10b, 3), nur beruht seme Fallunteisckeidung mcbt wie bei 
Hilbert auf emer nur von den Koeffizienten der linken Seiten abhangigen G-iofle, 
sondern setzt bestmnnt gegebene reclite Seiten voraus 
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besitzt (A) erne Losung x { ?\ , z%\ und es ist 

p = l p~l 5=1 ^ = 1 

und wegen m n ^ w > 0, wenn die y p die gegebenen leckten Seiten 
von (TJ) sind, 

ivsiiv, 

JP “ 1 J> = 1 

Nacli deni Auswahlveifahren b) kann daher eme Zahlenfolge n 19 n 2} 
bestimmt werden, so dafi die Gienzweite 

(15) lim = #i j bm x \ = x » , 

existieren und ihie Quadiatsumme konveigiert 

(«') 

J3 = l jU = l 


Wegen dei Vollstetigkeit der Lmeaifoi men JjK pq x, } (vgl Ni 16 a, 
p 1401) isfc 

x * +^ K P *** — J™ (4”° +^^, s 4 %) ) = y„ , 

d b (15) gtbt eme Losung des Systems (£7) m%t honvei gentei Quadiat- 
summe 

1m Falle B seien g<«>, , g<") die Weite der Veiandei lichen, 

fur die das Minimum emtntt 

+ Jj^sfo)’- i + 2 i«) +is:„s-)(i^ r 6w) 

(16) J 2 = l r=l i 

= ,w »> J’(5<r ) ) 3 = i 

J 3 = l 

Wiederum kann nacli dem Auswahlverfahren eme Folge n u 
bestimmt werden, so daB die Grrenzweite ° 

(17) 1 L» «■'>-£,, i™ 

existiei en und ilire Quadratsumme konveigiert 

( 17 ') i’ij^i 

Aus (16) folgt nun 



1409 


16» Hilberts Theone der vollstetigen Gleichungssysteme 


und dahei wegen dei VoUstetigkeit dei Linearformen und wegen 

m n -> 0 

W S, +- 5 ** S,-o (p — 1,2, ) 

5 = 1 

Um weitei zu zeigen, daB mcht alle vers chwm den , entmmmt man 
aus (16) fm n = n, nnd v — > oo wegen der Y ollstetigkeit der Bi- 
lineaiform S(# ? y ) 

i + 2®(§ j) + r®(i, d = o, 

n v oo 

d a lim J£K pr $“>'> =^K pr l r ist, andererseits folgt aus (U h ) 

r = 1 r = 1 


2% +2z pq %y = jhs + 2 ®(i, s) + g) = o, 

p=l 9=1 p=l 

also 

an Jhi = i, 

? j=i 

d li (17) hefe)t eine mcht identisch veischivindende Losung dei homo- 
gcnen Gleicliungen ( V h ) von Iconvei gente) Quad) atsumme 

In diesem Falle B besitzen die zn ( U ) gehorigen tianspomeiten 
unhomogenen Gleichungen 

(n x p +2 K qp x g = y P (p = 1, 2, ) 

5=1 

fur die besonderen rechten Seiten y p =£> v gewiB keme Losung von 
konveigentei Quadiatsumme, da sonst wegen (11) und ( U h ) 


2U -2lM +2%^)* =2 x X+2z pq t) = o 

55 = 1 p = 1 9=1 55=1 9 = 1 ^ 1 1 


ware Da sie genau die Foim des oben bebandelten Systems (£/) 
haben, muB fur sie gleicbfalls dei Fall B emtieten, d li die trans- 
pomerten homogenen Gleichungen 


(u,;) %+2 k v = o (p = 1 , 2 , ) 

9 = 1 

mussen eme mcht identisch versehwmdende Losung yon konveigentei 
Quadi atsumme haben Dai aus folgt aber wie soeben, daB die unhomo- 
genen Gleichungen ( U ) mcht fur beliebige rechte Seiten eme Lo- 
sung von konveigenter Quadratsumme besitzen konnen Also gilt dei 
AlternaUvsatz m ) JEntwedei hat das unhomogene System ( TJ ) — 
und gleichzeitig das transypomeitc System ( U r ) — fur beliebige techie 


139) Dei entsprecbende Alteinativsatz fur Integralgleickuogen ist in Ni 10 
(Anfang) mcht m diesei Form ausgespiochen, ei eigibt sich unmittelbar durch 
Kombmation von Satz 1 und 2 d — 0 oder d > 0 
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Seiten von lonmgente > Quad) atsimme eine eindeutig bestmimte Losmnj 
von lonve) genie) Quad) atsimme , ode> das homogene System (V h ) 
nnd gleichzeitig das t) ansponie) te ( U,') — bcsdst mmdestens cine mcht 
identisch ve> schmndende Losung vov lonmgente) Quad) atsmnme 

lm ersten Falle kann man Innzufugen, daB die Losung von ( U ) 
sich durcli die y u y 2 , m der zu (U) analogen Foim 

co 

(is) y P (p = 1 ? 2 , ) 

darstellen laBt, wo die nui von den K pq abliangigen GroBen R pq chc 
Koeffizienten eine) voTlstetigen Rilmeaifoim 91 (x, y) sind, die man als 
Lesolvente von @(x, y) bezeichnen kann 140 ) Denn aus (15), (15') ei- 
gibt sich, daB jedes emzelne x p ebenso wie jedes erne vollstetige 
Lmearfoim dei y l9 y 2 , ist, alsdann abei folgt aus (18) nnd (17) 

91 91 ilh V ) {2 Rp q Vr) Vp)" 1 ~ & ^(^7 x )} 

p = l g=l p = 1 

und da eine vollstetige Funktion von x 1} x 2 , ist, ist 91' 9 \(y, ?/) 
vollstetig m y 19 y 2 , , also naeh Ni 16a, y) aucb y) vollstetig 

Man kann ubngens zeigen, daB die Resolventen dei Abschmtte 
d k die Losungen von (AJ, m Wakibeit samtlicb, obne Voi- 
nahme einer Auswahl, gegen 91 konveigieien, vgl 190a ) 

Fui den ziceiten Fall des Altemativsatzes kann man feststellen ul j 
1 Das homogene System ( U h ) besitzt endhchviele linear uncibhan- 
gige Losungen von home) genie) Quad) atsimme Denn eisetzt man die 
Losungen naeh clem Oithogonalisienmgsveifahien (vgl Ni 19 a, 3) 
durck ein System oithogonaler und normieitei Losungen 
(cc = 1,2, ), so folgt aus den homogenen Gleicliungen {Uj) 

(19) ft (P“), S fe >) *=2K pt ip ^ == — J \!S a) ) 2 = - 1 , 

P,Q= 1 P = 1 

naeh der Bessehchen Ungleicliung (6b) von Ni 19 ist aber J^(£(")) 2 < 1 

a 

also, falls unendlichviele Losungen existieien, lim — 0 und dahei 
wegen der Yollstetigkeit von $ Inn ^ a) ) = 0, lm Widerspiuch 

zu (19) 

140) Entsprecbend der Bezeicbnung Besolvente des Kernes m der Tbeorn 
der Integralgleichungen [Nr 4 **), 0 (p 1373\ 10 , Satz 2] — Fur die VoUetetig- 
keit der Besolvente vgl 59 ) und Nr 18 b, 3 187 ) 

141) Dei Beweis von 1 ist die Uberfcragung des von E Schmidt 38 *) 66 ) fur 
Integralgleichungen gegebenen Yerfabrens (s Nr 10 c, 1) auf die bier vorhegen- 
den aligememeren Verbaltmsse In Bribe) ts Daistellung m ) wircl statt dessen 
die ortbogonale Transformation der cjuadratiscben Foim St'Stfa x) -f 2®(rc f x) auf 
erne Quadratsumme angewandt 
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2 Die Zahl d' det lineai unabhangigen Losungen von ( Tl } ') nut Ion - 

vetgenter Quad) atswnme ist gleich der Zahl d deijemgen von (U h ) Sind 
namlich rj[ a \ (cc = 1 , , d') die Losungen von ( U h ') } so be- 

stehen zwischen den lmken Seiten von ( U identisch in x Xi x 2f 
die d! Relationen 

( 20 ) 2tf>(z,+2x„xj-o (« = 1 , 2 , ,d’) 

V - 1 $ = 1 

1st nun d<Cd' } so kann man dahei aus dem System (?7 ;i ) d Grlei- 
cbungen so auswahlen — duick passende Numerienmg dei Veiander- 
liclien kann man eneicken, da8 es geiade die ersten d smd — ; daB 
lhi Bestehen erne Folge des Erfulltsems der ubngen Gleichungen 

(21) (p-tf + 1, * + 2, ) 

2 = 1 

ist, wahiend zwiscben den lmken Seiten diesei Gleichungen nock mrn- 
destens erne Identitat der Foim (20) 

oo ao 

(20a) ^>l p (x +^K 'c l ) = 0 ldent m v lt x 2 , 

p — d + 1 2 = 1 

bestebt Also hat (21) genau d lmeai unabbangige Losungen (die- 
selben wie ( U h )) , man kann dahei d Unbekannte , x id so aus- 

wahlen, daB jede Losung von (21), fui die x h — — x, d = 0 ist, 
identisch veischwmdet, d li daB das durch Unterdiuckung dieser d 
Unbekannten entstehende System 

(21a) K+^ t « s ) . _ 0 = 0 (p = d+l,J + 2, ) 

2 = 1 *i l d 

heme nicht identisch veischwindende Losung mehi besitzt, wahiend 
das zugehonge transpomeite System wegen (20a) eme solcke Losung 
besitzt Nun kann man aber (21a) auf die Form des ui sprung] ichen 
Systemes (£7*) bringen, mdem man m hochsteus d Gleichungen (so oft 
namlich dei Gleichungsmdex p d + 1 emei der Zahlen t lf t d 
gleich ist) je emen passenden Koeffizienten K pq duich K p] — 1 erset/t, 
da hieibei nui endlichviele Koeffizienten modifizieit weiden, bleibt die 
Voilstetigkeitsbedingung bestehen und die zu (21a) festge&tellte Tat- 
sache wideispricht dem Altemativsatz — Veitausckt man in diesei 
Uberlegung die Rolle von [U h ) und (£//), so folgt ebenso die Unmog- 
lichleit von d' < d 

3 Die Duichfukrung dei gleichen Betiachtungen fiu die unkotno- 
genen Gleichungen zeigt, daB die aus den Identitaten (20) folgenden 
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cl Bedingungen fur die leebten Seiten von ( V ) 

( 22 ) (« = 1 , 2 , ,d) 

P = 1 

mcht nur notwendig , sondern auch Jnmeichend fio che Losbarkeit von 
(U) smd Damit smd die samtlichen determinantenfieien Satze von 
Ni 10 ubeitiagen 

d) Andeie Losongsmetlioden 

1 Weitere Methoden zur Behandlung des Gleichungssy stems (Z7) 
beiuhen auf einem Reduktionstheoiem, das zueist A C Dixon 43 ) — 
aliei dings fur andeisartige Konvergenzbedmgungen (vgl Ni 20a) — an- 
gewendet bat und das man fur den voiliegenden Fall folgendermaBen 
formulieren kann- 
Es sei 

( 23 ) £(*, y) = @(®, y) + $(*, y) 

gleich der Summe einer vollstetigen Biknearform © (x, y) von endlicliem 
Rang li2 ) — d i eme Siirmne von endlichvielen Produkten aus voll- 
stetigen Lmearformen von x lf x 2 , und y 2J 

®(*» y) — —2 (2h p m a ^)x y — 

a = l P,<l = l a- 1 

und emer vollstetigen Bilmeatfoy m $(x, y ), die iherseits eme vollstetige 
JResolvente 9ft (#, y) (lm Smne von (18)) besitzt, dann gelten fay die zu 
fl gehongen GleicJiungssysteme (U), (U h ), (IT), (U h ') die samtlichen in 
c) bewiesenen Auflosungssatze (d h die determinantenfieien Satze von 
Nr 10) 

Der Beweis dieses Satzes erfolgt m genauer Analogie zu den 
Scblussen von Ni 10 a, 1, 4, 5 

2 Solche Zerspaltungen emei vollstetigen Bilmearfoim smd m 
veiscbiedener Weise moglich, eme erste bat D Eilbeit m seinei 
ziveiten Methode zui Bebandlung vollstetiger Gleichungssysteme 113 ) 
angegeben Ei gewmnt sie, mdem er zuvor &(x, y ) in die sym- 
metnsebe Form y j + ®(*/, #)) und die schiefsymmetnscbe 

Form y)) — ®(y, x)) zerlegt und auf die eiste Form seme 

Tbeorie der ortbogonalen Transfoimation quadiatiseber Formen in 
eme Quadratsumme (Ni 40) anwendet, die Resolvente des Restbe- 
standteils § der bier niebt lm emzelnen zu sclnldemden Zerspaltung 
wird alsdann aus eben dieser Tbeone gewonnen 


142j Die Bezeichnung analog wie bei Integralgleichungen, vgl Anm fll ) 
143) B Hilbert , 4 Mitteil 1906 = Grnndzuge, Kap XII, p 170—174 
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3 Eme zweite Zerspaltung 144 ) ergibt sick duich Ubertragung des 

von E Schmidt 42 ) bei Integralgleichungen duich gefuhrten Gedankens, 
emen Bestandteil so abzuspalten, da6 er die Anwendung dei Entivicklung 
nach Iteneyten gestattet (vgl Ni 10a ; mbes 2 ) 1st namlick y) die 
aus S' fui x x = = x n = y^— = y n — 0 entstekende Foim, so 

kann wegen der Vollstetigkeit von y ) das Maximum von y)\ 

OO 00 

untei dei Nebenbedmgung = Sul — 1 durcb Walil von n be- 

p = i i 

liebig klem, gewiB also auch < 1 gemacht weiden Dann konveigieit 
die Reilie der duich wiedeiholte Faltung von !q mit sich selbst ent- 
st.ehenden iterieiten Foimen u5 ) 

-$ + £$(*> y) -$$$(*,?) + 

gleichmaBig gegen die vollstetige Resolvente von wie leicht aus der 

Abscliatzung Nr 16a ; /?) zu entnehmen ist (vgl Ni 18b, 3, p 1431) 

00 00 

Andeierseits ist aber S — § =J?K pq x p y q — ^K pq x p y g offenbar em 

J5,2=l p, 2-71 + 1 

Kein von endlicliem Range 2«) 

4 Endlich ist auf die in Ni 17 behandelte Methode dei unend- 
liehen Deteiminanten zu veiweisen, die emeu Teil der vollstetigen 
Gleickuugssysteme zu eiledigen gestattet 

e) Eiweiterung des Gultigkeitsbereichs der Satze und 
Methoden Das Abspaltungsverfah en laBt sich auf Klassen von Glei- 
chungssystemen ausdeknen, die meht vollstetig sind 146 ) Die voll- 
stetigen Gleickuugssysteme sind also durchaus mckt die emzigen, fur 
die der Komplex dei deteimmantenfreien Satze gilt Die bishei m 
diesei Richtung angestellten Eioiterungen bewegen sich im Rakmen 
der hescluctnUen Gleichungssysteme und konnen dahei eist m Ni 18 b ? 4 
auseinandeigesetzt weiden 

C. Andere Untersuchungen uber lmeare Gleichungssysteme 
mit unendlichvielen Unbekannten und lmeare Integralgleichungen 
Yon alien Untei suchungen uber lmeaie Gleichungssysteme mit 
unendlichvielen Unbekannten ist unter B. diejemge voiweggenommen 
worden, die dei Lehie von den Integi algleichungen und der Anwen- 

144) Durchgefuhrt bei E Goldschmidt 189 ) und F Eiesz , Equations lmeanes 
(Liteiatur A 8), chap IV, p 97ff 

145) Diese Entwicklung entspncht fotmal dei Entwicklung nach iterierten 
Kemen (Neumannsche Reihe) bei Integralgleichungen (vgl Nr 4, (8 a), Ni 11, 
(2)) Auf bescbiankte symmetnsche Foimen (s Nl 18a) wurde sie von D Hilbert , 
4 Mittcil 1906 = Grundzuge, p 133 ff zuerst angewendet 

146) W L Hart, Amer Math Soc Ball 23(1917), p 445, 24 (1918), p 334 335 
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dung auf sie lhie Entstebung veidankt, namlick die Tbeoue dei voll- 
stetigen Gleichungssysteme fui Uiibehannte von Lonvei genter Quadiat- 
summe Aber auch unabbangig yon ibrer Beziebung auf die Integral- 
gleicbungslebre bedeutet die Aufstellung diesei Theone, als Glied m 
dei gesamten Ent wick lung der Lebie von den unendlicbYielen lmearen 
Gleickungen betrachtet, emeu Wendepunkt prmzipiellei Art 

Man kann in diesei gesamten Entwicklung diei Penoden unter- 
scbeiden Die eiste, naive Peuode tntt an einzelne Gleichungssysteme 
von dei Foim „ 

(1) = y P (p = M, ) 

<j = i 

in der Regel so heian, daB sie erst die Auflosung yon 

n 

( 2 ) ^ a pt x i = dp’ = »**) 

9 = 1 


des sogenannten „n ten 
(2 a) xW = 


Abscbmtts“ explizite in dei Gestalt 

J^^lqVq 2^ nqHil 

A > 1 x n — 2. 


vollzieht und in dei Losungsformel den Ubergang zu unendlicbgioBem 
n Yornimmt U7 ) 

(2 b) lmi xW = x x , lim x^ = <t 2 , 

71 = OO 71 = 00 

Eist nut G W Hill 12 ) begin nt die zweite Penode ; die man — in 
emem nocb naber zu cbaiaktensierenden Sinne — als erne formale 
bezeichnen kann und deren Kennzeieben die unenclhche Detommantc 
ist Hier weiden Systerae 

00 

(^0 X p 4 “ ^pq X q = Up (P — 1 ? ) 

? = 1 


147) J J Fonrici j Thdorie analytique de la chaleui, Pans 1822, art 16611 
(makes noch art 171 und 207) = Oeuvres 1, Pans 1888, p 149ff, E Fiustenau, 
Marburg I860 bei N G Elwert, 35 S unci 1867 ebonda, 32 S , Th Kottentzsch, 
Ztsohr Math Phys 15 (1870), p 1—15, 229 -268, P Appel!, Soc Math Fr Bull 
13 (1885), p 13—18 und in unmittelbarem AnschluB daran H Pomccue, ebenda 
p 19—27, man vergleiche hierzu msbeaondere die ausfuhiliche histonsche Dar- 
Btellung bei F Literatur A 8, chap I, p 1—20 — Es ist zweckmaBig zu 

betonen, daB die „Abschnittsmethode il , die den Kern aller dieser Aibeiten bildet, 
von dei Methode dei unendlicben Deteiminanten pnnzipiell abgehoben weiden 
nmB, denn sie handelt nicht von Limites von Determinanten, sondein von Limites 
von Deteimmanten-^ofrewto vom Typus (2 a), und gerade m den Beispielen, die 
den Gegenatand der aufgefuhiten Literatur bilden, pflegt weder die Zahlerdeter- 
minante noch die Nennercietermmante fur sich genommen zu konvergieieu, son- 
dern nur der Quotient 
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bzw homogene Systeme 

(U h ) x p +ix^ ? = 0 (p — 1>2 ; ) 

<] = 1 

untei gewissen Voiaussetzungen ubei die KlemheLt der betiachtet, 
und der foimale Appaiat dei Deteiminantentheone wild m vollkom- 
menei Treue auf sie ubeitiagen DaB die Konveigenzbetiachtungen 
diesei Penode un sckaifen Gegensatz zui eisten nngends etwas zu 
wunschen ubnglassen, andeit nichts an lhiem formalen Gesicht dLe 
Auflosungs fonnel steht lm Voideigrund des Inteiesses, die Bedmgung, 
die an die Unbekannten x p und ebenso an die rechten Seiten y p ge- 
stellt wild, namlicli beschanlt zu sem, 

(3) \y p \ £N, 

bildefc zwai die Giundlage der ganzen Unteisuchung, abei lhie Auf- 
stellung ist dock wesentlick duich die Rucksicht bestimmt, daB die 
Konveigenz dei Auflosungsfoimel sich ihr bequem aupaBt DaB die 
so gefundenen Lo^ungen stets sogai eme absolut konvergente Sumnie 
haben ; wenn die lechten Seiten sie haben, msbesondeie also obne 
weiteies bei alien homogenen Systemen, wild zunaclist 14S ) gar nicht 
beiuhit Die Lehie von den Gleichungen ist biei mi Grunde nui An- 
wendung, die unendliche Deteimmante ist weitgehend Selbstzweck der 
Theone 

Die dnttePenode, die mi G Dixon 13 ) emen Vorlaufer hat und die 
m Hzlb&ts Theone dei Yollstetigen Gleichungssysteme (Nr 16) bishei 
ihieniemsten Ausdruck gefunden hat, sieht ihr Ziel niclit m espliziten 
Losungs foimeln, sondern in Losungs* latsachen, m den am Emgang von 
Nr 10 fui Integialgleiehungen foimnheiten deteiminantenfieien Satzen 
Und zngleich ist fin sie die bewuBte Voianstellung dei Eikenntms 
chaiaktenstiseh, daB die Losungstatsachen von der hmzugefugten Kon- 
veigenzfoideiung abhangen, daB dasselbe Gleichungssystem etwa bei 
dei Foideiung (3) losbai sein kann, wahrend es nicht durch Unbe- 
kannte von konveigentei Quadiatsumme befnedigt wild Die Voiaus- 

148) Ei&t 1912 bemeikfc es II v Koch la Ark toi Mat 8, Nr 9, 30 S , p 8 
bei der Emaibeifcung der Fredholm-Hilbeitschen Gedankengange in seme Theone 
— T Cazzcimga , Torino Atti 34 (1899), cl hs mat e nat , p 351—370 (— 495 
—514 der Gesamtausgabe), auf den ubngens v Koch hier nicht Bezug minmt, 
hatte lediglich bewiesen, dafi die JRezipioke einer Normaldeteiminante wieder 
eine NormaLdetermmante ist, ohne daraus die eiwaknte Konsequenz fui die Auf- 
losnng dei lmeaien Gleichungen zu ziehen Das gleiche ubrigens bei P Scinnia, 
Torino Atti 46 (1911), p 31—48, der die kiei eiwahnte und allem in Betiacht 
kommendo Albeit von Cazzamga nicht nennt 
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setzungen, die uber die Koeffizientenmatrix und ubei die leebteii 
Seiten gemacbt werden, sowie die Foidei ungen, die an die Unbe- 
kannten gestellt weiden, sind bei Dixon ganz und gar andeie, als bei 
Hilbert Das Gememsame isfc der Veizickt auf die Deteimmanten- 
formel, die Statmerung dei deteimmantenfieien Satze 

Nacli dem Eischeinen von Hilberts Theone dei vollstetigen 
Systeme ist d ann m emer Reihe von Arbeiten eme Eiweiteiung 
der Tbeone angestiebt woiden Man veisuchte zuerst unter Festhal- 
tung dei Fordeiung konveigenter Quadiatsumme fui die rechten Seiten 
und die Unbekannten die Voiaussetzungen ubei die Eoeffizientenmatnx 
sukzessive abzuschwachen Die natuigemaBe erste Etappe auf diesem 
Wege wai es, statt der Vollstetigkeit lediglich die JBesch anhtheit des 
Koeffizientensystems vorauszusetzen (Ni 18 a), em Beguff, dei sich 
zunacbst m Hilberts Eigenwerttbeone der quadiatisclien Foimen (vgl 
Nr 43) dargeboten batte und den auf das Auflosungspioblem zu vei- 
pflanzen nabegelegen batte (Nr 18 b) Man sebntt dann weitei bis zur 
auBersten Gienze clei in diesem Rabmen eneicbbaien Allgemembeit 
voi und setzte lediglich voiaus, daB die Quadiatsumme del Eoeffi- 
zienten jeder emzelnen Gleichung konveigiere — so daB man eben 
nocb der Eonveigenz dei lmken Seiten fur lrgendwelche Unbekannte 
von konvergentei Quadiatsumme auf Giund dei Sebwaizsehen Unglei- 
chung sicbei wai (Ni 19) Daneben treten veiemzelte Unteisuchungen,. 
die auf andere Konveigenzbedmgungen iui reebte Seiten und Unbe- 
kannte basieit sind (Ni 20), sowie die entspiecbenden Unteisuchungen 
uber eigentlicb-smgulare Integralgleicbungen und sonstige lineai e Funk- 
tionalgleicbungen (Ni 21 — 24) Die meisten diesei Unteisuchungen 
sind duich die Tatsacben gezwungen, sicb lbi Ziel niedngei zu stecken,. 
als es m der dutten Penode gesehehen konnte Denn bei so eiwei- 
terten Voraussetzungen kann dei Eomplex dei determmantenfieien. 
Satze mcbt m vollem Umfange besteben bleiben, und zu jeder Art 
dei Eonvergenzvoiaussetzung uber die Unbekannten die weiteste Vor- 
aussetzung uber die Eoeffizienten zu finden, untei der die determi- 
nantenfieien Satze eben nocb gelten, ist em Problem, das m semei 
vollen Allgemembeit kaum einstlicb angegnffen, ja in diesei Foim 
kaum em ausieichend bestimmtes ist (in Nr 20 d, Schlufibemeikung 
von 20 e, 24 c und 45 b werden diese pimzipiellen Fragen emeut 
aufgenommen) Die Mebizabl der voibandenen Arbeiten, von denen 
zu benchten sein wild, ist hiei zu der Zielsetzung exphziter Losungs- 
foimeln zui uckgekebrt 
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17. Die Method© der unendlichen Determmanten u9 ) G W Bill 1J ) 
lit wohl der eiste, dei sich wnklicher imendlicher Determmanten be- 
dient hat Die numeiische Integiation emer Diffeientialgleichung von 

+ ® 

der Foim y" + p(%)y = 0 durch eme Reihe von der Foim xQ ^c n % n 

il — — 00 

fuhit lhn auf em System von unendlichvielen linear en Grleichungen 
fui die zu bestimmenden Koeffizienten c n Er defimeit dessen Detei 
mmante als Grienzweit des n ten Abschmtts, 

(4) A-hmA,, 

n = oo 

und ist sich ubei die Konveigenz dei Detei mmante, auf deren nume- 
iische Ausweitung es lhm eigentlich ankommb, m emei ubei die 
numeiischen Besondeiheiten semes Spezialfalles hmausgehenden Art 
lm klaren H T?oinccoe n ) fullt die vom Standpunkt des Mathematikers 
bestehenden Lucken sofoit aus, mdem ei die Konvergenz und die 
elemental en Eigenschaften dei Detei mmante 

1 % 2 fl 13 

a 2l 1 

<^32 1 

und liner Unterdeteiminanten nntei dei Voraussetzung der Konvei- 
00 

genz dei Doppelreihe "S\ a pq | beweist G Mtttag-Leffle) , dei duich 

P, 2 = 1 

den Wiedeiabdiuck der Hillschen Arbeit m den Acta matbematica das 
Intel esse dei Matbematikei auf sie gelenkt hatte, regte semen Schulei 
H v Koch zu dem Ausbau der Theone und lhier Anwendung auf 
belie bige lmeaie Diffeientialgleichungen und die Fuclissche Theone 
der detei mimeienden Grleiehung an 

H v Koch 160 ) behanclelte zueist die „No) maldetenmnanten l \ d h 
die Determmanten 




a n a 12 


l+X u 

K IS 

(6) 

A — 

1 ^22 

= 


1 -|- Kv o 


( 5 ) 


149) Daratellungen dieserTlieone bei^l Prtngsheim, Encykl I A 3, Nr 5,S— 
p 141 — 146, H v Koch , C R Stockholm Kongi 1909, p 43 — 51 , F Pascal, Die 
Determmanten, Leipzig 1900, § 51, p 175 — 178, G Kowahwslu , Literatui B 3, 
p 369 — 407, F Ptesz, Liteiatnr A 8, chap II, p 21 — 41 

160) II v Koch, Stockh OfVers 47 (1890), p 109 — 129,411 — 431, Voianzeige 
zn dei gioflen Arbeit 11 ), sowie auJQeiclom § 1 dei Albeit Acta math 18 (1894b 
p 337—419 
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bei denen J£\K pq \ konyergieit, und die gegenuber den Pomcaiescben 

p,q = l 

Determmanten (5) lediglicb msofern yeiallgemeineit smd 7 als die m 
dei Diagonale auftietenden GroBen K n , j 8T 22 , mebt zu yeiscliwmden 
braueben Er eiganzt die Pomcaiescben Unteisuchungen duich die 
Betiachtung der lioberen Mmoren, d li deijemgen, die aus A duicli 
Wegstieicbnng emei endlicben Anzabl yon Zeilen nnd dei gleichen 
Anzabl yon Kolonnen hervoigeben, und die selbst wiedei Noimaldeter- 
mmanten smd, nnd fugfc den Pomcarescben Satzen yor allem den ab- 
scblieBenden hmzu, daB es lm Falle A — 0 stets emen Minor enclhche ) 
Oidnung gibt, dei niebt veischwmdet Anf Grund dessen kann dann 
die Tbeone des homogenen Systems (J7J gegeben weiden, das (6) zui 
Deteimmante bat ist A =j= 0, so ist (?7 /t ) dnreb keme bescbiankte 
GroBenreibe \x p \ <>M losbai, ist A = 0, so gibt es eme endhebe 
Anzabl lineai -unabbangigei besebrankter Losnngen, aus denen sicb 
alle bescbiankten Losungen lineai zusammensetzen Die Moglichkeit 
der Bebandlung des unhomogenen Systems (U) bei \y I <N wild an- 
gedeutet 151 ) ‘ P ~ 

Etwas allgememei betrachtet H v Koch zugleicb die , } normciloiden (t 
Deteinnnanten 152 ), d h diejenigen, bei denen man solcbe mcbtyei- 
scbwmdende Faktoren g ly g 2 , bestimmen kann, daB die mit den 

GroBen gebildete Determmante normal ist, die Losung des zu- 

gebongen Gleicbungssystems (U) ist dann lm Smne 

\ X P \<M Up, | ^ | ^ JV n f 

zn yersteben 

Zn ernsteien Yerallgemeineiungen sieht sicli H v Koch durcli (lie 
Anwendung auf lineai e homogene Differentialgleichungen n tor Oidnung, 
dmcli den Ubeigang zu Systemen lmearer Differentialgleichungen, end- 
lich dureh den Aufstieg zu paitiellen lineai en Dififeientialgleichungen 
von wachsender Ordnung und Vanabelnzahl sukzessive veianlaBt Ei 
atellt eine Kette von Bedingungen auf, untei denen die gauze Theone 
m der gleichen Weise duichfuhrbar ist, ei sagt, die Deteimmante ist 
vom „genre p“, wenn 


151) Ausgeiuhit ist dies zuerat bei T Cazzanuja, Arm di mat (2) 26 (1898), 
p 143— 21S, wo die gauze Theone nochmala ausfuhrhch dargestellt ist 
C21 V E0 ?, 1 ’ ^ cta ' 4 )’ P 235—238, der Name ion G Vivanti, Ann di mat 

"ll (1S93) ’ P f~ 32 ' lnsbes P 27 Vgl nocb T Cazzamga™'), §12 nnd 
M Fujntiara, Teh Rep 3 (1914), Nr 4, p 199-216, dei normaloide Determi- 
nan ten anf emen Satz ubei konvexe Korpei anwendet 
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2\Z„ 

a - 1 


00 


(8) 

; 2 
! « 

2' 



(>=1,2, ,2p — 2), 


1 00 

[2 

fK At 1 

2J 

I ^~a L Qfn 

*-,rl 

(,=p— l,p, ,2p— 2) 


absolut konveigieien (die akzentuierten Summen smd ubei alle die- 
jemgen Kombmationen ilirer Summationsmdizes cc lf , a r zu er- 
strecken, bei denen keine zwei Indizes emander gleicb sind) An dei 
Spitze diesei Kette steht als O teB Glied die Klasse dei Noimaldeteimi- 
nanten, imd -jedes weitere Glied dei Kette ist ini nacbsten als Teil 
entbalten l53 ) 

Alle diese Falle, auch die, die sicb hieraus ebenso ableiten, wie 
die normaloiden ans den noiroalen, sowie emige spatei aufgestellte 
smd in emem allgememeren imd viel naturlicheren Begriff H v Kochs 
entbalten, dem der absolut honve? genten Determinate 151 ) Die Determi- 
nate wild dabei defimert als 

J£draic (1 a 2a 2 > 

erstieckt uber alle Peimutationen der Indizes cc tJ a 2 , , bei denen 

nur endlicbviele Indizes lbien Platz in der naturlicben Reibenfolge 
veilassen haben 156 ), das Voizeicben wird wie bei gewoknlicben Deter- 
mmanten je nacb der Natui der Pei mutation bestimmt, wenn nun 
diese unendlicbe Reibe absolut konvergiert, nennt v Koch die Defcer- 
minante absolut konveigent Dei Beweis des Satzes von der Endlich- 

153) II v Koch , Pans C R 116 (1893), p 179—181 (fui *)= 1), Stockli Acc 
Bihang 22 (1896), Afd I, Nr 4, 31 S , insbes §§ 3, 4, Acta math 24 (1900), 
p S9 — 122, m&bes § 3, JR Pahnqvist , Aik tor Mat 8 (1913), Nr 32, 4 S , 10 
(1914), Nr 23, 15 S unci Diss Upsala 1915, 52 S 

154) H v Koch in den 15<1 ) ziherten Aibeiten, sowie PaiiB C R 120 (1895), 
p 144 — 147 — Dafi der Begriff dei absolut konveigenten Deteiminante weiter 
ist als der alter Determmanten von endlichem genre zusammen, belegt H v Koch 
(mStockh Bih 22 1CS ), p 26) durch das Beispiel alle K pq — 0 auBei denen der ersten 
Zeile unci dei ersten Spalte In diesem Beispiel besteht A offenbai nur aus 
den Termen K xl — K l2 K 21 — K 1S 7T S1 — und ist also, nebst alien semen Mi- 
noren, absolut-konvergent, wenn cliese Reihe absolut konvergiert, also 7 B fui 

K ln = K nl — — , und er zeigt, daB diese spezielle Determinante \on kemem end- 

lichen genie ist 

155) Diese Reihe entbalt abzahlbai viele Suinmanden, daB man ohne die 
Beschrankung auf Permutationen von je nur endlichuelen Indizes em Kontinuum 
von Teiinen erhalten wurde, bebandelt N J JLennes , Amer Math Soc Bull 18 
(1911), p 22—24 
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keit des Defekts wild fui diese Deteiminanten auBeiordentlich duicli- 
sichtig, desgleichen das Analogon dei elementaren Satze ubei Untei- 
determmanten (Laplacesclie Entwicklung), falls die Mmoien llireiseits 
wiedei absolut konveigente Deteiminanten sind DaB dies mckt auto- 
matisclx der Fall ist, ist dei eiste Schonheitsfeblei diesei BegnfiPs- 
bildung 156 ) Em entscbeidendes Hindeims stellt sicb dann dei Dnrch- 
fuhrung dieser Theone daim entgegen, daB das Multiplikationstheoiem, 
das m den voiangehenden Fallen stets gultig wai, fui absolut kon- 
vergente Deteiminanten mckt allgemein dui chfuln bai ist, H v Koch 
zeigt es an der Hand dei Deteiminanten vom Typus 


1 


«u 


i 

« 1 

0 

0 

1 


und (9 b) 


1 

CIq 

0 

0 

1 

0 

b. 

1 


die nebst alien lhien Mmoien absolut konveigent sind, und zwai (9a), 
ohne daB die u pq ngendwie bescbrankt zu weiden biaucheu, (9 b) dann 
und nui dann, wenn a 1 b l -f~ a 2 b 2 -f- absolut konvergiert 1&7 ) 

Angesichts dieser Scliwiengkeiten kelnt v Koch zu dei Auf- 
sucbung immei andeier Spezialfalle von absolut konveigenten Detei- 
mmanten zuiuck, fur die ei die voile Tbeone durclifulnen kann Es 

sei nocb einei von diesen angefubit 158 ) 

00 

(10a) JH\K p] ,\ konv, (10b) 1^1^*,, wo *!+*,+ konv 

P = 1 

Nacb dem Erschemen dei F> edholmsohen. und Hilbe) tfschen Ar- 
beiten erkennt v Koch diejemgen Deteiminanten als absolut konvei- 
gent, die den Bedingungen 

(11 a) -Jl-Eppl tonv, (lib) j%\K ' \ 2 konv 

2>=1 2 hU - 1 

156) Das Beispiel alle K pq = 0 auBer K sa , K 2i , ,Z 211 K 81 , /eigt 
eme Deter mmante, die absolnt konvergent ist, welche Weite aucli die noch freien 
Parameter dann haben, in der aber der Minor von a L2 von dem m 164 ) be- 
scbnebenen Typus ist, also nur dann absolut konvergent ist, wenn die Reiho 
K S1 — K S1 K 2S — K^K ^ — es ist, was bei passendei Wahl dei noch fieieu 
GioBen K 3n , K nl nicht der Fall sem wird Das Beispiel, das JE£ v Koch in 
Stockh Bihang 22 1BS ), p 8 angibt, euthalt em Yersehen 

157) H v Koch , Pans C R 120 1B1 ) und Acta math 24 153 ) 8 2 Fui 

11 

" — ist (9b) absolut konvergent, aber die Determmante des 
yn n 

Systems, das aus lhi duich Komposition von Reihen m ligendeinei der viei 
moglichen Kombinationen gebildet wild, ist mcht absolut konvergent, da be- 
ieits die Summe dei Diagonalglieder divergiert (Acta 24, p 99) 

158) H v Koch , Acta 24 1BS ) (1900), § 3 
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-genugen, und entwickelt deren Tkeorie und die dei zugeliorigen lme- 
aren Gleickungen 159 ) Ei kann daraus die Auflosungssatze fur den 
Pall ableiten, daB nur die Bedmgung (lib) allem erfullt ist, denn 
die GroBen 1 -f- K pp sind auf Grund yon (lib) yon emer gewissen 
an yon 0 verschieden, dividiert man also yon diesei ab jede Glei- 
cliung des Systems (Z7) mifc lhiem Diagonalkoeffizienten, so wird aucb 
die Bedmgung (11a) eifullt und an dei Konyeigenz der Quadiatsumme 
dei leokten Seiten y p ist daduich niclits geandert worden 

Das ist allei dings wenigei als Hilbwts Theone der vollstetigen 
Systeme [vgl Nr 16, (9) und den folgenden Text] Abei auf der 
andeien Seite kann man untei der Voraussetzung (lib) mit Hilfe 
der Kochschen Untei suckung das Resultat ableiten, daB die Auflosung 
(2 a) des w tou Abscknitts mit wachsendem n gegen die Losung kon- 
vergieit, okne dafi yoikei lrgendeme Auswakl (vgl Ni 16 c) m dei 
Folge dei Abscknitte yoizunekmen ware — em Resultat, das sick aus 
kernel der neueien Tkeonen unmittelbar ablesen laBt 160 ) 

In analogei Weise katte v Koch die Bedmgung (10 b) leickt von 
der Bedmgung (10 a) loslosen und damit zwai mckt die Metkocle, abei 
dock das Resultat von A C Dixon®) (vgl Ni 20a) gewinnen konnen, 
emschlieBlick dei oben angefugten Bemeikung ubei die Konveigenz 
der absohnittsweisen Auflosung 

Betiacktet man diese ganze Theone der unendlicken Deteimi- 
nanten lm Rakmen dei modernen Auflosungsikeone der unendlicken 
lineai en Gleickungssysteme, so kann man feststellen, daB sie m mannig- 

159) H v Koch**) Etwa gleickzeitig bat R d’Adhemar, Biux Soc sc 34 A, 
28 Okt 1909, p 65—72 die Nonnahtat in Richtung dei Bedingungen (11) erweitert, 
ohno jedoch deren voile Allgememheit zu eneichen, und 0 Szcisz, Diss Budapest 
1911,74 8 = Math ds Phys Lap 21, p 224— 295 (vorgelegt Dez 1909) das Kochsche 
Resultat mit Hilfe des Haclamardsckeu Determmantensatzes und Hilbeitscher Be- 
o-nifsbildungen bewiesen, wahrend v Koch den Hadamardscben Satz nui m ge- 
rmgerem Mafie heranziebt und sich mi ubngen der lhm gelaufigen Methoden 
bedient B. v Koch °°) reiht sodann dei Bedmgung (11) sukzessive eme abnhche 
Kette weiterei Bedingungen an, wie ei fruker den Normaldeterminanten die 
Deteiimnanten von -wachsendem geme hatfce folgen lassen In 148 ) und in Jakresb 
Deutsch Math -Vei 22 (1913), p 285—291 fuhrt er die Entwicklung nach Ite- 
rierten und das Abspaltungsveifahien in die Theone dei unendlichen Deternn- 
nanten em St Bob ? , Diss Zurich 1918 und Math Ztschr 10 (1921;, p 1 11 
,[ B Nr 20 c 3M )] verwendet die uneudliclien Deteimmanten m entsprecliendeL 
Weise bei Gleichungen fui Unbekannte, bei denen x u | p konvergieLt, um die- 
jemgen Veianderungen abzuleiten, die P Riesz ^Liteiatar A 8) an den Hilbeit- 
schen Satzen angehracht hat — Wegen der entsprechenden Yerwendung dei 
unendlichen Deteimmanten fui die Eigenweittheone vgl Nr 40d Bls ) 

160) Durch die m l90a ) augegebene SchluBweise kann es allerdmgs fur be- 
liebige vollstetige Systeme hergeleitet werden 
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facbei Weise geeignet ist, dann veiweudet zu weiden. daB abei tiotz- 
clem einern Aufbau cler Auflosungstbeorie auf dei Giundlage del un- 
endlichen Determinanten von Natui enge und imubeisteigliche Gienzen 
gezogen smd Emeiseits namlicli kann ein homogenes Gleiehungs- 
system, dessen Deteiminante absolut konveigent und zugleick von 0 
veischieden ist, erne eigentliche Losung haben, die mcht nui beschiankt 
ist, sondem sogar erne absolut konveigente Summe hat, wahrend gleich- 
zeitig das tiansponieite homogene System (U k ') keme oder cloeh keme 
beschrankte Losung hat 161 ) Ob man sieh also auf den Standpunkt 
stellt, den v Kocli voi 1909 nn wesentliehen festgehalten liat, be- 
schiankte Losungen zu betrachten, odei ob man sich auf den Stand- 
punkt absolut konvergenter Summe oder aber auf den Standpunkt 
absolut konveigentei Quadiatsumme dei Unbekannten stellt, in kemem 
Falle wnd erne vollstandige Auflosungstheone nach dem Mustei der 
Algebra moglich sem 7 die fui beliebige System e mit absolut konver- 
gentei Determmante gilt Auf der ancle) en Seite gibt es — wenn man 
etwa den Standpunkt dei konveigenten Quadiatsumme festhalt — Falle 
wiedeium vom Typus (9 b), wo alle Anflosungssatze gelten, wo aber 
die Deteiminante nicht absolut konveigiert, denn jene Satze gelten 
gewiB, wenn das System clei K pq vollstetig ist, unci das ist beim 
Typus (9 b) dann und nui dann dei Fall, wenn lima w = 0, lim& w = 0 

n — co n~oo 

ist 1G2 ) ? es ist abei leicht, die ci /r b n so zu wahlen, claB zugleieh mit 

161) Man eikennt dies sehr emfach, wenn man sich der von v Koch zu 
andeiem Zwecke verwendeten Typen (9) bedient Setzt man m (9 a) u 12 = 

= = — 1, alle anderen u pq =0, so hat das zugehonge homogene System 

( U h ) x l oo^ = 0 , X} = 0 , x s = 0 , 

die Losung x 1 — — ^ 3 = — 1, die beschiankt ist, wahrend die Determmante 

absolut konvergent ist und den Weit 1 hat und das tiansponieite System 

(£/,') x L — 0, os 2 — = 0, = 0, 

unlosbar ist Indem man die Werte u n n + 1 dahin ahandeit, daB man u Y1 ~ — 1, 
u t 3 == — 2, u si — — 3 usf setzt, eihalt man das gleiche mit dem Unteischied, 
daB die Losung des homogenen Systems erne absolut konveigente Summe hat 
Es ist mcht schwer, analoge Beispiele vom Typus (9 b) zu konstruieien, bei clenen 

die b n =^=0 smd, etwa mdem man a H = — n , b n — ~ setzt — Auch Erwcite- 

rungen wie die von W L Hart, Amer Math Soc Bull 28 (1922), p 171 — 178 
betrachteten „summierbaien“ Determinanten, bei denen die aritbmetischen Mittel 
aus den Abschmttsdetermmanten D l , _D 2 , konvergieien , u dgl konnen an 
dem Tatbestande diesei Beispiele mchts anclern 

162) DaB die Bedmgung notwendig ist, findet man m Nr 16, (S), daB sie 
hinreickend ist, folgt leicht aus der Definition der Vollstetigkeit mit Hilfe dei 
Schwaizschen Ungleichung 
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diesen beiden Bedmgungen aucli noch. die andeie erfullt ist, daB 
| g&jl &i | + |fl 2 6 2 | -f~ diveigiert 

Dei Determmautenbegnff diesei zweiten foimaleu Penode ist also 
kem geeignetes Instrument einer allgemeinen Auflosungstheoiie von 
unendlickvielen Gleicliungen mit unendlichvielen Unbekannten 163 ) 

18. Theorie der beschrankten Gleichungssysteme 
a) Besckiankte Bilmeaifoimen unendliclivielei Yeiander- 
liclier 1C1 ) 

1 Erne wie m Ni 16 zunachst foimal defimeite Bilmeaifoim 


163) Es konnte sick lm Text nur darum handeln, aus der Theone der un- 
endlicken Determinanten dasjemge heiauszugieifen, was fui die Auflosung dei 
Gleichungen m Betiacht kommt Die Tkeoue der unendlichen Determinanten 
als solcke ist am Ende des Artikels yon Pnngskeim 149 ) behandelt, der lm Sep- 
tember 1898 abgescklossen ist Es mogen abei kier in Khrze diejemgen Ar- 
beiten zusammengestellt weiden, die oben nock mckt aufgefuhrt nnd eist nack 
AbschluB des Pnngskeimschen Aitikels ersckienen sind 

lm AnschluB an S Pmcheile, Ann di mat 12 (1884), p 11 — 40 behandelt 
T Cazzaniga m 1Dl ) und Ann di mat (3) 1 (1898), p 83 — 94 Deteiminanten, bei 

deiiel1 \a M \£Mr-*r*, | i «|>1 

ist, derselbe bemerkt m Ann di mat (3) 2 (1899), p 229—238, daB man norma- 
loide Determinanten mckt multiphzieren kann, nnd gibt Math Ann 53 (1900), 
p 272 — 288 erne Theone der kubiscken unendlichen Deteiminanten Mehidimen- 
sionale unendliche Determinanten behandelt auch A Calegan , Periodico di Mat 
(3) 2 (1904), p 107—118 


G Sannia ubertiagt Torino Attx 46 (1911) p 67 — 77 den Sylvesterschen nnd 
Hadamardschen Determmantensatz in der duich Foimel (14) von Ni 5 gegebenen 
Formulierung auf unendliche normale Deteiminanten nnd behandelt Batt Giom 
4 ( ) (1911), p 131—140 orthogonale Noimaldeteimmanten J Sclnu , Beil Math 
Ges 22 (1923), p 9 — 20, msbes p 19 1 , gibt lui Deteiminanten, die den Be- 
dmgungen ('ll) genugen, Verscharfungen des Hadamardschen Determmantensatzes 
Mit unendlichen Determinanten beschaftigen sich ferner nock die folgenden 
Arbeiten \on H v Koch Acta math 15 (1891), p 53—63, Pans C R 116 (1893), 
p 91 — 93, 365 — 368, Pans C R 121 (1895), p 517 — 519, Stockh Ofvers 52 
(1895), Ni 9, p 721 — 728, die lediglick Anwendungen auf Diffeientialgleickungen 
enthalteu, ferner Stockk Acc Bihang 25 (1895), Nr 5, 24 S mit emei Anwendung 
auf die Theone der Funktionalgleichungen Anwendungen auf die Kettenbrucli- 
theone endlicb bnngen die beiden Arbeiten H v Koch, Pans C R 120 1 6 1 ) 
und Stockk Ofvers 52 (1895), p 101 — 112 sowie O S^a^z, Munckn Bei 1912, 
p 323—361 


164) Die hier darzustellenden Begnffe Bind von B 1 Illicit in dei 4 Mit- 
teilung (Gott Nachr 1906) entwickelt woiden, zitieit nach Grundzuge, Kap XI, 
insbes p 110, 125 — 131 Erne zusammenhangende Darstellung dei Satze und Be- 
weise ist gegeben bei E Hcllmgei u O Toephtz, Grundiageri fur eme Theone der 
unendlichen Matnzen, Math Ann 69 (1910), p 289 — 330, insbes § 1 — b Vgi 
F BiCbs, Literatur A b, Chap IV — tfber die Pi age, in welch em Smne die Be- 
gnffsbildung der beschiankten Matnzen eine absckheBende ist, \gl Ni 19 a, 4 
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der unendlichvielen Veranderlichen x„x s , , y u y 2 , 

00 

(1) 2tO,«) =2%fyy q 

heifit beschanlt, wenn lhi n t6T Abschmtt fui aLle Wertsysteme, cleren 
Q uadi at siim me 1 mcht ubeisckieitet, absolut unterhalb einei von n 
unabkangigen Sckianke M bleibt, 

a a) | 31, (*, y) | = | I ^ fui 2*1 < 1, jfyj ^ 1 , 

P»tf = l ^ = 1 J> = 1 

odei, was auf dasselbe hmauskommt, wenn fui belielnge i\, x 2J , 

Vl’ Vi 9 

(lb) | %„(%, y) | = 1 22a„z t y t \ £ mV 2 *1 2vl 

^,5=1 f p = l ps=l 

M keiBt dann eme „Schianke der Bilmearfoim“ Das System dei 
Koeffizienten 


^ I ^21 ^22 


= OO 


vnrd in diesem Falle eme besch ankle unendhche Matux genannt 

T) anspomeite Foim Die durch Vertauschung der Zeilen mit den 
Kolonnen nn Eoeffizientensystem entsteliende Foim 

( 2 ) 51 ' 0; y ) =2'a tp x p V t = 21 (y, x) 

m~i 

keiBt die ; ,tiansponieite Foim zu 2t“, sie ist gleicbzeitig mit 21 be- 
sclnankt 

Konvergenz lsb ) Fur je zwei Wertsysteme dei Veianderliclien x, y 
von konveigenter Quadratsumme konvergiert die unendliche Reike (1) 
1 m Smne der Konveigenz dei Doppelreihen sowohl bei zeilenweiser, 
als auch bei kolonnenweisei, als auek bei abschnittsweLser Summation 
gegen em und denselben Weit %(x,y) : den T Veit der bescln cnikten 
Bilinear fo) m, d h 

(3) %{(x, y) =2(2a pi x p y q ) =2(2%fyy) 


und es ist 


lim Sl.fa y) = Inn 2 2% q * P y v 

« = *> tri, n = oo p = 1 q = l 


1 2l(«, y)\£M 


/ oo 00 

y 2x* 2vl 

f 1 >= 1 P = 1 


165) D Hilbert 164 ), p 127 ff , Helhnger-Toeplitz lB4 ), § 2, Satz 2 — i, p 297—299 
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Die Doppelreike konvergieit jedock mclit notwendig absolut [Bei- 

spiel 166 ) a n = (p 4= q), a pp = 0] 

Stetiglceit Aus (3 a) folgt fur den Unteisckied dei Werte yon 
an zwei Stellen 

\%(x,y)-W,y)\ 


(4a) 


<; m { [/ y' p f +]/ 2y' p '2(? p - 

^ jo = 1 /> = 1 ’ p = l p — 1 



Daker besitzt die duick (3) fui alle Weitsysterae x, y von konvei- 
genter Quadratsumme definierte Funktion ^i{x,y) die von Hilbert als 
Stetiglceit kezeicknete Eigensckaft 167 ) konvergieit die Folge von Wert- 
systemen x<?\ y%\ (v = 1,2, ) von konvergentei 

Quadiatsumme deiart gegen ein Wertsystem x u x 2 , , y 19 y 2 , von 

konveigentei Quadiatsumme^ daB 168 ) 


(4 b) 


oo 


lim = °) 


Inn = 0, 


V = 00 p = 1 


so ist stets 


(4 c) Inn 2((a>W y(')) = 31 (x, y) 

t =roa 


Hmgegen ist mcbt jede beschiankte Bilmeaifoim vollstetig ini Smne 
von Vr 16, (5) 169 ) 

oo 

2 Eme Lineal fotm 2 (a,) =^1^ der unendlichvielen Yerandei- 


Xt>6) DaB die Bilmeaifoim mit diesen Koeffizienten mckt notwendig absolut 
lconvergiert, ist leicht zu zeigen, das ivesentliche ist der Nachweis ibrer Be- 
sekranktheit, den zuerst D Hilbeit in emem Yortrag in der Gottiuger matb Ges 
[s Jahresb Deutscb Math-Ver 16 (1907), p 249] eibiacbte, sem Beweis ist vei- 
offentliclit bei H Weyl ,M ), p 83 und D Hilbert iai ) , p 125, PuBn Andere Be- 
weisgange smd angedeutet bei 0 Toephtz, Gott Nachr 1910 866 ), p 503 (vgl dazu 
auch 0 Toephtz, Gott Nachr 1907 5U -), p 113) Beispiele besohiankter symme- 
tnschei Formen, bei denen (3) nicht absolut konvergiert, bei 0 Toephtz, Gott 
Nacbi 1910 co,i ), p 603, / Schur 17 “), § 6, 0 Toephtz isi ) 

167) D Rilbeit™'), p 127, vorubeigebend (Gott Nachr 1906, p 439, Pa- 
lermo Rend 27 3f0 ), p 62) sagt ei dafiu besch) anht stettg, ■wahiend er statt „voll- 

stetig“ das Wort „stetig“ biaucht, vgl m ) 

168) Hiei Wird von dei Folge dei Weitsysteme a.)!' wesentlich mehr vei- 

langt, als m (5a) von Ni 1(> (Yollstetigkeitsdefimtionl, z B die Folge > = 0 
fur «=Uv a (,) =l (v= 1,2, ), bei dei fur jedes p lim 1 = 0 , also (Sal 

von Nr 16 eifullt ist, konvergieit ini obigen Smne mcht 

oo 

169) Beispiel 2Ux,y) =^x p y p mit dei Folge ion 

JO =1 

linger- Toephtz 16 *), p 308 


1GB ) Vgl au °b TLel- 
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lichen heiBt entspreebend der obigen Definition besch anlU™) , wexm 
eme Scbianke M > 0 existieit, so daB fur jedes ganzzahlige n und 
fur beliebige Weite dei Yanablen x lt , x n 

( 5 ) \2i f z, | 24, 

P = l r P = 1 

£(#) ist dann und nui dann beschiankt, wenn die Quadratsumme der 

oo 

Koeffizienten ^l 2 konveigiert 170 ) Fui Lmearfoimen sind dahei [ygl 

Hi 16, (6)] die Begriffsumfange „vollstetig“ und „bescbiankt“ identiscli 

3 Fui die Bescbianktbeit emer Bilmeaifoim ist notwendige JBe- 
chngung die Eonveigenz und Bescbianktbeit der Quadiatsummen der 
Koeffizienten jeder emzelnen Zeile und Kolonne 

(6) J (p-1,2, ), (g = 1,2, ), 

5=1 ^=1 

diese Bedmgung ist niebt him eicbend 171 ) Hint eichende Bedmgung fui 
Bescbranktbeit ist jede dei m 5Ti 16 aufgefubrten Bedmgungen fur 
Vollstetigkeit, da jede vollstetige Bilmearfoim besebrankt ist [(10) von 
Ni 16 und Ni 19 195 )] Eme Reibe darubei bmausgreifender bm- 
leicbendei Kuteiien bat J Selim 112 ) angegeben Von besondeien Bei- 

spielen beschianktei Foimen smd auBer den tnvialen Fallen vom 

00 

Typus der „Diagonalfoi m“ p x p y p mit \a p \^M zu eiwabnen die 

i 

00 00 

Hilbertsoken Foimen ^3^ und X ^ L SO wie die von 

^Lip + q JSLJ p — q J 

P,<2= 1 PyQ =! 

0 Toephtz untersuebten iegalaten L-Fo) men iu ), 

4 Smd 21 (Xj y), $5{x,y) zwei besebrankte Bilmearfoimen, so smd 
die aus den Zeilen dei Koeffizientenmatux von 21 und den Kolonnen 


170) D Hilbert 164 ), p 126, Helling er-Toephtz 1Gi ), p 294 f 

171) Em Beispiel emer mchtbeschrankten Bilmearfoim, bei der alle Quadrat- 
summen (6) konveigieren, ist — (p + g)- '(4 < s < 1) [Hellinger-Toeplitz 1Gi \ 
p 306] 

172) J Schnr, Bemerkungen zur Theone dei beBchrankten Bilmeaiformen 
mit unendlicbvielen Veianderlicben, J f Math 140 (1911), p 1— 2S, msbes § 2, 3 

173) S die m 16 °) zitierten Stellen bei Hilbeit, Weyl , Toeplitz (Gott Nachi 
1910) Weiteie Beweise dei Beschianktheit diesei Formen bei F Wiener, Math 
Ann 68 (1910), p 361—366, J Sdna 172 ), § 5, G- H Hardy, Mess of Math 48 
(1918), p 107— 112 und Math Ztschi 6 (1920), p 314—317, L Fejer u F Riesz, 
Math Ztschr 11 (1921), p 308 

174) Vgl daruber Nr 43 d, 1 und 662 ) 
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dei von 58 gebildeten Reilien 


Cjyq ^jQ-pa^ccq 
a=l 


C P ; S = 1, 2, ) 


we gen (6) absolut konveigent, und sie stellen, wie D Hilbeyt 175 ) ge- 
zeigt bat, die Koeffizienten emei neuen beschiankten Bilmearfoim 

(7b) C(®, 2/) = «»(*, */) =5 X) xy 

J>,9 = 1 «*=i * 

dai, die als Faltung von St nnd 58 bezeichnet wild, diese Form lafit 
sicb ancb dmcb die emfaebe absolut konveigente Reihe 

(7c) 6( c, „) (J:m «£*» 


« = i p = i 


dai stellen, und ibre Werte haben das Piodukt dei Scbianken von 
St, 93 zui Sehianke 

I a SB (x, 2/)[ ^ mnV 2xi 2vl , wo 

(7 Cl) _ P=1 * =1 __ 

I a(*, y ) I ^ 71/1/ Siiyi, |8(^ y)| ^ nV js*}2vl 

r p-i p=i ’ p=i p=l 

(Bister Hdbeitschcr Faltungssatz ) 175 ) — Die Faltungen St 93 nnd 58 St 
sind lin allgem emen vonemandei veischieden 

Speziell sind die Faltungen von St mit der transpomeiten Foim 
besckiankte Foimen mit symmetnsokem Ivoeffizientensystem und der 
Scbi alike M 2 

KW{x,y) =2 C 2>a * t Jz y q =2(2% u x p ) {2% a y), 

p,q = l a = 1 a— Iji — l 2=1 




■,y)\£wV 2*l2yl 

' v~l p= 1 


Umgekebit folgt aus dei Beschranktbeit von SIS l\x, y) die von St 
(und St'), und es gilt sogai fui jedes Wei tsy stem dei Vanablen 176 ) 

00 

(8a) | tf(ar, >/) | 2 ^ «»'(*, x) 2v} 

p = l 

1st E eine dntte besclnankte Bilmeaifoim, so ist die Faltung 
von 3158 mit S identisck mit der Faltung von St mit 93 (S (Ziveitei 


175) D Hilbert 10 *), p 128f , Hclhngei -Toephtz 16 *), p 299 ff Hilbert be- 
zeicbnet die Faltung mit $( (x, ) 93 ( , y) — 1st St oder 33 vollstetig, so ist auch 
3t33 vollstetig [Hilbert 1 **), p 152] 

176) Rdlmger-Toeplitz 101 ' ), p 304 Fufin 
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Hilbertsche) Faltungssafo ) 177 ) 



5 Man kann diese Eigenschaften cler besclirankten Foimen dakm 
zusammenfassen, daB sick auf die Gesamtheit der besckiankten Ma- 
trizen de> fu) endliclie Matrizen iibliche Kallul (s Encykl I A 4, 
Mr 10, E Study) anwenden lafit und daB dabei die rationalen ganzen 
Operationen unbeschrankt ausfuhrbar smd 178 ) Sanime und Dtjfetem 
5( _]_ gg <j el beschiankten Matrizen SI, 93 sind eiklatt als die Matuzen 
nut den Elementen a pq + b pq , das Produkt 9(93 als die zur gefal- 
teten Foim geborige Matrix 

(10) 9t93 = 

u= 1 

es gilt dann, genau wie bei endlichen Matuzen, das kommutative 
und assoziative Gesetz der Addition, das assoziative Gesetz der Multi- 
plikation und das distributive Gesetz — mebt aber das kommutative 
Gesetz der Multiplikation Die Rolle dei Null spielt die duicliweg 
mit Nullen besetzte Matnx (a = 0), die des Emheitselementes dei 
Multiplikation die Einlmtsmati tx 

00 

(11) ® = (ej, wo e pp = 1, e pq = 0 fur p 4 = q, ®(x,y) ==^a, p y p , 

v 1 

es gilt fur jede besclirankte Matnx 91 
(11a) SI® = 91, (£91 = 91 

6 Die daigelegten Begnffe smd auf lomplexe Koeffizienten und 
Veiandeiliche unmittelbar ausdebnbai, wenn man die Verandeilichen 
entspreebend duicb Bedmgungen fui die Quadratsumme ibrei abso- 
luten Betiage emschiankt 179 ) 

b) Auflosung dei linearen Gleicbungen, die rezipioke 
Mati ix 

1 Eme bescbiankte Matrix 93 lieifit (hmteie) Mezip oke m ) zu 

177) Hilbeit 1 **), p 129 (Hilfss 4), Hellmgei- Toeplitz 164 ), p 302 

178) E Hellmge ? u 0 Toeplitz, Gott Naehr 1906, p 351— 356 und LC1 ), 
§6 — Bereits 1901 liatte A C Dixon m semei schon mebrfack hervorgehobenen 
Arbeit 48 ) allei dings m emem duicb andere Konvergenzbedmgungen umschne- 
benen Beieich (s Ni 20 a) diesen Kalkul mit unendlicben Matuzen aufgestellt 
und verwendet 

179) Helhnge) -Toeplitz 104 ),p 304f — Vgl aucb J Sc7wr 172 ) und2£ Schmidt 19 *) 

180) Diese auch bei endlichen Matrizen ublicbe Bezeicbnnng bei Hellmgei - 
Toephtz 1B4 ), p 311 Der Begnff tntt fur besebrankte Matrizen — explizite alter - 
dmgs nm fur symmetnsebe Matrizen — zuerst auf bei Hilhei t lfa4 ) , p 124, tvo 
die Rezipioke von © — AJ{ Resolvente \on ® genannt wird, der davon abwei- 



18. Theone dei bescbrankten Gleichungssysteme 


1429 


31, wenn 

(12) m = ffi 

Existiert sie, so kat wegen (7c) das zm Matns 91 gekorige beschanlte 
Gleichungssystem 

( 13 ) 2% q \ = y P 0 = i, 2, ) 

7 = 1 

far beliebige leckte Seiten y mit konveigenter Quadratsumme die 
Losungen 

( 13a ) \ =^ qr Vr (2 = 1 , 2, ), 

r — 1 

die wegen (8) gleichfalls konveigente Quadiatsnmme besitzen 

Speziell smd die in Ni 16 c beliandelten voilstetigen Gfleickungs- 
systeiue (U) untei dem Typus (13) enthalten, und zwai ist bei ihnen 
91 = © -f- wo $ eine vollstetige Bilmeaifoim ist Die Losungs- 
forrnel (18) von Ni 16 besagt, daB in diesem Falle erne hmteie 
Reziproke 23 = (5 + 9i existiert, wo 91 gleicbfalls vollstetig ist [ Re - 
solvente m ) von S'] Wahrend m diesem speziellen Falle gemaB dem 
Alteinativsatz von p 1409 genau wie lm Falle endlickei Matnzen die 
Rezipioke emdeutig bestimmt ist, wenn sie uberhaupt existieit, konnen 
nil allgemeinen zu emem beschiankten 21 unendlichvtele besclu anldc 
hmteie Rezipnohe voibanden sein (Reispiel 181 ) 21 = #i2/ 2 + , 

93 = x x (\y x + b 2 y q + ) + x 3 y x + x a y 2 + mit willkmlichen 

hA, ) 

2 Dm these Verkaltmsse zn ubeisehen, betiachtet man neben der 
hmteren die uo)(le>e Rezipiole m ), d 1 eme beschrankte Matnx E, 
fur die 

(14) sa-e 

(im soeben genannten Beispiel 1 st keine vorbanden) Nack 0 Toep- 
htz 1S2 ) besteken dann die folgenden Fonnalsatze , die allem aus den 
formalen Rechnungsregeln des Matnzenkalkuls gescklossen weiden 
konnen 

a) Besitzt 21 sowobl eme vordeie als auch eme kintere besckiankte 
Reziproke, so smd beide identisck und smd emdeutig bestimmt, und 

chende Gebiauch des Wortes Resolvente im Text entspncht dem in der Theone 
der Integralgleichungen fui den gleicken Begnft ublichen [losender Kem, vgl 
Nr 4, 0, 10 aowie 1(> 140 )] 

181) Helh n ga - Toeplitz, Gott Nadir 17P ), p 355 und 1G4 ), p 311 — Ubrigens 
kann man das gleiche Pkanomen in der Algebra feststellen, ^enn man statt 
quadratiscker Matnzen von gleicbei Zeilen- und Kolonneuanzabl Kechtecke von 
■wemger Zeilen als Kolonnen verwcndet, also Systeme mit wemger Gleichungen 
als TJnbekannten 

182) 0 Toeplitz 18 ‘), § 4 — Vgl auck Eellinger-Toephtz 1Qi ), § 7 
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(13) besitzt fur jedes Wertsystem y p von konvergentei Quadiatsurume 
eine emdeutig bestimmte Losung von konveigenter Quadratsumme 
/3) Besitzt §1 eine und nui eme limteie bescluankte Reziproke, 
so ist diese aueh vordeie und ist emdeutig bestimmt 183 ) 

Speziell gilt fur eme symmet) ische Matnx (21' = 21) sie besitzt 
entweder keine voideie und kerne hmteie Rezipioke oder mu eme 
emzige zugleich voideie und limtere, diese 1 st alsdann ebenfalls sym- 
metiiscli 

Bei emei un&yinmetnscken Matrix soli von emei Rezipioken SC" 1 

sclilecbtweg nui dann gesprochen werden, wenn diese zugleich voideie 

und hmteie und also emzige ist 

3 0 Toephtz 184 ) hat weiteilnn folgendes Theoiem aufgestellt 

Eme bescluankte Matux 2t besitzt clann und mu dann eme bescluankte 

hmteie Rezipioke, wenn die Weiie do quad) atischen Foim 

[die aus dei symmetnsehen Bilineaiform 2121 '(x,y) duich Clleieksetzen 

dei beiden Yatiablemeiken entsteht] fiu alle We) t&ysteme von dei 
00 

Quad) atsumme = 1 oberhalb emei Zahl m > 0 hegen, d h ivenn 

p= i 

(15) x) = 2(2a pu x p ? > m2*l, *» > 0 

a-L p- 1 ju = 1 

Fiu die Existenz eine) voideten Rezip) olen ist die qleiche Eigenschaft 
von 2T2I (#,#), fiu die emei eindentigen Rezipioken sind diese beiden 
Eigenschaften chai altei istisch 

Die Notwendigkeit dei Bedmgung (15) ergibt sick unmittelbai 
duich Anwendung dei Schwarzschen Summenungleichung U4 ) auf die 
aus 2125 = E folgende Identitat 


2 {JE a p Ci x ^) } 

p=l a=lp=l 7=1 

die, wenn N eme obeie Schianke von S3 bedeutet, 

w%(x,x)£m\x,x) n 2 2xI 

i P = i 

liefeit Um andeieiseits zu zeigen, daB (15) hmeichend fui die Exi- 
stenz emei kmteren Reziproken von 2C ist, genugt es zu beweisen, 


183 ) E Hilb, Math Ann 82 ( 1920 ), p 1-39 [vgl Nr 24d, 3 , 323 )] hat diese 

Satze angewandt, um m Fallen, wo sick die vordere Rezipioke leicht aufstellen 
U8t (z B wenn m der jp tett Kolonne von % ct pp =^ 0, a p + ltP = a p + 2 , p = =0 

ist), von lhr aus auf die hintere Reziproke zu schlieBen 

184 ) 0 Toephtz, Die Jacobiscke Transfoimation der quadratiscken Foimen 
von unendlichyielen Veranderliclien, Gott Nachr 1907 , p 101—109 — Em ent- 
sprechendes Kriteunm fur die Existenz emei beschiankten Quotientenmatrix (£ 
zweier beschrankten Matnzen % *8 (91(S = S3) gibt J Hyslop G ~ s ) 
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daB aus (15) die E\istenz dei Rezipioken © -1 von g = 3121' folgt, 
denn aus g" 1 gewmnt man m 93 = 2T©- 1 sofort erne hmtere Rezi- 
pioke von 2( 184a ) Es komrut also alles darauf an, die Existenz von 
g" 1 zu beweisen 

0 Toephtz beweist sie, mdem ei eistens die Foimeln dei Jacobischen 
T) ansfoimatwn emei quadiatischen Form endliclivielet Verandeilichei 
auf Giund lhiei lekuisiven Natui von den einzelnen Abscbmtten g^ 
simultan auf © ubeitragt, und zweitens die Konveigenz dei so zu- 
nacbst formal entstebenden Daistellung von g _1 und deien Bescbiankt- 
heit ei weist 185 ) 

JE Hzlb m ) beweist die Existenz von © -1 , mdem ei init Hilfe dei 
Entwmklung nacb Iterieiten eme wesentlicli andeie foimale Konstiuk- 
iion voimmmt, die llnei Einfaclikeit wegen vielfacb angewendet 
woiden ist Ei konstiuieit mit Hilfe emei passend bestimmten 1 * 6 *) 
posiiiven Zabl a eme symmeti isclie Bilmeaifoim ©* = @ — o©, deren 
obeie Scbianke fui Yanablenweite dei Quadratsumme 1 unteibalb 

1 — am < 1 liegfc Dann konveigieit die Entwicklung von (@ — g*)"" 1 

00 

nach iteneiten Foirnen 115 ) © -|- g 1 -|- g*-©' 1 ' -|- = SY© — <?©)“, 

CO Ct = 0 

die wegen (7 d) duicli die Reibe ,SYt — ma) a = — majonsiert wild, 
absolut und gleichmaBig, es ist daliei 

(1G) 3t- 1 = 21'©” 1 — 2 — g^)- 1 = a%' j|(© — o*249t')« 

a = 0 

An diese Aussagen scblieBt sich folgende gelegentlick nutzlicke 
Bemeikung Hat man em System bescbi anktei Matuzen, mnerlialb 
dessen die Opeiationen dei Addition, Multiplikation und dei Summa- 
tion gleicbmaBig konveigentei Reiken nacb Aifc von (16) ausfubrbai 
smd, und dem nut jedei Matnx zugleicli die tiansponieite angeboit, so 

184. a) Der gleiche Kunstguff fur Integialgleichungen 2 Ait & Nr 10b, 1 
Ilier wird klai, wesbalb ei auck doifc den vollen Komplex der deternnnauten- 
freien Satzo allein nicht lielein kann, denu ei kann, wie das Beispiel von 
Ni 18 b, 1 (Ende) zexgt, eme hintere E-ezipioke auch m emem solehen Falle 
liefem, wo eine vordeie meht existieit 

185) Die eme dei von E Schmidt 102 ) fur die Auflosung nicbtbescluanktei 
GleicbuugBsysfcemo angegebenen Metboden (Ni 19 b, 3) ist, wie eme nub cue Ana- 
lyse der Foimeln ergibt, m llnei Anwendung auf besckiaukte Gleichungssysteme 
sacblich mifc dieser Toeplitzscben Metbode identisch 

186) E Hill), Uber die Auflosung hneaier Gleicbungen mit unendlichvielen 
Uubekannten, Sitzungsb Pbys -med Soz Erlangen 40 (1908;, p 84—89 

180 a) Ei wahlt a so, daB die obeie Grenze von <?©(«, ?/) unteibalb 1 liegt 
Dann ist tin l 6 f x) = 1 - g<S(x, %) ^ 0 und <X-cm und also 

aucb <V| 4-8 n i) u) I ^ i — f* m 
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gelioit lhm auck die Rezipioke jecler Matnx des Systems an, sofem 
sie ubeihaupt existiert 187 ) 

4 Nehen den in 3 gescbildeiten allgememen Metboden kann 
man auf gewisse bescbrankte Gleichungssysteme auch das Abspaltungs - 
veifahen (vgl Nr 10 a fui Integralgleiehungen und Ni 16 d, 1 fui voll- 
stetige Gleichungssysteme') anwenden, nm weiteigehende Resultate zu 
eizielen 1st namlich SlGr, y) — ©(#, y) + S3 (a,, y) die Summe einer 
beschrankten Bilmeaiform © von endlichem Rang 188 ) und emei be- 
schiankten Bilmeaifoim S3, die eme emdeutige beschiankte Reziproke 
besitzt, so gelten fur die zu 2t geliongen mhomogenen und komogenen 
Gleicbungssysteme die saintlichen detei mmantenfi eien Auflosungssatze 
yon Ni 10 (Beweis genau wie bei dei spezieUeien Aussage you 
Ni 16 d, 1, wobei nur S3 an S telle dei Summe der Emheitsform und 
dei Yollstetigen Form §, S' 1 an Stelle der Summe von S und der 
Resolvente 31 von § tntt) Hieiaus kann man weiteihm ableiten, dafi 
die genannten Auflosungssatze auck gelten, wenn 9X = SB — S die 
Summe emer besckiankten Foim S3 nnt eindeutigei besckranktei Rezi- 
proker S3" 1 und emei Yollstetigen Bilmeaifoim ist 189 ) Damit ist 
die m Ni 16 e aufgestellte These daigetan 

5 Auck die Abschnittsmethode [p 1414 147 )] kann fui die Auf- 
losung speziellei besckianktei Gleickungssysteme keiangezogen wei- 
den 190 ), man kann sie ubngens m den Fallen, wo sie mckt konveil 

187) Auf das System der Matnzeu CE + ®, wo ® vollstetig, angewendet, be- 
deutefc diese Bemerkung die Yollstetigkeit dei Resolvente von ® (vgl Ni 16 c y 
p 1410) In die Spracbe dei Integialgleichungen ubeitragen bedeutet sie z B 
die Stetigkeit der Resolvente ernes stetigen Kernes (Nr 4, 0, 10), darubei kmaus 
eigibt sie das m Nr 14 angekundigte allgemeine Prmzip 

188) Bedeutuug me m Nr 16 d,l, dei Bognff fallt offenbar nnt dem der 
yollstetigen Bihnearform endlicben Ranges zusammen 

189) E Goldbdimidt, Pieisaibeit Wurzburg 1912, 98 S , p 24f Der Boweis 

beiuht auf der Zerlegung von ® in die Summe ernes endhcken Abschnittes 
und des Restes fur den eine beliebig kleme Scbranke vorgeachneben weiden 
kann Dann besitzt auf Grund des Toeplitzschen Saties (Nr 18b, 3) SB-)-®* 
gleickzeiiig mit S3 eme emdeutige beschiankte Reziproke, und man kann das 
Abspaltungsveifakren auf die Zeilegung + (93 -f ®*) anwenden Ist ubn- 

gens die Reziproke S3' 1 von $3 bekannt, so kann man die Reziproke von 93 -f 
= ; 93(£-j _ ^ auch statt nach den Metboden von Nr 18b, 3 unmittelbar 

durch die Entwicklung nacb Iteneiten (Neumannscke Reihe, s Nr 16 d, 3) an- 
geben, da die Scbranke von mit der von beliebig klem gemacht 

werden kann — Emen besonderen Pall dieses Satzes (® von endlichem Rang) 
bat W L Hart 140 ) bebandelt 

190) So z B fur besondeie aus emei physikaliscben Aufgabe entstehende- 
Systeme bei E Sihachetimeiei , zur matbematischen Tbeorie dei Beugung an 
Scbirmen von behebigei Form, Kailbiuhe 1914, 91 S 
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gieit, elm eli den von D Hilbeit lm vollstetigen Falle angewendeten 
Gedanken der Auswakl eiganzen 190a ) 

6 Alle Betracktungen. diesei Nummer lassen sick auch auf Matrizen 
mit komplexen Elementen ausdeknen, an Stelle yon tntt dakei 
die Hernntescke Form St SI' (vgl Ni 41a) 191 ) 

19. Die allgememsten G-leichungssysteme fur Unbekannte von. 
konvergenter Quadratsumme E Schmidt hat sick m einer emgeken- 
den Untersuckung 192 ) mit dem Gleickungssystem (13) von Nr 18 untei 

der gegenubei der Besckianktkeit wesentlick allgem emeren Yoraus- 

00 

setzung besekaftigt, daB lediglick die Qnadiatsummen ]E a pq der Koeffi- 

zienten der emzelnen Gleickungen fur sick konveigieren Fui die Un- 
bekannten kalt ei die Foiderung konvergenter Quadratsumme fest 
Seme Yoiaussetzung garanfciert dann die Konveigenz der lmken Seiten 
fur alle zugelassenen Wertsysteme, und man kann leickt zeigen, daB 
sie kieifur notwendig 1 st 193 ) 

190a) Fur den Fall, daB $1 von dei in Nr 16c betrackteten Art 1 st, also 
von der Form (E wo vollstetig, kann man mit Hilfe des m Nr 18 b, 3 ge- 
gebeuen Kntenums zeigen, daB, wenn 21" 1 uberkanpt existiert, die Reziproken 
21" 1 der Abscknitte von einem bestimmten n an existieren nnd ohne Aaswahl 
gleichmctfhg gegen 21" 1 Lonvergie) en Aus der Existenz von 21" 1 folgt namlich 
vermclge jenes Knteiiums, daB untei der Bedmgung @(sc, fl?)=l 

x) = @(a;, x) + *c) + ®'(x, a,) + M'(a, a) vi > 0 

gilt Unter der Bedmgung & n (x,x) = 1, x n+l = = 0 kann man aber aus der 

Yollstetigkeit von $ schlieBen, daB 

x ) = *) + ®»(^i «) + x ) + 'A 

von 2t2f(a;, x) gleichmaBig beliebig wemg abweickt und also > ^ 1 st Also 

existieit nack dem gleicben Kntenum anck 'ily 1 von emem bestimmten n ab 
nnd 8ein Maximum liegt unter emer von n unabbangigen Sekranke Aus dei 
Bcschranldheit kann man dann mit Hilfe dei Entwicklung nack Itenerten in der 
Art von Nr 18 b, 4 leickt die Konvergenz gegen 91" 1 akleiten 

191) Ygl etwa die Darstelluug von F Biesz, Literatui A 8, p 89 ff 

192) F Schmidt , Uber die Aullosung lmearer Gleickungen mit unendlick- 
vielen Unbekannten, Paleimo Rend 25 (1908), p 53 — 77 

co 

193) Es gilt namlick der Satz Die Reihe ^ a g x q konvergiert dann nnd 

2=1 

nur dann fur alle Wertsysteme a 1 , x von konvergenter Quadiatsumme, 

00 00 

wenn ^ a}, konveigiert, d k wenn die Lmearform ^a q x q besekrankt 1 st [Hel- 
2= 1 2=1 

linger- Tocphtz 17 8 ), p 353 nnd l64 ), p 318, der eiste Beweis wuide von E Stemitz 
gegeken Erne Yerallgemeinerung gibt E Landau 220 )] Ygl den analogen Satz 
uber Bilmeaitormen Ni 19 a, 4 
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Die Grundlage semei Unteisuckungen bilclen gewisse aUgememe 
Begnffe dei Geometric des unendlickdimensionalen Rau me s 194 ), die 
aucli sonst von Bedeutung smd mid liiei zunachst lm Zusammenhang 
dargestellt weiden sollen 

a) Analytisck-geometrische Giundlagen 
1 Betiacktet wud die Gesamtheit der Weitsysteme abzahlbai un- 
endlicbvieler leellei Veiandeilickei x X) x 2 , von konveigenter Quadiat- 
summe, deien jedes einen Punkt (x p ) odey x des Hilbe? tschen unendhch- 
dimensionalen Ramies R^ darstellt Die Sckwarzseke Summenunglei- 
cbung [Ni 15, (9 a)] besagt fui die Kooidmaten je zweier solcher 
Punkte die absolute Konveigenz von 


(i) 


und daher aucli von 


<: 

/ OC 00 


r p= i p =i 


( 2 ) 


+2yl — %2*,v, 

p~l i? = 1 p = 1 v - 1 


Die positive Quadiatwuizel aus (2) wild als Entfe) nung der beiden 
Punkte x, y betiachtet, fin diei Punkte gilt 



Danacli konnen die ublicken Giundbegnffe dei Punktmengenlekre auf 
den Roo ubeitragen weiden Umgebung (e) ernes Punktes x ist die 
Gesamtheit dei Punkte y , far die das Entfeinungsquadiat (2) unteihalb 
£ 2 liegt, erne Menge von Punkten kat x als Haufangspunkt, wenn in 
jedei Umgebung yon x Punkte dei Menge liegen, und sie bildet erne 
gegen x (stay l) konvcrgente Folge x^ n) (n = 1 , 2, ), wenn x der emzige 


194) Diese smd zuerst von I) Hilbert (4 Mitteil , Gott Nachr 1906 — Grund- 
zuge, Kap XI) aufgestellt worden, soweit er sie fur seme Untersuchungen biauchte 
(vgl Nr 10, 40, 48) E Schmidt hat sie fur seme Zwecke weiter ausgebildet, 
m der Darstellung aber die geometnsche Form vermieden, ei spncht von „Funk- 
tionen ernes ganzzahhgen Index 41 statt von Punkten und Yektoren des unend- 
lichdimeosionalen Raumes In geometnscher Spiache hat P Nabholz [Disseit 
Zurich 1910, 118 S und Yieiteljahrsscbr Zui Naturt Ges 56 (1911), p 149 — 155] 
die Schmidtscken Unteisuchungen daigestellt Andereiseits hat M Frecliet , Nouv 
Ann (4) 8 (1908), p 97 — 116, 2?^9— 317, lm AnschluB an die Anwendungen, die 
E Fischet und F Riesz you den Hilbei tschen Begnffen gemaclit hatten [siebe 
Nr 15 d 110 ) 1 * 0 )] einen selbstandigen Aufbau der Geometne des Hilbertschen un- 
endlichdimenbionalen Raumes gegeben [vgl dazu auch Nr 24b, msbes Sl12 )] Erne 
Ausdehnung auf emen elliptischen unendlichdimensionalen Raum bei K Oguia, 
Tohoku Math J 18 (1920), p 1—22 
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Haufungspunkt ist, d li wenn 195 ) 

00 

(3) km 2(4‘ ) — *pf = 0 

71=00 p = 1 

Die notwendige und bimeichende Bedingung fui die starke Konveigeuz 
emei Folge ist nun, wie E Schmidt l96 ) bewiesen hat, die Existenz ernes 
N(e) zu jedem e > 0, daB 

00 

(3 a) J? (xfi — ^ e fui n, m > N(e) 

p = i 

2 Jedes System nicht diuchweg veiscbwmdendei GroBen a p von 
konveigenter Quadratsumme kann m unmitte! barer Ubertiagung des 
Spracbgebraucbes dei ^-dimensionalen Geometue 197 ) als Repiasentant 
ernes Veltors A lm [vom Anfangspunkt nacb dera Punkt (a p ) odei 
yon emem beliebigen Punkt (x p ) nacb (x p + a p )] angesehen weiden, 

a p beiBen seme (Achsen-)Komponenten, J£a 2 seme Lange Em Vek- 

0 p = i 

toi 0 von dei Lange 1 beiBt ncnnneyt und bestimmt eme Richtung lm 

03 1 4 - 

R*,, die Ricbtung des Yektois A ist durcb den Vektor a a 2 p " ge- 

i 

geben beiBt Komponente von A m dei Richtung 0 

p~i 

Zwei Vektoren A, B beiBen zuemandei orthogonal, wenn 

(4) i«A = o 

v ~ 1 

00 

Dei Vektoi mit den Komponenten a p — o ^a q o q ist oithogonal zu 

oo 9 = 1 

0 (Lot von A auf 0 ), o p J£a q o (J bestimmt also die oithogonale Pjo- 

9 = 1 

jektion von A m die Ricbtung 0 

195) Dieser Begnff ist implizite beieits m Nr 18 a, 1 ala Hilfsmittel ver- 
wendet woiden, um die Beschianktheit emei Bilmearform zu defimeren Em 
anderei Konvergenzbegriff, die sog stlnoache Konvergenz , ist implizite m Nr 10a 
veiwendit woiden, um die Vollstetigkeit emei Bilmearform zu erblaien eme 
Folge x ln) heifit schwacb kouvergent, wenn lim (x^ l) — x p ) = Q fur jedeB emzelne 

p — 1,2, Jede etaik konvergente Folge ist offenbai schwacb kou\eroent, 
abei nicht ]ede bchwach koDveigente anch stark [vgl das Beispiel Ni 18 a 108 )], 
diese Tatsacbe be-agt ubngens fur die Tbeone der Bilineaifoimen, daB jede \ oil- 
stetige Bilmeaifoim bescbraokt ist, aber nicht umgekehrfc [\gl Nr 10, (10), 
Ni 18 a, 1 n] 

196) E Schmidt 192 ), § 3 

197) Vgl die in 101 ) zitieite Literatur, zur Nomenklatur msbes Nahholz 
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YOl 

( 5 ) 


Liegen n normierte und zuemander oithogonale Yektoien 0^\ 


^ = 1 


1 0 (a 4= |3) 
U (« = fl 


(«,P- 1 , 


,ow 




so gilt fur die Komponenten , a}-' 1 '* emes Yektors A nach deren 

Riektungen die ,,Besselsche Identitat“ 198 ) 

(6) J£(a — ■j£cffiaP>) 2 =J?a| — E(a (a) Y, wo «(“) . oJ*> 

/j = 1 a = 1 jt/=l a = 1 /> = l 

(Pythagoraischei Satz fai das axis den Projektionen von A auf die 
OW gebildete Parallelepiped), und dahei die Besselsche TJngleichung 198 ) 

(6a) J( fl W) 2 (iV^) 2 ^j?«j 

a = l a= 1 j5 = l p-X 


Die ebenso fui unendlicbYiele oithogonale und noimierte Vektoren 
gebildete unendlicbe Reike konyeigieit und genugt deiselben Unglei- 
cbung 198 ) * 

(6 b) j|\fl (a) ) 2 (JSapdjP)* 

a - 1 a = 1 = 1 = 1 

3 Man nennt n Yektoien A^\ , AW hnem abhangig, wenn 

fur n mcbt samtlicli yerschwmdende GroBen c r die Gleichunoen 

a o 

n 

( 7a ) 2c a dp = 0 (21 = 1,2, ) 

a = 1 


besteken, notwendige und bmieichende Bedmgung dafur ist das Vei- 
schxvmden der Determinante n teT Ordnung 199 ) 

p= i 

n oithogonale Vektoren smd stets linear unabkangig Ist eme Folge 
you endlich oder unendlicbvielen Yektoien A {1 \ A^\ so beschaffen, 
daB AV\ , AW fur jedes a lmeai unabkangig smd, so bilden die dei 


198) Diese Formeln entsprechen formal und sachlich genau den gleicli- 
benarmten Foimeln uber orthogouale Systeme stetiger Funktioneu (s Nr 15 a., 
30, 386 ) und Encykl II C 11, Nr 1, 2, JE Mill ), fur unendlichviele Yeranderliche 
treten sie dann in etwas anderer Darstellungsfoim bei JD Bilbert (4 Mitteil 
1906 = Grundzuge, p 141—143) auf und sind von JE Schmidt 19 *), §1,5 als 
wesentbckes Hilfsmittel semei Unteisuchung entwickelt und benutzt worden 
Ygl dazu auck Nr 40 b 

199) E Schmidt 191 ), § 6 nach Analogie des Kiitenums fui lmeare Unab- 
bangigkeit you n Funktionen you J P Gram , J f Math 94 (1883), p 41—73 
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Reilie nacli konstiuieiten Vektoren nut den Komponenten 


( 8 ) 


o« = - 


= 


a (1) 

p 


j/i-; 

f P=l 


p = i 


+ <' 




,Ca-D 


y im 1 - { (J«r <o s + + dk*? °ir i> ) s } 

' p = 1 0 = 1 ;j = 1 


(P-1.2, ) 

(or— 1,2, ) 


em System oitbogonalei und noimierter Yektoien [2? fiWiwMtffscliei 

das uberdies dem System dei A Imeai 
aquivalent ist, d b jedei Vektoi des emeu Systems ist von endlicb 
vielen Yektoien. des anderen linear abliangig LaBt man die Yoraus- 
setzung dei lmeaien TJnabbangigkeit fur die Folge dei A^ fallen nnd 
tutt in dei cc ton der sukzessive gebildeten Formeln (8) zum eistenmal 
em identiscb m p verscbwmdender Zablei auf, so gibt diesei die lmeare 
Abhangigkeit des A M von den Imeai unabkangigen A (1) , , A^ a ~ 1 \ 

setzt man die Folge dei Foimeln (8) untei Foitlassung dieser a t&n und 
ebenso allei folgenden mit identiscb in veiscbwmdendem Zablei 
foit, so liefern die Yerbleibenden Formeln wiederum em den A^ 
lineai aquivalentes System oitbogonalei noimiertei Yektoien, und man 
eihalt gleiebzeitig alle zwischen endlidmelen A ^ bestekenden linearen 
Abhangigkeiten 

Die Grenzbeguffe yon 1 ubertiagen sicb sofoit auf Yektoien und 
liefem die Begnffe des Ha u flings vektoi s sowie dei starken Konvergens 
•emei Folge oder Reilie von Yektoren gegen einen Gi enzveldoi 

Lmeaies Vektoi gebilde mit dei Basis A^ 2 \ 20 °) beiBt 

die Gesamtbeit der Vektoien, die aus endlicbvielen A ^ Imeai zu- 
sammengesetzt smd ; und ibrer Haufungsvektoien Ersetzt man die A 
durcb em Imeai aquiyalentes System oitbogonalei noimierter Vek- 
toren 0^ a \ so bestebt { aus alien Vektoi en mit den Komponenten 
00 

wo c a beliebige GioBen Yon konvergentei Quadiatsumme smd 

«=i 

Ist B em beliebigei Vektoi, so ist dei Vektoi L mit den Komponenten 


(9) 




a-1 


y = i 


ortbogonal zu alien Yektoien von A^ ( Lot odei Be? pend ikelveldor von 
B auf {^ ft) }) 200 ), B geboit dann und nur dann dem Gebilde an, 


200) E Schmidt 102 ), § 4, 8, 9, P Nabholz l91 ) 
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wenn l = 0 odei 

(9a) j? (jf Vp 0 )' 

ft = 1 = 1 ^ = 1 

E Schmdt m ) hat alle diese Betiachtungen sogleich fui Systeme 

oo 

komplexei GioBen a ausgespiocben, wobei nur | 2 an Stelle von 

oo 

zu tieten liat und die Oitbogonalitatsbedmgung ^ci p l) p = 0 

p=i _ p - i 

lautet 201 ), wo b p konjugiert lmagmai zu b p ist 

4 Zu jedei besch milieu Matnx 91 (Ni 18 a) geboit eme affine 
T) ansfo) mation dei Punkte (und ebenso del Yektoien) des R^ 

OO 

(10) x tJ (p = 1 , 2, ) 

vou folgenden Eigenschaften 202 ) a) Jedem Punkte x des R M entspnebt 
emdeutig em Punkt desselben /?) Der Punkt mit den Kooidmaten 
c%p + d\jp entspnebt dem Punkte cx p + di/ p , wenn (^') dem (# ;J ) 
und (jy' p ) dem (j/ ) entspnebt ( Lmeantat ) y) Einei staik konveigenten 
Foige von Punkten (x p ) entspnebt eme staik konveigente von Punkten 
(Xp) (Stetigleeit) — Die Aufeinancleifolge zweiei zu den Matuzen 9( ; 95 
gehonger affiner Tiansformationen geboit zu dem Matnzenpiodukt 
9(93, die affinen Tiansfoimationen bilden eme Gruppe 

Es gilt folgencle Umkehiung obigei Aussagen 202 ) Besitzt eine 
Tiansfoi mation dei Punkte des R die Eigenschaften «), /3), y) 7 so 
ist sie mit Hilfe emer bescbiankten Matnx $( m dei Foim (10) dai- 
stellbai Das ist eme leicbte Foige des Konveigenzsatzes yon E Hel- 
Imge) und 0 Toej)ht 0 m ), daB eme Bihneaiform 91 (x,y) besebrankt ist^ 

CO 

wenn die Doppelieibe J£ct pq % p y (1 etwa bei zeilenweisei Summation fui 

jedes Punktepaai x, y des R ^ konvergieit 

Man kann den bierm liegenden Sacbveibalt aaeb nur fui Systeme 
unendlicker Matnzen ausspiechen, obne den Begriff dei Tiansfoima- 
tionen heianzuziehen 201 ) Es ist niebt moglich, das System der be- 
sebrankten Matnzen dei ait zu erweitem, daB m dem erweiterten System 

201) Man nennt diese modifizierte Bedingung nach X Autonue [Palermo 
Pend 16 (1902), p 104] und J Scliur 486 ), p 489 auch imitate Otthogonahtat 

202) Ygl F RiesZy Literatur A 8, Chap IV, wo die Stetigkeitsdefimtionen 

etwas abweichend formulieit smd — Uber orthogonale Tiansformationen y° , l 
Nr 40b " ' ° 

203) Hettinger- Toephtz 1 ™) und 164 ), § 10 — an der eisten Stelle nur fur 
Foimen mit positiven Koeffizienten Den analogen Satz ubei Lmearformen s 1DS ) 

204) Hettinger -Toejjhiz^\ § 11 
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die Operationen dei Matuzenaddition und -multi pi lkation stets ausfuhi- 
bai bleiben ( Vollstandtgleitseigenschnft ) Anderer^eits gibt es Systeme 
tod Matrizen, m denen diese Recbenopeiationen ausfubibai sind und 
die m sicb dieselbe Vollstandigkeitseigemehaft besitzen, oline mit dem 
System dei besehrankfcen Matrizen ldentisch zu sein, sie entspieclien 
den affinen Tiansfoimationen m unendlicbdimemionalen Raumen, die 
duich andere Konvergenzbedmgungen als die Konvergenz der Quadiat- 
summe defimert smd (vgl Ni 20 b) 20V ) 

Kollmeaie Transfoi mationen 1 m bat J Hyelm&lev 206 ) unteisucbt 
b) Die Scbmidtsehen Auflosungsfoi mein Mit Hilfe der m 
a) dargelegten Begnffsbildungen stellt E Schmidt 192 ) notwendige und 
bmreicbende Bedmgungen fui die Losbaikeit dei Gleichungen 

CO 

(CO 2a ap x p = c a {a = 1, 2, ) 

^ = 1 

00 

duicb GroBen von konveigentei Quadratsumme 'Sxl auf, unter dei 

p = i 

Voiaussetzung, daB fur jede Zeile die Koeffizientenquadratsumme 
00 

konveigieit, wabrend die c a beliebig gegeben smd, ei gibt 

feinei Foimeln fui samtlicbe deiaitigen Losungen 
1. Zui Losung dei homogenen Gleichungen 207 ) 

m ^a ap x ==0 (a = 1 , 2, ) 

P= 1 

wild das lineai e Vekfcoigebilde {A (a) } betiacbtet, dessen Basis die 
Vektoien A ^ mit den Komponenten a alf smd und zu jedern 

Embeitsvektor E ^ (mit den Komponenten = 0 fui 2 )= ¥ zC l> 4 7) = ^ 

dei Perpendikelvektor L ^ auf {^L^} konstruieit (s Nr 19 a, 3) Dann 
stellen die Komponenten dei samtlicben dem lineai en Vektoigebilde 
mit dei Basis U l \ IP\ angebongen Vektoren die samtlicben Lo- 
sungen von (U h ) dai , (U h ) bat dann und mu dann kerne nichttuviale 
Losung, wenn alle L® dmchweg verscbwindende Komponenten be- 
sitzen — Bestebt speziell zwiseben kemer endlichen Anzabl dei 
eine lmeaie Abbangigkeit, und setzt man 

00 

(11a) s u ,=^a ap a^ = s i>a (a, = 1, 2, \ 

/' = 1 

so lassen sicb die Komponenten von D‘h duicb den folgenden staik 

205) Vgl Helhnqer-Toephte 178 ) und l64 ), § 12 sowie F Ricsz™~) 

20b) J Hjelmslev, Festskr til H G Zeutken, Kopenbagen 1909, p 66—77 
207) E Schmidt 192 ), § 10-11 



1440 H G IB Hellmgei -Toephtz Integralgl u G1 mit unendlickv Unbekannten. 


konvergenten Gienzweit darstellen 


(Hb) If = Inn 

a ~oo 

und es ist feiner 


5 11 S ia a ip 


al ^cta^ap 


i, 


(ft 2 = !; ), 


(lie) = lim 

j? = 1 a = oo 


S 1 a a i q 


S al ^ua a aq 

a u <*«, 1 


°il °la 


°a 1 °acc 


(2= 1,2, ) 


Das Yerschwmden dei Ausdrucke (11c) ist die Bedmgung dafui, daB 
(U k ) keine nichttuvialen Losungen bat 208 ) 

2 Erne e)ste Methode 209 ) Schmidts zur Losung von (J7) besteht 
dann, daB die kunstlicb homogen gemacbten Gleiehungen (J7) 


Jlj a up X p C <x% 0 ^ 

P- 1 


(« - 1, 2, ) 


uack 1 daraufhm untersucht weiden, ob sie eme Losung mit # 0 =j=O 
baben Besteht speziell wiederum keme lineai e Abhangigkeit zwischen 
endlicbvielen so eigibt sich (Z7) hat dann und nui dann eme 

Losung von konveigenter Q uadi at sum me, wenn 

| S U + C f S l CI + c l c « C l| 


(12 a) X — lim | 


^ a 1 ~ ^1 cc”(~ 

— c, —C„ 1 


S ll+ C l s la + c t cj 

S ol+ C « C l S aa -\~ C a 


H=°J 


sie ist gegeben duich den staik konveigenten Grenzwert 


(12 b) 


Sn + cf 5 la +qc a a. 

1 4“ ^cf'l a~\~ C a 

C t ~ C a 0 

(jp — 1, 2, . ), 


1 P 


up 


S 1 1 + C{ S la -i-C,G tt 

S tt l+C tt C , S ac + C^ 


00 

und lhie Quadratsumme ist klemei als die Quadiatsumme iedes 

p = i 

anderen Losungssystems von (Z7) 

20S) Sind die A ia) speziell ortliogonale und normierte V'ektoren, so lauten 

co 

diese Bedmgungen — 1 und smd mit den schon von D Hilbert 1 ™) auf- 

a = 1 

gestellten Bedmgungen fur die Yollstandigkeit ernes Systems orthogonalei Lineai - 
formen identisch, vgl aucli Nr 40b, 509 ) 

209) E Schmidt 192 ), § 12 
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3 Erne iveitete Losungsmethode 2lQ ) eisetzt, wiedeium untei der 
Voiaussetzung lmeaier TTnabhangigkeit je endlichvieler A^ a \ diese 
rtach (8) diucli em System oithogonaler und noimieitei Vektoien mit 
den Komponenten ^ 

of = 2y fta a 

cc-l 1 


(U) ist dann und nui daun losbai, wenn die Quadratsumme 


(13 a) 


- 1 ct = 1 1 


konvergiert, das Losungssystem von klemster Quadiatsumme, deren 
Weit ubugens (13 a) ist, ist gegeben duicb die stark konvergente Reihe 


(13 b) 



(P = 1,2, ) 


4 Bezeichnet das Peipendikel von A auf das Imeaie Gre- 
bilde, dessen Basis A^ } A^\ unter Foitlassung von A^ bilden, 
so sind him eichende Bedmgungen m ) fui die Losbaikeit von (U), daB 


konver- 


4= 0 fui jedes a und daB femer c a 

p — l u — 1 

gieit, die Losung klemster Quadratsumme ist alsdann gegeben duich 


]/ 2m 

" p = L 


die staik konveigenten Reihen 


(14) 



(P-1,2, ) 


Fur jedes veischwmdende fffl) 2 eigibt sick feinei als notwendig fui 

i j==1 

die Losbaikeit von ([/) eme Imeaie homogene Relation zwiscken den 

5 Endlicb hat E Schmidt das Losbaikeitskiiteiium von 0 ToephtJ 
(Nr 18b, 3) m folgender Weise auf mchtbeschiaakte Systeme (U ) 
ausgedelmt 212 ) Es sei p n ^>0 das Minimum dei defmiten quadiatischen 


210) E Schmidt 1 * 2 ), § 14- Uber die Beziehung zu der 0 Toephtzscken 
Metbode dei Jacobisehen Transformation (Ni IS b, 3) vgl l8C ) 

211) E Schmidt 1 **), § 13 

212) Sckon die Hilbei £schen Unteisucliungen ubei quadratische Foimen 
[Grott Nacbr 1906 = Giundzuge, Kap XI, p 113 — 125, msbes Sat/ 31, vgl 
bierzu M JPlancheicl, Matb Ann 67 (1909), p 511 — 514] und die Metbode von 
0 Toephtz l81 ) gestatten unter Umstanden fur symmeti isthe mcktbescbrankte 
Koeffizientensysteme die Konstiuktion ewei bescbiankten Rezipioken, obne daB 
aber bei ibnen Resultate lm obigen Umfang angegeben sind — Die Satze des 
Textes sind bei E Schmidt 1 **), § 15 zum Teil nur obne Beweis ausgesprocken, 
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Foim you y lf ,y n 

(15) <B n (y) (Aa ap yJ =J£s ali y a y ti , wahiend jgyl = 1 , 

p = l u — l a u i=l u = l 

dann ist das Niehtyerschwinden des Limes dei nicht zunehmenden 
Folge dei (i n 

m = lim ii n > 0 


notwendig unci hmieiuhend dafiu, daB ( IT) fui alle lecliten Seiten 

00 

yon konveigentei Quadiatsumme ^ cl eme Losung yon kouveigentei 

a — 1 

Quadiatsumme besitzt, sowie dafui, daB eme besch anlte Rezipole lm 
Smne von Ni 18 b existieit, cl h daB den Gleiehungen 


' a up\j3 


(« + 0 
= 


(a, j} = 1, 2, 


duich die Koeffizienten emei beschiankten Bilmeaifoim genugt weiclen 
kann Bedmgungen fui die Esistenz emer niclitbeschiankten Rezi- 
pioken ergeben sicb aus Ni 19 b, 4 213 ) 

6 Emen anderen Weg zui Bebandlung des Schmidtschen Pioblemes 
hat JE HiTb- u ) emgeschlagen Ei fugt clen wie in 2 homogen ge- 
machten Gleiehungen (27) solche Faktoren hmzu, daB das Koeffizienten- 
system vollstetig wild, bildet die Quaclratsumme dei Imken Seiten und 
wendet die Hilbeitsche oithogonale Transfoimation der vollstetigen 
Form auf eme Quadiatsumme (Ni 40 d) an, urn so schlieBlieh zu Auf- 
losungsformeln zu gelangen 


20, Andere Konvergenzbedmgungen fur die Unbekannten Die 
Gesamtheit derjenigen Aibeiten ubei unendiichviele lmeare Gleiehungen 
mit unendlichvielen Unbekannten, die nicht die Bedmgung konvei- 
genter Quadiatsumme fui die Unbekannten an die Spitze setzen, stellt 
nach AnlaB , Art und Giad der eistrebten Allgem emheit ein buntes 
Gemisch dar Sieht man yon emei Reihe yeistieuter Unteisuchungeu ab, 


die Beweise smd nach semen Methoden ausgefuhrt bei G KowalewsLi , Liteiatui 
B 3, p 444 ff unci M JEgh, Disseit Zunch 1910, 60 S , der auch den Fall nicht- 
beschrankter Rezipioken naher untersucht 

213) Teilweise modifizierte Darstellnngen dieser Schmidtschen Unter- 
suchungen linden sich bei G Kowcrtewsli, Literatur B 3, § 164—179, P Nabholz, 
Dissert 194 ), M Bochei und L Brand , Ann of math (2) 13 (1912), p 167—186, 
vgl auch die Unteisuchungen von F JRicsz, Nr 20c — Uber emen Versuch von 
A J Bell, Ann of math (2) 16 (1914), p 32 — 37, die Voiaussetzungen dei 
Schmidtschen Resultate auszudehnen vgl die Bemeikung \on G Szego m Fortschr 
d Math 45 (1922), p 519 

214) E HiTb, Math Ann 70 (1910), p 79—86 
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die ubeibaupt kerne bestimmte Konveigenzbedmgung foimulieien 215 ) 
— in metbodisckei Beziebung openeien alle diese Unteisucbungen 
mit dem in dei Voibemeikung zu C. gescbildeiten Yerfabren dei ab- 
scbnittsweisen Auflosung — so smd es 1 m ganzen fanf Typen von 
Konveygensbedingungen , die mein odei wemgei systematiscb m Be- 
tracbt gezogen worden smd 

a) Bescbiankte Vei andeilicbe \x n \^M legt H v Koch mit 
Ausnabme von emigen semei spateien Aibeiten stets zugiunde, wenn 
ei seme unendlicben Deteimmanten zui Auflosung lmeaiei Grleicbungs- 
systeme benutzt; daiubei ist beieits m Ni 17 emgebend berichtet 
woiden DaB automatiscb die Summe dei Betiage des Losungssystems 
l^i + | ^ 2 1 + konveigiert, -wenn die der lechten Seiten m (U) 
(s p 1414), 1^1 + \ y 2 \ 4- , es fcut ; nnd daB dies msbesondeie aucb 

von den tianspomeiten Gleicbung en ( V ' ) und ( U h ') gilt, bat H v Koch 
zunacbst mcbt beivoigelioben 11S ) 

Es ist dei groBe prinzipielle Foitscbntt, den A G Dixon in seiner 
mehifacb eiwabnten Albeit 13 ) [vgl Ni 8, 10 60 ), 16 d, 1, Voibem zu C, 
18 178 )] demgegenubei voilzogen bat, daB ei die Systeme (U),(U f ) em- 
andei gegenubeistellt und den ganzen Komplex dei deteimmantenfieien 
Satze (vgl Ni 10, in smngeniciBei Ubertragung auf unendlicbviele Ver- 
andeilicbe wie m Ni 16 c) aufstellt, mdem ei ausdiucklicb die Un- 
bekannten beim System ( U ) an die Bedmgung dei Bescliranktbeit, bei 
( U ') an die der absolut konvergenten Summe bmdet Die Voiaus- 
setzung dagegen, die ei ubei die Koeffizientenmatnx (K pq ) macht, ist 
zwai eibebbcb welter als die v Kocbscbe dei Noimalitat, abei lden- 
ti^cb mit emei gelegentlicb (1900) von v Koch 158 ) angegebenen, sie 
lautet sei <j q die obeie Scbianke dei Betrage dei Elemente dei q iQn 
Kolonne, also | a | 6 q (p = 1, 2, ), so soil die Kolonnenscbi anken- 

summe 6 = <5 X -f- o 2 -|- konvergieien 

Liegt also inhalthch dei Foitschritt Dixons mcbt in dei Natui 
semei Voraussetzung ubei die K pq , sondein in den Anfordei ungen 
an die Unbekaunten und dei Ait dei aufgestellten Satze, so liegt ei 
methochsch m dei Loslosung vom Deteimmantenappaiat, m dei eist- 
mahgen Aufstellung ernes Kalkuls mit unendlicben Matrizen, dei die 
Methode der Entwicklung nacb Iteneiten m diesem Beieicb anzu- 
wenden gestattet Dixons Yei fabien ist dieses ei bestnnmt n so 
gioB, daB O rt + 1 -J- 6 nJrl + <1 ausfailt, scbieibt dab System ([/), 

215) Vgl 147 ), aowie j E Bcnel, Add Eg Noun (3) 12 (1895), p 9 — 55 und 
K Ogitta , Tohoku J 16 (1919), p 99 — 102 Neueidmgs hat B JD Carmichael, 
Amer J 3G (1914), p 13 — 20 sich clamifc befafit, das Veifalnen von Koltentzsch 11 ) 
zu legalisioien 
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mdem er seme n ersten Gleiehnngen zuuaehst weglaBt, m der Form 

oo n 

+ 2 ===S yp 2^-pq (jP = W “ f“ 1« ); 

q = n -j- 1 7 = 1 

m dei es, -wenn man , x n zunackst ligeudwelcbe Werte erteilt, 

em System fur die Unbekannten % n+1J daistellt, dessen Kolonnen- 
schiankensumme untei 1 gelegen ist, fur em solckes System zeigt er ? 
claB die Entwicklung nach Itenerten stets konvergieit und erne be- 
scbiankte Losung liefeit, und zwar die emzige Damit smd x n + 1 , 
duich die noch fieien GioBen x 1} , x n ausgediuckt, eisicbtlicb als 

Lmeaiformen deiselben, geht man mit den so gefundenen lmearen 
Ausdiucken m die bishei weggelassenen ersten n Gleicbungen ein, so 
eihalt man n linear© Gleicbungen fur x x , , x n , und mdem Dixon 
die Gultigkeit der deteimmantenfieien Satze fui diese als bekannt 
voiaussetzt, leitet ei sie daiaus fui sem System ab 216 ) 

216) Die Bbeiemstnnmung dieses Verfakrens mit dem von JE Schmidt 4 *) bei 
Integralgleichungen verwendeten (Ni 10 a) tritt am deutlicksten hervor, wenn man 
die in ISfr 16 d, 1 angegebene Ubeifcragung des Schmidtschen Verfakrens auf 
vollstetige Systeme fur unendlichviele Veianderliche mit konveigenfcer Quaclrat- 
summe mit dem lnei nber Dixon Benchteten vergleicbt, diese Uberemstimmung 
wird m d) dieser Nummer am smnfalligsten werden, wo sowolil Dixons Theorie 
als auch die von Ni 16 d, 1 als Spezialfalle emer und derselben allgememen 
Theone erseliemen 

In der Richtung der Dixonschen Methode liegt eme Beineikung von 
J L Walsh, Amer J 42 (1920), p 91 — 96, der die Entwicklung nach Iterierten 
verwendet, urn die Auflosungstheone fur Gleichungssysteme mit normaler Deter- 
minants ohne den Apparat der unendlicken Deteiminanten abzuleiten 

Ferner iBt lm Anscklufi an die Bedmgung a) zu eiwahnen, daB man auf 
dei Giundlage deiselben eme Konvergenzbedingung fur die Eoeffizienten des 
Systems ^ci p 2 x q = y p aufstellen kann, die die gleiche Rolle spielt, wie die Be- 
sckianktheit auf der Giundlage der Bedmgung konvergentei Quadratsumme sei 
jede Zeilensumme dei a pq absolut konveigent, und seien die Zeilenbetragsummen 
2\ = % P {-A) ibreiseits beschiankt, j(A') lhre obere Schianke, so hat man 

9 

damit eme Klasse von Matrizen, m dei der Matuzenkalkul durchgefuhrt werden 
kann und die ebensowemg erweiterungsfahig ist wie die Klasse der beschrankten 
Matrizen Dabei ubernimmt j(AL) die Rolle, die die obere Grenze von A(x, y) 
in dei Hilbertscken Theone (Ni IS a) spielt, die Dnxchfulirnng ist bier wesent- 
licb elementaier — In der Richtung dieser Bedmgung liegt ubngens eme Be- 
merkung von A Pellet , S M F Bull 42 (1914), p 48—63, die das System (U) 
unter der Bedmgung 2\^-pq \ 1 behandelt, sowie em Satz von H v Koch , 
9 

Jabiesb Deutscb Matb-Ver 22 (1913) 163 ), dei die Konveigenz der Entwicklung 
nach Itenerten und das Abspaltungsverfahren feststellt fur em normales Glei- 
chungssystem (U), bei dem J5;| JT ps |< e 1^1, e<l, |y,| <21/1-5^1, |<c,| 

V 4=9 

oeschrankt ist Wesentlicb mehi besagt der Satz von A Wvntner, Math Ztscbi 
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b) Die Bedmgung | x n \ ^ Mq n tritfc ubeiall dort auf, wo eme 

oo 

Potenzieihe ^x n z n Yom Konvergenzradms q ngendwelche funktionen- 

71 — 0 

tkeoretischen Foiderungen eifullen soli, die lechnensch auf unencllich- 
viele lmeare Gleichungen fur die Koeffizienten x n hmauslaufen Ubei 
diese Bedmgung liegen nui Emzeliesultate vor, die aus den funk- 
tionentheoietischen Mitteln dei jeweiligen Aufgabe gewonnen wei- 
den 217 ) Sie ist m Wahiheit nni eme Vanante der Bedmgung a), aus 
dei sie sick durck die Tiansformation = Q n x n ergibt 

In derselken Weise kann man, unter l n ngendwelche Zahlen ver- 
standen, durck die Tiansfoimation £ n ===== l n x n und die entspiecliende 
Transfoi mation der y n aus jeder emzelnen Auflosungstkeone Vananten 
ableiten 218 ) 

c) Konveigenz you | x x \ p + \ oc 2 \ p + 0 Holder hat folgende 

Veiallgemeinerung dei Lagiange-Cauckyscken Ungleickung Ni 15, (9) 
aufgesteLlt 219 ) n n _p__ pzE n L 

IJSVJ^C^Kr 1 ) * (2M) P {p > i) 

a = 1 a = l a = 1 

Gestutzt auf eme Yoibeieitende Bemeikung Yon E Landau™) hat 

24 (1925), 259—265, p 266, dei, gestutzt auf em Verfahren von E Ltndelof, 

Darb BulT (2) 23 (1899), p 68 — 75 fur nUnbekannte, unter der Voraussetzung 
\y p \J r ]V| Kpq\ < 1 die Existenz emer Losung |&p|^l beweibt 

217) Die Konstrnktion emer Potenzi eihe vom Konvergenzradms p, die eme 
penodische Funktion mit der Penode p (\p | < q) darstellt, behandelt P Stackel, 
Weber-Festschnft, Teubnei 1912, p 396—409 und Acta math 37 (1914), p 59—73, 
woran 0 Per) on, ebenda, p 301—304 anknupft, und unabhangig davon E v Koch, 
Proc 5 int congr Oambr I (1912), p 352—365, andeie derartige funktionen- 
theoretische Aufgaben E v Koch, Aik for Math , Astr och Fys 15 (1921), Nr 26, 
16 S , 0 Perron, Math Ztschr 8 (1920), p 159—170 und Math Ann S4 (1921), 
p 1—15 und S2D ) sowie E Eilb 183 ) und 824 ) (1920/21) 

218) Vgl dazu. E Helhnger und 0 Toephtz iQB ) Vgl auch E v Kochs 
„normaloide lt Determmanten, Nr 17 lfi2 ) 

219) 0 Bolder , Tiber emen Mittehveitsatz, G-ott Nacbr 1889, p 38—47, 
insbes Ni 7 [lm AnscbluB an J JRogeis, Mess of Math 17 (1888), Nr 10] und 
ebenso J L W V Jensen, Acta math 30 (1906), p 175-193, insbes p 181, fol- 
gert es aus dei Tatsache, daft der Schweipunkt von n Punkten emei konvexen 
Kurvo auf ibrer Innenseite gelegen ist, mdem ei die durch y = x p gegebene 
Kuive betrachtet 

220) E Landau , Gott Nachr 1907, p 25—27, er beweist m Veiallgememe- 
lung des yon E Eelhnger und O Toeplitz 19S ) fur den Fall p — 2 bewiesenen 
Saties ist ^a n x n fur alle Weitsysteme positiver %, die dei Bedmgung 
^ JL_ 

= 1 genugen, konvergenfc (a n > 0, p> 1), so konvergieit JSa/ -1 und ist 

die obeie Schianke der Lmearform 
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dann F Eiesz 221 ) die m Nr 19 leferieite Tlieone von E Schmidt auf 
die kiei in Rede stekende Konvergenzbechngung ubeitiagen, mdem ei 
statt der konvei genten Quadiatsumme die Konvei genz von 

j^KI p uud 

a = 1 of = 1 

zugiunde legte, die erne fin die Unbekannten ; die andere fui die 
Koeffizienten jedei einzelnen der gegebenen Gleickungen, sem Resultat 
lautet fui ngendwie gegebene GroBen c l7 c 2 , , die an kemeilei Kon- 

veigenzbedingung gebunden sind, sind die Gleickungen = c a 

da nn und nur dann durck GioBen Xp losbar, die del angegebenen Kon- 
vei genzbedmgung geuugen, wenn es erne Zabl m > 0 gibt, so daB fur 
jedes ganzzaklige n und beliebige Weite w 1; , u n stets 

ce = 1 = 1 u = 1 ' 

gilt 

d) In Verallgememerung dei Bedmgung c) betiacktet E Helly 222 ) 
nn Raume von n Dimensionen emen beliebigen konvexen Aich- 
koipei 2), z? der den Nullpunkt zum Mittelpunkt kat ? und definieit 
eine Punktion D{x x , , x n ), indem er iki fui emen Punkt x L , f x n 
dei Begienzung von den Weit 1 erteilt, fur den vl-mal so weit von 
0 abstekenden Punkt X'C ly , Xx H [X > O') abei den Wert X, so daB 
diese Punktion D die diei Bigensckaften bat 
(1) D(Xx 17 , Xx K ) = \X\D(x 1} } x n ) f 

() - d (a 1 + 2 / u ,x a + y M )£D(x t , ,x n ) + D(y 1 , , y n ), 

(3) aus D(x u . , % H ) = 0 folgt a, = 0, , \ = 0, 

die uuigekehit fui sie charaktenstiscb. smd 1st dann A(it 1( , ti n ) 
das Maximum des Ausdiucks |m 1 ® 1 -|- u n x n \ unter dei Nebenbedm- 
gung D(x 1} , x n ) = 1 (,,Stutzebenenfunktion‘‘), so gilt die Unglei- 

cl2un § | « 1 1 ! + + u n x n I <! D(x lt , x n ) A (it, , , u n ) , 

221) F JRiesz , Literatur A 8, cliap III, das der Form nack entaprechende 
Kritenum bei E Schmidt weicht von dem Rieszschen msofern ab, als es — lm 
Gegensatz zu den andeien Knterien dieser Scbmidtschen Arbeit — die Fiage der 
Losbarkeit nui bei willhirhchen reckten Seiten von konvei gentei Quadratsumme 
bekandelt — St J3ohr l5Q ) leitet unter der Konvergenzbedmgung c) die Losung 
von ( U ) mittels unendheher Determmanten her, indem er neben ^ \K aa \ nock 

u~l ( i = I 

als konvei gent voraussetzt 

222) E Kelly, Monatsh Math Pkys 31 (1921), p 60—91 
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die fui die Embeitskugel als speziellen Aicbkoipei m die Caucby- 
Lagiangescbe Ungleicbung und fui 

-£ = (1^+ + k,l' J )% wo a = (kl iJ_1 + + Kk 1 ) * 

wild, in die Eoldeiscbe Ungleichheit ubeigebt 

Diese dem Gedankenkieis von H Mmkoivsk i entstammenden Be- 
gnffe ziehfc nun Hellij fui die Tlieone dei unendlickvielen Yeiandei- 
liclien heian Er setzt voiaus, daB fui emen Teilraum des unendlich- 
dnnensioualen Raumes erne Funktion D(x 17 i 2 , ) defimeit ist, die 

die Eigensckaften (1), (2), (3) besitzt Indem ei dann genau wie oben 
erne Funktion A (ii i , u 2 , ) bmzukonstiuieit und ubei den «-Raum 

die weiteie Annahme bmzufugt, es sei dann erne abzaklbaie Punkt- 
menge voibanden, die ibn ini Sinne dei duich A gegebenen MaBbe- 
shtnmung ubeiall dicbt ubeideckt, gelmgt es lhm, die Betiachtungen 
von F Riesz anf diesen allgememen Fail zu ubeitiagen Alleidmgs 
gewmnfc er mcbt Losungen % 19 & 3 , , fur die die lmken Seiten dei 

gegebenen Gleicbungen konvergieien und gleicb den lecbten Seiten 
werden, sondein ei konstiuieit Folgen von Weitsystemen, fur die die 
Gleicbungen approximate eifullt sind 

Auf diese Albeit von Belly ist aucb desbalb bier so genau ein- 
gegangen woiden, well man von ibreii Begnffen aus ubei die so 
dispaiaten Emzelarbeiten diesei Nummei emen embeitlichen TJber- 
blick erbalt Die samtlicben bisbei eiwabnten Konvergenzbedmgungen 
konnen namlicb derjemgen von Belly untergeoidnet weiden Die Be- 
dmgung c) zunacbst bat fui Belly selbst den Ausgangspunkt gebildet 
Die Bedmgung a) eibalt man, wenn man den ^-dimensionalen Wuifel 
mit den Eckpunkten (+ 1, , + 1) als Aicbkoipei nimmt, also 

D{x t , , x n ) — Max (I^J, , |#J), dei duale Koipei der Stutzebenen 

mi M-Raume ist dann das Oktaedei mit den Acbsenembeitspunkten 
als Ecken, A (u n > ? 0 = l w il4~ -f" \ u a\i die Konvergenzbedm- 
gung dei absolut konveigenten Summe eiweist sieb also als die zm 
Bescbianktbeit der Yeiandeilicben duale Die Bedmgung b) ist duicb 

-DOl, ,*n) =Max (Kp I, , I *„(•"!) undA(i« 1; ,tt0 = |« 1 |p+ H- 1 “n 1 
als Yanante von a) gegeben (lecbtwmkliges Paiallelepiped statt Wui- 
fel) 223 ) — a ^ ea diesen Fallen bat die Funktion D(x l} , t n ) 
ubngens aucb die sogleicb anzugebende Eigenschaft (4) 

Dei Nutzen diesei Bemeikung gebt weit ubei diejenige Anwen- 
dung bmaus, die Belly davon gemacbt bat Denn diejenige Auf- 
losungsmetbode, die A C Dixon fui die Bedmgung a), E Schmidt fui 

223) Erne grofiere Reike weiteiei Bedmgungen bei H 1-Iahn, Monatak Math 
Pbys 32 (1922), p 3—88 

rf‘y l lrm d math WiR° nsf*h Tf 'j 


95 



1448 IIC 13 Helhngei -Toeplitz Integralgl u G1 mit unendlichv Unbekannten. 

die Hilbertscke Bedmgung angegeben liat ; gilt woitlick ganz allge- 
niem, wenn D(x u x%, ) auBei den Bedingungen (1), (2), (3) noch 
der Bedmgung 

(4) D (% >) = D(\ | ? | %2 1 ? ) 

genugt und wenn auBeidem die Koeffizienten E pq des Systems (U) 
die Bedmgung erfullen, daB man zu gegebenem s > 0 em N(e) be- 
st immen kann ; so daB 

n in 

fni m,n>N(s), 

falls B(x u x 2 , ) <; 1, A(m 1 , it 2 , ) <1 1, also diejemge Bedmgung, 

die im Falle dei Hilbeitsclien Konyeigenzbedmgung als Vollstetigleit 
bezel cbnet wild (Ni 16 a, (3)) 1st ® em den Bedingungen (1), (2) 
(3) ; (4) genugende) lonvexe) Kotpey im Beieich de> nnendliclivielen 
Veumdey lichen, so gdt fu) jedes „in lezug auf den Aichhotpe) 2) voll- 
stetige Gleichungssi/stem Ci det Komplex dei dete) mutant enfteien Satze 22 *) 
Alle m diesei Nummei bisher veizeickneten Auflosungstatsacken, die 
mclit m bloBen Auflosungs/b? besteken, oidnen sich diesei all- 
gememen Tatsache alb ganz spezielle Falle nntei 

e) Zeilenfimte Systeme Zusamm enfassende SckluBbe- 
meikung Die emzige, bishei beaibeitete Bedmgung, die sick der 
allgememen Bedmgung d) mcht subsumieit, ist diejemge von 0 Toep- 
htz 225 ), die den Unbekannten des Gleickungssystems uberkaupt kerne 
Besckrankungen auferlegfc, wain end sie dual dazu annimmt, daB m 
jeder emzelnen Gleicliung nui endlickyiele Koeffizienten yon 0 vei- 
sckieden smd Yon einem solcken ;; zeilenfiniten u Gleickungs system, 
d k yon emem System dei Foim 

Vi = a n x i + + a i ni x 7 h 

V2 ~ a 2l X 1 + + <*2n X n 2 

beweist Toeplitz zueist den Satz, das es stets eme Losung kat, wenn 
kerne lmearen Abkangigkeiten zwiseken encllickyielen der Gleickungen 
besteken, d k wenn das tianspomeite komogene System unlosbai ist 
Darubei kmaus abei gibt er eme voile detei mmantenfreie Theorie 
diesei Systeme 225a ) 

224) Die Daisfcellung -von Ni 1G ist so angelegt, daB sowolil das Auswahlver- 
fahren als auch das Abspaltungsverfahxen unter den hier vorliegenden allgemei- 
neren Voiaussetzungen anwendbai smdnnd denBeweis des obigen Theorems liefern 

225) 0 Toeplitz , Palermo Rend 28 (1909), p 88—96 

225 a) Eme Anwendnng biervon auf zeilenfimte Systeme yon lineai en Kon- 
giuenzen nach dem Modul 1 macht H Bohr , Danske Wid Seisk math fys. 
Medd 7 (1925), Nr 1 42 S 
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Hiei, wie auch bei jedei auf die Hilbeitsche oder ugendeme 
andeie Konyeigenzbedmgung sich stutzenden Tbeone daif man von 
emer solchen deteimmantenfieien Behandlnng mcbt den genauen Kom- 
plex dei m Ni 10 m dei Redeweise der Integialgleichnngen foimu- 
lierten Satze eiwaiten Denn diese Satze stellen das Analogon dei 
algebiaiscben Auflosungssatze von n Gleichungen mit n Unbekannten, 
also ebensoviel Gleichungen als Unbekannten dai , em System von un- 
endlichvielen Gleichungen mit unendlichyielen Unbekannten abei, das 
nach Wegstieichung emer odei mebrerer semei Gleichungen lmmei 
noch em System yon unendlichyielen Gleichungen mit unendlicimelen 
Unbekannten bleibt, kann diese Analogie hochstens dann aufweisen, 
wenn man semen Koeffizienten solche Konyeigenzbedmgungen auf- 
erlegt, daB em Wegstreichen daduich ausgeschlossen ist, wie z B erne 
Kocbscbe Noimaldeteimmante nach Wegstieichung emigei Zeilen den 
Typus dei Kochschen Noimaldeteimmante verlieit odei em vollstetiges 
Gleichungssystem lm Smne yon Hilbeit nach Wegstieichung emigei 
Gleichungen semen Chaiaktei als solches embu‘Bt Mit diesen Worten 
ist genauei gekeimzeicbnet, was m Ni 2 ubei den Vorzug dei Integial- 
gleichungen zweitei Ait yoi denen eistei Ait angedeutet wurde Wenn 
man abei den Koeffizienten des Gleichungssystems keme deiaitigen 
Bedmgungen aufeilegt, sondern solche, die duich Wegstreichen von 
Gleichungen odei Nullsetzen emigei Unbekannten lhren Typus mcht 
verlieien, wie z B die Beschranktheit lm Smne yon Hilbeit odei lm 
Smne ligendemer andeien Konyeigenzbedmgung ubei die x n) oder wie 
die Voraussetzungen dei Schmidtschen Theone von Nr 19 oder lhier 
Ubei tiag ungen anf andeie Konyeigenzbedmgungen fur die x n , oder 
wie endlich auch die Zeilenfinitheit, so kann man hochstens eiwaiten, 
daB diejemgen Satze gelten, die m der Algebia von m lmeaien Glei- 
chungen fui n Unbekannte uchtig smd 

Die Theone der Systeme yon m lmeaien Gleichungen mit n Un- 
bekannten, soweit sie den Determmantenbegiiff veimeidet, findet ihien 
yollstan digs ten Ausdiuck in dem Theoiem, daB man jedes solche 
System durch emdeutig mvertierbare lmeaie Tiansformation dei Un- 
bekannten und duich emdeutig mveitieibaie lmeaie Komhmation dei 
Gleichungen auf die Normalfoim 

= Vi, , 0>, = Vr 0 ^ ^ 

bnngen kann Das hieizu analoge Theoiem also beweist Toeplitz fui 
die zeilenfiniten unendlichen Systeme, mdem ei fui die Transfoima- 
tionen und Kombmationen ebenfahs nui solche lineare Substitutionen 
zulaBt, deien Koeffizientenmatiix zeilenfimt ist uud die lm Smne zeilen- 
finitei Matrizen — deien Kalkul ubugens leicht zu etablieien ist — - 
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emdeutig mvertieibai smd Fur beschrankte odei andere Systeme, m 
denen der Matnzenbalkul moglick, also das m Rede stehende Pioblem 
fornmlierbai ist 226 J, wo abei die Verhaltmsse wesentlich veiwickelter 
liegeu ? ist em solches eischopfeudes System yon Noimalfoimen bisliei 
mcbt aufgestellfc woiden 

21. Eigentlich singular© Integralgleichungen zweiter Art In 
den Beieicb dei in Ni IS — 20 dat gesteilten Unteisucbungen gehoien 
liuem Wesen nach aucb die Integialgleichungen 2 Ait nnt Kemen, 
die so liocli smgulai sind, daB die Satze dei Auflosungstbeone dei 
Integialgleichungen 2 Art mit stetigen Iieinen mcbt mein geJten, und 
lbie Methoden mcbt mehr anwendbai smd, sie sollen eigentlich sin- 
gula) e Integialgleichungen (mi Gegensatz zu den m Ni 12 behandelten 
„uneigentlich smgulai en“) keiBen Dei Ubergang zu unendliclivielen 
Vanablen, wie ei nach. den Methoden yon Ni 15 durchfulnbai ist, 
laBt erkennen, dafi bei hmieichend gioBei Wiilkur dei zugelassenen 
Keme die besondeie Foirn der Integralgleichung 2 Art lhie wesent- 
liche Bedeutung veilieit Diese Tiansfoimation fuhit namlich stetige 
und nneigentlick smgulai e Integialgleichungen m „vollstetige Glei- 
chungssysteme^ (Ni 16) uber, m deren Xoeffizientenmatnx © + S 
die aus dem Surumanden cp(s) dei Integialgleichung entstehende Em- 
heitsfoim © sich yon der aus dem Integialbestandteil entstehenden 
yollstetigen Foim $ klar abhebt, demgegenuber fallt bei eigentlich 
smgulai en Integralgleichungeu die dem Integialbestandteil entspie- 
chende Form S mcht ruehi vollstetig aus, und das Gleichungssystem 
hebt sich aus den Systemen dei m Nr lN — 20 behandelten Ait mcht 
mehr besondeis heivoi DemgemaB smd allgememe Auflosungstheoreme 
nach Ait der Fiedholmschen hier mcht zu erwarten 226a ), m der Tat 
liegen auch nui Anssagen ubei besondere Typen solchei eigentlich sm- 
gulai en Integialgleichungen yor Die unbekannte Funktion wird dabei 
m den meisten Fallen stetig odei doch wenigstens yon hornet gentem 
Quath atmtegi al angenommen, entsprechend dei m Ni 18, 19 vei- 
wendeten Bedmgung konveigentei Quadrat sum me, andere Funktionem 
klassen weiden m Nr 24 b zu beiucksicktigen sem 

a) Die eiste hieihm gehonge Giuppe von Unteisucbungen bezieht 
sich auf die Auflosung dei sog Integralgleichungen 3 Art 227 ), 

226) j E Helhnger und 0 Toephtz l64 ), § 8 

226a) Die allgememen Losbaikeitsbedmgungen von Nr IS, 19, msbeson- 
dere Nr ISb, 3 hat H TFei/Z CG7 ), p 283 If gelegentlicb auf Integralgleichungen 
ubertragen 

227) D Hilbert, Gott Nachr 1906,5 Mitteil ~ Giundzuge, Kap XYbattedas 
Problem der Eigenweittheorie dieser Integralgleichungen hehandelt, s Nr 38 b, 1 
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das sind Gleicbungen der Foim 

b 

(1) ^(s)9>(«) - \f Hs, t)<p(t)dt = f( 8 ), 

a 

wo A(s) ini Intervall a<^s<^b Nullstellen besitzt, wain end l(s, t) 
stetig ist Die Tiansfoimation ijj (s) = A (s) cp (s) fubit sie m erne 
Integialgleicliung 2 Ait; rait dem an den Nullstellen von A(t ) smgu- 
l«n en Kem 7i(s, t) Jl(7) ubei _Z7 Picaid 22S ) liat solcbe Gleicliungen 
fui den Fall bebandelt 7 daB ./l(s) von eyster Oy chmng an Stellen vei- 
sckwmdet, an denen t ) melit veiscbwmdet Sem Verfabren be- 
stebt, fur den typiscben Fall 

b 

{£) <K S ) — = wo & < 0 < &, 

a 

ausgespiocben, darm 7 daB er entsprecbend emer Hilbeitscben Appioxi- 
mationsmethode (vgl JSTi 12 b) die Gleicbung (2) duicb eme Integral- 
gleichung nut endlicliem (abteilungsweise stetigem) Keme annabert 

(2a) < p(s)—X 4 - cp (t) cl t — cp(t) dt — f{s), wo { 0 < 

a i] ' 

Indem ei auf diese die Fiedbolmscben Foimeln anwendet nnd alsdann 
c 7 7 ] so gegen 0 konveigieien laBt, daB log— emen endlicben Grenz- 
weit (7=4=0 bat 7 zeigt ei untei dei Voiaussetzung ernes analytischen 
Kemes k(s,t), daB die Losung <p(s) von (2a) gegen eme gebiocben 
lineal e Funktion von G konveigieit, die — m dem duicb den Gienz- 
ubeigang bezeiebneten Smne — (2) genugt Ei nnteisucbt fernei die 
Werte von X, fur die speziell (pit) t bei t — 0 endlicb bleibt [also 
das Integial (2) eigentlicb existieit] nnd zeigt, daB sie die Nullstellen 
emei gewissen ganzen ti an szendenten Funktion smd 22fl ) Ch Platney 230 ) 
bat diese Untei suebungen auf Nullstellen bobeier Oidnung yon ^i(s) 
und auf Systeme von Integialgleicliungen ausgedebnt Im Zusammen- 
bang damit steben Betneikungen von E Piccud 228 ) 7 T Lalesco 2 ' 1 ) und 
G Julia 2 ' 111 ) uber Integialgleicbun gen mit komplexen Integiationswegen 

228) E Picciid, Palis C R 150 (1910b p 489—491, 152 (1911), p 1545— 
1547, 153 (1911), p 529—531,015—617, Ann £c Norm (3) 28 (1911), p 459—472 

229) Erne andere Herleitung der Picaidschen Resultate beL G Fiibini, Rom 
Acc Line Rend (5) 21 t (1912), p 325—330 

230) Ch Plainer, Pans C R 154(1912), p 808-811, 156 (1913), p 1825— 
1828, 157 (1913), p 28—31, 162 (1916), p 118—120, femei zusammenfassend 
m D<5 ), Chap V 

231) T Lalcsco, Literatui A 6, p 117 If 

231a) G Julia, Pans C R 172 (1921), p 1279-1281 
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b) Vielfacb bebandelt woiden smd weiteibm gewisse Integial- 
gleicbungen 2 Ait mit Kemen, die wie etgfs — t) unencllicli 
weiden, und die sick aus Problemen dei Funktionentbeone (kon- 
foime Abbildung von Grebieten mit Ecken) und anderen Randweit- 
aufgaben ergeben, dabei wild fui die Integiale ubei den Kem stets 
dei Cauchy sche Hcinptivert [z = rj lm Beispiel (2 a)] genommen Dies© 
Untersuchungen geben auf JD Hilbot 232 ) zuiuck, anf Griund der „Re- 
zipiozitatsfonneln“ fui den ctg-Kern (s (2) yon Ni 22 a) erkannte ei, 
da6 sich duich Iteneiung dei Integialopeiation mit emem solcben Kem 
eme Integialopeiation 2 Ait mit stetigem odei uneigentlich singulaiem 
Kem ergibt, und ei konnte so das Pioblem auf eme gewohnlicke 
Integialgleicbung 2 Art zuruekfuhien In andeiei Weise (Ubeigang 
zu komplexen Integrationswegen unter Benutzung des Caucbyscben 
Integialsatzes) bat if Tomcat e 233 ) Kerne der gleicken Ait bebandelt 
F Noethet 2 * 1 ) bat duicb konsequente Ausbildung dei Hilbeitscben 
Metbode und unter Ausfullung emiger m den fiubeien Aibeiten ge- 
bliebenei Lucken 235 ) eme emgebende Theone von Integialgleicbungen 
des Typus 

(3) a(s) c P (s) + f ctg^ + K(s, *)} <p(f)dt = f(s) 

— ft 

entwickelt ; wo a(s), &(s) bmreicbenden Stetigkeitsvoiaussetzungen ge- 
nugen und die Penode 2% baben, a(s) 2 -|- &(s) 2 =)=0 ist , und K(s, t) 
emen stetigen odei uneigentlicb smgularen Kern mit derselben Penode 
bedeutet Ei zeigt msbesondere, daB die Anzablen d , d f der lmear un- 
abbangigen Losungen der bomogenen und dei trail spomei ten bonio- 
genen Gleichung zwar endlich bleiben, aber niebt inebi notwendig 
gleicb sind, und daB lhie Diffeienz d — d' nui von den Funktionen 
a(s) f b(s) und niebt von dem Zusatzkem K(s, t) abbangt, ferner z B ? 
daB Satz 3 von Ni 10 besteben bleibt 

c) Eigentbcb smgulaie Integialgleicbungen mit unendlicben 
Grenzen (ubei die Transformation auf endlicke Gienzen vgl Ni 12d) 

232) JD Hilbeit, Verb d 3 intern Math -Kongr Heidelberg 1904 (Leipzig 
1905), p 233 — 240 — Die Methods ist auf Giund von Hilbertschen Yorlesungen 
zueist veioffentlicht von 0 D Kellogg , Disseit S6 ), p 41 ff und weiterhin ange- 
wandt von 0 ID Kellogg , Math Ann 58 (1904), p 441—456 und 60 (1905), 
p 424 — 433 

233) H Poincare , Literatui C 4, 2 Yortiag — Ygl auch die Behandlung 
ahnlichei spezieller Integialgleichungen bei JK Villat, Pans C ft 153 (1911), 
p 758—761 und Acta math 40 (1915), p 101 — 178 

234) F Noetha, Math Ann S2 (1920), p 42—63 

235) Ygl dazu 234 ), p 46, Fuftn S) und JD Hilbeitj Giundzuge, p S2, FuBn 
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smd gelegentlieh nach speziellen Methoclen behanclelt woiden, msbe~ 
sondeie wenn dei Kem nui you s — t und ahnlichen Ausdrucken ab- 
hangt 236 ) (vgl Ni 14) Eme gioBeie Klasse solchei Integi alglei- 
chungen, deien Kerne liomogene Punktionen ( — l) ter Dimension yon 
s , t sind ; bat nenei dings A G Dixon 237 ) nnteisucbt 

22. Integralgleiclrungen erster Art Momentenproblem Aucb 
die Integi algleichungen 1 Ait 

b 

<i) fx(s, t) cp(t) at = f(s) 

a 

geboien lbiei Natur nach m den Pioblemkieis von Ni IS — 20, wie 
dei Ubeigang zu unendliebyielen Veiandei lichen (Ni 15) nnmittelbai 
zeigt 288 ), aucb biei ist demgemaB keme eigentlicbe Aiiflosungstkeone, 
sondern mu eme Reibe you besondeien Losbaikeitskiitenen und Lo- 
sungsfoimeln sowie Yon Resultaten ubei spezielle Gleichungen voi- 
banden Je staikeien Stetigkeitsfordei ungen K(s, t) unteiwoifen wild, 
um so mebi verengt sieli naturgemaB dei Beieicb der Funktionen f{s), 
fui die (1) etwa durcli em stetiges cp(b) losbai 1 st 239 ), eist Gleichungen 
(1) mit eigentlicb smgulaien Kemen konnen untei Umstanden m deni 
Uinfang wie legulaie Integi algleicbungen 2 Ait losbai sem 24 °) Fur 
die unbekannte Funktion gilt das am Ende dei Emleitung you Ni 21 
gesagte 


21b) E v Egeivanj l05 ), G Andteoh , Rom Acc Line Rend (5) 2 (1917), 
p 289 — 295,531 — 538 (spezielle vou as — (It abhangige Kerne fur kleme Paia- 
meterweite) — J E Littleuood, Pioceed Cambr Phil Soc 21 (1922), p 205—214 
lbst eme homogene Integralgleichung, deren Kern der Integralloganthmus von 
I s — *1 (—00 <s, £< + 00 ) 1 st, G H Hcudtju E G Titchmaich, London Math 
Soc Proc (2) 23 (1924), p 1 — 26 behandeln weitere verwandte Beispiele — Anders- 
artige aus Diffeienzialgleichungen entstehende Beispiele bei P Humbert 263 ) 

237) A C Dixon, London Math Soc Pioc (2) 22 (1923), p 201—222 

238) Die oft gemachte Bemeikung, daB (1) aus der Integralgleichung 
2 Ait mit dem Parameter X (Nr 11c) 1 m Grenzfall l-*oo entsteht, eigibt fui 
lhre Behandlung kemerlei Nutzen, da X — 00 eme wesentlich smgulare Stelle 
dei Losungen der Integi algleichung 2 Ait 1 st 

239) Emige Bemerkungen m diesei Richtung zusammengestellt bei H Bate- 
man, London Math Soc Pioc (2) 4 (1906), p 90—115, Ibl— 498 Pur spezielle 
Keine vgl auch&f M 0 I 101 ovilxl, Bull Jugoslav Acad , math -phys K1 6 — 7 (191b 1 , 
p 73—88, Rada Jugoslav Acad. 215 (1916), p 26 

240) Denn damit z B (1) fur jedes f(s) mit konvergentem Quadiatintegral 
eme Losung derselben Eigenschaft hat, muB die Koetfizientenmatns des ent- 
sprechenden unendhehen Gleichungssystemes eme beschrankte Reziproke besitzen, 
und das ist nach dem Toephtzschen luiteiium (Ni IS b, 3) sichei nicht der Pall, 
wenn sie \ollstetig, msbesondeie also, wenn K(s,t) stetig oder uneigentlich sin- 
gular 1 st 
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a) Grleicliungen mit staik smgulai en Eemen Diesem 
Typus gelioit ernes clei altesten Beispiele emei nut lkiei Losung be- 
kannten Integialgleiehung 1 Ait 8 an, die Foiuietsche Doppdmtegxxl- 
fo)mel 2il ) (6) von Ni 4 Hiei liegt nock die Besondeiheit voi, daB 
dei Kein cos2je$£ syinmetrisch ist, nnd die Losung drnck erne Inte- 
gialgleieknng mit genau dem gleicken Kerne gegeben wild [d k lm 
Gebiete dei nnendhckvielen Veiandeilicken entspuokt deni eme sym- 
metnseke Foim, die nut lkiei Rezrproken identisck, also oitkogonal 
1 st 212 )] Analoge Formeln sind aus der Tkeone dei Besselschen nnd 
veiwandten Funktionen bekannt 2 * 3 ), nnd sie sind neuerdmgs anck unter 
dem foimalen Ge&icktspunkt dei Tkeone dei Integialgleichungen mekr- 
fach behandelt worden 244 ) 

Eine aknlicke Formelgiuppe spielt in den Anwendungen der Inte- 
gialgleichungen eme gioBe Rolle, die sog Hilbet tschen Renpnozitats- 
fcnmeln fat den ctg -i&/n 2J5 ), m denen dei an emei Stelle des endhclien 
Integrationsmtei valles von dei Lange 2# von 1 Oidnung iinendhche , 
sonst stetige und penodische symmetnseke Kem ctg auftntt 

+ it 4- T 

/( s ) = hf at s s ^- t( p( t ) dt + 

v(s) = g 1 ^ f(t)dt + ~J ) bo dt 

— t — 71 

Diese Gleichungen losen sick gegenseitig auf, wenn die Integiale als 
Cauchyscke Hauptweite aufgefaBt weiden und /($), <p(s) stetige Funk- 
tionen dei Penode 2 71 sind 216 ) Die Rezipiozitatsfoimeln sind m vei- 

241) Uber dieses und andere altere Beispiele von Integralgleichungen 1 Art 
vgl Encykl II A 11, Pinchcrle, Nr 28, 2D 

242) Yon diesem Gesicbtspnnkt aus behandelt H TFe?/Z B06 j, § 4 — 6 diese 
und ahnliche Formeln, \gl auchiT Weyl, Jahiesb Deutsch Math -Yei 20 (1911),. 
p 129 — 141, 339 

243) Ygl auBei 241 ) H Hankel, Math Aim 8 (1S75), p 471 — 494 

244) H Bateman , Math Ann 63 (1907), p 525—548, § 1, Mess of Math 
41 (1912), p 94 — 101, 180— lb4, G H Haidy, ibid 42 (1912), p 89—93, L Pisati , 
Paleimo Rend 25 (1908), p 272 — 282, 31 Plancherel, London Math Soc Pioc (2) 
24 (1925), p 62—70 

245) Zueist nach Hilberts Yoilesungen veioffentlieht bei O _D Kellogg y 
Dissert 35 ;, p 17 ff und Math Ann 58 2S2 ) Ygl auch D Hilbeit, 2 Mitteil 
(iott Nachi 1904 = Grundzuge, Kap IX, p 75 f und 3 Mitteil Gott Nachr 
1905 = Grundzuge, Kap X, p 84 ff 

246) Ausdehnung auf unstetige Funktionen bei O D Kellogg , Bull Amen 
Math Soc (2) 13 (1907), p 168 — 170, A Plessnet , Disseit Giefien 1923 (Mitteil. 
math Sem GieBen X), 36 S , § 1 
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schiedenei Weise auf andere von 1 Oidnung nnendliclie Kerne aus- 
gedehnt woiden 247 ) 

Kennt man fui emen nnstetigen Kem erne solche Rezipiozitats- 
formel, so kann man, wie D Hilbett und nn AnschluB an lhn 
0 D Kellogg fui eine Reilie von Fallen dm chgefah.it hat 245 ), auch 
Integialgleichungen 1 Ait nut Kemen, die sieh von jenem unstetigen 
Kem nui um emen additiven stetigen Kem nnterscheiden, unschwer 
auf Integialgleichungen 2 Ait mit stetigem Kern zuiuckfuhien Ahn- 
lich hehandelt H Pouicate* 18 ) Integialgleichungen 1 Ait roit unend- 
lichem Integiationsmteivall und Kemen ; deien Unstetigkeit vom Typus 
c ist ist, duich Anwendung del Fouueiscken Integralfoimel 

b) Losbaikeitskiitenen In emei Reihe von Untersuchungen 
weiden Kutenen fui die Losbaikeit dei Integialgleichung (1) mit 
stetigem odei uneigenthch smgularem Kern untei dei V oi aussetzung 
gegeben, daB die von E Schmidt emgefuhiten, sog adjungieiten Eigen- 
funktionen <p n (s), und zugehongen Eigen weite X n von K{s, t) 

(s Ni 36 c) bekannt smd Nachdem G Law icella, 219 ) daiauf hmge- 
wiesen hatte, daB fui die Existenz emer Losung von (F) nut konvei- 
gentem Quadnitmtegial die Konvetgem dei Quad* atsumme 

oo b 

2 A » CM®) V’‘( s) t7s )" 

n = 1 a 

notuendig ist, hat E Ptcmd 2 ™) aus dem Fische) -Bicszschen Satz 
(s Ni 15 d) geschlossen, daB diese Bedmgung auch liimeicht , um die 
Exisfenz wenigstens einei samt lhrem Quadrat lm Lebesgue schen Sinne 
integiieibaien Losung zu gaiantieien, voiansgesetzt, daB die em 

vollstandiges Oilhogonal system bilden, andemfalls tntt als weiteie 
Bedmgung die OithogonaliUt von f(s ) zu alien &amt lhiem Quadrat 
integiieibaien Nullosungen dei tianspomei ten homogenen Gleichung 

247) 0 D Kellogg , Math Ann 58 232 ), H Vzllat , Pans C R 166 (1018), 
p 981—984 und Darb Bull (2) 43 (1919), p 18— 4h — Vgl auch die veiwandten 
Fonneln bei Cf II Hcudy, Mess of Math 51 (1924), p 135— L42, 51 (1924), 
p 20—27 sowie in dei daselb^t zitieiten Liteiatur 

24b) H Poinccac, Pans C R 148 (1909i, p 125—126, Acta math 33 *"», § 5, 
Literatur C 4, 1 Vorti , p 7—10 Im selben Zusammenhang fuhrt er die gleiche 
Integralglcichung lur das Inteivall 0^£<2:c, deien Bestehen mdes^en nur fui 
ganzzahhge Weite von •> gefoideit wird — also em nach Nr 22 d gebonges 
Pioblem — durch Anwendung der Founerschen ReihenentwicUung ant ein un- 
endliches lmeaieB Gleichungssystem zuruck 

249; G Launcella, Rom Acc Line Rend (5) 17 t (1908), p 775—786, 17_ 
(1908), p 19 1—204 

250) E Picard , Pans C R 148 (1909), p 1503—1568, 1707—1708, Paleimo 
Rend 29 (1910), p 79—97, vgl auch Pans C ft 157 (1913), p 813—814 
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J K{s y t) %(s) ds = 0 hmzu 251 ) — Andeie Foiinen der Losbarkeits- 

a 

kiitenen, auch uuter andeien Bedinguugen fui q>(s\ die den m Ni 18, 
19, 20 angegebenen entspiechen, haben sich aus den m d) wiedeizn- 
gebeuclen Ubeilegungen eigeben 252 ) 

c) Besondeie Integi algleicliungen 1 Art smd von emzelnen 
Autoien nacb spezieJlen Methoden gelegentlich vollstandig gelost 
woiden Als geeignetes Hilfsmittel eiwies sich dabei vielfaek die 
Methode der komplexen Integi ation 203 ), besonders heivorznkeben ist 
die Losung dei Integi algleicknng mit dem Abelsclien Kem (s — t)~ a 
ini Intel vail (0,1) dm eh T Ca)leman 2U ) Auch Reikenentwicklungen 
smd m emzelnen Aibeiten heiangezogen woiden 255 ) — Systeme von 

251) G Lauucella , Rom Acc Line Rend (5) 18 2 (1909), p 71 — 75, 20 x (1911), 

p 528—536 — Andeie Beweisanordnungen und Umformungen diesei Knterien bei 
L Amoroso, Rom Acc Lmc Rend (5) 19 A (1910), p 68—75 (vgl Ni 22d 208 )), 
H Bateman, Me38 of Math 39 (1910), p 129 — 135, J Mollenip, Pans 0 R 150 
(1910), p 313— 315 = Palermo Rend 29 (1910), p 378 — 379, C Seveuni, Rom Acc 
Line Rend (5) 2S l (1914), p 219—225, 315—321, L Silla, ibid p 600—607 Uber- 
traguug aut Systeme von Integralgleickungen 1 Art bei L Silla 257 ) — Herleitungen, 
die nut der Begumdung der Satze uber adjnngierte Eigen funktionen (s Nr 30 c) 
verknupffc smd, geben A Veigeno, Rom Acc Line Rend (5) 24 t (1915), p 1199 — 
1205,24, (1915), p 185—190,513—519,610—616, Palermo Rend 41(1916), p 1—35, 
42 (1917), p 285—302, J Mollenip, Mat Tidssknft 19 (1923), p 47 — 53 — 

Weitere, mehi founale Bemeikungen ubei die Auflosung gewisseL Integralglei- 
ebungen 1 Art lm Zusammenkaug mit der Eigemverttheone bei H Bateman , 
Mess of Math 38 (1908), p 8—13,70—70, 39 (1909), p 6—19, 182—191 , A Verge) io , 
Rom Acc Line Rend (5) 23 2 (1914), p 385—389, J? J Darnell, ibid 25 4 (1916), 
p 15—17, vgl auch K Bop off , Pans C R 157 (1913), p 1395—1397 und die 
Bencktigung dazu von A Verge) io, Lomb Ist Rend (2) 47 (1914), p 172 — 176. — 
Eme Anwenclung des Lauricella-Picardscken Kritenums auf Integralgleichungen, 
deren Kem emeu Parameter enthalfc, gibt G Wiaida, Dissert Mai burg 1915, 63 S 

252) Dmckgefuhrtmsbesondere heiP Biesz 2b 4 ), § 12—13 (vgl auch Ni 24 b) 
und bei JE Htlly ib& ), § 10 fur Integralgleichungen mit Stieltjesschen Integralen 

253) H Bateman, Math Ann 63 244 ), § 2, C Cailler, Arch Sc pbys et nat 
Geneve 38 (1914), p 301 — 328 — Vgl auch die durck Anwendung der Laplace- 
schen Integi alcransfoimation auf gewisse gewohnliche und paitielle Differenfcial- 
gleichungen entstelienden Losungsformeln besonderer Integralgleichungen bei 
S Pmcheile 3 - 1 ) und P Humbert, Ecbnb Math Soc Proc 32 (1914), p 19—29, 
33 (1915), p 35—41 

254) T Carleman , Math Ztschi 15 (1922), p 111 — 120 

255) G Bunge, Math Ann 75 (1914), p 130— lo2 [Kern l(s — t) lm Inter- 
vail (— oo, -f oo), formale Losung durch Reihen Hermitescher Polynome], vgl 
dazu W Kapteyn, Amst Akad Versl 23 (1914), p 49 — 59 und L Crijns, Nieuw 
Arch Wisk Amsteidam (2) 13 (1919—20), p 292—294 — F Tncomi, Palermo 
Rend 46 (1922), p 357—387 (ubeiall endlicher Kein auf geschlossenei Flache als 
Integrationsbereich) 
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Integi algleichungen 1 Ait smd beliandelt bei Ch Plat) le 7 25G ), L Sillct 257 ) 
und C j E Weatlmlum 102 ) 

d) Das Momentenproblem Dem Wesen nach aquivalent mit 
dei Losung dei Integi algleichung 1 Ait ist das Problem dei Bestim- 
mung emei Funktion cp(s) diuch abzahlbai unendlichyiele lmeaie 
Integi albedm gungen b 

(3) 9*00 dt = C n ( w = )> 

a 

wo die gegebene Funktionen, die c n gegebene Konstante smd, 

an Stelle des kontmuieihch yeiandei lichen Paiameteis s m (1) tntt 
hiei also der ganzzalilige Paiaxnetei n Dei Ubeigang yon (1) zu (3) 
laBt sicb wie in Ni 15 nut Hilfe ernes yollstandigen Oithogonal- 
systems nnmittelbai beweikstelligen 258 ), nnd ebenso kann man yon 

(3) zu unendlichyielen Gleichungen mit nnendliclmelen Unbekannten 

(Nr 19, 20) ubergeben [ygl 218 )] Fui den Fall, daB die l n (f) gleich den 
Potenzen V 1 " 1 sind, ist das Pioblem (3) lange voi dem Entstelien der 
Theone dei Integi algleickungen behandelt woiden (s Encykl II All, 
Pmchetle , p 805) und namentlicli yon T J Sheltjes 259 ) als Momenten - 
poblem zum Gegenstand emer klassiscben Enteisuehung nn Zusammen- 
hang mit der Tkeone der Kettenbiuche gemacht woiden Stieltjes 
betiachtet das Integi ationsmtervall (0, cx>) und fiagt nur nach mclit- 
negahven Losungeu cp(t)^> 0 und allgememer nach monotonen Funl- 
tionen welche — die Integi ale lm Stieltjesschen Smne yerstanden 

(s Encykl II C 9b, Ni 35(1, Montel- Rosenthal) — den Gleichungen 
genugen oo 

(4) / t n d QHt) = c. in = 0, 1, 2, ) 

0 

Notwendige und hmreichende Bedmgung fui die Existenz emei mono- 
tonen Losung ist die Positivitat der Deteimmanten C H und C' L der 

7i — l n— 1 

quadiahschen. Foimen JEc v+q x p x q mid JSc p+q+1 & p x q) die Losungeu 
weiden aus der Integi aldaistellung dei zu dei PotenzieiheJ^( — 1)" V” -3 


256) Ch JPlatnc) cs ), note II 

257) L Silla, Horn Acc Line Rend (5) 22, (1913), p 13—20 

258) Daiauf beiuht die Behancllung der Integralgleichungen 1 Art bei 
L Amorobo 204 ) 25 *) sowie bei Ch Muntz, Math Ann 87 (1922), p 139—149, § 1, 2 

259) T J Stieltjes, R^cherches sm les fractions continues, Pans C R 118 
(1894), p 1315 — 1317, 1401 — 1403, Mem sav etiang Pans 32, Nr 2, 197 S 
== Ann Fac sciences de Toulouse 8 (1894) J , p 1—122, 9 (1895) A, p 5—47 — 
Uber die Bedeutung diesei Untersuchungen fur die Theone der quadratischen 
Formen unendlichvielei Veianderlichei vgl Nr 43 c 
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gehongen Kettenbruche gewonnen Unter Veiwendung dei seithei m 
dei Kettenbruchtheone entwickelten Hilfsmittel hat E Ecimlwge > 26 °) 
das gleiche Piohlem fur das Integrationsinteivall ( — co, -|- oo) gelost 

+ oo 

(5) ft n d 0(i) = c n 0 = 0, 1, 2, ) 

— oo 

Notwendig und himeiekend fui die Losbarkeit ist C n > 0, bezeichnet 

71—1 

C" die Deteimmante tier Foim + q & p cc q , so ist die Losung im 

Pt ? = - 

wesentlichen emdeutig bestmunt (derart, dafi zwei Losungen an alien 
Stetigkeitsstellen ubei emstimmen), wenn lim (C n C") = 0, ist diesei 

71 = OO 

Limes > 0, so gibt es unendlichviele wesentlich veisclnedene Losungen 
M JRiesz^) hat die gleichen Resultate ohne explizite Benutzung der 
Kettenbruche heigeleitet und erweifceit, indem er die algebiaischen 
Eigenschaften dei durch (5) gegebenen Funktionalopeiation, die jedem 
Polynom x 0 + -f- + x n t n die Zahl x 0 c Q + (c^c x + + ^ 71 c w 

zuoidnet 3 schaifer unteisueht und den Gfienzpiozefi n — > oo ausfuhit 
Andere Darstellungen unter Benutzung der Eigenschaften analytischer 
Funktionen haben B Nevanlmna 262 ) und T Cculeman 263 ) gegeben 
Das allgememe Pioblem (3) hat F Riesz 261 ) genau mit den Me- 
thoden behandelt, die er spater (Hi 20 c) auf unendlichyiele Glei- 


260) JS Hanibuige i, Uber eme Eiweiterung des Stieltjesschen Momenten- 
problems, Sitzungsber Bayr Akad , Math phys K1 1919, p 381 — 393, Math 
Ann 81 (1920), p 235—319, 82 (1921), p 120—164, 168—187 

261) M Riesz, Snr le probleme des moments, Aik f Mat 16 (1921), Nr 12, 
23 S , Nr 19, 21 S , 17 (1923), Nr 16, 52 S — Die dntte Arbeit enthalt eine von 
den ersten beiden na Gedankengang unabhangige Begrundung, die von einer 
begrifFlichen Ausdehnung jener Funktionaloperation auf beliebige Funktionen 
ausgeht 

262) R Nevanlmna, Ann Ac Scient Fenn A 18 (1922), Nr 5, 53 S 

263) T Carleman, Paris C R 174 (1922), p 1527—1530, 1G80— 1682 

264) F Riesz , Math Ann 69 (1910), p 449 — 497 — Den Fall quadiatisch 
mtegnei barer <p(t) hat L Brand, Ann ol Math (2) 14(1913), p 101 — 118 nach dem 
Mustei dei Bocher-Br andschen Darstellung 213 ) des F Schmidtschen Auflosungs- 
verfahrens von Nr 19 behandelt, vorher hatte beieits L Amoroso, Ann di mat 
(3) 16 (1909), p 123 — 140 durch Anwendung des Orthogonalisierungsverfahrens 
auf die l n (t) emige Resultate m diesei Richtung gegeben, sachlich identisch da- 
nnt ist die Methode von Ch Muntz 258 ), vgl auch J Talenala, Tohoku math J 
23 (1923), p 167 — 196 Fernei smd hier die Untersuchungen von W Stelloft, 
Mem Ac Imp Petersbourg 32 (1915) zu erwahnen Das Pioblem (3) mit Neben- 
bedmgungen fur cp(s) hat welter untersucht S Kaleya , Tohoku math J 4 (1911), 
p 186 — 190, 8 (1915), p 14—23, Tokyo Math Ges (2)8(1916), p 83 — 102, 
408—420, (2) 9 (1918), p 93—100 
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chungen nnt unendlichyielen Unbekannten angewendet hat, ei findet 
als notwendig und hnneichend fur die Existenz emei Losung <p(t), 

b 

fur die J*\cp(t)\ a dt (un Lebesgueschen Smne) existieit, die Existenz 

a 

emei Zahl m deiart, daB fui jedes ganzzahlige n und beliebige Weite 
> lt n _±_ bn. a 

( 6 ) 


2 u p c * r 1 ^ m f 1 2 u p i p ® 


a — 1 


dt 


P — 1 a p = l 

Darubei hinaus haben F Riesz~ 6b ) und nach lhm E Helly 266 ) untei 
Veiwendung des Stieltjesschen Integralbegnffes die Losbaikeit dei 
Gleichungen b 


co 


fijt)dm = c n 


( n — ) 


durcli Funktionen bescIncinUe > Schwanhmg unteisucht und m der Exi- 
stenz emer Zahl m gemaB 

n n 

1 ^ u P c p I ^ m Max 1 2% K{t) | 

p= 1 a^l^b p = 1 1 

fiu jedes ganzzahlige n und beliebige ii ly , u n die Bedmgung der 
Losbaikeit eikannt 

23. Neuere Untersuchungen uber lmeare Volterrasche Integral- 
gleichungen 267 ) 

a) Als Yoltenasche Integi algleichungen bezeichnet man 
[vgl Ni 3, Ende 17 )] solche Integi algleichungen, m denen die obere 
Integi ationsgienze gleich dei fieien Yeiandei lichen s des Keines ist 
odei — allgememei — in denen die Gienzen yon s abhangen J Lr 
Roux 18 ) und V Voltcna 5 ) 19 ) gmgen yon dei Integralgleichung 1 Ait 
dieses Typus aus , 

(1) g(s) =J N(s, t)<pit)dt, WO£|(0) = 0 7 

o 

und bemeikten, daB man sie dui eh Diffeientiation m die Gestalt 

(2) </(s) = N(s,s)cpis)+f^^'p(t)dt 


265) F BiCSZ, Pans C R 149 (1909), p 971—977, 150 (1910;, p 674—677, 
Ann Ec Noim (3) 28 (1911), p 33 — 62, es ergeben sicb auch Bedmgungen fui 
die Existenz monotonei Losungen — Vgl auch S Kalceya, Tohoku Sc Rep 4 
(1915), p 3C1— 372, 6 2 (1916), p 127—134 

266) E Helly , Wiener Ber II a 121 (1912), p 265—297 

267) Eme ausfuhrhcheie Bekandlung dieser Gleichungen findet man in fol- 
genden Lehrbuchern T Lcilesco, Literatur A 6, p 5 — 18, 103 — 111, V Volterra, 
Liteiatur A 9, p 34 — 101, G Vivanti, Literatur A 10, p 56 — 99 
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umsetzen kann, falls g(s) und N(s,t) stetig diffeienzierbar sind I s 
N(s, s) ]> m > 0 ini ganzen in Betraclit gezogenen Inteivall 0 ^ s ^ 
so liegt hienn eme (Voltenasche) Integialgleichung 2 Ait mit st e 
tigem Kem K(s } t) yoi s 

(3) f(s) = cp (s) +J K(s, t ) cp (f) dt, 

0 

und Le Roux 18 ) and Volley) a 19 ) zeigten, daB die Losnng emei solcb e:i 
Gleickung emdeutig bestimmt xst und diuck die m 0 5 < b gleid 1 

maBig konyeigente Entwieklung naeli iteiieiten Kemen gehefert wnd 2GS ^) 

00 & 

(4) <p (s) = f{s) + 2 f& n) i s > 0 AO d t , 

n — 1 0 

die Defimtionsfoimel dei iteiieiten Kerne [vgl (1) yon Ni 11] umii* 11 
hiei wegen dei besondeien oberen Gienze die Gestalt an 

(4a) i)=J" r)K(r, t) di (t s, n — 2 ; 3 ; 0 

t 

und kieiaus ergibt sicli unmittelbar ; falls \K($,f)\^M ist ; die die 
behauptete Konragenz gewalnleistende Abscbatzung 269 ) 

(4 b) 

Die fmlieren Aibeiten ubei Voltenasche Integralgleichungen, die 
yoi dei Fiedholmschen Entdeckung entstanden smd, smd m Encykl 
II A 11, S Pmclieile, Ni 30,31b lefeneit, ubei die Bedeutung dei 
Volteiraschen Integialgleichungen in der Entstekungsgeschiehte dei 
allgemeinen Integialgleichungstheone Ygl Nr 3 ; 4 dieses Aitikels ESs 
bleibt hiei nock uber eme Reihe neuerei Untersuckungen zu benchten, 
die die Eigenart der Volteiraschen Integialgleichungen gegenuber dem 
allgemeinen Typ nach verschiedenen Richtungen hm betielfen 

b) Diese Untei snehungen bezieken sick m erstei Lime auf das 
Veihalten de) Losnng m dei TJmgebung dei Stelle s — 0 ; die bei der 
Voltenaschen Integialgleichung naturgemaB eme besondeie Rolle 

268) Man kann das zui Reihe (4) fnlirende Verfahren der sukzesfliven 
Approximation auch obne den Ubergang zu (2) direkt auf die duich geeigneto 
andere Kunstgriffe umgefoimte Gleicliung (1) amwenden, s P JBurgatti, Roxn 
Acc Line Rend (5) 12, (1903), p 443—452, E Picaid , Pans C R 139 (1904), 
p 245—248 Andererseits kann man von (1) auch. durch partielle Integration zu 

0 jyv s f) 

einer Integialgleichung 2 Art mit dem Kern — A ■--- und dem unbestimmten 

dt 

Integral von cp als unbekanntei Funktion ubergehen [vgl V Volte? ra 5 ), 1 Note]. 

269) Anwendungen dieser Abscbatzung anf die approximative Losung Vol— 
terraBcher Gleickungen bei A Viterbi , 1st Lomb Rend (2)45(1912), p 1027 — 1060. 
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spielt, man mmmt dahei meist die gegebenen Funktionen als analy - 
tische Funktionen homplexet Veiandeilickei nnd bestimmt cp(s) in der 
komplexen Umgebung yon s = 0 27 °) So eigibt sicli unmittelbai ans 
der in a) angegebenen Entwicklung das FoKm asche Re suit at 5 ) 19 ) 
Smd g(&), N(s } t) bei 5 = 0 bzw s = t — 0 legulai analytiseli und ist 
N(0, 0) 4= 0, so hat (1) eme emdentig bestimmte legulai analytische 
Losung cp(s) in dem gioBten Kieis um 0, mneilialb dessen keme 
Nullstelle von N(SjS) und keme smgnLne Stelle von g(s ) und N(s> t) 
hegt Die Bebandlung des Falles N(0, 0) = 0 — die entspiechende 
Integi algleicb ung zweitei Ait (3) ist dann singular — ist untei gewissen 
emschrankenden Voiaussetzungen von V Yoltci) ct 2n ), JE Eolrngi en r ' 2 ), 
T Lalesco 27S ) durchgefuhit woiden, als Hauptresultat sei folgencles 

ii 

angefuh.it Smd 5”” -1 t v die Gliedei niedeistei Dimension m der 

i=0 n 

Potenzentwicklung von N(s, t) und ist = lim s~ n N(s, s ) 0, so 

v = 0 s = 0 

hat (1) dann und nui dann erne bei 5 = 0 endliche Losung, wenn 
#( 5 ) samt semen eistcn n Ableitungen bei 5 = 0 verschwmdet und 
wenn die „chaiaktenstische Grleichung“ 

(5) A 0 (X - l)" 1 + A t (A - 2)-* + + AJ(k -n- 1)-* = 0 

lautei Wurzeln l mit positiv leellem Teil hat, hat sie andere Wuizeln, 
so tieten entspiechend viele gleiehaitige Losungen der zugehongen 
homogenen Gtleichung auf Man gewmnt diese Satze am bequemsten 
durch ein Yeifahren dei sukzessiven Approximation 273 ), das von emer 
duich wiedeiholte Diffei entiation (bzw erne analoge Integi alopeiation) 
aus (1) gewonnenen lineal en Diffei entialgleichung vom Fuchsschen 
Typus ausgeht, deien determimeiende Grleichung bei 5 = 0 (5) 1 st 

n 

Den Ausnahmefall J %A V = 0 hat eist J Horn 2U ) wemgstens fui n — 1 

1 = 0 

erschopfend untei sucht, hiei hat die entspi echende Diffei entialglei- 
chung eine Stelle dei Unbestimmtheit, und demgemaB bestimmt Horn 

270) Eine mit dei E SchmidtBtihm Methode (Nr 10 a) verwandte Metbode 
zur Unteiauchung des Veikaltens in der Nake andeier Stellen, als dei in dei 
unteren Grenze anftietenden, bei L Oilando, Rom Acc Line Rend (5) 24 x (1915), 
p 1040—1041 

271) V Voltena 5 ), 3 und 4 Note 

272) E Holing) mi, Bihang Sven Ak Handl 25 x (1899), I, Nr 3, 19 S , Upsala 
nova acta (3) 20 (1899), 32 S , Torino Atti 35 (1900), p 570 — 580 

273) T Lctlesco, Tbfese 17 ), 1 P, Ni 5—8 

274) J Horn , J f Math 140 (1911), p 120 — 158 Vgl auch M Wcitanabe, 
Tokyo Matb Ges (2) 8 (1915), p 212—213, TohokuMath J 8 (1915), p 130 — 174, 
10 (1916), p 220—224 



1462 IIC 13 Helhngei-TocpliU Integralgl u G1 mit unendlichv Unbekannten 

das Veihalten dei Losungen dei inhomogenen und homogeuen Inte- 
gi algleichung duich Veiwendung der m dei Theorie dei linearen 
Diffei entialgleichungen gebranchlichen asymptotischen Reihenentwick- 
lungen (vgl Encykl II B 5, Ni 5 ; E Hill) J Horn hat vreiteihm 275 ) 
die Untersuchung yeitieft, indem er die Laplacesche Integi ultiansfoi- 
mation (vgl Encykl II A 11, Ni 16, S Pmcheile ) auf die Voltenasche 
Integi algleichung und ebenso auf Systeme Voltenaschei Integi alglei- 
cbuugen (bzw auf die duich Diffei entiation aus ibnen entstehenden 
Gleichungen) anwendet und so wiederum zu Voltenasclien Integi al- 
gleicbungen kommt, die ei duicli konvei gente Reihen von eifaBbaiem 
asymptotischen Veihalten losen kann, ahnlicb hat ei 276 ) die aus lmeai en 
Diffei entialgleichungen und Diffei euzengleickungen duich die Laplace- 
sche Tiansfoimation entstehenden Volteiraschen Integi algleichungen 
behandelt 

In etwas andeiei Richtung hat Gr C Evans 377 ) die Voltenasche 
Integi algleichung zweitei Ait (3) untersucht Nachdem ei zunachst 
die Gultigkeit der Entwicklung nach iteneiten Keinen auf gewisse nn- 
stetige absolut mtegneibaie Keine ausgedehnt hat 278 ), hat ei auch 
nicht absolut integi lei bai e Iveine m Betracht gezogen und erne 
Reihe yon Bedingungen fur die Existenz einei odei auch mehieiei 
stetigei Losungen angegeben G G Evans 2 ™) hat femei diese Resul- 
tate auf Voltenasche Integi algleichungen 2 Ait mit emei Integiations- 
onenze oo ubeitiagen 

O <D 

c) Verallgem einei te Voltenasche Integi algleichungen 
ISTeben den schon eiwahnten System en mit mehieien unbekannten 
Eunktionen sind auch lm Gebiete dei Volterraschen Integralglei- 
chungen die u bn gen m Ni 13 aufgefnhiten Veiallgememeiungen yiel- 
fach untersucht woiden Es sei hier nui die schon yon V Voltena % ) 


275) J Horn, J f Math 140 (1915), p 95 — 115, Math Ztscln 3 (1919), 
p 265—313, 8 (1920), p 100—114 

276) J Horn, Jahiesb Deutsch Math -Vei 24 (1915), p 210—225,309—329, 
25 (1917), p 74—83, 301— 325, zu den Differenzengleichungen vgl Encykl II C 7, 
Nr 0, p 701, N E NotJund 

277) G- C Evans, Bull Amer Math Soc (2) 10 (1909), p 130—136, Tian& 
Amei Math Soc 11 (1Q10), p 393—413, 12 (1911), p 429—472 

278) Vgl auch die Beraeikungen von W JS Young, Quart J 41 (1910), 
p 175—192 ubei Kerne, die m Lebesguesehem Sinue mtegnerbar smd, weitere 
spezielle Typen singularer Keine bei R d’Adhemar, Atti 4 congr int Roma 1909, 
t 2, p 115-121 

279) G C Evans , Rom Acc Lmc Rend (5) 20 L (1911), p 409 — 415, 
656 — 662 20 2 (1911), p 7—11, C E Love , Trans Amei Math Soc 15 (1914;, 
p 4b7 — 470 gibt andeie Bedingungen. fur diesen Fall 
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behandelte Integralgleichung 1 Art fui Funktionen von zwei Unbe- 
bekannten hervorgehoben 

s a 

(6) ff N(s, (J, t, t) cp(t, t) dtdx = g(s, a) , 

0 0 

aus der durcb zweimalige Diffeientiation eme gemiscbt© Yolteriascbe 
Integralgleicbung 2 Art vom Typus Nr 13, (2j entstebt, diese kann 
auBer durcb die in Nr. 13 b genannten Metboden aucb durcb sukzes- 
sive Approximation, d b durcb passende Yei allgememerung der Ent- 
wicklung nacb Iteneiten bebandelt weiden 280 ) 

Diejemgen Vei allgem emer ungen dei Voltenascben Integralglei- 
cbung (3), bei denen die obere Grenze mcbt s , sondern eme beliebig 
gegebene stetige Funktion h(s ) ist, liefern, falls uberall 0^7i(s)<^s 
ist, nicbts Neues Andernfalls baben sie emen wesentlich andeien 
Cbaiaktei, msbesondere gilt mcbt mebi, daB das Besteben der Inte- 
gialgleicbung m jedem Intel vail 0 s b die Funktion gp(s) in diesem 
Intel vail eindeutig bestjmmt, denn wenn man — bei passendem b — 
<p(s) m den Intel vallen Mm h (s) s 0 bzw & s <1 Max/&(s) will- 
kuilicb wahlt, bleibt eme gewohnhcbe Integralgleicbung 2 Ait fur 
die Werte von <p(s ) lm Intervall 0 <Ls<Lb zuiuck Man wild also 
die Gultigkeit dei Gleicbung fui alle s 0 bzw aucb fur negative 5 
forderu, um zu emem bestimmten Problem zu kommen, sie ist damit 
emer singula) m Integialgleicbung (mit unendlicbem Integration sinter- 
vall) bzw emem System zweier Integialgleichungen [mit den Weiten 
von (p(s ) fiii s^>0 und s 0 als Unbekannten] aquivalent 281 ) Ana- 
loges gilt natuihcb, wenn aucb die unteie Gienze von s abbangt 

Von Gleichungeu dieser Gruppe hat bereits V Volte) ja^) den 
Fall bebandelt, daB beide Grenzen proportional s smd, er fuhrt ibn 
anf den Typus , 

(7) g (s) ($, f]cp(J)di, 

as 

und durcb Differentiation auf die verallgememeite (funktionale) Vol- 
teiiascbe Integialgleicbung 2 Ait 

(8) (p (s) + P(s) cp(as) + f Ii(s, t)cp(t) dt = f(s) 

as 

280) T Lalesco, These 17 ), 1 P , Nr 13, M Mason, Math Ann 65 (1908), p 570 
— 575, T H Gromoall, Ann of Math (2) 16 (1915\ p 119 — 122 

281) Dieser Sachveihalt kommt in tier Mehrzahl dei Arbeiten ubet Pio- 
bleme dieser Griuppe mehr odei wemgei ausdrucklieh zar Geltung, ein Beispiel 
far die Unbestiumitheit der Losung ist vollstandig duichgeiechnet bei P Noth, 
Palermo Rend 46 (1922), p 261 — 264 

282) V Volte) ra, Ann di mat 25 lD ), Art II 
’rw'v'Hnr math Wiws^Ti Ti TT 3 
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zuiuck, die je nacli dem Vorzeicken von a fui 5^0 odei fur s 0 
und s^O zu betiachten ist Erne ahnliclie Integralgleichung, m dei 
nur 0 statfc as als unteie Grenze auftntt, hat fur | a \ < 1 E PicaxP 88 ) 
durch sukzessive Appioximation yoii emei Funktioualgleiehung aus 
gelost, eL hat gezeigf, daB sie unter geeigneteu Voiaussetzungen uhei 
die eingeheuden Funktionen genau eme bei s = 0 stetige Losung be- 
sitzt, T Lalesco 2S4: ) hat diese Metkode auf (7) augewandt Fur ge- 
wisse smgulare Kerne, wie sie aus emei Abelschen Integialgleichung 
entstehen (s Nr 23 d), hat P J B)0ivne^ 8b ) die Gleichung (8) em- 
gehend untersucht und hat msbesondeie gezeigt, daB die Losung eme 
meromorpke Funktion ernes in P(s) und K{s, t) lmeai emgeheuden 
Paiameters l ist Emeu singularen Chaiaktei hat der Fall a = — 1, 
den V Voltena 28 s ) und weiteihm T Lalesco 2SC> ) behandelt hat 

Endhch smd nut ahnlichen Methodeu m emer Reihe von Ai~ 
beiten 2S7 ), zum Teil in dnektei Yeibmdung nut Randweitaufgaben 
hyperbohseher Diffeientialgleichungen, Voltenasche Integi algleichungen 
1 und 2 Art untersucht woiden, bei denen eme oder beide Gienzen 
nicht niehi lmeai von s abhangen 

d) Besondeie Voltenasche Integralgleichuugeu Das 
klassische Vorbild dei Volteriaschen Pioblemstellung , die Abelsche 
Integralgleichung [s Ni 4, (7)], d l die Gleichung (1) mit dem 

283) E Picaid , Pane C R 144 (1907), p 1009—1012 Weitere Losungeu 
dieaer Gleichung, die sich aus anderen Losungen dei Ausgangs-Funktionalglei- 
chung eigeben, haben C Popovici, Pans C R 158 (1914), p 1866—1869 und 
A Myller u V Valcovici , Bukai Bull 3 (1914), p 165 — 171 unteisucht Em 
Eigen wertproblem fui eine solche Integralgleichung bei P Kalh, Rom Acc Line 
Rend (5) 29 a (1920), p 23—25, 84—86, 30 2 (1921), p 85—90,122—127, 295—300, 
405-410, 451-456, 31, (1922), p 245— 24S, Paleimo Rend 47 (1923), p 1—14 
Eme weitere Ver allgem emei ung, in der cp(li(s)) mit gegebenem h (s) statt rp(as) 
auftntt, behandelt A Myller , Pans C R 148 (1909), p 1090—1091 und Math 
Ann 68 (1909), p 75— 10b Vgl aucli die hierhin gehonge Gleichung bei G An - 
dreoh, Rom Acc Line Rend (5) 25, (1916), p 79—84 

284) T Lalesco, These 17 ), 1 P , Nr 10, vgl dazu M Picone, Rom Acc 
Line Rend (5) 19 2 (1910), p 259—265 und G Popovici , Paleimo Rend 39 (1915), 
p 341—344 

285) P J Browne, , Pans C R 154 (1912), p 1289—1291, 1402—1404, These 

(Pans 1913), 146 S = Ann Fac Sc Toulouse (3) 4 (1912), p 63—198 

286) T Lalesco , These 1 '), 1 P, Nr 14 

287) T Lalesco , Pans C R 152 (1911), p 579 — 5b0, Daib Bull (2) 35 (1911), 

p 205-212, M Picone , Palermo Rend 31 (1911), p 133—169, 32 (1911) p 188— 

190, Batt Giorn 49 (1911), p 173-180, G Andreoh , Rom Acc Line Rend 
(5) 22, (1913), p 776-781, 23 2 (1914), p 196-201, Palermo Rend 37 (1914) 
p 76-112, Battagl Gioin 53 ^ (auch G i eichung en, in denen nebenemander 
integiale mit konstanten und \ariablen Grenzen auftreten) 
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singularen Kem (s — t)~ n (n < 1), ist samt lhien unmittelbaien Vei- 
allgememei ungen m Encykl II A 11, Nr 30, S Pmcheyle, behandelt 2SS ) 
Mit Hilfe dei Abelschen Umkehrungsformelii lassen sich Integralglei- 
chungen (1) nut Keinen (s — t)~ n G(s } t), wo G endlicli und stetig 
ist, leicht auf solclie mit endlichem Kem zui uckfulnen 289 J 

In seiner eisten Albeit von 1823 21 ) hat N H Abel femer einen 
Gleichungstyp eiwahnt, der auf erne Yoltenasche Integi algleichung 

1 Ait mit dem smgulaien KernyiY^-^ und den Grenzen as, Is 

hmauskommt, okne jedoch eme Losung anzugeben, ei ist ausfuhihch 
von P J B u>wne m ) duich Ziuuckfulnmig auf eme Integralgleichung 
der Foim (8) sowie m speziellen Fallen von E Holmgyen 291 ) durch 
Potenzentwicklungen, die foimal an Abelsche Gedankengange an- 
schlieBen, bebandelt worden 

Die, meist m ftucksicht auf bestimmte Anwendungen, explizit 
gelosten V olteri aschen IntegLalgleichungen haben dmchweg Keme, 
die Funktionen dei Diffeienz s — t allein smd 292 ) (vgi aueh Nr 14, 
26 a, 3) Ilervoigehoben sei kiei nui die Behandlung dei Integi al- 


288) Der dort angogebcnen Literatur ist noch. lnnzuzufugen C Cailler , Darb 
Bull (2) 23 (1899), p 2b— 48, E Gouisat , Acta math 27 (1903), p 129—131, 
J G Rutgers, Amsterd Ak Versl 22 (1913), p 265 — 272, 24 (1916\ p 557 — 56S, 
A Kienast, Zurich Natuit Gesellsch 62 (1917), p 59 — 66 

289) V Volta ra 6 ), 2 Note, Ann di mat 25 19 ), Art I, E Ricaid 2<3 *) , 
T Laltsco , Thhse 17 ), 1 P , Nr 9 — V Voltena, Rom Acc Lmc Rend (5) 11 342 ), 
Chap VI bebandelt analog Kerne, die fiu s — t loganthmisch unendhch 
v erden 

290) V J Browne, These 28C ) sowie Paris C R 155 (1912), p 129 — 132, 1136 
— 1140, 158 (1914), p 1662—1565 

291) E Holmgren, Ark foi Mat 16 (1922), Nr 15, 20 S 

292) N Hirdkawn , Tohoku Math J S (1915), p 38—41, T Hayashi , ibid 
10 (1916), p 56—59, J TJsai, Batt Giorn 5b (1918), p 209—215, Palermo Rend 
45 (1921), p 271 — 283, J Kaitcky , Umv Masaiyk public Ni 17 (1922), 16 S 
[Kerne (s — tf] — St Mohoi omiic, Jugosl Acad Bull, Math -phys Kl 6/7 (1916), 
p 1 — b, 180, Rada jugosl Acad 213 (191b), p 1, H Bateman, Mess of Math 
49 (1920), p 134—137, T Hayashi, Tohoku Math J 19 (1921), p 12b — 135 (Ex- 
ponent! alfunktion von s — t) — W Kapteyn, Amsterd Akad Yersl 23 (191 ij, 
p 232 — 245, O Tedone, Rom Acc Line Rend (5) 22 l (1913), p 757 — 7b 1, 23 t 
(1914), p 120—126, 473—480, 24 L (1915), p 544—554 (Besselsche Funktionen von 
s — t) — O Tedone, ibid, 29JL (1920), p 333 — 344, F Sbrana, ibid, 30„ (1921), 
p 492 — 494 (Hypergeometnscbe Funktionen von s — t) — E T Whittakey , 
Lond Roy Soc Proc (A) 94 (1918), p 367 — 383, F Sbtayia, Rom Acc Lmc 
Rend (5) 31 L (1922i, p 454—456, V Foci, Math Ztsthr 21 (1924), p 101—173, 
vgi dazu G Doetsch, ibid 24 (1926), p 785 — 788 und 34B ) (Behebige Funktionen 
\on s — £, bei Whittaker 1 m Hinblick auf numensche Losuner) 
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gleichungen 2 Art mit den Gienzen 0,5 und 5 — 1,5 und dem be- 
liebigen Kern K(s — t) durch G Heyglots m ) 

e) Unter den Gleichungssystemen mit unendlichvielen Unbekannten 
hat J Hoyn 291 ) einen Typus „Volteri aschei Summengleichungen" 
herausgehoben w 

s + n ) <p(n) = f(s), 

n = 0 

die genau den Voltenasehen Integralgleich ungen (1) entsprecken, er 
hat fui sie id genauei Analogie zu semen in b) erwahuten Aibeiten 
unter der Annakme, daB IV(s, t\ f(s ) lm Unendlichen legulaie Punk- 
tionen von 5, t smd, das asymptotische Yerhalten dei Losung cp(t) 
fur groBe t untersucht 

24. Lmeare Funktionaloperationen. Aus dei allgememen Theorie 
der Funktionalopeiationen 295 ) sei hiei dasjemge zusammengestellt, was 
nach Fiagestellung und Methode mit der Auf losung der lmeaien Inte- 
gralgleichungen und der Systeme von unendliehvielen lmeaien Glei- 
chungen zusammenkangt 

a) Die Algebra dei Funktionaloperati onen 

Das Woit „Funktionaloperation‘' wird in etwas sehwankendem 
Umfange gebiaucht Allgemem zu leden, bezeichnet es ligendeine 
Opeiation die mcht auf Zahlen x, sondern auf Funktionen (p{s) 
angewendet wnd, wie z B das Diffeienzieien, das Bilden ernes be- 
stimmten Integrals in gegebenen Gienzen, das Einsetzen emer Funk- 
tion in die lmke Seite emer Diffeientialgleichung oder Integi alglei- 
chung u a m Vielfach aber wird es voizugsweise nui in dem engeren 
Smne verwendet, daB das Resultat der Opeiation eme Zahl 1 st (wie 
beim bestimmten Integral), und zum Unterschiede davon weiden dann 
solche Funktionalopeiationen, deren Resultat selbst wiedei eme Funk- 
tion 1 st, wohl auch als Funktionalfo ansfcn mationen bezeichnet Eme 
lmeare FanLtionalopey ation („distnbutive Operation'') msbesondere 1 st 

293) G lie) glotz, Math. Ann 65 (1908), p 87 — 106 ini AnschluB an die von 
P Hertz, ibid , p 1 — 86 behandelten speziellen Integi algleichungen der Elek- 
tronentheone Vgl auch F Schurer 323 ), p 227 fF 

294) J Horn, J f Math 140 (1911), p 159—174, Aich Math Phys (3) 26 
1918), p 132 — 145 Vgl aucli H v Koch , ArkivlS 217 ) und 0 Tenon, Math 

Ztschr 8, Math Ann 84 s17 ) 

295) Vgl die Gesamtdarstellung dieses Kalkuls Encykl II A 11, S Tincherlc 
(abgeschlossen 1905, vom Autoi erweiterte und bis 1912 fortgefuhrte Beaibeitung 
m Encycl fra »9 II 26) Vgl ferner zu a) S Pmcheile und U Amaldt, Le ope- 
razioni funzionali distributive, Bologna 1901, zu b) P Levy, Le^ns d’analyse, 
fonctionelle, Pans 1922 (Coll Borel), 442 S , Analyse fonctionelle , Pans (Gau- 
thier- Villais) 1925, mem des sciences math , fasc V, 56 S 
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eme solcbe, fur die gilt 

SC + 9>s(s)) = S(9i f *)) + SC^aW). 

S( c 9 (s'!) = c S( <p (s d 

Betracbtet man gleiclizeitig zwei Funktionaloperationen, und zwar zwei 
solclie, die die Eigenscliaft baben, jede Funktion emer gegebenen 
Klasse von Funktionen in eme Funktion deiselben Elasse uberzufuhren, 
so eigibt SLck dei Begriff des symboliscben Produkts dei beiden Ope- 
rationen (cp) ais 3(®M)» a ^ so a ^ s dei Eifolg dei Anvrendung erst 
von © auf cp , dann von g auf das Resultat Qb(cp), msbesondere aueli 
der dei symboliscben Potenz g”, die Rolle dei 1 in diesem Kalkul 
ubernimmt die identiscbe Tiansfoimation 6 ( 9 ?) = cp Als hneate 
Funktionalgleicliiing bezeicbnet man die Aufgabe, zu emer gegebenen 
lmeaien Funktiona It) ansfo) mcttoon $ eme Funktion cp zu finden, fur 
die 5 ( 9 ?) — 0 1 st 

Die Idee der sukzessiven Approximation oder — wie ibre An- 
wendung auf Integi algleicbungen und unendliehviele Verandeilicbe 
biei duicbweg bezeicbnet wuide (vgl Ni 3, 11,(2), 16d, 3) — die 
„Entwicklung nacb Itenerten“ liefeit em Beispiel fiu den NTutzen emer 
solcben allgeinemen foimalen Beguffsbildung Dieser analytische Kunst- 
gnft erweist sicb namlicb als die Anwendung dei elementaien Idee 
der geometnscben Reibe statt auf Zablen auf Funktionaloperationen 
dei eben betiachteten Ait Setzt man — mdem man dabei von alien 
Konvergenzubeilegungen absiebt — nacb dem Muster 
x = \ a + a 2 - f- 
ax = a 4- or + + 

x — ax = 1 

die symbolisebe geometuscbe Reibe an 

(1) y = <$(/■) + S(/) +S 2 (/)+ , 

so wild entspiecbend 

(2) S(9) = S(f) + S 2 (f) + S s (/-)+ , 

also 

(3) *-3(90 = «(/■) = /*, 

d b die Funktion algleicbung (3) wird duicb die in (1) definierte 
Funktion cp gelost (vgl Ni 3 1G )) 29 °) 

Diesei m der Hauptsache von 8 Pmcherle ausgebildete Opeiations- 

296) In ahnlicher Weise erschemt ubiigens der Kunstgnfl des Abspaltungs- 
verfahiens Nr 10 a, 4, wenn man lhn in die Sprache dieses Operationskalkuls 
ubeitr&gt, als duichaus natuigemafi, vgl Nr 24b Ende, F Riesz S0 *) 
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kalkul 297 ) spielt m der Analysis des Funktionenraurues die gleicke 
RoHe, wie die Vektoi analysis fur den dieidimensionalen Raum unci 
wie dei Matuzenkalkul fui die Algebia des Raumes yon n Dimen- 
sionen Seme Nutzlickkeit tritt ubrigens in dei Eujemverttheone nock 
stalker lieivor (vgl Ni 45 a und Ni 39 a 491 )) Im Rahmen der Auf- 
losungstheoue ist nock die Emfukiung der Liescken Idee dei Tians- 
formationsgiuppe und lkrer mfinitesimalen Transfoimation m die Geo- 
metue des Funktionemaumes zu eiwahnen 298 ) 

b) Der Standpunkt dei Mengenlelne 

Die zentrale Stellung dei Integialopeiationen mnerkalb allei 
lmeaien Funktionalopeiationen bat zuerst J Hadama>d m ) daigetan, m- 
dem er bewies Sei 5(<jp(s)) erne beliebige lmeare Funktionalopeiation, 
die jedei nn Intel vail a stetigen Funktion cp(s) eine bestimmte 

Zakl zuoidnet, nnd sei g erne steUge Operation [d k lim g( cp n ) = 

wenn die cpjs) nn Intervtill a <^s <^b gleickmafiig gegen tp(s) kon- 
vergieien], so kann man eme Folge stetigei Funktionen A^(s) so ^ e " 

297) In Erganzung dei unter 29C ) aufgefuhrten zusammenfassenden Dai- 
stellungen seien hiei mix diejemgen Arbeiten zusammengestellt, in denen S Pin- 
cheile nach der Entstehung der Integialgleichungstheoue deien Beziehungen zu 
seinem Kalkul eroiteit hat a) Rom Acc Line Rend (5) 14 2 (1905), p 366—371, 
b) Bol Mem (fa) 3 (1906), p 143—171, c) Rom Acc Line Rend (5) 18 2 (19 09), 
p 85 — 86, d) Bol Mem (6) 8 (1911), p 55—90 (117 — 152 der anderen Pagi- 
nierung), e) Rom Acc Line Rend (5) 20 t (1911), p 487—493, f) Batt Gioin 
50 (Y3) 3] (1912), p 1 — 16, g) Bol Mem (fa) 9 (1912), p 61 — 70 Vgl auch 
H B A BocUuinlel, Amsterd Akad Versl 25 (1916), p 3fa3— 374, 646 — 660, 
805—821, 905—917, 1017—1032, 1351 — 1365, 1426—1444, 27 (1919), p 1232 
— 1235 

298) Gr Kowalewsfo , Pans C R 153 (1911), p 931 — 933 (die aus den Vol- 
terraschen Integralgleickungen entsprmgende Transtormationsgruppe) , ekenda 
p 1452 — 1454 (projektive Gruppe im Funktionemaum), Wien Ber 120 (1911) 
II a, p 77 — 109, 1435 — 1472 (die aus den Fiedholmschen Integialgleichungen ent- 
spnngende Gruppe, insbesondere die oithogonalen Transformationen m ibr und 
deren Cayley sche Parameterdai stellung, Liesche Klammerausdrueke), ebenda 121 
(1912) Ha, p 941 — 947 (Verwendung der Yoltenagiuppe fui lmeare homogene 
Differenhalgleichungen) Fernery Vessiot, Pans C R 154 (1912), p 571—573 und 
347 ), L L Dmes, Amei Math Soc Trans 20 (1919), p 45—65 nnd anschliefiend 
daran T H Hildebrandt 3 Amei Math Soc Bull 2fa (1920), p 400—405 (die pro- 
jektive Gruppe), endlich J A Barnett, Amer Nat Ac Proc 6 (1920), p 200—204 
und A B Michal, Amer Math Soc Bull 30 (1924), p 338—344 — Wegen dei 
Einordnung dieser (Jntersuehungen m den Komplex der Integrodifferentialglei- 
chungen vgl Nr 24 d, 2 S19 ) und 27a 3b2 ) 

299) J Hadamard, Paris C R 13fa (1903), p 351 — 364, vgl hierfur nnd fur 
das folgende Encykl HA 11, Pincherle, Nr 13, und Encycl fian 9 H 26, Nr 19 
Anderer Beweis bei M Frechet , Amer Math Soc Trans 5 (1904), p 493—499 
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stimmen, daB fui jedes stetige <p($) 

b 

SKyG*)) == Inn (l (s)<p(s)ds 

n — 

a 

gilt Nachdem Hadamaid auf diese Weise damit begonnen hatte, den 
lem formalen Operationskalkul m einem konkieten Falle von eimgei- 
maBen allgememei Natui zu leahsieien, haben 31 Fiechet u a durch 
Heiaufuhiung dei Mittel dei model nen Meugeulehre den Inhalt dieses 
Satzes m den diei m Betracbt kommenden Richtungen erweitert so °) 

1 wild dei Beieich der stetigen Funktionen, auf die die Operation 
$ anzuwenden ist, duich emen andeien Funktionemaum eisetzt, 

2 wird der Begnff dei gleichmaBigen Konvergenz der bei dei De- 
finition der Stetigkeit von g auftietenden Funktionenfolgen durch 
emen andeien Konveigenzbegufi eisetzt, indem an Stelle des 
bei dei Definition dei gleichmaBigen Konveigenz auftietenden 
MaxJ<p w (s) — cp{s) | lrgendein andeier „Entfernungsbegnff^(ecait) 

mi Funktionemaum gesetzt wird (vgl Eneykl II C 9a, Nr 26a, 
Zoi ctti-Rosenthal ) , 

3 wild der Itiemannsche Integialbegiifl duich emen andeien (Lebes- 
gueschen, Stieltjesschen usw , vgl Encykl II C 9b, Ni 30, 35d) 
ersetzt 

Insbesondere ist es F Hies# 301 ) gelungeu, durch Verwendung dieser 

.■100) M Frechet, Amer Math Soc Trans 6 (1905), p 134 — HO, 8 (1907), 
p 433 — 446 (Raum dei mi Lebesgueschen Smne mtegnerbaren Funktionen, statt 
gleichm<U3iger Konvergenz tritt Konvergenz bis auf erne Nullmenge) F Riesz, Paris 

0 R 144(1907), p 1409 — 1411 und M Fi echet, ebenda p 1414 — 1416 (summiei bare 

b b 

Funktionen, fur die f cp 2 ds beschrankt, Entfernungsbegnff J (qp^s) — cp i (s)) t ds) 

a a 

M Frechet , Pans C R 148 (1909), p 279 — 281 und Ann j£c Norm (3) 27 
(1910), p 193 — 216 (Au&deknung auf mehrlache Integraie) H Steinhaus , 
Math Ztbckr 5 (1919), p 186—221 (sutnimerbare Funktionen, Entfernungsbegnff 

b 

I | (Pits) — qp 2 (s) | ds) Die mit dem Hadamardschen Satz eng zusammenbangende 

a 

und seit Frechet gelegeutlich aufgeworfene Frage, wie die h n (s) heschaffen sem 
mussen, damit J h n (s) cp(s)ds fur jedes cp ernes gegebenen Funktionenraumes kon- 
vergiert odei beschrankt ist, behandelt systematised fur zahlreiche Funktionen- 
raume H Halin 2U ), vgl auch E W Chittenden , Paleimo Rend 45 (1921), 
p 265 — 270 und 47 (1923), p 336, T H Hildebrandb, Amer Math Soc Bull 28 
(1922), p 53 — 58, S Banach, Fuudam math 3 (1922), p. 133 — 181 — Zu dem 
gesamten Gegenstande vgl ubngens A bchoenflies, Literatur B l 

301) F Riesz, Pans C R 149 (1909), p 974—977 und Ann fic Norm (3) 
28(1911), p 33 — 62 Eine ahnliche Foimulieiuuer fur summierbare Funktionen vor- 
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dritten Eiweiterungsmoglichkeit das Theoiem selbst folgencIermaBen 
zu veremfaehen es existieit erne Funktion von bescliiankter Sckwan- 
kung x(s) ; so daB u 

$ ( <p (8)) =/ p (S) (1 X (s) , 

a 

dabei ist das Integial %m Stieltjesschen Sinne (vgl Encykl IIC9b, 
Nr 35 d ? Montel- Rosenthal) veistanden 

Die Losung des analogen Problems fui lmeai e PunkhonaDmns- 
foi mationen } d h deren Daistellung durch ein m ngendemem Sinne 

b 

genommenes Integral j'Kis, t)<p(t)dt, made jede lmeaie Funktional- 

a 

gleichung auf eme lineai e ; evtl eigen tlicli singulaie Integialgleichung 
zuruckzufuhren gestatten Man hat diesen schwierigen Weg nicht beschi lt- 
ten, sondem hat statt dessen dnekt fui gewisse Funktionenraume die 
allgemeine lineal e Funktion algleichung nach dem methodischen Mustei 
dei Integralgleichungstkeoue behandelt S02 ) Insbesondeie hat F ifocstf 303 ) 
die Losung von Imearen Funktionalgieichungen unci die Inveitieiung 
von lmeai en Funkfcionaltransfoi mationen m Raumen von Funktionen ? 

b 

fur die [rtfs un Lebesgueschen Sinne existieit, nach den Me- 

a 

thoden gewoimen, die ei spateihin auf die analogen Piobleme in der 


her bei M Frechet, Amei Math Soc Trans 8 s00 ) And ere Beweise vonE Helli/*™), 
§ 8 und F Riesz, Ann Ec Noun (3) 31 (1914), p 9 — 14 Umsetzung m Lebesgue- 
sche Integrate bei H Lebesgue, Pans C E 150 (1910), p 86—88, erne andere 
Umaetznng bei M Frechet, Paris C R 150 (1910), p 1231—1233, C R du congies 
des soc savanteB en 1913, sciences (1914), p 45—54, Amer Math Soc Trans 16 
(1914), p 136-161, insbes p 162, Cli A Fischer, Amer Nat Ac Pioc 8 (1922), 
p 26-29 Ubertragung ant bilmeare Funktionaloperationen nut Stieltjesschen 

Doppehntegralen bei M Frechet, Amer Math Soc Trans 16 (1916), p 216 234 

302) Fur den Raum der nebst lhrem Quadrat lm Lebesgueschen Sinne 
integrierbaren Fnnktionen erlaubt der Fischer-R,eszsch.e Satz (Ni 15 d) jede 
hneare Funktionaloperation im Raume dei unendlichvielen Veianderlichen von 
onvergenter Quadratsnmme zu deuten Bei sinngemafier Definition der Stetig- 
keit von g wild dann das Hadamardsche Theorem zu der leicht beweisbaren 
Tatsache, daB jede lineare homogene Funktion als Linearform ^a n x n darstell- 

bar ist (vgl M Frechet™)) Analog fuhrt die lmeaie Funktional^clmwfl auf 
em unendliches Lneares Gleichungssystem 


303) F Rzesz »«), §§ 12, 13 J Radon, Wien Ber 122 (1913) Ila, p 1295-1438 
a iese etrachtungen auf Funktionaltransformationen von Funktionenklassen 
ubertragen deren Elemente gewisse Funktionen von Punktmengen (additive 

T rn f r^r n) Blnd AillllCbe ^“W^gen bei A I Pell, Amer Math Soc 
IranB 20 (1919), p 343—355 
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Theone der unendliclivielen Veianderlichen angewendet hat (vgl Nr 20 c). 
Femer hat er 304 ) fur den Raum dei stetigen Funktionen unter Ver- 
wendnng von Max | (p i (s) — (p 2 (s)| als Entfernungsbegnff diejemgen 
Funktionaltiansformationen behandelt, die den vollstetigen Gleichungs- 
systemen analog amd, und hat fur sie durch erne dem Abspaltungs- 
yerfahren (Nr 10 a) analoge Methode eme yolle Auflosungstheone ge- 
geben 

c) Dei foimal-abstrakte Standpunkt (general analysis) 

E H Moot e 305 ) und seme Schuler haben sick das Ziel gesetzt, 
dem allgememen Analogiegedanken, wie er in Nr 1 c der Emleitung 
dieses Aitikels geschildert wurde, auch den auBeren, formalen Aus- 
druck zu geben „Forinal“ ist hiei allei dings mcht m dem Smne vei- 
standen, da!5 es sich lediglich um die Emfuhrung emer zusammen- 
fassenden Nomenklatui handle Die Aufgabe, die sick Mooie stellt, 
ist die, erne Theone zu gewnmen, die mckt von stetigen Funktionen 
x(s) m einem Interval! ct<is<Lb handelt, wie die Integialgleichungs- 
lehre, mcht yon StelLen x = (x v y x n ) ernes n-dnnensionalen Raumes, 
wie die Algebia dei lmeaien Gleichungssysteme, und mcht yon Stellen 
x = (x 19 x 2 , ) yon konyeigenter Quadratsumme, wie Hilbeits Theone 

der unendliclivielen Verandei lichen, sondem yon Belegungen 07 ( 5 ) der 
Elemente s emer ganz behebigen abstiakten Menge $ mit reellen 
(oder auch komplexen) Zalilen, Moores Ziel 1 st also eme Theone, 
die uber die Gesamtheit 9JZ dieser Belegungen x(s) solche Aussagen 
macht, daB dann die Satze dei Integralgleichungstheone (fur den 
Fall, daB das Interval! a <[ s 6 1 st) ebenso als Spezialfalle ent- 
halten sind, wie die Auflosungssatze ubei lineai e Grleichungen mit 
n Unbekannten (falls aus n Dmgen besteht) und die Satze uber 
unendliche lmeaie Gleichungssysteme (wenn $|3 die Menge der posi- 
tiven ganzen Zahlen bedeutet) Das 1 st, was Moore ^umfiziei en u nennt, 
und , ?< general analysis “ 1 st die allgememe Theone, die sieh lhm dabei 
ergibt 

304) F 1 he&z, Acta math 41 (1916), p 71—98 Hierzu entsprechende Ubei- 
tragungen von J Radon, Wien Anz 5b (1919), p 189 und Wien Ber 128 (1919) 
II a, p 1083—1121 — Ygl dazu auch Ch A Fischer , Amer Math Soc Bull 27 
(1920), p 10-17 

306) E FL Moore a) Introduction to a form of general analysis, New 
Haven Colloquium 1910, p 1—150, hervorgegangen aus Vorlesungen 1 m September 
1906, b) Amer Math Soc Bull 12 (1906;, p 280, 283—284, c) Rom 4 intern 
Math Kongr 2 (1909), p 98—114, d) Amei Math Soc Bull 18(1912), p 334—362, 
e) Cambr 6 intern Math Kongr 1 (1913), p 230—255 Wegen dei abstrakten, 
reichlich Symbole und z T sogar Begriffsschnft verwendenden Schreibweise 
Mooies ist die auBfuhiliche Emfuhrung von O Bolza, Jahresb Deutsck Math - 
Yer 23 (1914), r) 24 8 — 303 besonders heivoizuheben 
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Es ist das Charaktenstikum geiade der TJnteisuchungen von 
JE Schmidt und ist als solches oben (Ni 7 , SchluBbemerkung, 16 d, 
18 b, 4) heivorgehoben worden, daB ei sowobl fm die Eigen- 
werttheorie dei Integialgleichungen 41 ) als aucli fui die Auflosungs- 
tlieone 42 ) solche Methoden gegeben bat, die sicb umnittelbai auf un- 
endlicbviele Veianderlicbe ubeitiagen lassen, msbesondere in der Eigen- 
werttbeone sind seme Methoden so beschaffen, daB sie auch fm das 
Hauptachsentlieorem der Foimen von n Yerandeiliehen m derselben 
Weise funktionieien und hier erne sehi emfache Losung diesei alge- 
braischen Aufgabe darstellen, und Schmidt hat auch gelegentlich S0G ) 
Axiome zusammengestellt, die fur den Aufbau seiner Eigenweittheorie 
ausreichen Seme Auflosungstheone ist nicht bis zu solcher axioma- 
tischei Formulieiung durchgefuhit, da sie sowobl fur Integralglei- 
chungen als auch fui unendlichviele Veianderlicbe das Problem auf 
die Losung von n Grleich ungen mit n Unbekannten zuruckfuhrt, also 
diese elementare algebraiscbe Aufgabe bereits als gelost voraussetzt, 
obne sie emeut mitzulosen 

DaB erne solche axiomatisehe Foimulieiung odei Umfizieiung 
no cb mancherlei Aufgaben in sich birgt, wird vielleicht am deutlich- 
sten, wenn man einen der wichtigsten Punkte dieses Bereichs ms Auge 
faBt Sowohl m der Fredkolmsehen Theone (Nr 9) als auch beim 
Be weise dei Ronveigenz dei Entwicklung nach Iteneiten fur Volterra- 
sche Kerne (Nr 23a) und fur kleme Kerne (Nr 10a, 2 63 )) wild dei 
Begriff dei gleichmaJBigen Konveigenz ausgiebig veiwendet Die pai- 
allellaufenden Schlusse lm Hilbeitscken Beieich der Veianderlichen 
von konvergentei Quadiatsumme konnen sich nicht des genau ent- 
sprechenden Begnffs bedienen Das Beispiel der Folge von Stellen 307 ) 

* (l) -(l, 0, 0, 0, ) 

- i, 1 ’ °. ) 

•"-(‘•pPiP 0 ' ) 

7 

die offenbai alle dem Hilbeitschen Raum angeboren und gleichmafiig 
gegen die Stelle . . 1 

x = ( l! yl’ yj» yz> ) 

bonveigieien, die mcht dem Hilbeitscben Raum angebort, zeigt, daB 
em genaues Analogisieien des Begnffs der gleichmaBigen Konvergenz 

306) Wiedergegeben bei A Kneser 9S ), p 191 ff , vgl Nr 13 b "i 

307) Ygl E II Moore !0li ) a), p 38 
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auf den Hilbertscben Raum mcbt m Betiacbt kommt Und ebenso- 
wemg paBt der Begriff dei „stark konvergenten Folge“ dessen sich 
D Hilbe)t m ) und E Schmidt 196 ) bedienen, auf die Veihaltmsse dei 
stetigen Funktionen 

Das Voigeben von Moo) e wild nun an diesem Faile besondeis 
deutlich Ei ersetzt den Beguff dei gleicbmaBigen Konvergenz duich. 
den der „ielativ-gleicbmaBigen Konvergenz m bezug auf den Beieicli 
997“ Eme Folge von Stellen von 3)? konveigLeit 

relativ-gleichmaBig bezuglicb gegen die Stelle %($), wenn man eme 
Stelle q ( s) in 907 linden kann und zu jedem s > 0 emen Index n(e) 7 so 
daB fui alle v ^ n (e) und fur alle Elemente 5 von die Dngleiebung 
— x(&) |<j£p(s) gdt 1st SDi der Beieicb dei stetigen Funk- 
tionen, so genugt die Vei wendung honstanto q(s), urn emzusehen, daB 
jede lm gewobnlichen Smne gleicbmaBig konveigente Folge auch lela- 
tiv- gleicbmaBig bezuglicb 9Jf konvei gieit, und wegen dei Existenz 
ernes Maximums bei stetigen Funktionen ist offenbar auch das Urn- 
gekebite nchtig, biei kommen ako beide Begnffe ubeiem, und da 
die Gienzfunktion emei gleicbmaBig konvei genten Folge stetigei Funk- 
tionen selbst eme stetige Funktion ist, gehort also in diesem Falle 
die Gienzfunktion x(s) stets selbst dem Beieicb 9Ji der stetigen Funk- 
tionen an Fui den Hilbeitscben Raum gilt nun ebenfalls, daB die 
Gienz stelle emei in bezug auf lhn lelativ-gleicbmaBig konvei gLeienden 
Folge von Stellen von konvei gentei Quadratsumme selbst stets wiedei 
eme Stelle von konvergentei Quadiatsumme ist 308 ) Damit ist also 
ein Allgemembegiiff gefunden, dei die beiden Tatbestande m emen 
emzigen zusammenfaBt, ,,uni:fi 7 iert“, namlicb dei Begriff des Bereicbs 
SD7 mit dei Eigenscbatt 

C (closuie pioperty) Die Gienzstelle emei bezuglicb 9Ji relativ- 
gleicbmaBig konvei gieienden Folge von Stellen aus 2)i gehort stets 
wieder 9J7 an 

Indem nun E H Moote nacb diesem Rezept die Scblusse von 
J Fredholm™) und E Schmidt 11 ) genau und systematised analysieit, ge- 
langt ei zu folgendem Eigebnis 305fl ) Ei stellt eme Liste weiteiei 

308) Man beweist dies entweder leidit direkt oder folgerfc es aus der eben- 
falls unmittelbai ersiebtlicben Tatsacke, daB jede relativ-gleichmaBig konvei- 
gierende Folge btaik komergieit, rent Hilfe des Satzes \on E Schmidt 10G ) 
Obrigens braucht mcht umgekekrt jede stark konveigente Folge ielatLV-gleich- 
maflig zu konvergieien, wie man an der Hand des Beispiels 

fur ol < v, = 0 fui n ]> v 

yv log v 


feststellen kann 
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Eigenschaften des Bereichs 93? auf, die der Eigenschaft G an die 
Seite treten 

L (Linearitat) Mit #(s) und y(s) gehoit auck s) -|- y(s) und 
cx(s ) fui jede Konstante c dem Beieicli an 
_D (eiste Dominanteneigenschaft) Zu jeder Folge %W(s), &W(s), 
von Stellen von 93? kann man erne Folge positiver Zahlen p iy ^ 2; 
nnd eme Stelle %(s) so kmzubestimmen, daB | x^(s) ] <[ p n | x(s) | 
far jedes n und fai jedes Element s von 5}S gilt 
D 0 (zweite Dommanteneigenschaft) Zu jeder Stelle &(s) aus 93? kann 
man eme reelle, mclit-negative Stelle p[s) von 997 finden, so daB 
\ x ( s )\ ^ g(s) ^ ur a ^ e Elemente s von gilt 
E (Realitat) 93? enthalt mit x(s) stets auch. die dazu konjugieit- 
imagmaie Stelle x(s) m sick 

Er fugt dem eme weiteie Liste von Eigenschaften der Fanldwnal- 
op&ation J kinzu, die ini Falle dei stetigen Funktionen die Iiolle dei 
bestimmten Integration, lm Falle des Hilbeitschen Raumes die Rolle 
der Summation ubeinehmen soli 309 ) 

L (Lmeautat) J{ax(s) + by(sj) = aJ{x(s)) -f lJ(y{b)) 

M (Modulareigenschaft) Es gibt neben J eme andeie Funktional- 
operation M, die jedei leellen, nngends negativen Stelle p(s) eme 
ieelle ; nicht negative Zahl M (ii (s)) zuoidnet und fui die nut 

I ^( 5 ) I 5^00 stets auch | e7(^(S))| <; ZUtllfft 

P (Positivitat) J(xx) ist leell und nicht negativ fur jede Stelle 
x(s) des Beieichs, auf dem die Operation J definieit wild 
P 0 (eigentliche Positivitat) Die Eigenschaft P ist m dem Sinne er- 
fullt, daB J(xx) — 0 nur fui x — 0 emtntt 
H (Hei mite -Eigenschaft) J(%) = J(y) oder allgememer, wenn J auf 
Funk tionen vo n zwei Verandeilichen definieit ist, J{x(s) y(t)) 
= J{x(t) y{s)) 

Mit Hilfe diesei beiden Listen von Axiomen gelmgt nun FLooie 
die Umfizierung der Fiedholmsehen Theone in folgendem Sinne Ei 
setzt emen Stellenbereich 93? voiaus, dei die Eigenschaften L, C, D, D 0 

309) Die in ) und ") erwdhnten Axiome unteischeiden sick von den 
Inei aufgefuhrten abgesehen davon, daB Bie nicht fur em allgememes son- 
dern fur „belastete Integralgleichungen“, d h m Mooies Sprache fur ein aus 
emem stetigen Intervall und auBerdem n Dmgen bestehendes ^ formulieit Bind — 
nur m dem emen Punkte, daB die Vertauschbarkeit der Integrationsfolge noch 
auBerdem postuheit wird, wahrend Moore dies unterlassen kann, well ei hernach 
den SteLienbereich , auf den er die Operation J anwendet, so einschrankt, daB 
er fur lhn die Vertauschbarkeit mehrfacher Amvendungen der Operation J be- 
weisen kann 
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besitzt, und bildet aus lhm emen Bereich S von Stellen x(s y t) (Funk- 
tionen von zwei Yerandei lichen), mdem er Aggregate x^(s)y^(t) 
-f- aus Stellen von 9Jt bildet nnd alles, was sich 
aus diesen 1 m Smne relativ-gleichmaBiger Konvergenz m bezug auf 
gyj 3 ° 9 a) a bi ei ten laBt, sodann bildet er den Bereich 9Z von Stellen mit 
emem Argument, die sich aus den Stellen von $ durch Gleichsetzen 
dei beiden Argumente s, t eigeben Fur diesen Bereich 91 nun denkt 
er die Operation J defimeit, und deni Beieich entnimmt er den Kern 
K(s,t) der „generalisierten“ Integialglei chung 
(G) x(s) + t) x{t)) = y(s ), 

m der dei Operatoi J auf das als Funktion von t dem Bereich 91 
angekonge Produkt K(s, t) x(t) angewendet wild Alsdann kann er 
die Fiedholmschen Schlusse und die von E Schmidt alle nachahmen 81 °) 

309 a) d h die Majoranten werden bier in der Form g(s) a(t) angenommen, 
wo q 6 dem Bereich 9Jt angehoien 

310 ) In dieaer Form ist die Behauptung zuerst in 805 ) d) ausgespTOclien, 
und m 306 ) e) Bind die wichtigsten zu lhrer Durchfuhrung ndtigen HilfsBitze 
zusammengestellt, 806 ) a) hatte die „Baais u dei Betrachtung, d h die B^reiehe 
Sfl welter angelegt, hatte dafur ahei eme grofiere ZahL \on Poatulaten uber 
sie emfuhren mussen Die Darstellung in 306 ) d) nnd 806 ) e) vollzieht zugleich 
eme andere Verallgememeiung anstatt die fur den Bereich SSI erklarte Opeia- 
tion J auf 2T(s, t)x(t) anzuwenden, das m RuckBicht auf das Argument t dem 
Bereich 9Z angekort, wendet sie eme fur den Bereich ® defimerte, wiederum rent 
den Eigcnschaften L , M ausgestattete Operation J anf K(s, t)x(u) an, das m 
bezug auf die beiden Argumente it, u dem Bereich $ (demaelben also, wie der 
Kern K) angehdrt Em Beispiel emer solchen zweiargumentigen Operation J 
wire die aus zwei sukzessiven emargumentigen Operationen J und emer Funk- 
tion u) aufgebaute Operation J iu (K{s, t)co(t, u)x(u)) (Doppehntegral, Doppel- 
summe) — Solche Erweiterungen der Integral gl ei chungs theone, wie sie m Nr 13 
in emzelnen Richtungen eroiteit wniden, msbeaondeie die Theone der gemischten 
Integralgleichungen, smd m dei geneial analysis m embeitlicher Weise geleistet 
AuBer den aufgefuhrten smd noch folgende weitere Aibeiten von E H Moore 
und semen Schulein 7 U nennen E H Mooie , Brit Ass Rep 79 ( 1910 ), p 387 — 
388 , Amer Nat Ac Proc 1 ( 1916 ), p 628—632 (der genet alisierte Grenzwert- 
begriff, mit Anwendung auf die Definition des Prozesses J> dei „in der fruheien 
Theone undefinieit geblieben wai“), Math Ann 86 ( 1922 ), p 30 — 39 (Andeu- 
tangen uhei die Unifizierung dei Hilbertschen Theorie dei beschiankten quadra- 
tischen und Heimiteschen Formen, Nr 43), E H Moore und 11 L Smith, Amer 
J 44 ( 1922 ), p 102 — 121 (msbesondere anf p 1131 die Analyse des Integral- 
begnffs), M E Wells, Amei J 39 ( 1917 ), p 163— 184 (Verallgemeinei ungen der 
Schwarzschen Unglei chung), T H Hilclebi ctndt , Ann of Math (2) 21 ( 1920 ), 
p 323—330 (die Pseudoresolvente 61 ) m der Redeweise der geneial analysis), 
Amer Math Soc Bull 29 ( 1923 ), p 309—316 (beschiankte Formen, msbesondere 
der Kon vei genzsatz 208 )) , A D Pitcher , Kansas Um\ Bull 7 ( 1913 ), p 1 — 67 und 
E W Chittenden, Amer J 44 ( 1922 ), p 163—162 (die logi&che Abhkngigkeit von 
acht grundlegenden Axiomen aus Mooies Theone) 



1476 IIC 13 Hellmger-Toeplitz Integialgl u GI init unendlichv Unbekannten 

Vergleickt man diese Theorie nut dem m Ni 20 d anfgestellten 

zusammenfassenden Theoiem, so bemerkt man auf de> emen Seite , 

daB 1 Nr 20 d sick von vornherem aaf den Fall unendlichvieler Ver- 

anderlichei besekrankt odei — m Moores Redeweise — auf den Fall, 

daB die Menge der positiven, ganzen Zaklen ist, und daB man 

2 ans den m Ni 20 d zm Grundlage genommenen vier Postulateu 

unschwer folgem kann, daB dei Beieick $D7 der d^esen vier Postulaten 

genugenden Stellen ( x l7 cc 2j ) die Eigensckaften L , C, D, D 0 , JR hat, 

msoweit also veihalt sxch dei Inhalt von Nr 20 d spezLeller als die 

general analysis Auf de> andeien Seite ist die Voiaussetzung dei 

00 

Vollstetigkeit dei Funktionaltransfoimation $(%) erheblich 

weitei, als die entspiechenden Annahmen bei Mooie und in ganz 

andeier Ait formulieit, msofein sie m emem emfachen Postulat uber 

die Funktionaltiansfoimation bestekt, wahiend Mooie diese in Sum- 

mationsopeiation und Kem auflost und ubei beides emzeln Postulate 

aufstellt Fui den Hilbertschen Fall laufen die Mooieschen Postulate 

00 

auf die Konveigenz von | 2 hinaus, die weit engei ist als die 

Hilbeitsche Vollstetigkeit (vgl Ni 16 a, p 1402 f), fui den Raum dei 

00 

Konvergenz von ^\x p \ auf die Bedmgung ^\K pq \ konvergent, die 

^>7 = 1 

weit enger ist als etwa die Dixonscke (vgl Ni 20 a) 

Soweit die matey lellen Unteischiede Pimzipiell hebt sick die 
Betiacktungsweise, die m Ni 20 d lhre piazise Foimulierung gefunden 
kat, von der Moorescken daduick ab, daB sie mckt wie Mooie an ein 
bestimmtes LoBungsve) fah en, das Fiedkolmsche oder sonst ernes, an- 
knupft und Postulate fur seme Duickfukrbaikeit sucht, sondem daB 
sie die Losungs tatsachen von den Losungs formeln tiennt und nun nack 
den Axiomen fragt, aus denen diese Losungs tatsachen abgeleitet werden 
konnen Als eistes Resultat eigibt sick auf diesem Wege — was bei 
Mooie me keivoigekoben wird — daB das Wirkungsfeld dei Fred- 
kolmscken Foimeln und aknlich m dei Eigenwerttkeone das Wn- 
kungsfeld dei Existenzschlusse von E Schmidt 41 ) lm Vergleick mit 
dem vollen AusmaB der fai vollstetige Formen gultigen Satze ein be- 
grenztes ist Vom Standpunkt dei Eigenweittkeone wild der Sach- 
verkalt m Nr 45 b nock deutlicher gekennzeicknet weiden konnen 
d) Besondeie lmeaie Funktionalgleichungen 
Es soli hier endlich em summanseker Uberblick uber diejemgen 
besondeien lmeai en Funktionalgleichungen gegeben weiden, deien Auf- 
losung m ausdiueklichem, raeki odei wemgei engem Zusammenkang 
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mit dei Theone der Integialgleichungen und der unendlichvielen Yei- 
anderliclien beliandelt woiden 1 st 311 ) 

1 H v Koch 312 ) hat beieits lin AnschluB an seine ersten Untei - 
suclnmgen ubei unendliche Deteimmanten em System von unend- 
lichvielen lmearen Different] algleichungen 1 Ordnung mit 
imendlichvielen unbekannten Funktioneti x 1 (f), x 2 (t\ 

O) (y- 1 ’ 2 . ) 

y — 1 

untersucht, wo die a pq (t) gegebene fui regulare analytische 

Funktionen smd 7 die daselbst durch Piodukte m n q nnt konveigentem 

00 

J£ m p n p majonsiert weiden |# (tf)| m n , duich Potenzentwickluug 

p=i 

mid Majonsieiung zeigt ei m genauei Analogie zu dem Existenzsatz 
bei endlichen Systemen die Existenz regularer Losungen x p (f), die fui 

00 

/ = 0 voi gegebene Weite x Q p annehmen, fui die | n p konvergiert 

^ = 1 

Mit Hilfe semei Determinantentheone uberhagt ei fernei 3l3 ) den Be- 
griff des Fundamentalsystems und unteisucht das Verhalten bei ana- 
lytischei Foitset/ung um emen smgulaien Punkt W L Hart BU ) hat 
das gleiche System untei dei Annahme, daB die a pq (t) erne beschiankte 
Matux (s Ni 18 a ; 1) biiden, mit Hilfe der Theone dei beschiankten 
Gleichungssysteme behandelt Die Existenzbeweise smd genau nach 
dem Yoibild endlicher Systeme untei veischiedenen Konvergenzbedm- 
gungen aut mchtlmeaie Systeme ubeitiagen woiden 816 ) (vgl Ni 25 a). 

2 Lafit man an Stelle dei diskontmuierlichen Paiameterp bzw q 
die stetigen Veianderlichen s bzw 7 tieten, so entsteht aus (1) die 

311) Die klassiscbe Lebie von den Randweitaufgaben bei gewobnlichen und 
partiellen Difleientialgleichungen, die begnffhcb hieihin gebort, wurde, msofem 
sie eine Anwendung der Integialgleicliungstbeone ist, den Rabmen dieses Artikels 
ubeiscbreiteu (Vgl die Voibemerkung ) 

312) H v Koch , Stockbolm Olveis 56 (1899), p 395—111 — Den gleichen 
Existen7sat7 beweist P Flamcmt, Darbonx Bull (2) 45 (1921), p 81 — 87 

313) H v Koch , Acta matb 24 (1900), p 89—122 — Im ^esenthcbeu die 
gleichen Satze bei W Stenibeiq , Heidelberger Akad Sitzungsber 1920, Nr 10, 
21 S , spezielle Falle bei W G Simon, Arner J 42 (1920), p 27 — 40, bencktigt 
von 0 Penon in Fortscbr d Matb 47 (1924), p 376 f 

314) W L Hartj Amei Matb Soc Bull 23 (1917), p 268 — 270, Amei J 
39 (1917), p 407 — 424 

315) H v Koih* 1 *), F K Moulton , Nat Ac Pioc 1 (1915), p 350—354, 
W L Ilcut 880 ) und Amer J 43 (1921), p 226—231 Verschaifungen der Koch- 
scben Satze gibt A Wmtner y Math Ann 95 (1926), p 544 — 556 mit seiner in 
516 ) angewandten Metbode 
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lmeare Integrodifferentialgleichung 

i 

(2) = f *(s, ♦, 0 vO » 0 (h > 

0 

wo lc(s 7 ),t) gegeben, cp (s, t) gesuclit ist Nachdem V Volterra 816 ) 
spezielle Falle, namentlich den einem Differentialgleichungssystem mit 
konstanten Koeffizienten entspiechenden Fall, daB L meht von t ab- 
hangt, gelosfc hatte, liat L Schlesmge ) 317 ) fui analvtiseli von t abhangige 
1c die analytisclie Tbeone der endlichen lmearen Differentialsysteme 
(Fundamenfcalsystem, Veihalten an smgulaien Punkten u dgl) durcb 
den aus der Theone der Integralgleichungen bekannten Gienzubergang 
(s Nr 1) auf (2) ubertragen, E Hitt)* 1 *) hat sodann diese Theone 
direkt durch Anwendung der Integi algleichungslehre entwickelt Auch 
dieses Problem (2) ist nacli verschiedeuen Eichtnngen verallgememert 
worden 319 ) — * Uber die weitere Theone der Integi o differ entialglei- 
chungen vgl Nr 27 

3 Em foimal mit (1) verwandtes, aber sachliek zu etwas anderen 
Fi ages tellnn gen fuhiendes Pioblem ist das der lmearen Differen- 
tialgleichung unendlichhoher Ordnnng, etwa in der Form* 

(3) p 0 (0*(0 + A(0^ + A(0^ + = </(*), 

wo die P n (f) und g(t) gegeben sind, die ckaraktenstische Frage ist 
die nach Losungen %(f), fm die die Folge dei x^(t) ein bestimmtes 

316) V Volte? l a, Rom Acc Line Rend (6) 19 x (1910), p 107—114, (1914), 

p 393—399 Vgl auch M Gramegna, Torino Atti 45 (1910), p 469—491 (bzw 
math-phys K1 , p 291 — 313), J A Barnett, Amer Math Soc Bull 26 (1919), 
p 193 — 203 Weitere Yerallgememerungen s Nr 28 S7B ) 

317) L Schlesmger, Pans C R 158(1914), p 1872—1875, Jahresb Deutsch 
Matk-Yer 24 (1915), p 84—123 Vgl auch A Safimannsftausen , Diss GieBen 
1916, 52 S , Jahresb Deutsch Math -Yei 25 (1916), p 145—156 

318) JS HiTb, Math Ann 77 (1916), p 514 — 535 Seme Behandlung kommt 
darauf hinaus, daB (2) nach t mtegnert und dann als erne gewohnliche Integral- 
gleichung 2 Ait in zwei Dimensionen angesehen wird 

319) L Amoioso, Rom Acc Line Rend (5) 21 2 (1912), p 41—47, 141—146, 

257 — 2C3, 400 — 404, Atti soc ital del science, 6 reun 1912, p 743—746 (ahn- 
liche Integrodifferentialgleichungen 1 u 2 Ordn), T H Hildebrandt, Amer Math 
Soc Trans 18(1917), p 73—96 (Yeiallgememerung im Mooieschen Smne, Ni 24c), 
M Tali Hu , ibid 19 (1918), p 363 — 407 (veischiedene Randbedingungen im 
Reellen) , A Vergeno , Rom Acc Line Rend (5) 28, (1919), p 274—276, 297—300 
(analoge Gleichungen n ter Ordnung), J A Barnett , Amer J 44 (1922), p 172—190 
(mchtlineaie Gleichung, auch fui Volteirasche Limenfunktionen (s Nr 28) statt 
der Integrate), ibid 45 (1923), p 42 — 53 (analoge Gleichungen mit paitiellen 
funktionalen Ableitungen, vgl Nr 28 S7B )) — Hierhin gehoren auch die in 

Nr 24 a 598 ) eiwahnten Untersuchungen 
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mfinitares Veihalten aufweist, msbesondeie V\x^(t)\ untei emei be- 
stimmten endlicheu Gienze q bleibt Fur den Fall konstanter Koeffi- 
zimten P n (f) = a n finden sich konkrete Resultate in diesei Ricbtung 
bereits bei C Bout let * 20 ), dabei tutt dei Zusammenbang nut den Null- 
stellen dei bei ihm als ganz tianszendent angenommenen Funktion 
a Q + cl iQ + a 2 ^ 2 + auf, die durch Aufsucben yon Losungen der 
bomogenen Gleicbung mit dem Ansatz %(t) — e( jt entsteht S Pm- 
che>le* n ) bat dieselbe Gleicbung lm Zusammenbang mit semei Lebre 
von den lineal en Funktionalopeiationen und mit gewissen Integral- 
gleichungen 1 Art betiachtet Im Zusammenbang mit seiner Behaud- 
lung der Voltenascben Integralgleicbungen gewmnt T Lalesco 322 ) eine 
Reihe von Aussagen ubei versclnedene Typen von Gleicbungen (3), die 
durch unendlicb oft wiedeibolte Differentiation (vgl Ni 23 b, p 1461) 
aus emei Voltenascben Integialgleicbung entsteben 

Das allgememe Pioblem (3) hat E Hdb m ), zunacbst fui m t 
lineai e Koeffizienten, m Angnff genommen, mdem ei aus (3) durch 
wiedeibolte Diffeientiation unendlichviele lmeaie Gleicbungen fur die 
Unbekannten x (t), od (t) } x ” (£), gewmnt, die dei Bedmgung Nr 20b 
geniigen, und die llilfsmittel der Tbeone der bescbiankten Gleicbungs- 
systeme (s Nr 18 b, 2) anwendet das tiansponierte System ist dann 
das System dei Rekuisionsformeln fui die Koeffizienten dei Potenz- 
entwicklung des Integials emer gewobnlicben Differentialgleicbimg end- 
licliei — biei eister — Ordnung, und daber weiden die Losungen von 
(3) mit Hilfe dei bekannten Eigenscbaften dei Losungen dieser Hilfs- 
diffei entialgleicbung bebeirscbt Als charaktenstisches Resultat sei 
angegeben Ist P n (t) = ct n H - b n t } sind die Reiben ^ct n z n imd ^b n z 
fui \is\<q legulai, bat die zweite Reibe m + 1 Nullstellen, deien Be- 

320) C Bourlet, Ann £c Noim (3) 14 (1897), p 133—190 

321) S Puicherle, Palermo Rend 18 (1904), p 273-293, Soc It Mem (3) 
16 (1908), p 3 — 43 Vgl J F Bitt, Amei Math Soc Bull 22 (1916), p 484, 

Amer Math Soc Tians 18 (1917), p 27 49 

322) T Lalcsco 17 ), % 1Lmo partie, weitere mehr formale Beziehungen m Pans 
G R 147 (1908), p 1042—1043, BucaiestBul 19 (1910), p 319 — 330 und Rom Acc 

Line Rend (5) 27, (1918), p 432-434 

323) E Bdb 183 1 Fui konstante Koetfizienten hat bereits F Sc/nuer, Leipz 
Ber 70 (1918), p 186—240 das entspiechende spezielle Resultat auf einem an- 
deien, funktionentheoretischen Wege eihalten, benhm erschemen die Gleichungen 
(3) mit konstanten Koeffizienten als Spezialfall allgemeiner Fimktionalgleichungen, 
die aus lhueu durch Ersetzung des Diffeientiationsprozesses durch die Iterationen 
emer bestimmten Postulaten genugenden allgemeinen bneaien Funktionalopera- 
tion entstehen — Erne spezielle Gleichung (3) mit konstanten Koeffizienten ha 
F M Berwald, Ark t mat 9 (1913), Nr 14, 17 S auf em unendliches Gleichungs- 
syatein zmuckgefuhrt, das er im AnschluB an P Aflpell 1 * 1 ) lost 

Encyklop d math Wissonsch II 3 w * 



1480 II C 13 Hellmger-Toeplvtz Integralgl u G1 mit unendhchv Unbekannten 

fciag klemei als q ist, und genugt endlich die reclite Seite der Be- 
dmo’urio Limy / IffW(#)| <| Q, so hat (3) abgesehen von emem leicht an- 
zugebenden Ausnahmefall erne genau m willkiuliche Konstante enfc- 
haltende m t ganze tianszendente Losung, fui die lim]/ 1 x^ l \t) | Q ist 

Den Fail, daB die P n (t) Polynome beschiankten Griades sind, Iiaben 
nn AnschluB daian fast gleicbzeitig E Hilb 3U ) und 0 Pen on 325 ) dm eh 
Ausbildung und Modifikation dieser Methode und H v Koch 32G ) auf 
funktionentheoi etischem Wege eiledigt E Hilb 327 ) hat sem Verfahien, 
das m weitem Umfang von der speziellen Ait dei zu behandelnden 
lmearen Funktionalgleichung unabhangig ist, weiteikm auf linear e 
Diffei enzengleiehungen angewendet 

4 Bekannthch lassen sich Diffei enzengleiehungen und Diffei ential- 
gleichungen, m denen die Weite der unbekannten Funktion an vei- 
schiedenen SteJIen auftieten, mit Hilfe dei Tayloischen Reihe foimal auf 
Diffei entialgleichungen unendlichhohei Oidnung zuruckfuhien Hierhm 
gehoienauch die funktionalen Diffei entialgleichungen vomTypus 
(4) 9><'0(s) + a„_, <p(" - + + « 0 9> 0 ~ 7i 0 ) = g (s) 

— wo a 0 , ,a n _ x ,h o, , h n _ x gegebene Konstante smd — , fur die 

E Schmidt 328 ) beieits voi den nn letzten Abschnitt lefeneiten Untei- 
such ungen erne vollstandige Theone entwickelt hatte Ei betiachtet 
unter Annahme duichweg leeller h diese Grleichuug fui den Beieich alter 
reellen s und fiagt nach samtlicben Losungen ; die samt lhren eisten 
n — 1 Ableitungen fui alle leellen s stetig und bei himeichend groBen i> 
absolut unter einei passend gewahlten Potenz |s|“ bleiben, falls g(s) 
der gleichen Bedmgung genugt Durch den Ansatz cp(s) = e l< ? s bildet 
er die ganze Transzendente Z(p) = ( iqY + ci 1l _ 1 {iQ) ,l ~ x e~ h n-i l Q -f- 
-f- a Q e- h ° i e und zeigt msbesondere, daB, falls Z(p) keme reelle Null- 
stelle besitzt, (4) genau emeLosung nn angegebenen Smne hat, daB abei, 
falls es m leelle Nullstellen besitzt, unendlichviele Lo sunken existieien, 

324) E Hilb, Math Ann 84 (1921), p 16—30, 43—52 

325) 0 Pe) ron } Math Ann 84 (1921), p 31—42 

326) H v Kocli , Aik f mat 16 (1921), Ni 6, 12 S 

327) E Hilb , Math Ann 85 (1922), p 89—98, Math Ztschr 14 (1922), 
P -11 229, 15 (1922), p 280 — 285, 19 (1924), p 136 — 144 — Ubei die m diesem 
Kahmen mcht weitei zn erorternde Theone der Diffei enzengleiehungen b Encykl 
II C 7, N E Norluncl und den Bencht von A Walther, Jahiesb Deutsch Math - 
Yer 34 (1926), p 118— 13 L 

328) E Schmidt , Math Ann 70 (1911), p 499—524 0 Polossiichm , Dise 

Zurich 1910, 52 S, hatte auf Beme Anregung emige spezielle Typen veiwandter 
funktionalei Differentialgleichungen durch Anwendung der Auflosungstheorie der 
Integral gleichungen behandelt 
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die von m willkurliclien Konstanten lineal und ganz abliangen; daiuber 
Lilians kann die Ait des UnendlicLwerdens dei Losungen noeb. nabei 
piazisieifc und das Theoiem auf etwas allgememeie Gleiebuugstypen 
ausgedehnt weideu Metbodisch geLt Schmidt analog zui Behandlung 
gewobnlicher Randwei taufgaben voi, mdern er durcb Integiation dei 
Funktion e $ s 1 (q) der komplexen Veiandeilicben q sicL ein Analogon 
dei Gieenschen Funktion reischafft und passend bestimmte den Gieen- 
sclien Foimeln entspiecLende Tiansfoimationen anwendet An Schmidts 
Arbeit scliliefien eme Reibe von Untersucbungen von F Schw er oJ *), 
E G Hohetsd 3S1 ) an 


D Nichtlmeare Probleme. 


25. Nichtlmeare Integralgleiclrungen und mchtlmeare Glei- 
ohungseysteme nut unendlichvielen Unbekannten. Die TJbeitiagung 
der Auflosung^satze ubei Imeaie Gleicliungssystenie nut n Unbekannten 
auf Imeaie Integialgleichungen und auf unendlicke Imeaie GleicLungs- 
systeme Lat den Vei&ucb nahegelegt, aueb den Satzen dei Algebia 
ubei die Losungen mchtlmea} et Gleicbungssysteme nut n Unbekannten 
Aussagen ubei mchtlmecne Integialgleichungen und nichthnecu e unend- 
hcke G leicliungs system e mit unendlichvielen Onbekannteu nachzubilden 
TatsacblicL angeguffen und zu bestimmten Resultaten gefoideit 1 st 
die Ubeitiagung dei Aussagen ubei , ; Losbaikeit ini Klemen , d h 
uber die Existenz solchei Losungen x lf , v n der emen (oder aucb 
melueie) Paiametei y entbaltenden n Gleichvmgen 

F p (x u ,K,y) = 0 (P = »«). 

die sicli aus einei fui emeu speziellen Paiametei weit y b ^ e ‘ 
k.umten Losung x p = a p fui ein lnmeidiend nahe an b gelegenes y 
ergebeu 3JJ ) Und zwax handelt es sicli emmal um die Existenz einei 


J29) F Stint m, Leipz Ber 64 (1912), p 167-266, 65 (1913), p 139-143, 
‘>39-210, 247 — 263, 60 (1914), p 137-159, 67 (1915), p 356-303 0 erscbarfung 
am Schmidt sclien Resultate in Spe/.alfallen nut anderen Method®) ibid 70 
Cl‘Ua'1 “ 5 ”) (al]«ememeie Funktionalgleichungen analoger Art, Zurucltfuhrung an 
Differeutialgleicliungen unendlicbhohei Ordnung), Preiaschiift Jablonowskische 

Ges 40 (1919), 69 S (ein Fall mchtkonstanter Koeffi/ienten und Integra - 1 

renzcnglmcbu^en) ^ ^ ts (m8 ), p 137-170 (Allgememere Typen bei 
denen die Schmidtsche Randbedmgung unendhchviele Losungen znlaBt und lest- 
leK un- der Losung durch Weite in einem endlicken Intel vail) 
k l A1 ) a Ilohetscl, Math Ztschr 14 (1922), p 34-98 (mclitkonstante Koeffi- 

vi en ten ) 2 ^ einzeln0 Bel gp ie le spezieller, meist quadratischer Integralglei- 

chungen smd gelegentlich nach besonderen Methoden ohne seiche Einschran- 
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emdeutig bestimmten solchen Losung, falls die Funktionaldetermmante 

fur x = a \) = b nicht veiscliwindet — andeieiseits um die 
dXq P P ’ J 

JPinseax schen Satze uber die Veizweigung der Losungen bei vaineren- 
den Paiametern, falls jene D e ter mm ante veisehwindet 

a) Emen Satz der ersten Art hat beieits H v Koch 833 ) fui das 
Gleichungssystem 


( 1 ) 


x — a t + f (t, x 19 % 2 > ) 


0 — 1 , 2 , ) 


aufgestellt, wo die f p „analyhsche Funltionen“ lhiei unendlichvielen 
Yeiandei lichen sind ; die nur Glieder zweitei und hoherei Dimension 
m lhnen enthalten Unter emer analytischen Funktion f(x l7 x 2} ) 

wild dabei eme Potenzieihe des Typus 


(1 a) f(X 1} X 2) ) JzjjOpXp + ^ c pq^j)^q “f" Cpq, X p X f} x, “f~ 


p = 1 


p,<i = i 


yerstanden, die fur alle den Ungleichungen \x p \ < JEt p geimgenden 
Weitsysteme konveigiert, wenn man alle emzelnen Teime duich ilire 
absoluten Betrage eisetzt H v Koch zeigt nun, dab, falls alle m dei 
Gleichung (1) auftretenden Koeffizienten absolut untei emei end- 
lichen Schranke m p bleiben, die Gleichungen (1) fur hmreichend kleme 
t emdeutig bestimmte Losungen x 1} % 2 > haben, die fur t — 0 ver- 
schwmden Diese Losungen werden zunacbst foimal duich Potenz- 
reihen nach t dargestellt und die Konvergenz duich emfache Majon- 
sierung daigetan Tritt an Stelle von ^1) das allgememe System rmfc 
weiteien lmearen Gliedern m den x 
00 

00 2 j ^ pq x q — a p t -|- f (t , x tf ) 0 = ), 

2 = 1 


so beweist v Kocli mit Hilfe semer Determmantentheone fui den Fall, 
da6 die A pq erne Normaldeterminante bilden und dab diese nicht ver- 
schwmdet, das gleiche Besultat, lm Falle verschwmdendei Deteimi- 
nante deutet er an, wie mit den gleichen Hilfsmitteln die Zuruck- 
fuhrung auf endliclmele Gleichungen mit endlichyielen Unbekannten 
moglich ist 


kungen gelost worden G Fubim, Ann di mat (3) 20 (1913), p 217—214 (An- 
wendung ernes Verfabrens der VaTiationsreclmung), verallgememeit von C Poll, 
Torino Atti 51 (1916), p 912-922, C Bunge ~ 56 ) (formale Reihenentwicklung, 
vgl auch L Crijns 2fi6 )), G Polya , Math Ann 75 (1914), p 376—379 (tJbertragung 
des Rungescken Problems auf unendliche Gleichungssysteme und Konvergen-t- 
nntersuchung) 

333) H v Koch, Soc math Fr Bull 27 (1899), p 215—227 — Em etwas 
scharferer Existenzsatz fur speziellere Systeme (1) bei A Wintne) 2l °) 
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Die hiei veiwendete Eutwicklung dei Losungen nach Potenzen des 
Parameters t laBt sich, wie bekannt, auch als Anwendung des Ver- 
falnens der sukzessiven Approximation deuten Dies Veifaliren ist m 
derselben Gestalt, m der es bei lineal en Integralgleichungen zweiter 
Art zui Losung duich die Entwicklung nach iterieiten Kernen fuhit 
(s Ni 3, (5) und Ni 5, (11) sowie Nr 24a), auch auf besondeie nicht- 
lmeare Integialgleichnngen vielfach angewendet worden, welche etwa 
die Gestalt h b 

9>(s) +f ^{s,t)cp{t)dt ^fE{s,t){cp{t)y- dt = g(s) 

a a 

haben, oder in welche gegebene Verbmdungen diesei die unbekannte 
Funktion cp(s) enthaltenden bestimmten Integiale oder mehifache Inte- 
giale eingehen, es liefert alsdann eme Losung fui kleme Werte ernes 
m dei Integralglei chung auftretenden Paiameteis A 834 ) Insbesondeie 
ist auch der Fall dei niclithnea) en Volta ) aschen Integ> algleiclnmg dieses 
Typus, wo also die Unabhangige s als obeie Integiationsgienze auf- 
tntt, vielfach mit diesei Methode behandelt woiden 335 ) 

Im Gebiete unendlichei Gleichungssysteme ist der Kochsche Exi- 
stenzsatz von W L Hart™) ausgedehnt woiden auf Systeme dei Gestalt 

(®) f pit'll ) Vl) Ihy ) = 0, 

wo die f p entwedei vollstetige Funktionen lhiei Veran dei lichen im 

Sinne der Definition von Ni 16 a, Ende — jedoch bezogen auf emen 

334) G Fubini, Torino Atti 40 (1904), p G16 — 631, V Volte)ia, Pans C R 
142 (1906), p 691—696, H Block, Ark f mat 3 (1907), Nr 22, 18 S , L Oi - 
IcindOj Rom Acc Line Rend (5) 16 2 (1907), p 601—604, B d’Adhemar , Bull 
Soc Math Pr 36 (1908), p 196—204, G Bratu, Pans C R 160 (1910), p 896—899, 
162 (1911), p 1048 — 1050, A Pellet , Bull Soc Math Fi 41 (1913), p 119 — 126 
Em anderes Veifahren /ur Bestnnmung benachbarter Losungen bei A Collet , 
Toul Ann (3) 4 (1912), p 199 — 249 — Vgl aucli die m Nr 2G b, 2 und 3 be- 
handelten mchtlmeaien Integralgleichungen 

336) T Lalesco 17 ), 1 P , Nr 12, M Picone, Palermo Rend 30 (1910), p 349 
—376, E Cotton, Bull Soc Math Fr 38 (1910), p 144—164, Pans C R 150 (1910\ 
p 511—613, Ann Ec Noim (3) 28 (1911), p 473—621, J Horn, J f Math 141 
(1912), p 182—216, Jahiesb Deutsck Math -Yer 23 (1914), p 85—90, H Gala- 
jiltan, Amer Math Soc Bull 19 (1913), p 342—346, Ann of Math (2; 16 (1915), 
p 172 — 192, M Nanm , Battagl Giorn 58 (1920), p 125—160, A Veigeno, Rom 
Acc Line Rend (5) 31 t (1922), p 15 — 17, 49—51, \gl auch A Viteibi' 6Q ) Allge- 
meinere verwandte funktionale Integralgleichungen bei C Sever im, Atti Acc 
Gioen (5) 4 (1911), Nr 15, 16, 5 (1912), Nr 20 — Vgl auch die m Nr 26a, 2 
erwahnten weiteien Typen Volteirascher Integialgleichungen 

336) W L Hart, Amer Math Soc Bull 22 (1916), p 292—293, Amer Math 
Soc Tians 18 (1917), p 125—160, Nat Ac Proc 2 (1916), p 309—313, Amer 
Math Soc Trans 23 (1922), p 30 — 60 
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Beieich \x p — a p \ i p — oder stetige Funktionen lm Sinne von (4) 

von Nr 18 a smd und wo die „Fuufetionaldetermmante‘ k aus den 

1 o r q 

nn Kochscken Sinne existiert 

b) Eme Ubeitragung dei Pinseux schen Satze m gewissem Urn- 
fang umfaBt die weiteigehende Theone, die E Schmidt 337 ) aufgestellt 
hat Ei hat sie fui nichtlineare Integialgleichungen eutwickelt, die 
eme etwa den Systemen (2) entspi echende Allgememheit haben, bei 
denen abei die zu lhrei Aufstellung und Behandlung notwendigen 
Mittel schwierigei zu ubeiseken waien als bei unendliehvielen Ver- 

andeihchen Schmidt bezeichnet als Integ) alpotenzy eihe von 

beispielsweise zwei stetigen Aigumentfunktionen u(s) 7 v(s) eme nn- 
endliche Reihe von Gliedein dei Form 


b h 

u(s) a °v{syof u(t x ) a iv(t x y*dt i dt x 

Oo + fl> ^ Oy <h + k > 9 *, + fiv'k 1 ? v > °)> 

wo die Koeffizientenfunktionen K(s, t i7 9 t t ) stetige Funktionen lhier 
Argumente lm Intel vail ( a f b) nnd v } cc } /3 nichtnegative ganze Zahlen 
smd 338 ), er bildet eme Ma-joiantenreike von 5)3, mdem ei, eventuell 
nach Zusammenfassung gleichai tiger Glieder, u(s) y v(s) ubeiall duich 
Konstante h , l } die Koeffizientenfunktionen durck lhren Betrag und 
sodann die Integrate duich lhr Maximum eisetzt, und nennt 5(3 legulai 
lonvogent, wenn diese Majoiantemeihe konveigiert Alsdann konver- 
giert die Integralpotenzreihe fui je zwei stetige, absolut unteihalb h 
bzw 1: bleibende Funktionen a(s), v(s) absolut und gleickmaBig und 
stellt eme stetige Funktion von s dar 

Es sei nun eme solche legular konvergente Integialpotenzieike 

^{uv) § e o e ^ en ; die kem Yon u llu( l v fieies Glied enthalt, unte) deien 
Ghed&n 1 Dimension dber ernes dei Fo>m A(s)n(s) mit A(s)^>m> 0 


337) JEJ Schmidt, IJber die Auflosung dei mchtlmearen Tntegralgleichung 
und die Veizweigung liner Losungen, Math Arm 65 (1908), p 370 — 399 

338) Dieser Begriff ist analog dem der analytiscken Funktionen unend- 
lichvieler Veranderhcher von R v Koch (s Ni 25 a), und zwar entspncht die 
Integralpotenzreihe emem System von unendliehvielen analytischen Funktionen 
fp&n ) (Funktion altransfoimation), wobei die Variable s dem Index p ent- 
spncht Die Aualogie tntfc noch klarer hervoi, wean man in die Integralpotenz- 
leihe nur eme Argumentfunktion anstatt der oben m Rucksicht auf das folgende 
verwendeten zwei einfuhit, dann ist das oben hingeschriebene allgememe Glied 
genau so gebaut, wie das allgememe Glied der Reihe (1 a) fur die |i te Funktion 
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voiCommt, claim wird die mchtlineare Integralgleichung 

K%)- 0 ’ 

oder ; etwas andeis geschrieben 

b 

(4) u(s) +fx(s, t)u(t)dt = &( 

a 

wo ^ regulai konvergent ist und auBei Gliedem mmdestens zweiter 
Dimension m u nnd v nur lmeare Gliedei in v enthalt, durch u — 0, 
v — 0 befriedigt, und die Aufgabe ist, fm jede gegebene stetige Func- 
tion v(s) mit liimeichend Ueinem Maximum des Bet) ages erne Losung 
von (4) m suchen 

Die veischiedenen Moglichkeiten der Losungsexistenz gruppieren 
sich alsdann nach der Art dei Losbarkeit der aus (4) entstehenden 
lmearen homogenen Integialgleieliung 

b 

(5) u(s) t) u(t ) dt = 0 , 

a 

deren Fredholmsche Determmante spielt also die gleiehe itolle, wie die 
Funktionaldeteimmante von endlicliYielen Gleichungen und die unend- 
liclie Deteimmante m den Fallen von Nr 25 a Ini emzelnen gilt 
folgendes 

1 Gleichung (5) hale heme mcht identisch ve> schwindende Losung , 
dann gilt es zivei positive Zahlen li, C\ so da/5 zu jeder stetigen 
FunUion v(s), fit > die Max|v(s)| <[ C' ist, genau eine Losung u(s ) von 
(4) von dei Eigenschaft Max \u(s)\ li existieit, die sich ubngens als 
legulai Come) gmte Integi alpotenz) eihe in v(s ) daistellen la/5t Schmidts 
Beweis geht dayon aus ; daB dann (vgl Nr 10 , Satz 2) ein losender 
Kern von K existieit und claB sich mit clessen Hilfe (4) m die Gestalt 

m «»-».(«!.) 

setzen laBt, wo $P 2 von deiselben Art wie ^ in (4) ist Fur diese 
Gleichung ergibt sich duich sukzessive Appioximation (bzw Potenz- 
entwicklung nach A, wenn v duich kv(s) eisetzt wird), erne sie foimal 
befnedigende Integialpotenzreihe, deien legulaie Konvergenz durch ein 
Majorantenveifahien daigetan wird 

2 Gleichung (5) besitze genau eine Losung Dann laBt sich eme 
ganze transzendente Gleichung m emei Unbekannten x („Verzwei- 
gungsgleichung‘‘) dei Foim 

(7) L 2 x- + L 3 x s -f =91 Q 
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aufstellen, wo X 2 , L s , duich sukzessive Integi ationen aus bekannten 

Funktionen lieistellbaie Konstaute und 9ft erne nut v = 0 verscbwm- 
dende bekannte legulaz konvergente Integialpotenzieiie in v ist 1st 
nun L y der eiste mcht vei schwindende Koeffusient, so gibt es m jedem 
v(s) mit him eichend Ueinem Maximum genan v Losungen von (4), d h 
es hegt eme v-fache Veiziveigung wie mi algeh aischen Falle voi , vei- 
schivinden abe i alle L l} so liat (4) fm v(s) — 0 hontmuiei lick vide 
(von dem iviRhurlich bleibenden x abhangige) Losungen — uber the 
Losungen fui benachbaite v(s) abet (A>t dei Vei zweigung) wild heme 
Aussage geivonnen Der Beweis gebt aus yon der untei dei vorliegen- 
den Annaime mogliclien Darstellung von K(s, t ) als Summe eines 
Pioduktkernes ip(s)q)(t) vom Range 1 und eines Kernes, dei emeu 
losenden Kern besitzt (s N l 39 a ; 2 490a )) Damit laBt sich (4) wiedei- 
um in eine Integi algleicbung der Form (b) ubeifuiien, die jedocli 
nocii den Integi alweit & 

(8) x = I u (t) cp (t) dt 

a 

lmeai entbalt und die dalier duicb eme legular konveigente Integi al- 
potenzreibe in v(s) und diesem Paiametei x gelost wird 

0) «<») - O(^) 

Die beiden Gleichungen (8), (9) geben die Losung des Pioblems Em- 
setzen yon (9) m (8) gibt die Veizweigungsgleichung (7), jede hm- 
reiciend kleme Losung” t yon diesei gibt duici (9) eme Losung yon (4) 

3 Hat (5) n lmeai undbhangige Losungen , so ei geben sich ebenso 
n Vemieigungsgleichungen , d h % mmdestens mit quadiatischen Glie- 
dem begmnende Gleichungen yom Typus (7) in n Paiametein, dei ait, 
daB jedes System himeichend klemei Losungen yon linen eme Losung 
yon (4) liefert Die Veizweigung kann von algebraiscbem Typus sem r 
oder es kann der oben keivoigebobene Ausnahmefall emtreten 

Die Entwicklungen von Schmidt smd so eingericbtet, daB sici die 
iier angegebenen Hauptresultate m veisciiedenen Ricitungen (Potenz- 
reihen naci mehieien Funktionen, mebieie unabiangige Yanable, Un- 
stetigkeiten dei Koefflzientenfunktionen u a) eiweitern lassen 339 j 

339) H Fcilhenbeig, Di^s Erlangen 1912, 32 S betiachtet m emem beson- 
deren Falle die aus der Veizweigungsgleichung entstehende Entwicklung der 
Lbsung nach gebrocbeneu Potenzen eines m v(s) als Faktor auftretenden Para- 
meters Weitere Beispxele bei L Orlando, Atti 4 congr int Roma 2 (1909), 
p 122-128, P Levy, Pans C R 150 (1910), p 899—901, G Bucht, Axle f mat" 

8 (1912), Nr 8, 20 S , G Bratu, Bull Soc Math Fr 41 (1913), p 846—360, 42 
(1914), p 113—142, St Mohoi ovicic, Jugoslav Ak Bull math -phys K1 6/7 (1916), 
p 7—18 , Rada jugosl Akad 213 (1916), p 12 ff 
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26. Vertauschbare Kerne. In emei an V Volte) )a m ) anscblie- 
Benden Reihe von Untersucbungen ist fui gewisse Klassen von Kernen 
ein Kalkul entwickelt woiden, dei m semem Beieicb dem Kalkul nut 
beschrankten Matuzen (s Nr 18 a, 5) entspncbt, und dei auf Lneaie 
und namentlicb auch mcbtlmeaie Integialgleicb ungen angewendet wird 
Dabei wird als Summe zweiei Kerne s , t\ K 2 (s, t) die Summe nn 

gewobnlicben Smne K x + K 2 , als Piodukt dei „zusammengesetzte 
Kein" i 

(1) K s {s, t) =/ K t {s, 0 K,(r, t)d> = K,K,(s, t) — K X K 2 

a 

betiacbtet 340 ), diese Znsammensetzung ^composition") ist die gleiche 
Opeiation, die bei dei Itenerung von Kernen (s Ni 11a) und bei der 
Faltung von Matnzen bzw Bilmearfoimen (s Nr 18 a, 4) auftiitt 
Die Gultigkeit des assoziativen und kommutativen Gesetzes dei Addi- 
tion sowie die des distributiven Gesetzes ist evident, femer eigibt die 
Vertauscbbarkeit der Integiationsfolge untei himeichenden Stetigkeits- 
voiaussetzungen fui die Keme unmittelbar die Assoziativitat dei Mul- 
tiplikation x 2 ) K s = K l (K 3 K 3 ) , 

w aluend sie 1 m allgememenei sichtlicli nicht Icommutativist (K t K 2 =\= K^) 
Voltena bat nun msbesondeie solche Beieicbe von Kernen bebandelt, 
m denen auch das lommutahve Gesetz gilt 

a) Yoltenascbe Keme (Yeitauscb baikeit 1 Ait) 

1 V Voltena bat diesen Kalkul m eister Lime auf Kerne Volteira- 
scbei Integi algleicbungen (s Ni 3,23), d b fui t > s veiscbwmdende 
Kerne angewandt 310 ) Mit und K 2 zugleicb ist aucb das Piodukt 
(1) ein solcber Yoltenascbei Kem und sem Wert fur ist (vgL 

Nr 23, (4 a)) s 

(2j 

t 

In diesem Falle spucbt Voltena von „Zusamm ensetzung 1 Art" 
und bezeicbnet die Funktion (2) mit 

(2 a) ( s , t) oder K 2 ($, t) 

340) Eiste Veioffenthchung V Volte) ret, RomAcc Line Rend (5) 19, (1910) r 
p 169 — 180 Zusammenfassende Darstellungen bei V Volterra, Literatur A 9, 
Chap IV, msbes p 147 if, Literatur B 6, Chap IS — SIV, Pioc 6 intern congr 
Cambridge (1912) I, p 403 — 406, V Voltena , The theory of pei mutable func- 
tions (Princeton Um\ press 1916), V Volterra u J Poes, Le 9 ons sur la compo- 
sition et les fonctions permutables, Pans (Coll Borel) 1924, VIII u 184 S ; 
Pormales hber die Operationsgesetze bei G C Evans, Rom Acc Line Mem (5) 
8 (1911), p 696—710 
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1st diese Zusammensetzung speziell fui zwei Kerne kommutativ 

s 

KMs,t) = f. K,,(s, (r, t)ch = K x K 2 (s, t), 

t 

so beiBen „veitauscbbar von der 1 Ait“ (permutable de 

piemieie espece), ist c eme Konstante, so sind gleiehzeitig auch cK 1 
und K 2 veitauschbai 

Liegt era System endlichvieler paaiweise veitansebbarer Kerne 
-Z£ 1? 2T 3? y K n voi, so sind aile Kerne, die man aus lhnen durcb end- 
licbviele Additionen und Zusammensetzungen nntei Hmzunabme dei 
Multiplikation mit konstanten Faktoien bilden kann, wiederum rnit- 
eraander veitauschbar 340 ), sie lassen sick rasgesamt durcb lraeare Ag- 
giegate endlicbvielei „Potenzprodukte“ mit konstanten 

Koeffizienten darstellen, wobei Potenzen als Zusammensetzung gleicber 
Yoltenascher Keme (Iterationen wie in Nr 11 bzw 23, (4a)) zu vei- 
steben sind Hiernacb entstebt aus jedem Polynom P(z ly 0 37 , z n ) in 

n Yerandeilicben, das kem konstantes Glied entbalt (P( 0, 0, , 0) = 0), 

era bestimmter Kem P(Z 1 ,I 2 , , K n ), radem man jede Potenz 

dutch den iterieiten Yolteirasclien Kem K Multiplikation dei Van- 
ablen z v duicb Zusammensetzung der K v eisetzt Das gleicbe Yerfahien 
lafit femer aus jedei fui z x = 0 verscbwmdenden Potenzieibe 5)3 (# v , s ) 

<* n Zi 1 s£ n } die m einem gegebenen Bereicb \e v \ absolut 
konvergieit, emeu mit den K v vertausebbaren Kern 5)3 (K lf , K n ) 

entsteben, falls jedes K % als Funktion von s , t bescbiankt ist 341 ), die 
Definition (2) ergibt namlicb unmittelbar fur die Zusammensetzung 
von m bescbiankten Voltenascben Kernen eme Abscbatzuno- propor- 

^ 10na l i y- (vgl die analog© Abscbatzung Ni 23 a, (4b) fur den 
iterierten Kem K m ), und das liefert die absolute Konvergenz dei 
Integralpotenzieibe 5)3 (.5^, , K n ) Die Komposition zweier solcber 

Kerne 5P X (K ly , K n ) und ^3 2 (-^n > K n ) 1S ^ dann der nach dem 

gleicben Veifabien aus dem Piodukt der Potenzieihen 5P X , , z n ) 

und 5)3 2 (z 1} j s J entstebende Kern 342 ) 

341) V VoUerrci 3i(1 ) Erweiterung fur gewisse mcht konvergenfce Potenz- 
reihen bei J Pens, J de Math (7) 1 (1915), p 1—97, msbea chap I — Wegen der 
Beziehungen zum Summations verfahien divergentei Potenzieihen vgl V Volterra, 
Literatur B 6, p 159 f und P Nalh, Palermo Rend 42 (1917), p 206—226 

342) Y Toltena hat darauf hmgewiesen (vgl z B Literatur B b, p 138\ 
daB man diese Betrachtungen auch auf Potenzreihen mit nicht verschwmdendem 
konstanten Glied ausdehnen kann Das kommt daiauf hmaus, daB der „Emheits- 
kem u E, tur den EK—KE=K ist, dei aber fieilich duich keme stetige 
Funktion von s, t dargestellt weiden kann, lem formal zu jedem System ver- 
tauschbarer Keme hmzugenommen wird, dann ist cE-\- K x mit K , vertauschbar 
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2 Aus diesen Bemeikuugen entmmmb Volte)) a unmittelbar die 
Losung emei Klasse nicbtlmearer Integialgleicbungen, die einen be- 
sondeis emfach zu bandhabenden Spezialfall der m Ni 25 beban- 
delten Grleicbungen darstellen Smd namlicb Q>(# u ,0 n ) 

fui kleme Aigumente absolut konveigente Potenzieiben, die fur vei- 
schwmdende Argumente veiscbwmden, und eifullt % — , 0 n ) 

identiscb in 0 ly . y z n die Grleicbung 

(4) ®(«1, , *„ £) = 0, 

so wird die mcbtlineare Integralgleicbung fui K 

(5) ®(K U , K n , K) = 0 

— unter K l? , K n gegebene vertauscbbare Yoltenascbe Kerne ver- 
standen — durch die Integialpotenzieibe 

K = ?(^ 1; ,K n ) 

gelosfc 348 ) Neben den zabheicben Beispielen bieizu, die m den zu 
dieser Nr genannten Aibeiten gelegentlich entbalten smd ; sei besonders 
der Fall bervoigeboben, daB die K v und K nur Ton der Diffeienz 5 — t 
abbaugen, was, wie leicbt auszuiecbnen, die Vertauscbbaikeit 1 Ait 
notwendig nacb sicb ziebt, mit K bangen auch die iteiieiten Kerne 
K (p) nui von s — t ab, und daber gebt (5) m erne mcbtlmeare Inte- 
gialgleicbung ubei, m die die unbekannte Funktion cp(s ) = K(s-f*^0 
m den. Bildungen 

( p( l) (s ) = <p(s), <p( l \s) === j V* 

o 


und lln Produkt ist dei eigentliche Kem cAT 2 + K t K 2 Weiteie tormale Aus- 
dehnungen des Kalkuls in ubnlichei Richtung geben G C Elans, Paleimo Rend 
34 (1012), p 1—28, 35 (1912), p 394, V Voltena , Rom Acc Line Mem (5) 11 
(1916), p 167—249, J Peies, Rom Acc Line Rend (5) 26, (1917), p 45—49, 
104—109 

343) V Volta ra 34 °) Der emfachste Fall hieivon ist die Losung der lmeaien 
Integralgleicbung K — KK = K durch die Potenzreihe K =I£ + K i + K*+ , d b 

die Bestimmung dei Resolvente ernes Volterraschen Keines durch Reihenentwick- 
lung nach Iteneiten, deren Beziehung zur geometnschen Reihe ^=^-|-^ 2 + 
als & Losung von (1 — *)£ = * bier klar zutage tntt (vgl Nr 24a) Hieimit ver- 
wandte Beispiele gibt G C Evans , Rom Acc Line Rend 20 2 (1911), p 453—460, 
688—694 Vgl welter erne Anwendung auf die Bestimmung von Kernen K(s — t) 
lmeaier Voltenaschei Integralgleickungen, deren Resolvente sicb duich Integra- 
tionen. und Differentiationen aus K ergibt, bei V Voltena , Rom Acc Line Rend 
(5) 23, (1914), p 266 — 269 — Auf mckt veitauschbare Kerne wild der obige 

Satz in gewissem Umfang ausgedebnt von V Volte) ra S6£ a ) und J Peres , Rom 
Acc Line Rend (5) 22, (1913), p 66—70 
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emgelit Besondeie Integralgleichungen diesei Ait haben J IIo?n Ui ), 
F Bernstein***) und G Doetsch 345 ) nach verschiedenei Richtung untei- 
sucht 

3 V Voltena hat sich weiterhin msbesondeie mit der Bestimmung 
ciller mit emem gegebenen F(s, t) veitauschbaien Kerne beschaftigt 
Sem eistes Resnltat, das aus emem Problem dei Anwendnngen (pio- 
bleme du cycle ferme) entstand, wax die Tatsache, dafi alle mit dem 
Volteiraschen Kem K(s,t) = Const vertauschbaren Kerne die Gestalt 
F(s — t) haben und daher unteieinandei veitauschbai sind 340 ) Er 
hat femer das Pioblem fur Kerne dei Oidnung 1 und 2 duich Zuiuck- 
fuhiung auf erne Integiodifieientialgleichung gelost, dabei heiBt K(s, t) 
von der Oidnung n, wenn es m der Foim (, s — t) n ~ 1 F(s,t) dai- 
stellbai ist, wo F(s, t ) Ableitungen bis zur Oidnung n — 1 besitzt 
und F(s, s) =j= 0 ist 346 ) Im AnschluB daian hat F. Vessiot m ) bewiesen, 
daB alle mit emem gegebenen Kem endlichei Ordnung veitausclibaren 
Kerne unteremandei vertauschbai smd J Petes 318 ) hat das Voltena- 
sche Verfahren fur den Pall, daB K von s, 1 analytisch abhangt, auf 

344) J Horn , J f Math 144 (1914), p 167— 1S9, 146 (1916), p, 95—116, 
151 (1921), p 167 — 199, Jakresb Deutsch Math -Ver 23 (1914), p 30 -i — 313, 
25 (1915), p 801—325, 27 (1918), p 48—53, Math Ztschr 1 (1918), p 80—114 
Die Integralgleichungen gehen duich eme Laplacesche Transformation aus nicht- 
lmearen Differential- und Funktionalgleichungen hervoi 

345) F Bernstein, Sitzungsber PreuB Akad d Wiss 1920,, p 735 — 747, 
Amst Ak Yeisl 29 (1920), p 759— 765 = Amst Ac Proc 23 (1920), p 817— 82 i, 
F Bernstein und G Doetsch, Gott Nachr 1922, p 32—46, 47—62, Jahie^b 
Deutsch Math-Yer 31 (1922), p 148 — 15 3, G Doetsch, Math Ann 90 (1923), 
P 19 — 25 Hier vrerden zunachst eme qnadiatische Integralgleichung jener Art fur 
die elhptische Thetanullfunktion und weiteihm analoge Gleichungen aufgestellt 
und durch funktionentheoretische Methoden oder mit Hilfe dei Laplaceschen 
Integraltransformation unteisucht G Doetsch, Math Ann 89 (1923), p 192—207 
behandelt im AnschluB an diese Untersuchnngen Integialgleichungen deiselheu 
Art, die sich duich eine Modifikation des oben ges child ei ten Yolterraschen Pro- 
zesses aus algebraischen Gleichungen ergeben und durch eme Laplacesche Trans- 
formation mit Difterentialgleichungen zuBammenhangen 

346) Y Yolterra, Rom Acc Line Rend (5) 19 x (1910), p 425 — 437, 20 1 
(1911), p 296—304, vgl dazu E Bompiani, ibid 19* (1910), p 101—104 — Etwas 
modifizierte Darsteilungen gibt J Peies, Pans C R lb6 (1918), p 939 — 941, 
Ann tic Norm (3) 36 (1919), p 37—50, Bull Soc Math Fr 47 (1919), p 16—37, 
Rom Acc Line Rend (6) 30! (1921), p 318—322 , 344—348 Er gibt fernet hier 
some m Pans C R 166 (1918), p 723—726, 806—808 und Rom Aco Line Rend 
(6) 27 s (1918), p 27 — 29, 374 — 378, 400 — 402 Anwendungen auf Entwicklungen 
nach Funktionssystemen, die durch eme Voltma-Tiansformation aus den suk- 
zessiven Potenzen entstehen (Besselsche Funktionen u dgl ) 

347) E Vessiot, Pans C R 154 (1912), p 682—684 

348) J Peies, Pans C R 156 (1913), p 378—381 und S4 >), chap II 
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beliebige ganzzablige Oidnung ausgedebnt, ei bat abei daiubei hinaus 
bewiesen 349 ), dafi alle nnt K(s,t) vertauscbbaien von s, t analytisch 
abbangigen Kerne durcb erne Reibe ^a x K\s, t) naeli Iterationen von 
K daistellbai sind, wobei nur in emer Umgebnng von 2 — 0 

konvergieien muB, wabiend alle stetujen Kerne, die mit einem Kern 

1 Oidnung vertanscbbai smd, wemgstens durch Polynome m K gleicb- 
maBig appioxmnert weiden konnen 

b) Konstante Integi ationsgienzen (Vertauscbbarkeit 

2 Ait) 

1 Die allgememe Opeiation (1) nennt V Yoltena 31 °) „Zusam- 
mensetzung 2 Art" und bezeicbnet lhi Resultat nnt 

(1 a) t) odei K 1 K 2 (s, t) 

H H M f I 

1st K 1 K i = K 2 K lf so beiBen K x und K 2 „vei tauscbbar von dei 
2 Ait" (permutable de deuxieme espece) Genau me in Nr 26a, 1 kann 
man aus endlichvielen vertauschbaien Kernen K ly , K n duich end- 
licbviele Additionen und Zusammensetzungen 2 Ait untei Hmzunahme 
der Multiplikation mit konstanten Faktoren neue nnt K x , ,K n vei- 
tauscbbaie Kerne bilden, die man foimal als Polynome P{K 1} , 2TJ 

daistellen kann 35 °) 

Gebt man jedocb zu Potenzreiben ubei, so gestalten sicb die Ver- 
baltmsse wesentlicb andeis als m Nr 26 a, 1 , da dei duicb die Zusammen- 
setzung 2 Ait aus m bescbrankten Kemen entstebende Kern erne nui 
dei Potenz (b — a proportionale obere Gienze bat 1st , z n ) 

eme fur z v = 0 veiscbwmdende lestcindig lonveygente Poteuzieibe dei 
z 1} , z n {game Function), so wird die Ersetzung von z v durcb K v 

unter Veiwendung dei Zusammensetzung 2 Ait an Stelle der Multi- 
plikation eme absolut konveigente Integralpotenzieibe , K n ) 

liefem, die emen mit K XJ , K n auf die zweite Art yeitauscbbaien 
Kem daistellt Dagegen wird die duicb das gleicbe Yeifabren aus emei 
Potenzreibe ^5(^ 1; , z n ) von endhchem Konveigenzbeieicb \z y \ < R t 

entstebende Reibe mi allgememen mcbt mein bonveigieren, jedenfalls 
aber wird die Poteuzieibe , z n K n ), in dei jedern Kem K \ 

dei Faktor z x bmzugefugt 1 st, fui bmreicbend kleme Paiameteiweite 


349) J Peres , Korn Acc Line Rend (5) 22* (1913), p 649 — 654, 23! (1914), 
p 870—873, S41 ), Chap IV 

350) Vgl dazu die m ' uo ) zitieite Literatur some G G Evans S4S ) Spezielle 
Kerne bei G Gioigi , Rom Acc Line Rend (5) 21 x (1912), id 748—754, G Ari- 
el) toll, ibid 25 2 (1916), p 252—257, 299—305 
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z v konyeigieien 
( 6 ) 


In clem besonderen Falle, da8 

*)= - 1 -'^ 

-Pv-l? 7 ~n) l + $ a (5 


i ) 


die Potenzentwicklung des Quotienten zweiei ganzen tianszendenten 
Funktionen von z x , , s n ist, zeigt V Voltena** 1 ), daB clei duich 
, 2 n^n) zunachst fui kleme | z x [ defimeite Kern K eben- 
faEs ubei chesen Bereich binaus emdeutig foitsetzbai und als Quotient 
zweiei bestandig konvergentei Integialpotenzieiben m s x K 19 , z n K n 
darsteEbar ist Aus der Identitat 


$(* i , ,-0 +&(*!, »0 $(*!> — > s «) 

entateht namlich duich den Voltenaschen PiozeB die lmeaie Integial- 
gleichung 2 Ait fur K 


(7) K + ^2^ ,z n K n ) K ,z n E n ), 

und die Anwendung dei Ft edholmsdien Foimeln auf sie eigibt die 

behaup tete Quotientendai stellung 

2 Auch diesen Betiachtungen kann Volte)) a wiedeium die Losuwg 
gewisae) nichthneai ei Integ>algleicliungen } diesmal mit beliebigen ho)i~ 
stanten Integy ationsg* eneen, entnehmen Ist namlich 

eme Grleichung, die duich emen Quotienten f zweier ganzer Funk- 
tionen von z iy , z n gelost wird, so eigibt die Eisetzung von z % duich 
z % (s, t) und von £ duich K untei Veiwendung der Zusammensetzung 
zweiter Ait eme mchtlmeaie Integialgleichung 

>3nK> K)=0, 

und man eihalt lhre Losung duich die Betiachtungen von Ni 26 b, 1 352 ) 

Tiber spezieEe aus ganzen lationalen entstehende Integralglei- 
chungen vgl Nr 26 b, 3 

3 Das Pioblem dei Bestimmung aller mit emem £e£ebenen Kem 
vertauschbaien Kerne ist hiei bei der 2 Art wesentlich schwienger 
und tiefei liegend als bei dei 1 Ait, es umfaBt die analoge Aufgabe 
fui endliche Matuzen und greift tief m die Ubeitiagung dei Elementar- 
teilertheone auf Integralgleichungen em (s Ni 39, insbesondeie d 502 )). 
L Smigallia 303 ) und aEgememer V Volte ) haben daigelegt, wie 

351) V Volte) ra 340 ) und Rom Acc Line Rend (5) 20 a (1911), p 79—88 — 
Tiber die Beziehung zur Funktionentheone vgl H Lebesgue , Bull Soc Math Fr 
40 (1912), p 238—244 

352) V Volterra 551 ) und Literatur B 6, Chap XIII 

353) L Simgallia, Rom Acc Line Rend (5) 20, (1911), p 563—569, 20 2 (1911), 
p 460—465, 21 2 (1912), p 831 — 837, 22, (1913), p 70 — 76 — Emige mehi formale 
Bemerkungen fiuher bei H Bateman, Cambr Phil Trans 20 (1908), p 233—252. 

354) V Voltena, Rom Acc Line Rend (5) 20, (1911), p 521—527 
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n 

sich fur Keme endlichen Ranges (Ni 10a, 1) J£c pq cp p (s) rj> 2 (t) die Vei- 

p,<i=l 

tauscbbaikeitssatze unmittelbar aus dei Elementarteileitbeorie fui die 

b 

n-ieihigen Matrizen (c pq ) mid ^J*y> j} (s)’ilj q (s)ds) gewnuien lassen 35r ’) • — 

a 

Im Zusammenbang damit smd von V Volte) ict zu ) und anderen 356 ), 
gleichfalls in Analogie zu bekannten Anwendungen der Elemental - 
teileitheorie, „algebiaische Gleichungen“ fui uubekannte Keme in zahl- 
leicben besondeien Fallen untersucht woiden, d h Gleichungen vom 
Typus X 0 K' 1 + K” - 1 + + K n = 0, 

wo die Iteiationen von K ganz lational auftieten mid K 0 , ,K /h 
vertauschbai smd 

27. Into gro differ entialgleichungen 357 ) Gewisse lmeai e Funk- 
tionalgleicbungen, m denen die unbekannte Funktion auBei Integi a- 
tionen aucb Diffeientiationsopeiationen unteiwoifen ist ; sind beieits 
m Nr 24 d, 2 bebandelt woiden Piobleme dei Anwendungen 358 ) so- 
wobl ; wie aucb der Wunsch, die in dei Tbeone dei Integi algleichungen 
entwickelten Begriffsbildungen und Methoden weiteibm auszunutzen, 
baben den AnlaB gegeben, eine gioBe Reibe veiscbiedenartigei Typen 
solcbei lmearei und mchtlmeaiei Integi odiffei entialgleicbungen“ zu 

355) Die Beziekungen zwischen den Eigenfunktionen bzw den HauptfunK- 
tionen (s Ni 39a) veitauschbarer Keme bebandelt J Sonia, Rom Acc Line 
Rend (5) 21 2 (1912), p 425—431, 22 L (1913), p 222—225 — G Launcella, Rom 
Acc Line Rend (5) 22 x (1913), p 331—343 hat fui alle mit einem beliebigen 
K(s, t) vertauschbaren Kerne konvergente Darstellungsformeln angegeben, mdem 
er die Kenntms dei Schmidtschen adjungierten Eigenfunktionen (Ni 3Gc) \oraus- 
setzt und die Tbeone der Oithogonalfunktionen benutzt Vgl auch C Sevenni , 
Atti Acc Gioen (5) 7 (1914), mem 20, 22 S — Vgl auch S Pbncherle™*) 

356) T Lalesco 492 ), G Launcella , Rom Acc Lmc Rend (5) 20J (1911) 
p 885—896, Ann di mat (3) 21 (1913), p 317 — 351, E Daniele , Paleimo Rend 
37 (1914), p 262—266, J Soulci, Rom Acc Line Rend (5) 23 x (1914), p 132 — 187, 
A Vergeno, Torino Atti 51 (1916), p 227 — 237 (bzw math -n at El , p 199 — 209j, 
G Andieoh, Rom Acc Line Rend (5) 25 2 (1916), p 360—366, 427 — 433, 26 t 
(1917), p 234—239, M Piecchia , Atti Acc Gioen (5) 10 (1917), mem 25, 41 S 

357) Zusammenfassende Daistellungen findet man bei V Volte)} a, Literatur 
A 9, Chap IV, B 6, Chap V— X, XIII, XIV 

358) Es handelt sich hiei msbesondere urn Probleme der Nachwirhung und 
Fernwirkung , bei denen der momentane Zustand an emer Stelle des Systems 
jeweils auch von alien vor diesem Moment duichlaufenen Zusta-nden an dieser 
und alien anderen Stellen des Systems abhangt, und die man jetzt vielfaeh nach 
E Picaid als lieiechtare Mechaml bezeichnet (vgl Encykl IV 30, Nr 6, p 640f, 
j E Hettinger ) Em Teil der weiteihm zu nennenden Aibeiten knupft dnekt an 
solche Probleme an 
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unteisuchen, die Integrations- und Diffeient.ationspiozesse gemischt 
enthalten Erne methodised Durcharbeitung dieses auBeroi dentlich 
yielgestaltigen Pioblemkieises liegt naturgemaB mcht voi, die emf.iche 
Bemerkung, daB die Jntegiodifferentialgleichungen alle Aiten von Inte- 
gralgleichungen und Diffeientialgleichungen als Sondeifalle enthalten, 
zeigt, mit welchen verschiedenen Fragestellungen man an sie heian- 
treten kann So beschianken sieh die voihandenen Resultate auf ein- 
zelne von bekannten Integialgleichungen odei Diffeientialgleichungen 
oder auch von algebiaischen odei funktionentheoietischen Analogien 
her leLchtei zugangliche Gleichungstypen und enthalten Aussagen ubei 
die Existenz der Losungen, Losungsfoimeln und gelegentlich auch be- 
sondere Eigenschaften der Losungen (Ni 27 a) Erne weiteireichende 
Methode zui Erfassung einer gioBeien Klasse von Integiodifferential- 
gleichungen hat V Volte) ra duich semen Kalkul mit vei tauschbaren 
Eeinen von Ni 26 gegeben (Nr 27b) 

a) Als unmittelbare Yeiallgememeiung des Ansatzes dei lmeaien 
Integralgleichungen eigeben sich lineai e Integrodiff erentialglei- 
chungen des tolgenden Typus 

in n b 

u> +2f K -^ 

i=0 t=0 a 

die ubugens als Gienzfalle dei geimscbten Integralgleicbung Nr 13 b, (1) 
aufgefafit werden konnen Emfachere Gleicbungen diesei Art fur den 
Volte) raschen Fall (obeie Integiationsgrenze s ) baben sick zueist bei 
dei Behandlung der gewobnhehen Yolteirascben Integralgleichung 
1 Art durch sukzessive Diffeientiation (s Ni 23b) von selbst dai- 
geboten, und nack dem Mustei dieser TLeone bat man den Voltena- 
schen Fall der Gleicbung (1) untei mebi odei wemger emscbianken- 
den Bedmgungen bebandeln konnen 359 ) Andereiseits kann (1), wenn 
man die boebste auftietende Ableitung als unbekannte Funktion an- 
siebfc ; durcb wiedeibolte paitielle Infcegiation in eme gewobnlicbe Inte 
gralgleiehung fui diese Funktion ubeigefuhit weiden, wobei eventuell 
nocb mebifacbe Integrate auftieten, aucb von dieser Seite ber sind 
viele Falle von (1) gelost woiden 36 °) Auf Giuud desselben Gedanken- 

359) P Burgcitti, Rom Acc Line Rend (5) 12, (1903), p 696—601 , G Fu- 
bim, Rend Napoli (3) 10 (1904), p 61—64, T Lalesco 17 ), 1 P, Nr 11, L Sim - 
galha, Rom Acc Line Rend (5) 17 2 (19 08), p 106—112 

360) N Praporgesco , Bucaieat Soc Bulet 20 ^1911), p 6—9, V VoUerrci, 
Rom Acc Line Rend (6) 21, (1912), p 1-12, G Andreoh, Rom Acc Line Rend 
(5) 22,(1913), p 409-414, 23, (1914), p 196-201, Battagl Giorn 53 (1915), 
p 97—135, Torino Atti 50 (1915), p 1036—1052, St Mohorovidic 292 ) 289 ) Vgl 
auch W Steinberg , Math Ann 81 (1920), p 119—186 



2 7 . Integro differentialgleickungen 


1495 


ganges ist yon emer Reihe von Autoien aucli dei allgemeinere Fall 
konstantei Integrationsgienzen untei vet schiedenen Bedmgungen be- 
handelt yroiden 361 ) Diese Betiachtungen smd gelegentlicli auch auf 
enifache Falle ahnlichei Integi odifferentialgleicliungeu fur Funktionen. 
mehreier Unabliangiger ausge dehut woiden 302 ) 

Auch andeie m dei Theone dei Differentialgleicliungen ausge- 
bildete Methoden smd auf Iutegiodiffeientialgleichungen angewendet 
woiden L Lichtenstein 363 ) hat als Beispiel semet Methode dei dnekten 
Zuiuckfuhiung von Randvyeitaufgaben auf Gleichungssysteme nut un- 
endlichvielen Unbekannten (Ni 15e) eine bestimmte JRandivey taafgcibe 
fin erne Integi odiffei entialgleichung 2 0)dmmg ((1) mit m — 2, n = 0), 
die emen lineal en Paiametei enthalt unci genau analog der sich selbst 
adjungieiten Diffeientialglei chung 2 Oiduung gebildet ist, nebst liner 
Eigenweittheone yollstandig behandelt Die Losbaikeit dei Rand- 
Tveitaufgabe fui erne del Potentialgleichnng entsprechend gebildete 
Integiodiffeientialgleichung m zwei Unabhangigen (vgl Ni 27 b, (3 a)) 
hat G Fubim 332 ) mit Methoden dei Vanationsrechnung bewiesen 

In almlichei Weise wie die Gleichung (1) smd auch analog ge- 
bildete nichtlmeaie Integrodifferentialgleichungen lin Zu- 
sammenhang mit dei Theorie dei mchtlmearen Integialgleichungen 
gelegentlicli unteisucht woiclen i61 ) Besondeis hei yoizuheben smd hiei 

361) G Fubmi, Boll Acc Gioen 83 (1904), p 3— 7, G Launcella , Rom 
Acc Line Rend (5) 17 x (1908), p 775—786, JS Boumtzly, Barboux Bull (2) 32 
(1908), p 14 — 31, U Crudeh , Rom Acc Line Rend (5) 18 x (1909), p 493 — 496, 
S Pmchede, ibid 18 g (1909), p 85—86, G JBtatu , Pans C R 148 (1909), p 1370 
— 1373, 2Y Pi aporgesco 8C0 ) , Ch Platnet , Nouv Arm (4) 11 (1911), p. 508 — 5 1 3 , 
Ch Plainer**), note I Ubertragung der Eigen weittheorie auf gewisse Grleichungs- 
typen bei A Vagcno, Ann di mat (3) 31 (1922), p 81—119 

362) L Simgallia 10 °), M Gevrey, Pans C R 152 (1911), p 428-431, J de 
Math (6) 9 (1914), p 305—471, msbes § 19, § 22, G Andreoli, Yenet Rt Atti 
74 (1915), p 1265—1274 Weitere Verallgemeinerungen lm Sinne dei general 
analysis (Nr 24 c) bei T E Hildebrandt, Amer Math Soc Tians 19 (1918), 
p 97 — 108 — Hierbin geboien feiner noch die m Nr 24 d, 2 und Nr 24a 298 ) 
erorterten beaondereu lineaien Integiodiffeientialgleichungen 

363) L Lichtenstein, Festschi f H A Schwarz (Berlin 1914), p 274—285 — 
Hieihm gehoren auch die von P v Mises , Jahiesb Deutsch Math-Yer 21 (1913), 
p 241—248 und Festschr f H Weber (Leipzig 1912), p 252—282 behandelten 
Randweitaufgaben mit Integralnebenbedingung sowie die nach A .Ebese/schen 
Methoden (s Nr 33 c, 34 c) von L Kosclinuedei , J f Math 143 (1913), p 285 — 293, 
E Laudien, ibid 148 (1917), p 79—87 und Dibs (Bieslau 1914), 90 S , IF Jaro- 
schcl, Dibs (Breslau 1918), 103 S behandelten Integrodifferentialgleichungen der 
Thermomechamk und die umfassenderen Problemstellungeu bei P Cow ant, Acta 
math 49 (1926), p 1—68 (vgl Nr 45 c) 

364) J Horn, Jahiesb Deutsch Math-Yer 23 (1914), p 303— -313, L Baeri , 
Palermo Rend 44 (1920), p 103-138 
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erne Reike von Untersucbungen von L Lichtenstein 365 ) nber die Integro- 
diffeientialgleichungen, welche die Gestalt der Gleicbgewicbtsfiguren 
rotieiender Flussigkeiten bestimmen, die Losnng eifolgt durch suk- 
zessive Appioximation von emei lmeaien Integi algleichung au& ; und 
msbesondeie wild nacb dem Voibild der E Schmidtschen Tlieone der 
mclitlineai en Integi algleicbung (Ni 25b) die Vei g weighing dei Losungen 
vollstandig untersncbt 

b) V Voltena bat seme m Ni. 26 daigesteUten Begiiffsbildungen 
vorzugsweise zar Bebandlung emei nmfassenden Klasse von Integi o- 
diffeientialgleicliungen angewendet S57 ) Die Grundlage semei Betiacb- 
tungen bildet die folgende Erweiterung des Satzes von Nr 26 a, 2 
ubei die Losnng gewisser Integi algleichungen 340 ) Die fui veischwm- 
dende Argumente s l} , z n veiscbwmdende und m einem gewissen 
Beieicb konvergente Potenzreihe £ = 5P(# U , oc m , g l9 . , £ n ) gebe 

bei Eisetzung dei Vanablen z u , z n veiuaoge des Veifabiens von 
Nr 26 a, 1 duich die von der 1 Ait veitauscbbaren Kerne 25^ (s, t), 7 

E n (s y t) m die gleicbmaBjg mi betiacbteten Bereicb dei ; x mJ s, t 

konveigente Integialpotenzieibe 

K ; rjj m 1 S ; 0 = 'P ^ ) 


uber, eifullt dann £ die algebraiscbe Diffeientialgleicbung 


( 2 ) 


> &ny & 


as 

dr L ’ 


<n dn 

’ dxi 7 dx^dx* 7 


so genugfc K(x lf ,x m) s y t) dei durch Eisetzung von e 19 % 

durcb K ly } K n , K veimoge des gleichen Yerfabrens a us ^2) ent- 
stebenden Integi odiffei entialgleichung 


(2a) &(%i, y x my K 1 j } K n 


* 7 av 


a a K C - K 

dx\ 7 d% l dx i J 



Diese Metbode bat V Voltena m a ) zuerst auf die „Integrodifferen- 
tialgleicbung 2 Oidnung von elliptiscbem Typus“ 

1 s 

(3 a) | ^ ^ (ffi 0 | a 8 K (# n # 3 , s, r) ^ ^ ^ | q 


365) Z Lichtenstein, Math Ztschi 1 (1918), p 229—284, 3 (1919), p 172— 174 r 
7 (1920), p 12b— 231, 10 (1921), p 130—159, 12 (1922;, p 201—218, 13 (1922), 
p 82 — 118, 17 (1923), p 62—110 — Diese Integi odifferentialgleichungen treten 
m speziellerer Gestalt bereits m den Unteisuchungen yon A Ltapowioff [Mem 
Ac imp St Petersbourg (8) 17 (1905), Nr 3, p 1 — 31, Mem pies a l'Ac imp des 
sciences 1906, p 1 — 225, 1914, p 1 — 112] auf, vgl den bistonsclien Bericlit bei 
L Lichtenstein , Math Ztschr 1 

365a) V Volterra , Rom Acc Line Rend (5) 19 : (1910), p 361 — 363 (mit 
einer Bemerkung uber Ausdehnung auf nicht veitauscbbare K y ) 



2 7 • Integrodifferentialgleichungen 


1497 


angewandt, die del Differentialglei chung 

(») i;d + og-o 

> =1 

entspncht, aus del Potenzentwicldung lhiei Grrundlosung 



eilialt ei so, werni ei noch die Konstante c duich den willkui lichen 
Kern C(s, t) ersetzt, als , ; Giundlosung‘ £ yon (3 a) die bestandig kon- 
vei gente Reihe K x 2 , x 3 , s, t) <= 


V-*-i +*■;+'>; 


Oho+i(-iy(7)/«(v{i 

j> = l ' A ' t L t = l 


a.; a-a + 


a * 


wo R t (s, t) = K t — K;- + K* + 

die 1 — (1 + £ 7 ) _1 entspi echende Resolvente des Yoltenaschen Kernes 
K t (s, t) bedeutet Weiterlun hat Volte>)a* Q6h ) nach Ubeifcragung der 
Gieenschen Satze dei Potentialtheone auf (3a) die Eindeutigkeit dei 
Losung dei „1 und 2 Randwertaufgabe“ fur (3 a) bewjesen, die Losung 
diesei Randvyeitaufgaben hat J Petes 10 °) mit Hilfe desselben Ubei- 
tiagmngspnnzipes nach dem Mustei der Potentialtheone durch Zuruck- 
iulnuno* auf Integralgleichungen gegeben Von yeischiedenen Autoien 
sind sodann analoge Unteisuchungen fur Integio differ entialgleichungen 
von hypei bolischem und pai abolischem Typus 3b5c ) sowie fur 
solche hoheiei Oi dnung J#5d ') diuchgefuhit woiden Auch durch ge- 
eignete Modifikationen des Voltenaschen Piozesses sind gelegentlich 
weiteie IntegiodiSerentialgleichungen del Behandlung eischlossen 
woiden SG6 ) 


366b) V Volterra , Rom Acc Line Rend (6) 18! (1909), p 167—174, Acta, 
math 35 (1912), p 295—366 — Die gleichen Entwicklungen fur den zweidimen- 
sionalen Fall bei L Simgalha, Rom Acc Line Rend (6) 24 : (1915), p 325-330 
365 c) V Volten a , Rom Acc Line Rend (5) 19 L (1910), p 239 243, 
G C Evans**-), G C Evans, Rom Acc Line Rend (5) 21 2 (1912), p 25—31, 
]bid 22 l (1913), p 855—860, Amer Math Soc Trans 15 (1914), p 477—496 
3G5d) J Peres, Pans C R 156 (1913), p 378—381, G G Evans, Amer Math 
Soc Trans 15 (1914), p 215—226, N Zeilon, Rom Acc Line Rend (5) 24 x (1915), 

p 584 5Q7 ? 801 — 806 — Integrodifferentialgleichungen hoherer Ordnung Tverden 

auch m den in aufgefuhrten Untersnchungen von V Volterra angewendet 
366) G Giorgi, Rom Acc Line Rend (5) 21 2 (1912), p 683 — 688, G G 
Evans 8 * 2 ) 80C(1 ), E Daniele, Rom Acc Line Rend (5) 26! (1917), p 302 — 308, 
G Boetscli , Math Anu 89 (1923), \gl 34fi ) 
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V Volte) *a 367 ) hat auch clie Opeiation dei Zusammensetzung 
2 Art zur Bildung von Integi odifleientialgleichungen verwendet, m 
denen die auftietenden Integrale konstante Grenzen haben, sie ent- 
stehen aus der Diffei entialgleichung (2) duich den in Ni 26 b ; 1 ge- 
schildeiten ProzeB dei Ersetzung dei Vanablen dnrch veitauschbare 
Keme 2 Ait Auch fui sie kann ei — analog dei Aussage von 

Nr 26 b ; 2 ubei Integialgleicliungen — erne Losung angeben, die 
obendiem einei gewohnlichen lmearen Integialgleichung 2 Ait ge- 
uugt, wenn die Losung von (2) em Quotient bestandig konveigentei 
Potenzreihen m b 19 , z n ist Auf diesei Giundlage hat V Volte)) a 

besondeis die elliptische Integrodiffei entialgleichung der Art (3 a) mit 
konstanten Integi ationsgrenzen behandelt 3bS ) 

Ubei Yeiallgemeinerungen des Begnffes der Integi o diffei ential- 
gleichungen 368a ) vgl Ni 2 8 375 ) 

28. Allgememe mchtlmeare Funktionaloperationen. Diemanmg- 
faltigen Unteisuchungen ubei mchtlmeaie Funktionaloperationen, Funk- 
tionen von Funktionen und Ivuiven (fonctions de lignes) u dgl haben 
die gememsame Tendenz, die Elemente dei reellen und komplexen Funk- 
tionentheone von emei odei mehreien Veranderlichen auf unendlich- 
dimensionale Raume (unendlichviele Veianderliche unter verschiedenen 
Konveigenzbedingungen, Funktionsgesamtheiten veischiedenei Art, vgl 
Ni 20, 24) zu ubeitragen Sie steken lhiem Uispiung und lhrer Fiage- 
stellung nach zum Teil m so engen Beziehungen zur Theone dei mcht- 
lineaien Integi algleichungen und dei nichtlmeai en Gleichungen mit 
unendlichvielen Unbekannten, daB hiei wemgstens dLe wichtigsten 
Arbeitsuchtungen kuiz skizziert und dabei diejemgen Arbeiten auf- 

367) V Voltena 851 ) Vgl auch die Darstellung bei V Volte) i a } Literatur 
B 6, Chap Sill, wo zunachst die entaprechenden Satze fui endliche Matuzen 
entwickelt und die Integrodiffei entialgleichungen durch Gienzubergang gewonnen 
werden 

36S) V Volterra, Bom Acc Line Rend (5) 20, (1911), p 95—99, 22, (1913), 
p 43—49 

368 a) Die von G G Evans m den beiden letzten in 365 c j genaunten Ar- 
beiten, in S6B ), Lect IV sowie Rom Acc Line Rend (5) 28, (1919), p 262—265 
und Rendic semin matem Roma 5 (1919), p 29 — 48 behandelten „Integrodiffe- 
r entialgleichungen von Boclie) schem Typus“ stehen zu dem hier behandelten 
Gegenstand nui m loser Beziehung, sie bestehen lm wesentlichen m dei Um- 
setzung emer parti ellen Diffei entialgleichung m eme Identitat — im Falle zweier 
Unabhangiger — zwischen emem Integral ubei eme bebebige geschlossene Kurve 
und eineni uber das von diesei umBcklossene Flachenstuck, wie sie durch die 
Greenschen Satze geliefert wild 
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gefuhit weiden sollen, die nut dem Auflosungspioblem mehr oder 
weniger zusammenliangen S69 ) 

Die durcli absolut konveigente Potenzi eihen defimeiten analy- 
tiscben Funktionen un endlicbvielei Yei andei lick ei, die 
H v Koch 312 ) 333 ) zui Aufstellung nnd Auflosung mcbtlmeaiei Glei- 
cbungssysteme benutzt hatte (s Nr 25 a), hat D Hrfbeit 310 ), msbeson- 
deie auch ini Hmblick auf analytisclie Foitsetzung, Griuppeneigen- 
schaft u dgl , liahei unteisucht, mit leellen Funktionen unend- 
lichvieler Vei andei lichei , msbesondeie auch nut dei Bestnnmung 
lhiei Extiemwerte sowie mit Anwendungen auf die partiellen Differen- 
tialgleicliuugen hat sich J Le Rom 371 ) befaBt Die unendlichyielen 
Yei an dei lichen smd bei diesen Unteisuchungen zumeist an die Be- 
dmgung | x p | <[ R p (p = 1, 2, ) geb unden 

M Fiechet 372 ) hat seme Unteisuchungen ubei lineai e Funktional- 
opeiationen (Ni 24 b) untei Zugiundelegung dei namhchen Entfei- 
nungbbegnfife auf mchtlineare Operationen ini Funktioneni aum 
ausgedehnt und hat da msbesondeie fur stetige Funktionalopeiationen 
das Analogon des WeieistiaBscken Satzes ubei Appi oximation duich 
Polynome entwickelt In systematischei Weise hat V Volter) a 313 ) in 

369) Vgl auBer den beiden in 2flC ) genannten Encyklopadiereferaten die 
zusammenfassenden Darstellungen von G G Evans , Functionals and their appli- 
cations (Cambndge Collocju 1916, New York 1918, 136 S , s auch Amei Math 
Soc Bull 25 (1919), p 461—463), P Levy * 90 ) sowie G JDoetsch, Jahresb Deutsch 
Math -Yei 36 (1927), p 1-30 

370) JD Hilbeit, Palermo Rend 27 (1909), p 69—74 Vgl dazu auch 
IH) 4 Westfall, Amei Math Soc Bull (2) 16 (1910), p 230, Palermo Rend 
39 (1916), p 74 — 80 (Polynome von uuendlichwelen Variablen), H Bohr , Gott 
Nachr 1911, p 411—488 (Anwendung auf Dinckletsche Reihen unter Benutzung 
ernes Resultates von O Toephtz 134 )) , R Gateaux , Bull Soc Math Fi 47 (1919), 
p 70 — 96 (andei er Beieich der Veranderlichen), E H Moore, Math Ann 86 
(1922), p 30 — 39 (Emreihung m die geneial analysis) 

371) J LcRoux, Trav Umv Rennes 1 (1902), p 237—250, 2 (1903), p 23—29, 
293—303, J de Math (5) 9 (1903), p 403—465, Nouv Ann (4) 4 (1904), p 448 
—468 , Pans C R 150 (1910), p 88—91, 202—204, 377—378 

372) M Freeh et, Pans C R 139 (1904), p 848—850, 140 (1905), p 27-29, 
667—568, 873—875, 148 (1909), p 155—156, 150 (1910), p 1231—1233, Ann 
fic Noun (3) 27 (1910), p 193— 216 Diese Unteisuchungen wurden welter aus 
gedehnt von R Gateaux, Pans C R 157 (1913), p 325 — 327, Rom Acc Line 
Rend (5) 22, (1913), p 646—648, 23 t (1914), p 310—315, 405—408, 481—486, 
Bull Soc Math Fr 47 (1919), p 47—70, 50 (1922), p 1-37, vgl auch P Levy 
Pans C R 168 (1919), p 752-755, 169 (1919), p 375—377 

373) V Volter) a hat selbst zusammenfassende Darstellungen semer Ent- 
wicklungen (Erste Veioffentlichungen Rom Acc Line Rend (4) 3 2 (1887), p 97 
—105, 141—146, 153—158, 225—230, 274—281, 281—287, 4 X (1888), p 107—115, 
196—202) in semen Le 9 ons sur les equations aux d^nv^es paitielles, Stockholm 
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seiner Theone dei „fonctions de lignes" die Grundbegiiffe dei 
Analysis, wie paitielle Ableitung, Diffeiential, Taylorsche Reihe auf 
Fimktionalopeiationen ubeitragen, von den neuen Pioblemen, die da- 
mit entstehen, smd biei die Fiage dei Umkelnung von Funktionaltians- 
foimationen 374 ) [Verallgemeineiung dei Losung der mclitlmeaien Inte- 
gralgleicbungen (Ni 25) und Integiodiffeientialgleicbungen (Ni 27)] 
sowie das Pioblem dei ^equations aux denveeb foiictionelles“ 375 ) (das 
Analogon dei paitieHen Diffeientialgleicbungen und Integi odiffei ential- 
gleichungen) heivoizuheben 

Endlich ist lnei nocb anf die wiebtige Rolle zu veiweisen, die 
die Betiaclitung der Funktionalopeiationen und dei Funktionen von 
Funktionen m dei neueien Variationsrecbnung spielt S75a ) 

(Upsala 1906 und Pans 1912, 82 S), Le 9 I, V, VI, VII scnvie in Liteiatui A 0, 
Chap I und Literatui B 6, Chap I — IV gegeben Ubei den Begnff cles Diffe- 
rentials vgl auck M Fiechet, Amer Math Soe Ttans 15 (1914), p 135—161 — 
Beispiele fur den ZusammenliaDg mit Integralgleichungen bei E Damcle , Atti Acc 
Gioen (5) 8 (1915), mem 13, 9 S und E Le Stoiuyeon, Amer Math Soc Trans 
21 (1920), p 357—383 

374) 6r C Evans, Proc 5 Congr of Math Cambridge 1912, I, p 387—596, 
A A Bennett, Nat Ac Proc 2(1916), p 592—598, Amei Math Soc Bull 23 (1916), 
p 209, P Levy , Pans C R 168 (1919), p 149—152, Bull Soc Math Fr 48 (1920), 
P — 27,/ A Barnett 519 ) — G- JD BulhoftxL O Kellogg, Amer Math Soc Tians 
23 (1922), p 96 — 115, haben durch Anwendung topologischer Gesicktspunkte 
(Existenz ernes Fixpunktes bei stetigei Defoiination) ein allgemeines Existenz- 
theorem fui mchtlineaie Funktionalgleichungen der Form <p(s) = g((p(s)) gegeben 

375) V Volterra, Rom Acc Lmc Rend (5) 23 t (1914), p 393—399,551—557 
bekandelt hneare Gleichungen dieser Ait durch Zuiuckfuhrung auf Integrodiffe- 
rentialgleickungen 1 Oidn vom Typus Nr 24 d, (2) (odei allgememer auf solche, 
m denen an Stelle der Integrate aUgememe Funktionaltransfoimationen der un- 
bekannten Funktionen auftreten), genau wie man lmeai e parti elle Differential- 
gleichungen 1 Ordn aul Systeme gewohnlicher Diffeientialgleichungen zuruck- 
fuhrt, E F)eda , ibid 24 1 (1915), p 1035 — 1039, J A Barnett 519 ) — TVeiteie 
Rlasaen hierhei gehougei funktionalei Differentialgleichungen, die m gewissem 
Smne totalen Differentialgleichungen analog sind, gehen auf das Vorbild dei 
Relationen fur die Variation Greenschei Funktionen zuruck, die J Hadamard auf- 
gestellt und untersucht hatte (Pans C R 136 (1903), p 351—354, Memoir Say 
dtrang Pans 33 (1908), Ni 4, 128 S , Le^ns sui le calcul des variations, I (Pans 
1910), p 303 — 312), sie hat P Levy emgehend behandeit PariB C R 151 (1910), 
p 373—375, 977—979, 152 (1911), p 17S— 180, 154 (1912), p 56—58, 1405—1407, 
156 (1913), p 1515—1517,1658—1660, J £c Polyt (2) 17 (1913), p 1-120 (= these, 
Pans), Palermo Rend 33 (1912), p 281-312, 34 (1912), p 187—219, 37 (1914), 
p 113—168 Vgl auch J Hadamaid, Pans C R 170 (1920), p 355—359, G Julia, 
ibid 172 (1921), p 56S — 570, 738-741, 831—833 

375 a) Man vgl hieiuber etwa L Toyielh, Fondamenti di calcolo delle varia- 
tion], T I (Bologna 1921), T II (1923), msbes Cap V-XII von T I und Cap I, V 
von T II Bowie R Gouiani, Jahresb Deutsch Math -Ver 34 (1925), p 90 117 
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29. NTumerische Behandlung Imearer und mchtlmearer Pro- 
bleme 376 ) Fur die angenaheite Auflosung dei lmearen Inte- 
gi algleiehungen 2 Ait isfc die Mekrzahl dei theoietisch gegebenen 
Methoden (vgl Nr 9 und 10) nui you geringem Nutzen Alle Me- 
thoden, die das Pioblem auf die Aufgabe dei Auflosung yon n line- 
aren Gleichungen nut n Unbekannten zuiuckfuhien, wie z B die 
Methode des Gienzubei gangs aus Hilbots eistei Mitteilung (vgl Nr la 
und B1 ;), bedeuten nuinensch keme wesentlicbe Forderung 377 ), denn die 
numenscke Auflosung ernes endlichen lineal en Systems mit emei 
gioBeien Zahl von Unbekannten stellt ein m Giunde mcbt viel em- 
facberes Pioblem dar, fui dessen praktiscbe Bewaltigung voi allem die 
deni Algebiaikei und dem Zablentheoietikei wicktigen Deteimmanten- 
foimeln lm allgememen ausscbeiden 37S ) Aus demselben Giunde kommt 
auch die Ft edholmsche Auflosnngsfoimel, die dei Deteimmantenformel 
analog ist, m der Regel mcbt in Betiacht 

Erne Ausnakme bildet das in Ni 10a ausfuhilicb daigestellte 
Abspciltungsvofaluen von E Schmidt Bei seinei piakt]schen Durck 
fuhiung kommt alles daiauf an, duich gescluckte Wahl der Funktionen 
u 1} , v 17 , v n zu eireicken, dafi H(s, t) = K(s, t) — ( s ) v i (f) 

— — u n ( s ) V n^) hei veihaltmsmaBig medugem n moglichst klem 
ausfallt, denn von dei Klembeit von E bangt die Gute der Konvei- 
genz dei Entwicklung nack Iterierten ab ; von dei GioBe von n aber 
die Recbenarbeit bei der Auflosung dei n lmearen Gleichungen, auf 
die das Veifahren die Integi algleichung zuiuckfubit Auch hier ist 
also schlieBlich em endlicbes System aufzulosen, abei dei prmzipielle 
Unterschied liegt dann, das man em emziges solcbes System mit 
emem medngen n 7 mcbt eme Kette solcber Systenie mit wachsendem 
n zu losen bat 378 a ) 

376) Die numerische Behandlung cler Eigenweitprobleme ist bier alsbald 
nut einbezogen 

377) Die Annaherung emer Kurve durch Treppenfignren ist em numenseb 
lecbt ungunstiges Veifahren Wenn also L Bcdhf, Ens math 18 (1916), 
p ill — 116 emeu aus n kommunizierenden Rohren beatehenden mechamschen 
Apparat zur Auflosung von n lmearen Gleichungen beschreiht, um damit duich 
den eben genannten Grenzubmgang lmeare Integralgleichungen aufzulosen, so 
wirkt die Ungunstigkeit dieser Approximation dem Vorteil seinei Apparatur ent- 
gegen 

378) Vgl die Artikel von C Bunge , Encykl IB 3a, Nr 15, p 448 und 
von J Bauschinger , I D 2, Nr 11, p 791 Die dort allem m Betraeht gezogene 
snkzessive Approximation ist auf Integralgleichungen ebensogut direkt anwend- 
bar (Entwicklung nach Itenerten, vgl Nr 8, 10a, 2 nnd 11 a') 

378 a) Eme Modification bei H Bateman , London Boy Soe Pioc A 100 
(1922), p 441—449 — F Tnconni, Rom Acc Line Rend (5) 33, (1924), p 483 
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Ferner hat D Enskog 72 ) 66 ) sem m Ni 15 e angegebenes Ai 
losungsverfalnen praktisch eiprobt unci den numenschen Ansatz 
wendungsbereit daigestellt Das durften die beiden emzigen vorliogi j 
den Methoden von allgememer Anwendbaikeit sem 379 J 

Fur die angenakeite Auflosung von unendlichviob 
lmearen Gleichungen gilt in sinngemaBei Ubertiagung genau du 
gleiche Hiei hat E Goldsclmndt m ) die veischiedenen in Betim h 
kommenden Methoden einei vergleichenden theoietisehen und pint 
tischen Piufung unterzogen und ist zu dem entspiechenclen Eigebtu 
gekommen das Abspaltungsverfahren tntt wiedei in den Voideigun . 
und ist hiei noch bequemer m Gang zu setzen, da man sich uu 
emen passenden Alschnitt auszusuchen biaucht 

Bei den unendiichvielen Veiandei lichen tntt noch deutlichei ah 
bei den Integialgleichungen in Erschemung, daB das Pioblem d< 
Auflosung von n lmeaien Gleichungen mit n Unbekannten schon 
nau die gleichen Schwierigkeiten enthalt, und daB umgekehit da 
wemge, was hiei zu wiikhcher numenscher Beaibeitung eidat hi 
woiden ist, ummttelbar auch fui unendliche Systeme wnksam i-t 
Hier hat Ph L Seidel 610 a ) die Ausgleichung ernes Systems mit enu 
gioBen Anzahl von Unbekannten (sem System enthalt 72 Unbekannh 
beaibeitet Die Ausgleichung eifoidert, die Quaclratsumme Q d* r 
lmken Seiten cler Gleichungen zum Minimum zu macken Es ist <li«* . 
genau der Kunstgnff dei Zuruckfuhiung des Systems 21 auf das Systi in 
21' St, der m Nr 10b, 1 und Nr ISb, 3 bespiochen woiden ist 
nur daB doit, was nebensacklich ist, 21 2T statt 2T21 gebildet wuith 
vom Standpunkt del Ausgleichungsiechnung eischeint ei als selbst 
verstandlich, und Seidel unteilaBt es nicht zu bemeiken, daB er auch 
dann biauchbar bleibt, wenn die Zalil dei Gleichungen die der Un 
bekannten nicht ubertnfit, so daB es sich nur urn gewohnliche Aid 
losung handelt 


—486, 33, (1924), p 26 — 30 schatzt die durch den Kern endiichen Rangr ► 
geleiatete Annaherung nut den Mitteln des Hadamaidschen Deteuninantcn 
satzes ab 

379) Volterrasche Kerne von dem besonderen Typus K(s, t) = l(t — s) be 
handelt T Whittcike) 292 ) numerisch nach verschieclenen, anf den spezielh n 
Fall zugescbmttenen Methoden 

379a) Ph L Seidel, Munch Akad Abh 11 (1874), 3 Abt , p 81 — 108 - 
Aus einem Brief von Gaufi an Gerlmg vom 26 12 1823 ( G F Gaufi, Werke L\, 
p 279 f , vgl auob Gh L Gerlmg, Die Ausgleichungsrechnungen der piaktiscbim 
Geometne, Hamburg und Gotha 1843, p 38b— 393), ergibt sich, dafl Gaiifl be 
reits damals lm Besitze der Seidelschen Methode gewesen ist 
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DieBes symmetnsche System nun behandelt Seidel mittels ernes 
Reduktionsveifahiens, das sich auf die namliche Foimel stutzt wie die 
Lagrangesche Transformation der quadratischen Foim auf eme Smnme 
yon Quadiaten, ei halt dieses an sich fur biauchbarei als die Methode, 
die er als Student bei C G J Jacobi kennen gelernt hatte, als ei lhm 
behilflich wax, die Levemerschen Gleichungen fui die Sakulaistoi ungen 
der sieben Planeten genauei nackzurechnen Jacobi 319h ) hatte dieses 
Eigenweitpioblem einei quadiatisehen Foim von siehen Verander- 
lichen behandelt, mdem ei sich auf den Satz stutzte, daB eme bmaie 
oithogonale Tiansfoimation von x p , x q allem, die das Glied a pq x p x q 
beseitigt, die Quadiatsumme dei aujoeihalb der Diagonale stehenden 
Koeffizienten dei Foim um vermin dei t, nachdem er duich zehn 

solche voibeieitende bmaie Tiansfoimationen alle betrachtlichen, auBei- 
halb dei Diagonale stehenden Glieder beseitigt hatte, hatte er das 
Eigen wertproblem dei so piapaneiten Foim durch eme Ait von suk- 
zessivei Nalieiung behandelt Diese Methode von Jacobi ist dort, wo 
es sich nicht um die Heistellung dei gesamten Eigen werte und Eigen- 
losungen handelt, sondern nur um die Auflosung dei Gleichungen, m 
der Tat em Umweg, und das Veifahren von Seidel odei die in 
Ni 18 b, 3 geschildeiten Methoden (Jacobische Tiansfoimation oder 
Entwicklung nach Iteneiten m dem von Hilb gegebenen Airangement) 
smd dafur angemessenei 

Fui die numerische Behandlung dei Eigenwei ttheoi le 
aber bleibt Jacobis Verfahren gewiB von Interesse Auf diesem Ge- 
biet ist spateihm eihebliches hinzugekommen 3S0 ) W Bitz 12i ) hat 
allerdmgs seme Rechnungen durchweg an Eigenwei tpiobleme fur 
Differentialgleichungen angeknupft Aber B Com ant, der die Ritzschen 
Untersuchungen 1 m AnschluB an Silbe) /sclie Methoden in manmg- 
facher Weise ausgebaut hat, hat gelegentlich 67 ) 422 ) (vgl Ni 10b, 3 
und Ni 33d) lhie Ausweitung fui Integialgleichungen ausgefuhit (vgl 
dazu auch Nr 45 c) 


379 b) C G J Jacobi , Astro n Naehr 22 (1844), Nr 523 = Weike, Bd 3, 
p 467—478, J i Math 30 (1846), p 51— 94 = Werke, Bd 7, p 97-144 

380) Auch die Rechnungen von G TV Hill 1 ') gehoren eigentlich hieiher* 
da es sich bei lhnen in Wahrheit nicht um em Auflosungsproblem, sondern um 
em Eigenweitpioblem gehandelt hat, das dann in den daian anschlieBenden 
Arbeiten von H v Koch ganz in den Hmtergrund getieten ist 
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III. Eigeuwerttlieorie. 

A. Integralgleichungen mit reellem symmetrischein Kern 

Die von D Hilbot s5 ) entwickelte, von E Schmidt 41 ) neu begiun- 
dete Eigenweittheone 3S1 ) bekandelt erne In tegralglei chung 2 Art 

b 

(i) cp(s) — xj l(s, t)(p(t) dt ===== f(s) (a<,s b), 

a 

deien Ron h(s,t) eme leeTle symmetnsche FunlJion do mi Into nail 
(i a,b ) mnioenden teellcn Vo ctndo lichen s,t zst 

(1) A ( 5 , t) = A ( t , s ) (a <£ 5, if b), 

X isfc em unbestimmtei, beliebigei reeller imd komplexei Weite falngei 
Parameter Zui Veremfachung dei Daistellung sei zunacbst die fm 
die Gultigkeit der Theone ubugens niclit wesentliche Annahme (s 
Nr 36a) gemacht, daB A (s,t) eme stetige Funltion iho beiden Vo- 
andohchen sei 

30. Eigenwerte nnd Eigenftmktionen Eigenwot ( constcnite cha - 
laderistiqiie, valow eccezionali) des Kernes l(s y t) keiBt em Wert von 
X, fui den die zu (a) gehonge liomogene Integialgleicbung 

b 

(i h ) cp(s)~ 1(8, f)cp(t)di = 0 (a ^ s b) 

a 

eme nicht ldentisch veischwmdende stetige (reelle odei komplexe) 
Losung gp(s) besitzt, jede solche Losnng heiBt eme m dem Eigemvot 
X gehoyiqe Eigenfnnltion ( fonction fondamentale, noimal fonction ) 882 ) Es 
bestehen nun die folgenden giundlegenden Tatsaclien 


381) Ygl die Darstellung der histonscken Entwicklung des Gegenstandes 
m Nr 1, 6 und 7, die ubngens im folgenden nicht vorausgesetzt wird Die 
Hilbertsdhe Tkeorie wird im folgenden nach dem Abdrnck semei 1 Mitteil 
(Gott Naclii 1904, p 49—91) m den „Grundzugen t{ , 1 Abschmtt, die von lhi 
unabhangige Tbeone von E Schmidt nach dem Abdrnck seiner Dissertation 41 ) 
m Math Ann 63, p 433—476 zitiert — Uber die Begrnndung der Eigenwert- 
theone darch die Theone der unendlichvielen Veiandeilichen vgl Nr 40 e 

382) In dieser Form stehen die Defimtionen an der Spitze der Theone von 
E Schmidt 881 ), § 4, sie setzen die Analogie mit den Eangen und Richtungen der 
Hauptachsen emer qnadratischen Flache im n-dimensionalen Raum (s Nr 1) 
sowie mit den ausgezeichneten Parameterwerten und Eigenschwmgungen der 
Eigenschwmgungstheorie (s Ni 6) in Evidenz Bei Hilbeit 381 ), p 14, 16 ent- 
stehen Eigenwerte nnd Eigenfunktionen dnrch den Grenznbergang aus dem alge- 
braischen Pioblem (s Nr SSb) 
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a) Jeclei Eigenweit ist reell 383 ) Denn aus (i h ) folgt nach 
Multiplikation mit dei zu <jp(s) konjugieit komplexen Funktion <p(s) 
und Integiation von a bis b 

b b b b 

fq>(s)<p{s)ds =f\<p{s)\-ds = X ,JJh (s, t)(p{s)tp(t)dsdt, 

a a a a 

und hieiaus eigibt sich die Behauptuiig, da das Doppelmtegral wegen 

b 0 D 

(1) reell undj^cpis)] 2 ds reell und >0 1 st Bei leellem X genugen 

a 

Real- und Iinagmaiteii von <p($) selbst dei Gleichung (z A ), man be- 
trachtet dalier mu yedle Eigenfunltionen 

b) Zu jedern Eigenweit X geboit erne endlicte Anzabl 
n lineal unabhangigei Eigenfunktionen, X lieiBt alsdann em 
n -facbei Eigenweit Das 1 st eme unmittelbaie Folge des Satzes 1 
von Ni 10 j E Schmidt* 81 ) beweist sie unabhangig davon auf Grund 
der Bemeikung, daB jede nnt konslanten Koeffizienten gebildete lineare 
homogene Kombmation aus zu X gehongen Eigenfunktionen wiedei 
eme solche 1 st, er bildet namhch mit semem Oitkogonalisieiungs- 
piozeB 111 ) (vgl Ni 15a ; (4)) aus n zu X gehongen linear unabhangigen 
Eigenfunktionen n zuemandei in bezug auf das InteivalJ (a, b) ortho- 
gonale und noimieite Eigenfunktionen und erhalt durcli Anwendung dei 
Bes&elschen Ungleicbung 385 ) die Abschatznng 

b b 

( 2 ) n<:x*ffl(s,tydsdt 

a a 


383) JD Hilbert' 161 ), p 13 f diuch Gienzubergang ana dem entsprechenden 
algebraischeu Satz (Realitat der Wuizeln der Sakulargleichung) — E Schmidt 361 ), 
§ 4 fuhrt den acbon von S' JD Poisson , Bull Soc pbilomat 1826, p 147 fur die 
Realitat dei ausgezeichneten Parameterweite von Eandwertaufgaben nnd von 
A Cauchy , Exorc de math 4 (1829), p 140 == Oeuvres, 2 s£r , t IX, p 174—195 
fur die Realitat der Wurzeln dei Sakulai gleichung gegebenen Beweis direkt fur 
die Integralgleichung durcli, was aich von der Anoidnung des Textes nur un- 
wesentlich durch Vorwegnahme von c) unteiecheidet 

384) E Schmidt**'), § 5 

385) Uber diese Besselsche Ungleiclnmg \gl Encykl II C 11, Nr 2, (6), Hilb- 

Szasz, sie besagt, dafl, wemi qp t (s), , cp n (s) normierte Orfckogonalfunktionen 

smd, fui jede stetige (nnd sogar jede quadratiscli mtegnerbare) Funktion u(s) gilt 

b 0 b 9 b 

[ j « (s) <Pi (*) s] + + [y« («) ds \ ^ J u ( s )' ds 

a a a 

Vgl dazu auch Nr 15 a, (2 a) und 10 °) 
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c) Zu versckiedenen Eigenwei ten X =4* gehorige Eigen- 
funktionen <p($), cp*(s ) sind zuemandei oithogonal 

b 

( 3 ) fq>(s)<p*(s)ds = 0, 

a 

wie unmittelbai aus den fui X, A* angesetzten Gleickungen (i 7 ) folgt 386 ) 
Ordnet man jedem M-fachen Eigenwei t wie m b) em System von n oitko- 
gonalen und noirmeiten Eigenfunktionen zu, so eikalt man em noimiei- 
tes Oithogonalsystem von (kockstens abzaklbai unendlickvielen) Eigen- 
funktionen cp 1 (s) 7 <p 2 (s) } . (vollstandiges nonmeites Oithogonalsystnn 
von Us, t)) derait, daft jede Eigen fault ion von L(s, t) eine linear e homo- 
gene Kombmation von endltchvielen cp,( s ) nu ^ lonstanten Koeffiwenten 
?st 3Si ) In der gleieh numeneiten Reike dei entsprechenden Eigen- 
werte X t7 X 2} tutfc jeder Eigenweit so oft auf, wie seine Vielfack- 
beit angibt Duich Anwendung der Besselschen Ungleichung auf eine 
Anzahl dei <p t (s) sekliefit E Schmidt** 4 ) analog zu (2) fur jede An- 
zakl diesei Eigenwei te 

b b 

(4) ffi to 0* ds dt ' 

(i) a a 

also existieien hochstens abzahlbar imendlidiviele Eigenwei te , und falls 
unendhchviele existieren, Jiaben sie tin Endlichen heme Haufungsstelle 

lim X v — oo f 

t = 00 

und die Summe ihiei tezipolen Quad) ate, em jedes nach semei Viel- 
fachheit gezahlt , Jconveigieit und genugt (4) 387 ) 

d) Die Fiage nach dei Esistenz der Eigenwei te gieift uber den 

Bereich diesei mehr formalen Aussagen hmaus (s Ni 33) Jedoch 
kann man hiei beieits folgendes aussagen Smd X 19 , X n Eigenwerte 

von l(s, i ) und (p x (s) 7 , <p n (s) die zugehongen noimieiten Eigen- 

funktionen, so hat dei durch Subtraktion dei endlichen Summe 

(5) Z*(s, t ) =2 

l = 1 

386) D Rilbeit 881 ), p 17, E Schmidt™ 1 ), § 4 Das Verfahren entspricht 
formal vollstandig dem, das man seit S D Poisson 383 ) zum Be'weis der Ortho- 
gonahtat der auagezeichneten Losungen des Eigensch-wmguugsproblems verwendet 

387) Em Teil dieser Aussagen folgt auck aus dei Tatsache, dafl die % v 
die Nullstellen der Fiedholmschen ganzen Tianszendenten d(2,) smd (vgl Nr 9 
Ende) — Bei Summation uber alle Eigenweite gekt (4) m erne Gleichung uber 
s Nr 84 a, (26) 
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von A entsteliende Kern 

(6) l(s, t) - l* (s, t) = Ms, t) 

t =1 

heme dei FunMionen cp l (s) mein mi Eigenfunltion , sind feiner alle 
andeien Eigenweite von l{$, t) von , X n veischieden, so hat 

l — h* lemes dei X v mein mm Eigenweit Alle ubrigen Eigenfunk- 
tionen und Eigenweite von l(s 7 t) abei stellen die samtlichen Eigen- 
funktionen und Eigenweite von l — 7/ dai 388 ) Die gleichen Schlusse 
smd fui unend lichviele Eigenwerte und Eigenfunktionen jedenfalls 
dann moglich, wenn die entsprechend (5) gebildete unendliche Reihe 
gleichmaBig konveigieit, die allgememe Ubeiwmdung diesei Schwierig- 
keit ist ein Hauptpunkt dei Theoiie (vgl Nr 34 a) 
e) Eme stetige Funktion %(s)j fur die 

b 

(7) fl(s,t) x (t)dt= 0 

a 

ist, kann man als erne mm Eigeniveit oo gehoiige E igenfunltion be- 
zeichnen (vgl Nr 7), die Schlusse von b) lassen sich nicht ubertragen, 
es kann tatsachlich — 7 B bei dem Kem (5) — unendlichviele lmeai 
unabhangige solche Eigenfunktionen geben Jedoch ergibt sich un- 
mittelbar, daB auch eme solche Eigenfunktion %{s) orthogonal zu jeder 
zu einem endlichen Eigen wert gehongen Eigenfunktion cp % (s) ist 

b 

(7') f%(s)<p v {s)ds = 0 (v = 1, 2, ) 

a 

Weiteihm abei folgt umgekehit (7) aus dem Bestehen von (7') fur 
alle Eigenfunktionen <p v (s), diese Tatsache liegt wesentlich tiefer und 
ergibt sich eisl aus dem Entwicklungssatz (24) odei (24 a) von 
Ni 34 a 389 ) 

Em Kern, dei kerne zum Eigenweit oo gehorige stetige Eigen- 
funktion besitzt, heiBt abgesclilosscn 39 °) 

31. Die iterierten und assoznerten Kerne 
a) Die m Ni 11 daigelegten Beziehungen zivischen emem Kem 
und semen iteneiten Kemen lassen sich bei reellen stetigen syrnme- 

388) Diese in den Betraclitungep. von Hilbert nnd Schmidt™') enthaltenen 

Tatsaclien eigeben sich unnuttelbai durch formale Rechnung mit Hilfe von (3) 
nnd (7') — Ubngens lost (5) unmittelbar die Aufgabe, emen Kern mit endlich- 
vielen beliebig orgegebenen Zahlen , X n als Eigenwerten und n beliebigen 

normierten Oithogonalfunktionen cp l (s), , cp n (s ) als Eigenfunktionen zu bilden 

389) JE Schmidt™ 1 ), § 9 

390) D Hilbert™ 1 ), p 23 
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tiischen Kernen k(b y t) weitei ausgestalten und fukren zu folgenden 
fur den Anfbau dei Theorie wichtigen Eigebmssen Jedei iterierte Kern 
U n )(s y t) ist wiedeium reell, stetig und symmetiisch und ist fui em 
mcht identisck. verschwmdendes l(s, t) nicht identisck. Null, und jede 
Spin von geiadem Index (vgl Ni 11, (5)) ist positiv 391 ) 

b b b 

(8) u 2n = JlMfa s ) d s = t fj U° (n K s j OP dsdt>0 

a a a 


Die >i ten Potenzen dei Eigenwerte von k(s y t) stellen die samtlicken 
Eigenwerte von l ,M(s, t) dar, jedes vollstandige normieite Eigen- 
funktionssystem des einen der beiden Kerne hat die gleiclie Bedeu- 
tung fui den andeien 392 ) 

b) Jeder der m Nr lid) defimerten assozne>ten Ke)ne 


( 9 ) 



i __ i 
i V n ' 




Jo (Sj , t n ) 

k V n , *«) 


ist fui syinmetnsch.es l(s y t) symmetnsch in den Vanablemeihen 
s 1} , s n emeiseits nnd t ly ,t n andeieiseits Betrachtet man lhn 

als Kern emer Integralgleiehung m n Vei anderlicken (vgl Ni 13 a, 
36 b) b i 

(10) 9 (s lt ■ s„) = aj Jk (£ ; y (pit,, , t n ) cl \ dt n , 


so hesitzt ei als Eigenwerte die Produkte von je n Eigenwerten von k{s y t) 
(■^® a ) g = X a ^ X an7 


als zugehonge Eigenfunktionen die aus den entspiechenden Eigen- 
funktionen des vollstandigen Systems von h(s y t) gebildeten Deteuni- 
nanten 


(10b) 





Vafii) 


Vafij 


<P ai ( S n) 

Vafin) 


und diese liefern, fui alle Indizeskombmationen gebildet, sem voll- 
standiges Eigenfunktionen system J93 ) 0 D Kellogg 394 ) hat auf Giund 


391) E Schmidt 581 ), § 6, § 11 Anfang — A Knesei, Festschi f H A Schwarz 
(Berlin 1914), p 177 — 191, hat in Analogie zn der Kunime) achen Darstellung der 
Disknmmante der Sakulaigleichung durch erne Quadratsumme erne Darstellung 
gewisser Determmanten aus den u n durch Integrale uber Quadiate von Determ i- 
nanten aus den h (n )(s,t) gegeben 

392) Z) Rilbeit S81 ), p 20 sowie Grundzuge, 2 Abschn , p 09 f (Satz 23, 24) 
fui n — 2, E Schmidt* 81 ), § 6 

393) J Schur™), insbes § 7, § 15 Vgl auch Nr 39 b 494 ) 

394) O D Kellogg , Amer J 40 (1918), p 145—164 
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diesei Tatsache nackgewiesen, daB die Ungleickungen 


in) 





’M^o fiu 


I « < S[ < < S„ < b 

{»<*!< <<*<6 

1 H = 1, 2, 


hmieicbend dafui said, daB je erne Eigenfunktion mit 0, 1, 2 , Null- 

stellen an Intervall a < s <b voihanden ist, und daB die Nullstellen 
zweiei Funktionen mit benacbbaiter NullsteUenzabl sicb tiennen 


82. Die Extremumseigenschaften der Eigenwerte 

a) Im Mittelpunkt dei jEW&^£scken Tbeone steht das folgende von 

dei willkurlichen stetigen Funktion x(s) abbangige Doppelmtegial 395 ) 

b u 

(12) $(rc, x) =J[f i Ms, t)x(s)x(t)dsdt, 

a a 

die sog mini Kern l(s,t) gehonge quacbahsche Integudfoim Ist <p v (s) 
eme zum Eigenweit X v gehonge nomneite Eigenfunktion, so folgt 
unmittelbar b 

(12a) a( 9 >„ <p,) = ~j cp v (s)* ds = 

a 

d h die rezipioken Eigenweite smd jedenfalls m dei Menge der 
Weite entbalten, die $(#, x) untei dei Neb enbed ingun g 

b 

(13) jx(s) 2 ds = 1 

a 

annimmt 

Fur emeu Kem U(s,t) mit endlicbvielen Eigenweiten (5) eigibt 
sicb aus (5) die Formel 

b b n b 

j'Jv (s, t)x{s)x{t)clsdt y (J* gp, (s)x(s)dsj , 

a a v — 1 a 

es ist das FundamentaUlieorem m ) dei Hilbeitscben Tbeone (fui den 
Beweis s Ni 33 b und 436 )), daB die gleicbe Formel fur jeden Kem gilt, 
wobei die Sumrhe ubei alle Eigenweite und zugebongen Eigenfunk- 
tionen zu erstrecken ist und absolut und fui alle (13) genugenden 
Funktionen gleicbmaBig konvergiert 

b b b 

(14) g(a, x) = fflc(s,Qx(s)x(t)dsdt = 

a a CO a 

395) j D Hilbert* 61 ), p 1 9 f , der Name Grundzuge, p XI In der algebiaischen 
Analogic von Nr la entspncht ®(x,x) einer quadratiscben Form von n Ver- 
anderlichen, die Formel (14) lhier Hauptachsentransformation (2 a), (2 b) von 
Nr 1, ubei diese Analogie und llire Bedeutung fur die Hilbertsche Tbeone ygk 
im ubngen Nr 1 und 6 
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lm selben Sinne gilt far die zugehonge hlmeate Integi alfoi m (Polar- 
foim) b 

y ) =fj A(s, t)x(s)y(t)clsdt 


(14a) 


a a 

b b 

= T7./ 9,1 ( s ) ^ C s ) as j ‘ jP v (s)y(s)ds 

(») a a 


b) Em Kern heiBt eigenthch positiv defimt m ) 7 wenn die Integi al- 
foim ii(r,;r) fur jedes mclit ldentiseb verschwmdende stetige x(s) 
positiy ist, ei heiBt sckleckthm positiv defimt (oder auch von positivem 
Typus 397 )), wenn $(#, x) menials negativ ist, em eigentlich definiter 
Kem ist stets abgeschlossen 896 ) Nacli (12 a) und (14) ist em Kem 
dann und mil dann definit, wenn seme Eigenweite duichweg positiv 
smd 398 ) Em andeies, gleichfalls emei bekannten Eigenschaft endlichei 
quadi atiscbei Foimen analoges notwendiges und kinreichendes Knte- 
rmm dafui hat J Meicei m ) angegeben es mussen die samtlichen 
Spuren dei assozueiten Keme mcht negativ sem, d h 

b b 

< u ) I /'• G:: :d ds ‘ 


oder — was genau dasselbe besagt — es mussen die Integi anden 

l C ’ !") ^ 0 fui alle s t , , s sein, falls sie stetig smd Definite 

Kerne eihalt man, wie unmittelbai ersichtlich, durch Iteration ernes sym- 
mefcnschen Keines, odei — etwas allgememei — dmch Zusammen- 
setzung ernes beliebigen reellen unsymmetnsehen Kemes (?(s, t) mit 

b 

semem tiansponierten j G(s 7 i) G(t, 7) dr 3 ") 

a 

c) Aus dei Daistellung (14) folgt unter Heranziehung der Bessel- 
schen Unglei chung 385 ) unmittelbai, daB der grofite Weit 7 den |S(^ ? ^)| 
wde) dei Nebenbedmgung (13) annimmt , dei 7P2ipol*e absolut Idemste 
Eigemveit 1 st, und daB diesei Wert nui angenommen wnd, wenn x(s ) 
emer zugekongen Eigenfunktion gleich 1 st Smd positive Eigenweite 


306) D Hilbert 381 ), Kap V , p 28 

397) J A Iercei , Phil Trans Roy Soc London 209 A (1909), p 415—446, 
Pioc Roy Soc London (A) 83 (1910), p 69—70 

398) D Hilbeit™) Anderer Beweis bei H Bateman , Rep Brit Assoc 77 
{1907), p 447—440 

399) Vgl kierzu auch H Bateman, Messenger 37 (1907), p 91—95 Anders- 
aitige Beispiele definiter Keine bzw Kntenen geben J Meicei 397 ), W H Young, 
Mess of Math 40(1911), p 37 — 43, J Schur, Math Ztschr 7 (1920), p 232 — 234 
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voihanden, bo ist dey grufite {positive) Weytvon $ (x } x) untey der gleichen 
Nebcnbedmgimg gleicli dem yezipohen Ideinsten positiven Eigeynveyt mid 
wnd fui eme zuo’ekoime Eigenfunktion angenommen, analoges gilt 
fui negative Weite 400 ) In gleieker Wei^e lassen sick die iveiteren 
Eigenweiie and Eigenfunltionen duicli Maxmialeigenscliaften von $ (x, x) 
charaktensieren, wenn man eme Reike von lmeai imabkangigen Eigen- 
funktionen <p x {s), , <P n {s) als bekannt anmrnmt, laBt man namlich 

nm solche Punktionen cp{ ■>) zu ; die auBei (13) nock die n lmearen 
Nebenbedmgungen 

b b 

( 16 ) J x(s)cp l {s)ds = 0, , j x(s)cp n {s)ds = 0 

(t u 

eifullen, so ist das Maximum von |S(^, a)| der lezipioke Wert dei 
absolut klemsten, clasjenige von $t(x,x) dei lezipioke Wei t der klem- 
sten positiven Zahl ; die nack Poitlassung der n zu , <p n (s) 

geborigen Eigenweite m dei Folge dei nack lkier Vielfachkeit gezahlten 
Eigenwerte ubng bleibt, ckesei gioBte Weit wird wiedeium fui die zu- 
gekotigen Eigenfunktionen angenommen Daher ist es moglicb, die iluey 
ahsoluten Gy o fie nack geoydneten Eigemveyte | | |A 2 | ^ sakzessive 

als wzipnolce Maxima von |S(jt 7 #)| zu chaiaktensieien | ^ l+1 | _1 ist das 
Maximum untey den Nebeyibcdingungeyi (13j, (16) unc ^ wild fur die 
mtqehoyige Eigenfunldion <p 7l + 1 (s) angenommen , ivenn ^(s), j 9«( s ) 
die voihey bestimmten zu A 1? , l n gehongen Eigenfunltionen smd m ) 

Entspiechencles gilt fur die positiven und negativen Eigenwerte fur sick 

In derselben Weise kann man weitei Aussagen uber die Extrema 
von x) untei andeien quadratiscken odei lmearen Nebenbedin- 

gungen, wie 

b b o * 

t) x(t) dtjds = 1 odei J x(s) f(s) ds = 0 

a a a 

400) D Eilbe>t aa '), Kap Y, p 29f, kurzeier Beweis Kap XIV, p 193 Die 

ersfce Vanation cbeses Maximalproblems liefert ubngens geiade die Integral- 
gleicliung (i/) — Em anderer Beweis, der an Stelle der Entwicklung (14) die 
mit dem loeenden Kern gebildete Integralform veiwendet, bei E Bateman, Trans 
Cambr Plnl Soc 20 (1907), p 371-382, 21 (1908), p 123-128 - Eme Ab- 
schatzung des klemsten Eigenwertes X l auf Grund dieses Satzes fur definitesA(s, ) 
und positives und konvexea <p L (s) gibt Pb Fra.nl,, Pans C B 158(1914), p 551 554 

401) D Eilbert ia<> ) — Diese Aussagen entsprecben in der algebraisenen 
Analogie (Nr 1, 6) offenbar der bekannten Charaktensierung der klemsten Haupt- 
achsen emer quadratischen Mittelpunktsflache als klemster DurcWsser nber- 
haupt, der zweiten als kloinster Durehmessei in dem uazu senkrecbten ebenen 
Schmtt durch das Zentrum, n s 1 
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macken, die fur Anwendungen auf Differentialgleichungeu von Belang 
sind 402 ) 

d) Erne neue, namentlick auch fur die Anwendungen wicktige 
Wendung liat B Cowant A0Z ) diesen Fiagestellungen gegeben, indem 
ei eme den n teu Eigenwert l n cliaraktensierende Extremumseigenschaft 
aufstellte, die nicht die Kenntms dei zu den voibeigehenden Eigen- 
werten gebongen Eigenfunktionen voi aussetzt 4ai ) Es seien namlioli 
, f n (s) n willkuilicli gewahlte stetige Funktionen und JM f die 
obere Gbmze 404a ) alls) We>te> die | $(&,#) | unte> den JBedtngunr/en 

b b 

(17) fx{s)f 1 (s)ds = 0, , fx(s)f„(s)ds = 0 

a a 

und (13) annmrnt, dann ist |A /J + 1 |“ 1 das Minimum aller Werte M f} 
die sich bei m sclmdener Wahl der n FunlMonen f t (s), , f n (s) ergeben 
In der Tat kann man w+ 1 Konstante c ly , c w + 1 so bestimmen, 
daB x(s) = c^fs) + + c ; l + i9« + i( s ) (I 3 )? (1?) eifullt, und hat 

dann aus (14) £)| ^ r 1 — r 7 also auch M f ^>~ — - andeierseits ist 

I + 1 I I K n + 1 1 

fur £ = (p u y f n = (p n nach c) M f = |A rt+1 |’ 1 403 ) — Entspi eclien- 
des gilt fui die positiven und negativen Eigenwerte fur sich 

402) D Hilbert 88 ! ) , p 30, Kap VII, p 56 ff — Das Problem mit lmeaier 
Nebenbedingung ist nach der Methode von Nr 15 ausfuhrlich behandelt von 
W Cairns, Diss Gottingen 1907, 68 S , vgl auch A J Pell, Bull Amer Math 
Soc (2) 16 (1910), p 412—415 

403) R Courant, Gott Nacbr 1919, p 255 — 264, Math Ztschr 7 (1920), 
p 1-57, Ztschr angew Math Mech 2 (1922), p 278—285 Wegen der ttber- 
tragung auf Integralgleichungen vgl B Hostmsly , R Courant « s ) — Im 
wesentlichen das gleiche SchluBverfahren wird bereits in den Unteisuchungen 
von H Weyl ,45 ) zur Herleitung von Aussagen uber die GioBenbeziehung der 
Eigenwerte verschiedener Kerne verwendet, msbeaondere leitet H Weyl ( 44J ), 
d), p 166f , e), § 6, Satz III) emen die Couiantsche Aussage fui den Pall einet 
Nebenbedingung (17) umfassenden Satz her, ohne allerdings die begnfflich be- 
deutsame Wendung zur independenten Definition der hoheren Eigen wen te zu 
vollziehen 


404) Diese auch m der algebraisrhen Geometne wichtige Eigenschatt ist 
fruher merkwurdigerweise nur vereinzelt ausgespiochen worden [E Ftschci, 
Monatsh f Math 16 (1905), p 249, vgl auch erne gelegentliche Bemerkung fur 
em besonderes Randwertproblem bei H Poincare, J de Math (5) 2 (189b), p 261], 
Bie besagt, daB in der Reihe der lhrer Grofie nach geordneten Absolutwerte 
der Hauptachsenquadrate emer quadratischen Zentralflache des r-dimensionalen 
Kaumes der (n + 1)*' Weit der gioBte ist, der unter den absolut klemsten Haupt- 
achsenquadraten der samtlichen durch den Mittelpunkt gelegten (r — n) - dimen- 
sionalen Scbnitte der FLiche vorkommt 


404 a) Man kann die Aussage leicht dahin erganzen _ was aber fur diesen 
Zusammenhang unwesentlich ist - daB M f Maximum diesei Werte |®(m, x) I 
ist (vgl W Cam is 40 '), R Courant, Liteiatur A 11, p 115 f) 



83. Die Existenz der Eigenweite 


1513 


33. Die Existenz der Eigenwerte Das Kemstuck der Eigen- 
werttheone ist der folgende yon B Hilbert m ) aufgestellte nnd be- 
wiesene Existenzsatz 

1 Jede> leelle symmetnsche stetige mcht identisch vet schwmdende 
Ketn besitzt mmdestens emen Eigemvert 

Daruber hmaus gelten folgende Au&sagen 

2 Em Kem hat dann und nui dann endliehviele Eigenwerte, 
wenn er von endlichem Range (s Nr 10a, 1) 1 st 405 ) 

3 Em Kern h(s, t) hat jedenfalls dann unendlichviele Eigenwerte, 
wenn ei abgeschlossen (Nr 30 e) odei allgemein (Nr 34 d) ist 40G ) 

Diese Satze smd auf selu veischiedene Aiten abgeleitet woiden 

a) Dei Beweis von E Schmidt m ) berukt auf folgenden beiden 
Giundgedanken Den emen kann man m dei Bemeikung linden, daB 
die dutch die Rekui sionsformeln 

b 

(18) g, +1 = (v = 1, 2, ) 

a 

von einem willkuihchen g v (s) ausgehend deflnierten Funktionen offen- 
bai gegen eine Eigenfunktion von l(s, t) konveigieien, wenn die Folge 
dei Konstauten c lf c 2; so bestimmt ist, daB sie emen Limes hat 
(der dei Eigen wert wild), und daB die g t (s) gleichmafiig abei nicht 
gegen 0 konveigieren 408 ) Diese Bestimmung erreicht Schmidt — 
und das ist dei andeie Grundgedanke des Beweises — indem ei das 
Veifahien auf den lteneiten Kern anwendet, dei defimt ist, 

und indem ei emen dem Yerfahien von B Bernoulli zui Auflosung 
algebiaischei Gleichungen (vgl Encykl I B 3a, Nr 13, G Bunge) nach- 
gebildeten einfachen Limesausdiuck fui den Tdeinsten Eigemvett g von 

405) D Hilbert, Gott Nacbr 1904 381 ), p 72, Grundzuge 3S1 ), p 22 

406) JO Hdbeit ,81 ), p 23 f , 25 f, 193 f 

407) E Schmidt aai ), § 11 Der Beweis ist emem Existenzbeweis von H A 
Schwarz i5 ) nacbgebildet, vgl Nr 5, p 1352 

408) In der algebiaiacben Aualogie entspncht dem die bekannte Tatsacbe, 

daB durcb immei wiederbolte Iteration emei und derselben Kolhneation aus jedem 
Element unter gewissen Bedingungen m der Grenze ein sich selbst entspiechen- 
des Element der Kolhneation entstebt — angewandt aut die Kollmeation zwi- 
scben den ftichtungen g s (s = 1, , n) duicb. den Mittelpunkt einei quadratiseben 

n n 

Zentralflache yk at x s x t =l und den Normalenncbtungen g* ^c^l at g t ibrer 
= i t = 1 

konjugierten Ebenen, luer bat man bekanntlicb jedenfalls dann, wenn die qua- 
dratiscbe Foim defimt ist, stets Konvergenz gegen die (bzw bei Hotationsflacben 
gegen eine) klemste Hauptacbse, es sei denn, daB man gerade von emer auf lhr 
(bzw auf iknen) senkrecbten Richtung ausgeht 
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t) aufstellt 409 ) und cliesea als gememsamen Weit der Kon- 
stanten c 7 verwendet Dieser Limes ist aus den nicht veischwmden- 
den sukzessiven Spmen von geradem Index des Kernes L(s,t) gebildet 

(Ni 31 , (8)) 


lira 


= lim - 


>o, 


(19 a) a — j-i-j-u. — iJLj-u | ] — 

1 j =00 l =00 \ yu 2J | 

(18) liefeit alsdann, wenn noch h(s,t) duicli JS 2 \s } t) eisetzt wnd ; fui 
o, = g, g t (t) = gl^{s,7) als sum . Exgemmt g gehotige Eigenfunldion 
von tt 2 \s,t) den gleichmaBig konveigenten , ubiigens noch den Para- 
meter 7 enthaltenden Limes 


(19 b) <p(s , 7 ) — lim g v U 2l \s, 7 ), 

der wegen der Ungleickimg 

b 

(19c) / cp(s 7 s)ds = lim g' u 2 1 

v t — 00 

a 

nicht identisch nnd also auch nicht fur jedes r als Funktion von s 
identisck veischwmdet 

Der Beweis dieser Anssagen beruht anf den aus der Schwaiz- 
schen Ungleickung (Ni 7, (22) 40 )) folgenden Dngleichungen 

U 2 v ~ j - 2 ^2 » + 2 J l{, 2\ +2>i ~ ll 2v a ) 

aus denen man die Konvergenz und sogai den monotonen Charaktei 
der Folgen (19 a) sowie die Ungleichung (19 c) entnelimen kann, da 
die eiste Folge (19 a) abnehmend, die zweite zunehmend ist ; 1 st damit 
zugleick erne anch piaktisch branchbaie Absckatzung von g gegeben 
Endlich folgt anch die gleichmaBige Konveigenz von (19 b) lediglich 
durch Abschatznng mittels der Schwaizschen Ungleichung 


409) Bei dem algebraiscken Problem der Hauptachsentransformation handelt 
es sick namlich analog um die Anflosung der algebraiscken Gleichung (1) von 
Nr 1 Sind , X n vriederum lkre Wurzeln, die Eigen werte des algebraiscken 

Problemes, so smd deren Potenzsnmnien, wie man etwa der Pormel Nr 1, (2 b) 
der Hauptachsentransformation entnehmen kann, dieSpuien der iterierten Foimen 

n 71 




*#■ 


= 2^,47 11 ’ 


s=l r= 1 

und man erkennt in der (19 a) entsprechenden nnd m dieser Gestalt leickt 
venfizierenden Limesgleichung fur den klemsten Eigenwerfc 


zn 


, 1 

- = hm - 


— lim 


= lim - 


IF + 


+ 




= 1 + 2 1 ~ 00 f 


n 


TT+2 + + 


V:' 


die Ausgangsgleichung der Bernoulliscken Metbode Uber die 
drucke der io l dutch die Eigenwerte von l(s, t) vgl Ni 31, (25) 


analogen Aus- 
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Weiteibin ist i dei kleinste Eigenwert yon U®(s,t), und cp{s,)) 
liefeit die samthcheu zu lhm geborigen Eigenfunktionen von 
in folgendei Weise 410 ) Dei Gienzwert (19 c) ist eme ganze Zalil m ? 
die Vielfacbbeit des Eigenweites jz, smd cp^s), , qp m (s) m ortbo- 
gonale und noimierte zu 4 u, gelionge Eigenfunktionen von ¥ 2 \s, t) f 
so ist 

(19 d) cp(s,)) = <^( 5 ) 91(0 + + 7 )> 

und jede Eigenfunktion cp 1 ( s ), , <p m (s) sicb durcb lmeare Kom- 

bmationen von Funktionen 90 ( 5 , passend gewablte 
Pai ametei werte , i Tn daistellen 

Mit dei Existenz eines Eigenweites u von U~\s, t) 1 st nun nack 
Ni 31a aucli die Existenz ernes Eigen wertes -|-]//x odei — ]/Ji von 
k(s, t) gegeben Sofein weiteie Eigenweite existieien, gewmnt sie 
E Schmidt 41 *) durcb Anwendung des somit bewiesenen Existenzsatzes 
auf den nacb Ni 30d ? (6) von den eisten Eigenweiten und Eigen- 
funktionen befieiten Kein 

J ScMi m ) bat duicb Anwendung der Schmidtschen Metbode auf 
die von lkm unteisucbten assozueiten Kerne (Nr 31b) Grenzweit- 
ausdiucke von dei Ait (19a) erbalten, die duekt aucb die folgenden 
Eigenweite liefem, dei n te assozneite Kem 1 st namlicb dann mcbt 
identiscb Null, wenn h(s, t) dei Vielfacbbeit nacb geiecbnet minde- 
stens n Eigenwerte bat (vgl Ni lid) — dann aber gibt das Scbmidt- 
scbe Yeifalnen emeu Gienzwertausdiuck fui den Absolutweit semes 
klemsten Eigenweites, dei nacb Ni 31, (10a) gleicb dem Piodukt 
dei n absolut klemsten Eigenweite \X i X 2 X n \ von ist, und 

als Quotient zweiei solcbei Ausdiucke eibalt man \X n \ selbst Analog 
eibalt Schm die zugebongen Eigenfunktionen 

410) J Schur 79 ), § 12 gibt emen direkten emfacken Beweis hierfur 1 m A 11 - 
schlufl an den Schmidtschen Gedankengang, man kann diese Tatsacken auch. 
nachtraglicii aus (24 a) nnd (25) von Nr 34: entnehmen 

411) E Schmidt 3 * 1 ), § 8 

412) J Schur 79 ), § 13 ff — Gh Muntz [Pans C R 156 (1913), p 43—46, 
860 — 862, Gott Nadir 1917, p 136—140, Prace mat-fiz 29 (1918), p 109—177] 
untersucht auck fur den algebraischen Fall andere Yeifalnen zur Aulfindung der 
koheren Eigenfunktionen In der gleiehen Ricktung streben die Modifikationen, 
die A Verge) 10 [Rom Acc Line Rend (5) 24, (1915), p 324—329, 365 — 369, Lomb 
Ist Rend (2) 48 (1915), p 878-890, Torino Atti 51 (1916), p 227 —237, Palermo 
Rend 41 (1916), p 1—35], J Molleiup [Palermo Rend 47 (1923), p 115—143] an 
dem Sckmidtscken Verfakren anbungen, mdem sie msbesondeie g l {s) und die c, 
in (18) anders waklen, der Beweis von M Botasso [Atti Ist Veneto 71, Ha (1912), 
p 917 — 930] 1 st unzutteffend O JD Kellogg , Matk Ann 86 ^1922), p 14 — 17 
kurzt das Yerfakren obendrem durch Anwendung ernes Auswaklverfakrens auf 
die g v (s ) ab, okne damit naturlick den vollen Sackverkalt erkalten zu konnen 
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6) Iu dei ursprunglichen Behandlung dei Theorie durch D Sil- 
lert m ) eigeben sicli die Existenzsatze aus deni entspiechenden alge- 
braischen Problem, der oitbogonalen Tiansfoimation der quadiatischen 

n 

Foim von n Vanablen ^ l x p x q duich den Gienzubergang 

n~>oo (vgl dazu Ni 1, 6) Im AnschluB an seme Daistellung der 
Fredkolmschen Determinate von XI (s, t) als Grenzweit yob Deter- 

mmanten aus den Koeffizienten ( v g! Ni 9 54 )) gelmgt es 

j Ertbett, den Gienzubergang m dei Foimel dei Hauptachsen transfor- 
mation jenei quadrntisehen Foim (Ni 1 , (2b)) direkt durchzufuhren, 
falls die Yanablenweite z p die Werte emei stetigen Funktion an 

den Stellen s = — bedeuten, und ei eihalt so die Fundamentalformel 
n 

(14) bzw (14a), dabei smd die X y die Nullstellen der Fiedkolmschen 
Deteiminante von Xl(s,t), die cp v (s ) abei Mmoien von lhi fui diese 
Weite X t (vgl Ni 9, 2) Aus diesei Fundamentalformel eigibt sicb nun 
unmittelbai das Existenztheoiem und die erganzenden Aussagen 2, 3 
c) Yon emei Reilie von Autoien smd der Tlieone der analytischen 
Funktionen Methoden zum Beweise dei Existenzsatze entnommen wor- 
den (vgl Nr b, msbes 34 )) Den Ausgangspunkt bildet dabei die Tat- 
sache, daB die Resolvente dei Integi algleichung («) und ebenso line 
Losung erne analytische Funktion des Paiameteis X ist (s Nr 9, Ende), 
die boclistens an den Eigenwerten X t (den Nullstellen der Fiedkolm- 
schen Deteiminante d{X)) Pole, und im Falle ernes leellen symmetn- 
seben Kernes sogai nur emfache Pole (s Ni 34, (26), (29) und 39 a, 492 )) 
besitzt, der Beweis des Existenztheorems kommt aKo daiauf kmaus, 
zu zeigen, daB diese meiomorphe Funktion tatscccJihcJi stets mindestens 
emen Pol besitzt 

A Knese) dU ) hat dies im Veifolg von Gedankengangen, wie sie 
m den fiuher 34 ) genannten Aibeiten uber die DiSerentialgleicbungen 
der mathematiscben Pkysik entwickelt woiden waien, m folgender 
Weise eiscklossen die Reihe (6) von Nr 11 muB aus funktionen- 
theoretiscken Gi unden emen Konveigenzkreis haben, dei bis zur ab- 
solut klemsten Nullstelle von d(2) leicbt; lkie Koeffizienten smd aber 

413) D Hilbert™ 1 ), Kap II — IV, p 8 — 22 Direkte Durchfukrung des Gienz- 
ubergangs im Fall mebrfacker Nullstellen von S(X) olme die von Hilbert™ 1 ), 
Kap VI, p 36ft benutzte atetige Variation des Kernes bei E Gcube* 4 ) 

414) A Knese), Palermo Rend 22 (1906), p 233—240 — Man kann den 
Beweis anck anf die Entwicklung der Resolvente nack Potenzen von l (Nr 11, 
(2 a)) stutzen, ans der fur s = t durch Integration nacli s Nr 11 , (6) entstebt 
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gerade die Spuren von l(s , t \ und aus den far sie geltenden Unglei- 
chungen (20) folgt, daB die Reihe einen endhchen Konvergenzkreis 
hat Da die Eigenweite reell sind, smd nut dem Konvergenzradius 
auch die absolut klemsten Eigenweite gefunden, und man kann 
weiteihm nach bekannten funktLonentheoietischen Methoden dei Reilie 
nach die ubrigen Pole der Funktion (6) von Nr 11 , d h die ubngen 
Eigenweite bestimmen il4 ) 

In der klassiseken Arbeit 11 Poincates 21 ) uber die schwingende 
Membran ist aber daiubei Innaus, wie zueist A Korn 415 ) ausgesprochen 
bat, erne auf jede Integi algleichung anwendbare Methode entbalten, 
die nicht nur die samtlicben Eigenweite nut emem Sehlage liefeit, 
sondern aucli den meromoipben Charaktei dei Losung, die also genau 
wie die Schmidtsche Methode von dei Bezngnabme auf die Fiedholm- 
schen Foimeln Irei ibt Sie beruht auf dei Betiachtung emer Inte- 

p - 1 

gi algleichung (»), deren leehte Seite ]£c v f v (s) = F(s) emer p-dimen- 

V = 0 

sionalen Funktionenschai angehoit, und auf dei Bemeikung, daB man 
p so groB und die Konstanten c y dann derart wahlen kann, daB lhre 
Losung 0 (s) m einem beliebig gioBen, jedenfalls abei endlichen Kieise 
\JL\ <B p legulai analytisch in l i&t 416 ) Wendet man dies auf die 

Folge der Funktionen f v (s) =Jl {v) (s, t)f Q (t)dt an und smd y, +1 (s) 

a 

die zugehongen Losungen von (?) 

6 b 

(21) <p r+] (s) - =flW{s,t)f(t)dt = f r (s ) , 

a & 

so folgt leicht 

(21a) <P V ( S ) — =/v-i( s ) (v=l>2, } p 1), 

wain end nach dem voiausgeschickten 

(21 b) c o(Pl (a) + c t <p s (s) + +f,_! <P P (s) = 3>(s) 

416) A Kotn, Pans C R 144 (1907), p 1411—1414, Literatur A 3, Arch d 
Math (3) 25 (1916), p 148—173 Der Beweis ist auch duicbgefuhrt bei A Chicca, 
Toimo Atti 44 (1909), p 151 — 159 

416) Dies mid aus dem emei Aussage von Poincare* 1 ) uachgebildeten 
HilfssaU geschlosseu, dad der Quotient der beiden Integiale 

f * X ^ 

JJh*\s,t)F(s)P\t)dsdt jF{s)*ds, wo F(s) c„/,(s), 

a a a v— 0 

duich Wahl von p und dei c % beliebig klein gemacht werden kann, damit kann 
man dann, analog wie oben 4l4 ) angedeutet, den Konvergenzkreis der Potenz- 
entwicklung der Losung $(s) nach 1 abschatzen 
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fur 1 2 1 <R p legulai ist Die Elimination von <p 2 (s), , <p p (s) aus 

den p lmearen Gleickungen (21a), (21b) eigibt fui (p 1 (s) f d i die 
Losung dei Integialgleicbung (>) mit der leebten Seite f(s)=f 0 (s), 
eme Quotientendaistellung, aus dei keivoigekt, daB sie m |2| < JR^ 
hoebstens p — 1 Pole besitzt, daiubei Innaus abei, wie <&(s), sicker 
Smgulantaten besitzt Da abei f(s) beliebig gewaklt weiden kann, ist 
damit gezeigt, daB die Losing jedey Integialgleicbung (*) metomoipk 
und niemals ganz tianszendent ist 

Andeisaifcige auf funktionentheoietiscken Metkoden beiukende Be- 
weise des Existenzsatzes kaben T Lalesco 417 ) und E Gomsat 418 ) den 
Satzen uber das Gesckleckt der Fiedkolmscken Deteimmante (s Ni 39c) 
entnommen 

d) Eme letzte Giuppe von Esistenzbeweisen stutzt sick auf die 
in Ni 32 c angegebenen Extiemumseigensckaften und gekt dannt den 
Weg des Du lckletscken Punzips, den zueist — nock okne stienge 
Begrundung — H Webe> ild ) fui das Pioblem dei sckwmgenden Mem- 
bian emgescklagen und den D Hilbett 420 ) duick seme Aibeiten ubei 
das Dmckletscke Pimzip fui stienge Beweisfuki ung gangbai gemaekt 
katte D Hilbeit selbst kat diesen Gedankengang fur das entspiecliende 
Pioblem in unendlickvielen Veiandeilicken duickgefukit und seme 
Resultate duick sem Ubeitragungsveifakien (Ni 15) auf Integialglei- 
ckungen ubeitragen (s Ni 40) Kuiz voi dei Publikation dieser 
Resultate kat E Holmgi m 421 ) das gleiclie Yeifabien dnekt auf Inte- 
gralgleickungen angewandt Es sei die bei mckt identisch vei- 

sckwmdendem 1(s, i) sickei von Null veisckiedene dbere Gyenze der 
Werte dei quadiatiscken Integialform |S(ff, #)| (Ni 32, (12)) lui aide 
der Bedmgung (13) genugenden stetigen Funktionen x(s ), dei ait daB 

417) T Lalesco , Pans C R 145 (1907), p 906—907, Literatui Ab, p 64 
sem Knteimm fui Kerne olme Eigenwerte (Nr 39 c, p 1552) ergibt wegen 
=)= 0 sofort den Existenzsatz 

41S) E Goursat 7i ), msbes p 97 die Fiedkolmsche Determmante von 
A l4) (s, t) ist vom Gescblecht 0, also mufite sie fui eigenweitlose Kerne gleicli 1 
sem (vgl Nr 39, (10)), was wiederum =)= 0 widerspncht 

419) H Webei, Math Ann 1 (1869), p 1—36, vgl daiuber Encykl II A 7 c. 
Nr 9, A. Sommer f eld 

420) D Hilbert, Jahiesb Deutsck Math -Yer 8 (1900), p 184—188 = J f 
Math 129 (1905), p 63—67 sowie ia7 ) 

421) E Holmgren, Pans C R 142 (1906), p 331 — 333, Ark f mat 3 
(1906), Nr 1, 24 S (vgl auch ibid 1 (1904), p 401—417), Math Ann 69 (1910), 
p 498 — 513, ini wesentlichen der gleiche Gedankengang unter Ausdehnung auf 
die mhomogene Gleichung bei A Hammerstem , Sitzungsb Berlin Math Ges 23 
(1924), p 3—13 Em ahnliches Yerfahren untei geungeren Yoraussetzungen uber 
l(s,t) wendet F Biesz, Math es term ert 27 (1909), p 220—240 und 61fl ) an. 
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die Weite x) selbst Ap 1 beliebig nahe kommen, es kommt dann 
clarauf an zu zeigen, daB l" 1 m diesem Bereieb ExUemum ist, d h 
daB es eme (13) genugende stetige Funktion (f 1 {s) gibt, fur die 
S?(<Pi, cp y ) — l” 1 ist — dann ist nach Ni 32 c (wie aucb direkt leicht 
nachzuweisen) dei absolut blemste Eigenweit, ^(s) eme zugebonge 
Eigenfunktion Jenen Beweis eibimgt nun Hohngien, mdem ei von emer 
Folge stetigei, der Bedingung (13) genugendei Funktion en x n (s) ausgeht, 
fur die hm$i('C n , # ) — Jlr 1 ist, und aus llir nach dem von Hilbert 

beim Dnicliletsehen Punzip angewandten Answahlveifahren 137 ) eme 
Teilfolge x nx (s) (v=l,2, ) deiait auswaklt, daB 

b 

lirn Jlc(s, t)% ny (t)dt 

a 

fui jeden lationalen Weit 6 (a s V) konvergieit, die Anwendung 
der Schwai zscben Ungleicbung 10 ) zeigt, daB die so bestimmten Gienz- 
weite sich zu den Wei ten emer stehgen Funktion X 1 (s) zusammen- 
schlieBen, und durcb. weiteie Grrenzbetiachtungen wild gezeigfc, daB 
dieses <p t (s) die gesuebte Extiemalfunktion ist Analoge Ubeilegungen 
im AnschluB an die Extiemumssatze von Nr 32 c liefem sukzessive 
die anderen Eigenweite und Eigenfunktionen 

R Cow ant*- 22 ) bat neuerdings diesen Beweisgedanken des Duicklet- 
schen Pimzips deiai t ausgestaltet , daB er niebt nui wie bisbei die 
Eztbtenz des Eigenweites veibuigt, sondem aucb bestimmte als Giund- 
]age nunienseher Hebandlnng ion Integialgleicbungen veiwendbaie 
Ferfahen cm Approximation der Eigenwerte und Eigenfunlhonen 
liefeit Ei gebt aus von dei Tats ache, daB man jeden stetigen sym- 
metnsehen Kern gleicWBig im Integiationsgebiet duicb symmetnscbe 
Kerne l n (s, t) endlicben Ranges n appioximieien kann, die durcb pas- 
sende Systeme oitbogonaler und noimierter Funktionen m dei Form 

7) 

l n (S, t ) =2 %i M p( S ) ®«(0 1 a V! = a iP 

;v/ = 1 

daigestellt weiden konneu 42S ) Das Ubergangsveifabren von Nr 10 a, 1 

422) B Courant, Math Ann 89 (1923), p 161-178, Literate A 11, Kap III, 
insbea § 4, 8 bo wie Kap II, § 2, 3 fur die Hilfsbegnffe 

423) Vgl Nr 10 a, 3 Ist der dort bestimmte Kern 6r(s, t) unsymmetnscii^ 
so ist IJs, i) = 4(£(S, £> + <?(*, s» symmetnsch und leistet hei syminetnscbem 
Us, t) das gleiche wie G(s,t) Die Ersetzung der Funktionen u p {s), v p {s) von 
Ni 10 a durcb orthogonale noranerte liueare Kombinationen ergibt die orme 
des Textes 
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und die Poimel 

n b 

*) = J£% q X p X q > W0 X p =/ X(s)c0 p (s)ds, 

P, 2=1 « 

fur die zu ^(s, t) geliorige quadratiscbe Integralfoim zeigt, daB die 
Theone der Iutegralgleichung mit dem Kem k n (s, t ) unmittelbar aus 
dei Theoiie del orthogonal en Transformation der quadi atischen Form 
J£a pq x p x q von n Veianderlichen entnommen werden kann 

Da sich nun femer die Weite der Integialfoimen x ) und 

® n (x,x) fui alle (13) genugenden Fnnktionen beliebig wenig unter- 
scheiden, gilt das gleiche fur lhre Extremwerte, und dahei mussen 
speziell die absolut klemsten Eigenweite XW von k n (s, t) 1 m Limes 
den yon l(s, t) liefem Daiuber lnnaus aber wird aus den zugehongen 
Eigenfunktionen die 

(22) <p[ n) ( s ) = W'fhfa 0 <P ( r ) (() dt 

a 

genugen, durcb ein abnliches AuswablYeifabren wie bei Holmgren erne 
Teilfolge entnommen ? die gegen eine zu X x geliorige Eigenfunktion 
9 ?i(s) you l(Sy t) gleichmaBig konveigieit 

Eine sweite Methode von JR Courant macht sich auch you diesem 
Auswahlveifahren fiei Sie berubt auf folgenden beiden Beguffen 4245 * 1 ), 
die den Begnff dei lmearen Unabhangigkeit und der Dimensionszahl 
you lmearen Funktionsscbaien auf Folgen solcher Scharen auszudehnen 
gestatten 

1 Das Unabhanqigleitsmafi dei Funktionen f x (s), ,f m (s ) 1 st das 

Minimum der quadiatischen Form 

& mb 

J ( X lfl 00 + + X mfm( s ) } 3 d S = 2 X P X Jfp ( S ) 400 ds 

a = 1 a 

unter dei Nebenbedingung x~ 4- -4- x? = 1 

Doll I m 

2 Die asymptotische Dimensionensahl r emei Folge <p, (s), cp»(s), 

1 st die kleinste gauze Zalil der Art, daB nacb Fortlassung binieidhend 
vieler Funktionen aus jenei Folge jeder aus dem Rest herausgegnffene 
Komplex von r - (- 1 Funktionen ein beliebig klemes Unabbangigkeits- 
maB bat ° ° 

Nun zeigt Courant dureb ein den E Sclimidtachen Beweis des Satzes 
von Nr 30 b verallgemememdes Yerfabien, daB die Folge der samtlicben 
zu den klemsten Eigenwerten X[») der \(s, t ) gebongen Eigenfunk- 
tionen <p{«)(s ) eme endlicbe positive asymptotisebe Dimensionenzahl i 

423 a) E Courant , Math Ann 85 (1922), p 280—325 sowie 42s ) 



84:. Entwicklungssatze 


1521 


besitzt Dai aus und aus dei Daistellung (22) bestimmt er erne Schai 
von r lmeai unabhungigen Funktionen cp^s), , cp r (s ) als Gienzschai 
dei Folge cp^\s) m dem Smne, dab sicb fur binieichend giofie n jedes 
cpW(s) vou emei passend gewahltqn Funktion c 1 <p T (s) -)- + c r <p r ($) 

bebebig wemg unteischeidet diese Schai enthalt die samthchcn zu 
gel ioi ujen Eigen funldionen ion 7*(s, f) — In analoger Weise werden die 
weiteien Eigenwerte und Eigenfunktionen lm AnbchluB an die Ex- 
tiemumseigensckaften von Ni 32 d bestimmt 

34. Entwicklungssatze Auf Giund des Existenzsatzes (Nr 33) 
und dei foimalen Tatsaclien von Ni 30, 31 eigeben sick erne Reihe 
von Satzen ubei die Entwioklung des Kanes, seiner Iterierten sowie 
ivdlkmhcha Funktionen m Eeihen nacli Eigenfunktionen des Kernes 434 ) 

a) Entwicklung des Kernes und seiner Itenerten Fui 
emen stetigen symmetiiscben Kem l(s, l) gilt die Entwicklung nach 
dem volhtandigen noimieiten System semei zu den Eigenwerten l ge- 
bongen Eigenfunktionen (p v (s ) 

(23) lc(s, t) (a£s,t£b) 

(0 

jedenfalls dann, ivenn diese Reihe gleichmafiig m beiden Ye> andei lichen 
%m Gcbiet a<^s, t<^b konvergiert 425 ), msbesondeie gilt; sie also fur 
Kerne nut endlichvielen Eigenweiten A, Dei Beweis bieifur ergibt 
sick aus dem Existenztkeoiem m Yeibmdung nut den Safczen von 

Ni 30 d 

Die Reihe (23) biauckt jedock mcht fur jeden stetigen Kem zu 
konveigieien 1st namlick k(s, t ) = f(t — s) = f(s — t) erne geiade 
Funktion dei Diffeienz t — s von dei Penode 2 % und smd a = 0, 
b = 2 nr die Integiationsgienzen, so bestatigt man leiekt durck Reck- 
nung, daB cos vs, sm vs (v = 0,1,2, ) lkie Eigenfunktionen und 

2ac 

die xezipioken Werte dei Founeikoeffizienten itc v =jt (%) cos vx dx 

o 

die zugekongen Eigenwerte smd (c 0 einfach, die andern doppelt zah- 
lend) Die Entwicklung (23) lautet also bei lichtigei Normierung 

424) Diese Satze enthalteu die vollstandige m der Analysis mogliclie Uber- 
tiagung des Hauptaclisentbeorems der Algebra, vgl uber die Moglichkeit und 
die Grenzeu dieser Ubertragung Nr 6 und 7, msbesondere die Formeln (16)— (21) 
daselbst lm Veigleick zu den in der entsprechenden Bezeichnung geschnebenen 
analogen algebiaisclien Formeln (16)— (21) 

425) E Schmidt™ 1 ), § 8, Bei D Hilbert™ 1 ), p 21 wild ausdrucklich nur 
der Fall endliebvieler Eigenwerte erwahnt und — wie das unverandert auch fur 
den allgememen Fall moglich ist — aus der Fundamentalformel (14) gefolgert 
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cler trigonometnschen Funktionen 

00 00 
■jC 0 + ^c v (cosvs c o*vt + sm vssmvt) = -j c q -\~J£ c v cos v(t — s ^ 

1=1 V — 1 

und stimrut daher genau mit dei Foiuieneilie der geiaden Funic ^ 
f(t — s) uberein Verweudet man nun fur f(x) eme stetige Funk*' 1 ' 
mit divergenter Fonneneilie 426 ), so ist h(s t t)=f(t — s) ein J*- 1 * 
mit diyeigentei Entwicklung (23) 

Die entspieckend gebildeten Entwicklungen der iteiierten Kb*' J 
lauten (vgl Ni 31a) 

(.24) 

(0 

(24a) pM) (»- 3,4, • 

(0 

sie lonvetgieien stets gleichmafiig und absolut im Gebiete a <Ls, t <Lb i 17 
stellen die iteneiten Kerne dm E Schmidt 427 ) beweist die gleicbm.iU 1 /* 
und absolute Eonveigenz der Reilien (24a) (w ^ 3), mdem ei il 

gleickmaBige Bescbranktheit der Reihe K'tyi ( 5 ) 9 , 00 1 nach if 11 

(>) 

foimung mit Hilfe der bomogenen Integialglei chung (i } ) aus d* 
Besselscben Ungleicbung 385 ) entnimmt und daiaus schlieBt, daB il< 
Rest (v ^>N) der Reike (24a) gleicbmaBig wie 2“^~ 2 ) gegen Null geh 
Die Gultigkeit von (24) kann alsdann genau wie dei Entwicklung* 
satz von Nr 34 c oder dnekt aus diesem eiscblossen weiden, w < 
bei sick allei dings nui gleichmafiige Konveigenz in einei dei bcit/f* 
Vei anderlichen ergibt, die gleichmaBige Konvergenz in beiden V<*J 
andeilicken kann nacbtraglicb bewiesen weiden 428 ) 

426) Ygl Encjkl II CIO, Ni 7, Hilb-Ries z 

427) E Schmidt** 1 ), § 8 — Bei D Hilbert S81 ) folgen die Foimeln (24a) mi 
dem Fundamentaltheorem (14), vgl insbes p 22, Satz 4 — Eme spezielle Amvt*n 

b b 

dung dieser Satze zui Bestimmung der Eeine, fur die m (i) j^cp^ds — jf*<£ 

a a 

1 st, bei G Sanma, Lomb Ist Rend (2) 44 (1911), p 91 — 98 

428) E Schmidt im Annalenabdruek semei Dissertation, Ann 63 s81 ), 1 * 

nut Hilfe ernes Satzes von U Dim (Fondam per la theona delle funz di vm 
reali, Pisa 1878, § 99) uber die gleichmafiige Konvergenz emer gegen eme stetij^ 
Funktion konveigierenden Reihe stetigei positiver Funktionen 0 Szctsz hat m 
Jam 1908 den Verfassern mundlich emen dnekten Beweis der gleickmaBige 2 
Konvergenz von (24) mitgeteilt, er beruht darauf, daB die Schwankung des Rested 
der fur 5 = t gebildeten Reihe (24) 

00 

JSV { cp^sf - <p, (*,)*} = 2K'- f 9, («) - 9, («,) ) { 9, 0 + <P, 0 ) } 

1 — N 
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Untei besonderen Voraussetzungen ubei den Kern kann man 
weiteigehende Entwickhmgstat&aehen beweisen A Hammerstem 429 J 
hat gezeigt, daB die Reike (23) jedenfalls dann gleichmaBig konvei- 
giert imd i(s, t) daistellt, wenn 


h 

1 1 


t) t) 

Si ~ S ) 


) 2 ^< ( 


ist, wo c eme von s 17 s 2 uuabhangige Ivonstante ist 

Ans (24) folgen wegen der gleichmaBigen Konvergenz m beiden 
Veiandeilichen fui die Spuien (Ni 11, (5)) des symmetnschen Kernes 
von dei zweiten an die Reilien 4ao ) 

b 


(25) 


= J fcW(s, s)ds =2 F fur n = 2, 3, 


Weiteihin eigibt sicb mit Hilfe von Ni 11, (2a) fui die Resolvente 
dei Infcegialgleichung (?) die gleichmaBig konvergente Entwicklung 

(26) %(X, 5, t) = 7.(5, t) + ^ [j- , 

(0 

sie zeigt emmal, daB % als arialytisehe Funktion von A die Eigen- 
weite X v zu emfachen Polen hat mit Residuen, die sich aus den zu- 
gehongen Eigenfunktionen aufbauen — andeieiseits, daB % fur ein 
von alien A v verschiedenes l selbst die Eigen weite (A t — A) und die 
Eigenfunktionen cp v (s ) besitzt 431 ) 


unter Benutzung von (z A ) und dei Besselschen Ungleichung dnrch 

b b 

J‘{ l (s, t) - 1 (s, , t) } 2 dt j{ 1(6, t) + l(s 1 ,t)} i dt 

a cl 

abgeschatzt werden kann und also wegen der gleichmafihgen Stetigkeit von A (5, t) 
gleichmaBig mit |s — | beliebig klem wild, damit kann aber aus der Konver- 

genz jener Reilie unmittelbai die gleichmaBige Konvergenz erschlossen weiden 
Fui die gleichmaBige Konvergenz von (24) ist die Stetigkeit von 7i/ -J (s, t) wesent- 
hclie Voraussetzung, 0 Toephtz, Festschr f H A Schwarz (Berlin 1914), p 427 
— 431, hat ein Beispiel ernes unstetigen Kernes (mit unstetigen Eigenfunktionen) 
angcgeben, bei dem t) beschrankt und nur an einer Stdle unstetig ist, 

die Keihe (24) abei nicht mein m beiden Veranderlichen gleichmaBig konveigiert 
(vgl kierzu auch Ni 34 b 432 )) 

429) A Hctmme) stein , Sitzungsbei PreuB Ak d Wiss 1923, p 181 184 

A Hammerstem, ibid 1926, p 590-695 gibt ferner ein Summationsverfahren 
tur die Reihe (23) lm Falle ernes logaritkiniscli unendlichen Kernes in 4 Yer- 
anderlichen an 

430) E Schmidt 428 ) — Wegen der Bedeutung dieser Formeln lur die alge- 
biaische Analogie vgl 409 ) 

431) T) Hilbert™ 1 ), Kap III, insbes p 20 f - Die Formel (26) kann aucb 
aus den Entwicklungssatzen von Nr 31c gefolgert weiden 
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b) Definite Kerne, der Satz von J Mercey 432 ) 1st h(s, t ) 
stetig und (eigenthch odei uneigentlich) defimt (Ni 32 b), so Izonveygiert 
bereits die Reihe (23) fur den Keyn seTbst absolut imd gleichmafiig i ,n 
beiden Ve? andeyhchen Nacli A Knesei 433 ) und J Sclnu 43s ) kann man 
diesen Satz umnittelbar auf Giund dei Tatsacbe beweisen, daB nnt 
1{s, t) zugleicb aueh der duieb Subtiaktion emei Teilieilie von (23) 
entstehende Kern Ni 30 b, (6) defimt ist, da seine Eigenweite samt- 
licb auch Eigenwerte von l(s, t) sind, und daB dahei nach den 

n 

Kntenen von Nr 32b k(s, s) — J£k~ l cp v (s) 2 0 ist, daiaus folgt aber 

% — i 

oo 

die Konvergenz dei positiven Reihe %f 1 (p v (s) 2 und diese Reihe Lon- 

i = i 

vergiert auf Gfrund des Zhmschen Satzes 428 ) gleichmaBig Die Schwaiz- 
sche Summenungleiehung 114 ) eigibt endlich die gleichmaBige Konver- 
genz von (23) in beiden Veiandei lichen 

Aus dem Mey cerschen Satz folgt fur die Spui jedes definiten 
Kernes selbst die Reihe 

z> 

(25 a) = j Us, s) ds = ^ ~ 

« (0 

c) Entwicklung willkurlicher Funktionen Jede mil Hilfe 

einer willkuihchen stehgen Funhtion x(t) dutch den Kern l(s, t) m der 
Gestalt b 

(27) f(s) = / l(s,t)x{t)dt 

a 

darstellbaye (stetige) iwihtion 434 ) ist in die folgende nach Founerscher 

432) J Mercei 897 ), dei Beweis beruht auf der Daiatellang (26) der fur 1<0 
sicher defimerten Resolvente, die fui 1-+— oo untersucht wird — Dafi die 
Voiaussetzung der Stetighett fur diesen Satz wesenthch ist, zeigt das Beispiel 
von 0 Toepluz 42S ) 

433) A Kneser 98 ), p 196 ff unter Verwendung ernes von E Schmidt her- 
ruhrenden Beweisgedankens, J Schur, Festsclir f H A Schwarz (Berlin 1914), 
p 392 409, § 5 Die Anordnung dieser Beweise weicht von der im Text ge- 
gebenen msofern etwas ab, als aus der ohne Benutzung des Dinisclien Satzes zu 
schliefienden gleichmaBigen Konvergenz der Reihe (23) m emei der beiden Va- 
nablen die Gleichung (23) m ahnlichei Weise wie beim E Schmidtschen Ent- 
wicklungssatz (Nr 34 c) ersehlossen wird — Em anderei Beweis bei E W Hdb- 
son, London Math Soc Proc (2) 14 (1914), p 5-30, er konstiuiert emen (un- 
stetigen) Kern (vgl Nr 36 a ^ s )), dessen itenerter l(s,t) ist 

f Wegen der Bedeutung dieser Bedmgung von Seiten der algebraischen 

Analogie vgl Nr 6, 7, p 1363 ff — 1st l(s,t) nicht abgeschlossen (Ni 30 e), so ist 
fur die Darstellbarkeit von f(s) durch (27) notwendig , daB es orthogonal zu den 
znm Eigen wert oo gehongen Eigenfuuktionen ist Aber auch bei dbgeschlossenem 
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Art gebildete Reihe nach EigenfunUionen von l(s 7 1) entivickelbai 

(28) f(s) = wo 

c) 

b b 

(28 a) c v =J f(s) <p v (s)ds = OQ^ 

a a 

die Reihe konvergiert absolut nnd gleiclma/iig Diesen Satz hat D Hil- 
bert m ) fur den Fall ernes allgememen Kernes (Nr 34 d), E Schmidt 4S6 ) 
sodann ohne jede Emschrankung bewiesen Schmidts Beweis beruht 
darauf, da8 zunachst die absolute und gleichmafiige Konvergenz der 
mit Hilfe von (27) nnd (i h ) in die Gestalt 

_ b b 

Efx(.t)(p r (t)dtfi(s, t) 95, 00 dt 

(*) a a. 

umgeschnebenen Reihe (28) aus dei Schwarzs chen 40 ) und Besselschen 

Ungleichung 385 ) entnommen wird, danach aber ist f(s) — (p i (s) = % (s) 

(0 

stetig und zu alien cp A (s) orthogonal, also (nach Ni 30 e) erne zum 
Eigenwert oo gehonge Eigenfunktion und daher wegen (27) auch zu 

b 

f(s ) orthogonal, daiaus wnd auf J^(s) 2 rfs = 0 und also auf das 

a 

identische Yeischwmden von %(s) geschlossen 

Aus diesem Entwicklungssatz eigibt sick speziell fui die Losung 
der mhomogenen Integralgleichung (i) (p 1504) nut dem symmetn- 
schen Kern l(s, t) und stetigem f(s) die Daistellung 437 ) 

b 

(29) 9 o(s) = As) + *2 m v ' {t) dt ’ 

(i) * a 

l (s, t) braucht kemeswegs jedes stetige f(s) durch (27) darstellbar zu sein, be- 
tracktet man namlicli den abgescklossenen Kern von 44 °), fin den erne lm 

Lebesgueschen Smne quadratisch mtegrierbare, unstetige Funktion oj(s) die em- 
zige zu oo gehonge Eigenfunktion ist, und wahlt man dabei co(s) so, daB es zu 
irgendeiner stetigen Eunktion f(s) nicht orthogonal ist, so ist dieses f(s) mcht 
durch (27) darstellbar (vgl Nr 7, p 1365) 

435) D Hilbert™ 1 ), p 24ff (Gott Nachr 1904, p 76ff) — Zum Beweis 

wird zunachst die Entwickelbarkeit emei duich den ttenerten Kern t) ana- 

log (27) darstellbaren Funktion aus dei Hilbeitschen Fundamentalformel Nr 32, 
(14 a) entnommen und dann auf Giund der Allgememheit des Kernes die Dar- 
stellung (27) durch erne ebensolche mit dem iterierten Kern approximiert 

436) E Schmidt™ 1 ), § 2, § 9 Aus dem Entwicklungssatz gewmnt Schmidt 
nachtraglich die Hilbertsche Fundamentalformel (14) von Nr 32 

437) E Schmidt** 1 ), § 10 — Bemerkungen hierzu Lei T JBoggio, Rom Acc 
Lmc Rend (5) 17, (1908), p 454—458 und A Proszynsh , Nouv Ann (4) 11 
(1911), p 394—407 
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die in jedem von Eigenweiten freien A-Beieich gleichmaBig koxx- 
veigieit und ubngens nnt (26) mi wcsentlichen aquivalent ist, sie 
setzt den Chaiakter dei LobUng <p(s) als analytische Funktion von 
l m Evidenz (jedes X v ist emfacher Pol, auBex wenn dei zugehonge 
Fourierkoeffizient von f\s) veischwmdet) 

Der Entwicklungssatz umfaflt, wenn man lhn auf geeignete spezielle 
Kerne anwendet, Satze ubei die Entwicklung wiilkurlicbei Funktionen 
nacb zahlieichen besondeien Oithogonalsystemen Insbesondere ex- 
halt man die Entwicklungstkeoreme nach Eigenfunktionen sich selbst 
adjungiei tei Randweitaufgaben bei gewohnlichen und paitiellen JDiffe- 
i ential gle ichungen , wenn man lhn auf die Grieensche Funktion des 
beti effenden Pioblems als Kern anwendet (s Encykl II C 11, 1 Teil, 
E. Hill), insbes Nr 6 — 9) Die bekannten und nach anderen Methoden 
aufgestellten Entwicklungssatze gehen hier zum Teil ubei die (27) 
entspiechende Bedingung fui die zu entwickelnde Funktion hmaus; 
dahei ist die Bemeikung wichtig, daB dei Me)cersche Satz (Ni 34b) 
erne Eiweiteiung des Bereiches der entwickelbaien Funktionen uber 
(27) hmaus liefein kann, denn ei gibt die Entwicklung des bex festem 
t als Funktion von s angesehenen h(s, i ), das untei Umstanden nicht 
in dei Form (27) daistellbar ist 438 ) 

Wegen der Anwendung funlctionentheo? etischo Methoden zui Hei- 
leitung der Entwicklungssatze sei hiei nui auf Encykl II G 11, 1 Teil, 
E Hilb y insbes Ni 11, 13, veiwiesen 439 ), diese Methoden smd auf zahl- 
leiche Randwertprobleme angewendet worden, die sachlieh mit beson- 
deien Integialgleichungen uberemstimmen, nicht abei — wie es an sich 
moglich ware (vgl Ni 43 a, 4) — auf die allgememe Theone der Inte- 
gralgleichungen Sie wurden hier auf die Unteisiichung von »(A, s, t) 

b 

bzw J ?c(A, s, t)x(t)dt als Funktion von A, komplexe Integration langs 

a 

eines wachsenden die Eigen werte emschlieBenden Weges und Anwen- 
dung des Residuensatzes hmauskommen 

438) 1st z B £($,£) die Greensche Funktion des Randwertproblemes emer 
gewohnlicben Diffeientialgleichung 2 Ordnung, bat also bei s — t erne Unstetig- 
keit in der 1 Ableitung wie |s — i], so hefert (27) die Entwicklung aller zwei- 
mal differenzierbaren Funktionen, wahrend der Meicersche Satz die Entwickel- 
barkeit emer (und damit jeder) Funktion liefeit, deien erste Ableitung an einer 
Oder endlicbvielen Stellen Sprunge bat Vgl bierzu neben dem un Text zitierten 
IftZ&scken Encyklopadierefeiat (s insbes aucb Ni 4) die bei A Kneser, Lite- 
ratur A 12, zusammenfassend dargestellten Untersucbungen von A Enese) und 
semen Scbulern in dieser Richtung 

439) Wegen der Rolle dieser Methoden in der historischen Entwicklung der 
Integralgleichungslekre vgl S4 ) 
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d) Vollstandigkeit cles Eigenfuuktionss jstemes Fui die 
Fiage, wie weit man alle willkui lichen, mcht nui die mit L(s, t) in 
besondeiem Zusammenhang stehenden Funktionen nach Eisrenfunk- 
tionen entwickeln bzw duich sie appioximieren kann, ist entseheidend, 
ob die samtlichen Eigenfunktionen qp y (s) dei „Vollstandigleits) elation" 
(2a) von Ni 15 genugen Bei emem meht abgesehlossenen Keine ist 
das jedenfalls mclit dei Fall, da dann (s Ni 30 e) stetige zu alien 
9 ?, (5) oithogonale ,, Eigenfunktionen des Eigenweites 00 “ existieien, 
aber auch bei abgesehlossenen Keinen bi audit es unter Unistanden 
mcht der Fall zu sem 140 ) Notivendiq mid himeichend dafm , daft das 
Eigen f 'anl honensy stem die Vollstandigheits) elation eifullt , ist die von 
D Hilbe>t als Allgememheit bezeichnete Eigenschaft des Kernes ul ) 
Jede stetige Funktion f(s) soli duich Funktionen dei Gestalt 

h 

j lc(s f t)x(t)dt mit passendem stetigem x(s) im Mittel beliebig appro- 

a b b 

ximieit weiden konnen, derait, daB J |/*(s) — fh(s, t)x(t)dt } 2 <#s be- 
et a 

liebig klein wild 

35. Abliangigkeit der Eigenwerte vom Integrationsbereich und 
lhr asymptotisches Verhalten. Allgememe Aussagen uber die Yer- 
teilung der Eigenwerte, falls unendliehviele existieien, sind m den 
Satzen von Ni 30 c und Nr 31, (25), (25 a) enthalten Dai uber hm- 
aus sind untei speziellen Annahmen uber die Natur des Kernes weiteie 

440) Ein Beispiel findet man so E Fischer, Pans C K 144 (1907), p 1148 

— 1151 bat gezeigt, wie man zu emeL willkuilick gegebenen samt lhrem Qua- 
drat im Lebesguescken Sinne mtegnerbaren unstetigen Funktion to(s) unendlich- 
viele stetige Funktionen <p,(s) (v = 1,2, ) kmzukonstruieien kann, die mit w(s) 

zuscimmen em vollstandiges Orthogonalsystem bilden, bestimmt man nun solche 
Werte 1,, daB 1 (s) , (0 = l (s , t) gleichmaflig konveigieit, so 1 st l (s, t) 

(>) 

abgescklossen, da die 1 instetige Funktion co(s) die emzige zum Eigenwerfc 00 ge- 
borige Eigenfunktion ist, abei die zu den endlichen Eigenweiten gebongen 
Eigenfunktionen cp v (s) bilden fui sich kem vollstandiges Sy&tem 

441) D Hilbert* 81 ), p 25 DaB diese Bedmgung hmreichend 1 st, findet 
man ibid p 27 und 193, daB sie notwondig ist, erganzt man leicbt aus der Be- 
mcikung, daB man jede stetige Funktion auf Grund der Vollstandigkeitseigen- 
sebaft durcb em Aggiegat von endliebvielen Eigenfunktionen im Mittel be- 
liebig annabern kann — Den allgememen Keinen entspiecben m der algebrai- 
seben Analogie quadratische Formen mit mekt verscbwmdeuder Determmante 
(eigentlicbe Zentralfiachen, die kerne Zylmder smd) Die Unterscbeidung zwi- 
seben abgescblosseneu und allgememen Keinen bat kem algebiaisebes Analogon, 
em abgeschlosseuer mebt allgememei Kern 410 ) hat zwar keme sfcetigen zum 
Eigenwert oo gebongen Eigenfunktionen, wohl abei unstetige bei der notwen- 
digen Erganzung des Funktionenraumes (vgl Nr 7) 
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Resultate gewonnen woiden, die fm die Anwendungen von gi oiler 
Bedeutung smd 442 ) Man kann alie kieikm gehongen Resultate, die 
zuerst von H Weyl 443 ) bewiesen woiden smd ; am kuizesten nack 
B Coiuant UA ) embeitlick mitfcek dessen Definition dei Eigenweite cluick 
em Maximum-Mimmum-Pi oblem (Ni 32 d) begnmden, das die Vei- 
andeiung dei Eigenwerte bei Veiandeiung des Integiationsmtervalles 
und des Kernes leickt zn uberblicken gestattet 

a) Abhangigkeit vom Integi ationsbei eick 1st (a\V) em 
Teilmtei vail von {a, b), so ist dei n te dei finer absoluten GioJJe nack 
geoidneten Eigenweite l n ernes Keines l(s,t) fiu das Inteivall («,/>) 
absolut nnkt gioBei als dei entspieckende l } [ desselben Keines fur 
das Intervall {a, &'), analoges gilt fin die positiven and negativen 
Eigenweite fui sich, und bei stetigei Andeiung des Intel vails andeit 
sick jedei Eigenweit stetig 416 ) Denn m dei Ge&amtheit derjemgen 
Weifce dei Integialfoim deien obeie Gienze gemuB Ni 32(1 zui 

Definition von |Aj _1 fiilnt, tieten auck die samtlicben in gleicker 
Weise zu U,'!” 1 fnhienden Weite dei fui (a',//) gebildeten Integral- 
foim St'fajH) aut, wenn man nur #(s) auBeikalb ( a, b') gleiek 0 nimmt, 
daiaus folgt abei umnittelbai Ebenso eigibt sick 116 ) 

Wei den endlickviele Teilinteivalle von (a, V) okne gemem&ame mneie 
Punkte betiaclitet, so ist | A n | mckt gioBei als die n t0 Zahl aus der 
Reike der lkiei absoluten GioBe nack geoidneten sumtlicken Eigen- 


442) Sie smd ubrigens clirekt duick Yeimutungen angei eg fc worden, die aus 
phvsikaliscken Betrachtuugen ubei die asymptotische Veiteilung der Eigenwerte 
bei der schwmgenden Membran, der Hohliaumstrahlung und uhnhcken Problemen 
gewonnen wurdeu , vgl A Somme) felcl, Phys Ztscbr 11 (1910), p 1057 — 10(>6, 
msbes p lOblf sowie H A Lorentz, ebenda, p 1234—1257, insbes p 1248 

443) JEL Weyl , a) Gott Nachr 1911, p 110 — 117, b) Math Ann 71 (1912\ 
p 441—479, insbes §1,2, c) J i Math 141 (1912), p 1—11, insbes § 2, 3, 
d) ebenda, p 163—181, msbes § 1, e) Paleimo Rend 39 (1915), p 1 — 50, insbes 
§ b — In den anderen Teilen dieser Arbeiten sowie nn J f Math 143 (1914), 
p 177—202 weiden diese Satze zui Bestimmung der asymptotischen Eigenwert- 
verteilung bei bestimmten Randwertaufgaben angewendet 

444) JR Coin ant*--), insbes § 6, sowie vorher in emei Reihe von Arbeiten 
[ 40s ) sowie Math Ztschr 15 (1922), p 195 — 200, vgl auch Literatur All, Kap YI] 
m direkter Anwendung dieses Gedankens auf Randweitprobleme von Differential- 
gleichnngen 

445) H Weyl* iS ), a), b) — Andere Beweise bei T Lalebco, Pans C R 13 3 
(1911), p 541—542, Bucarest Bull 21 (1912), p 383—389 und A JBlondel, Pans 
C R 153 (1911), p 1456 — 1458 (auch fur unsymmetnsche Kerne, s Nr 33 c) 

446) JR Coui ant 40s ) fur Randweitprobleme von Differential gleichun gen, seme 
Betrachtung ubeitragt sich sofoit auf Integralgleichungen , wobei sie sich duich 
den Fortfail der Randbedmgungen noch etwas \ereinfacht 
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weite dei Teilintervalle Die gleichen Satze gelten fui Integi alglei- 
chungen nnt mehidimensionalem Integrationsbereich (Ni 86 a) 

b) Abhangigkeit vom Kein 1st 

(30) l(s, t) = l'(s, t) -f- l" (s 9 1 ) , 

so gilt fui die lhiei absoluten GioBe nach geoidneten entspiecbend 
bezeiebneten Eigenwerte bei gleicbbleibendem Integi ationsmtei vail 

(30a) IWal-^l^r + l^xl-S 

analoges gilt fui die fin sich geoidneten positiven und negativen 
Eigenwei te 443 * 1 ’ b}d > 0 ) Das folgt aus dem Tbeoiem von Ni 32d, wenn 
man x) fur alle zu den eisten m Eigenfunktionen von h'(s, t) 
und den eisten n Eigenfunktionen von l"(s,i ) oithogonalen x($) be- 
tracbtet — Von den zahlieicben oft anwendbaren Sondeifallen dieses 
Satzes seien bervoigeboben 1st A" (s, t ) posihv definit , so 1 st der n tQ 
positive Eigenwert von niclit giofiei als dei n te positive von 

h'(s, t ) 443 c > °J 1st femei 7/' ( 5 , t) em Keyyi von endlicheni Range <1 N 
(Ni 10a, 1 ) ; so 1 st |Aw| | A //t + i v| 447 ), bietm 1 st dei von E Schmidt ns ) 
bewiesene Satz enthalteu, da6 bei jedei Annaheiung von./i(s, 0 duich 
emen Kem von endlicliem Range 

b b oo 

(31) ,/J { L(s, t) — L"(s , t) J 2 dsdt ^ ^ 

a a 1 = iV +1 

N 

1 st, dei Mimmalweit wild fur 7i/'(s ? t) (s) (p J (t) eireicbt End- 

j =1 

licli folgfc, wenn man 7 L"(s, t) beliebig klein nimrnt, daB dei n te Eigen- 
weit k n sich mit Jo(s f t) stetig andeit, und zwar genugt stetige 
Anderung von A ($, t) nui in dem Sinne zu veilangen, daB das Doppel- 
mtegial von (l(s } t) — l"(s,t)) 2 beliebig klein wird 449 ) 

c) Asymptotisches Verkalten del Eigenweite LaBt sich 
em Kein duich die 111 b) auftietenden Veifahren aus emfachen Kernen 
mit bekaunten Eigenweiten aufbauen bzw duich sie approximieren, 
so kann man den angefukiten Satzen Aussagen ubei das asympto- 
tische Veihalten semer Eigenwerte mit wachsendem n entnehmen. 
So hat H Weyl MS ^ h ), bewiesen, daB fui emen h-mal stetig differed - 

447) H Weyl* Kt ), a), b), d) Erne Verallgememerung bei R Bateman, Bull 
Amer Math Soc (2) 18 (1912), p 179—182 

448) E Schmidt™ 1 ), § 18, der Satz wird biei fur unsymmetriscbe Kerne 
unter Veiwendung der Begnffe von Ni 36 c bewiesen (s dazn R Weyl {<i ), d) 

449) R Weyl 44S ), b), p 447, B CouHint 422 ), § 6 — Bemerkungen uber die 
Variation der Haupthmktionen unsymmetnscher Kerne (s Nr 39 a) bei Ab4nde- 
rung des Kernes maebt R Block, Lunds umv arsskrift 7 (1911), Nr 1, 34 S 
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zie>T)aien Kem h(s,t) 

(32) = 0 

n— oo 

ist, und daB unter den gleiclien Voiaussetzungen fui emen Kern 
A (s v S -, , t v t 2 ) emer Integialgleichung m 2 Verandei lichen (s Nr 36a), 
deren Integrationsgebiet von einei lektifizierbaien Kurve begienzt wird, 
hm n^^ h + 1) X~ l = 0 ist 

71 = 00 

Wiclitigei fui die Anwendungen smd die Satze uber die Eigen- 
werte solcbei Kerne, die Gieensche FunUionen von Randwertaufgaben 
gewohnhchei oder partieiler Differentialgleichungen sind, nnd die duich 
das Auftieten typischer Singulantaten (von dei Art del Funktionen 
\s — t\ bzw logft;?! — ^) 2 + {s 2 — f 2 ) 2 } bzw {(s 1 — tj 2 + (s 2 — tj 2 
+ ( 5 3 — ^) 2 }) chaiakteiisiert smd H Weyl U3 ) hat gezeigt, daB aus jenen 
Theoiemen das asymptotische Verhalten in alien hieihm gehougen 
Fallen gewonnen weiden kann, insbesoiideie auch die Tatsaclie 442 ), 
daB die asymptotische Veiteilung der Eigen weite m eister Annahe- 
rnng unabhangig von dei Gestalt und mil abhangig von dei GioBe 
des Integiationsbeieiches ist Diese Resultate greifen, da m das Ge- 
biet dei Differentialgleichnngen gehong, nbei den Rahmen dieses Re- 
ferates hmaus, zndera ist es R Cowant Ui ) gelungen, sie dnekt ohne 
Benutzung dei Theone der Integialgleichungen herzuleiten, mdem er 
die Maximnm-Minimumdefimtion dei Eigenweite (Nr 3*2 d) und die 
analog a), b) aus lhi folgenden Aussagen ubei die Anordnung der 
Eigenwerte dnekt fui die Randweitpiobleme untei Benutzung dei 
bekannteu zugehongen Variationspnnzipe ausspucht (vgl Nr 15 c) 

d) Asy mptotisches Yeihalten dei Eigenfunktionen In 
gewissem Umfange kann man fur die Eigenfunktionen analoge Resul- 
tate aussprechen, wie fui die Eigenweite, die voihandenen Untei- 
suchungen beziehen sich hier allerdmgs noch mehr nur auf Rand- 
wertpiobleme bzw die zugehongen Kerne 450 ) Von allgememen Re- 
sultaten ist biei nur der von R Coui ant 122 ) nut seinei m Nr 33 d 
dai gestellten Methode gewonnene Satz hervoizuheben Konvergieien 
die Kerne l n (s , t) gleichmaBig gegen h(s, t), so daB line ? Eigenweite 
& e g en emen ^-fachen Eigenweit von l(s, t) konver- 
gieien, so konveigieit die Imeaie Schar aus den zu X^\ , X^ ge- 

hongen Eigenfunktion von l» n (s, t) gleichmaBig gegen die Imeaie Schai 
der zu X 1 gehougen Eigenfunktionen von l(s, t) 

450) In etwas allgememerer Foim hat A Hammerstein , Math Ann 93 
(1924), p 113—129, 95 (1926), p 102 — 109 eme asymptofci&eke Daistellung dei 
Eigenfunktionen von Kernen gegeben, die die chaiakteristische Smgulantat von 
Greenschen Funktionen baben 
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36. Uneigentlieh singular© symmetrische Integralgleichungen 
Allgememere Integrationsberemhe System© von Integralgleichungen 

a) Uneigentlieli singulare symmetrische Integi alglei- 
chungen 450a ) j Genau wie bei der Auflosungstheorie (s Nr 12)istauch 
fui die Begi undung dei Mehizahl del Satze dei Eigenweittheone die 
bisliei gemachte Voiaussetzung der Sfcetigkeit des Kemes entbehrlich 
D Silbett 451 ) hat beieits m seinei ersten Darstellung nachgewiesen, 
daB seine Resultate auch fui solche symmetusclie Keine gelten, die 
an endlichvielen analytischen Kurven s = g(f) mi Quadrat a <1 s, t <[ b 
unendlich von niedete y als \ ter 0) timing vreiden (d li wo fur em a < 4 
[5 — g(t)] a L(s, t) stetig bleibt) E Schmidt 4fi2 ) hat gezeigt, daB seme 
Methode unveiandeit untei den folgenden Bedmgungen anwendbar 
bleibt (vgl Ni 12 c) 1 Die Unstetigkeitsstellen von l(s, t) haben auf 

b 

jedei Geiaden s = konst den auBeren Inhalt 0, 2 J[l(s,t)] 2 d i exi- 

a 

stiert fui a s < & und 1 st daselbst erne stetige Funktion von s 
Alsdann 1 st U^[s 7 t) stetig m 5 und t und verschwindet nui dann 
identisck, wenn h(s,i) m semem Stetig kei tsbei eich verschwmdet, die 
Satze von Nr 31 — 35 bleiben ungeandeit mit Ausnahme derjemgen, 
die sich auf die Entwicklung von h(s,t) selbst beziehen, msbesondeie 
des ilfe>ce>schen Satzes 453 ) Ubngens konnen die Entwicklungs&atze 
von Ni 34 c dahm erweiteit weiden, daB x(t) m (27) erne samt llnem 
Quadiat mtegneibaie Funktion bedeutet 4B3a ) 

460a) „Eigenthch singulare Integralgleichungen", d h solcke, bei denen die 
Satze der Eigenweittheone nicht melir unvenindeit gelten, findet man m Ni 44. 

461) D Hilbert™ 1 ), Kap VI, p 30—36, die Methode 1 st die m Ni 12b ge- 

schildeite, vgl auck E Garbe*% 2 Abschn Weiteihm kann man nack Hilbert 
(ibid , p 36), falls duick itbergang zu emem hmreickend oft iteiieiten 

sfcetigen Kern wie m Nr 12 a entspreckend modifizierte Satze erbalten 

462) E Schmidt™ 1 ), § 12 Ausdekmmgen dieser Resultate auf m Lebesgue- 
sekem Sinne mtegneibaLe Kerne geben W H Young * 7 *) , E \V Hobson 4a3 ), 
0 E Kellogg 412 ), E W Hobsoyi untersucht weiterhin, wann es Kerne gibt, fur 
die L(s,t) 2 1 m Lebesguescken Sinne nack t mtegneibar iBt und die vorgegebene 
Eigenweite unci Eigenfunktionen besitzen, sowie verwandte Fragen 

453) Vgl ddzu 18iJ ) E W Hobson 433 ) gibt ubngens erne Ausdehnung des 
Meiurs cken Satzes auf gewisse 1 m Lebesguescken Sinne quadratisch nack t mte- 
gnerbaie Kerne, wobei nur Konvergenz mit Ausnakme von Nullmengen bekauptet 
werden kann — Fur symmetnsche Kerne der Form |s — t\~ a H(s,t), wo H(s,t) 
stetig und 0 < a < 1 1 st, beweist T Caileman , Ark f matem 13 (1918), 
Ni 6, 7 S , daB uneudhckviele positive Eigemveite A+ vorhanden Bind und daB 
1 

konveigiert, falls m emem Teilintervall H{s, s)>0 1 st, der Beweis 
berukt auf der Ausdehnung des Hilbettscben Entwicklungssatzes 

453 a) Damber kinaus bat fur den Fall emeB defimteyi Kernes J Meicer 
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b) Allgememeie Integi ationsbei eiclie Es ist ummttelbar 
eisicbtlicb, daB clie Satze cler Eigen weittheorie genau wie die dei Auf- 
losungstbeone fur Integy algleicliungen mit meh) fachen Iniegialen m dem 
m Ni 13a bezeichneten Smne m Gelfcung bleiben 4 ^), wobei dei Kein 
erne symnehisclie Funltion von zivei Reihen von Ve> ande)hchm wild, 
die die Stellen s, t mi w-dimensionalen Integi ahonsgebiet bestimmen 
Ebenso laBt sich die Eigenweittbeone fui gemiscbte oder belastete 
Integralgleicbungen dei m Nr 13b bescbnebenen Gestalt ent- 
wickeln 4j5 ) , dabei weiden duich die Symmetnebedingung^ ) die in den 
Snnimen und veischiedendnnensionalen Iutegialen aufti etenden Koefti- 
zientenfunktionen mitemandei veiknupft — z B lautet die symme- 
trische belastete Integi algleicbung dei Foim Ni 13 b, (1) 

n b 

(33) <p(s) — m . , l(s, x,)cp(x t ) — l fl(s, t)cp(t)dt = /(s), 

i=l a 

wo h(s, f) = l(t 7 s), m v beliebig 

E Schmidts Theone lafit sicli alsdann obne wesentliehe Anderung m 
Metbode und Resultaten ubertiagen"), so bat z B A Kncse> 9S ) den 
31e)ce> scken Satz fui die Integralgleiebung (33) entwickelt 

c) Systeme von Integi algleicbungen Genugen die Ivoeffi- 
zientenfunktionen des Systemes von n Integralgleicbungen mit n un- 
bekannten Funktionen 

n b 

(34) <P a (s) — 2.^jfl a/j ($,t)<p [j (t)dt = f a (s) (k = 1, ,n,a£s<b) 

ff = l a 

den Symmetriebedingungen 

(34a) Kpi 8 } 0 — s ) P = lj } n) 

so laBt es sieb nacb Nr 13 c zu emey Integi algleicbung nut symme- 

[Londonftoy Soc Proc (A) 84 (1911), p 573— 575, Phil Tians Roy Soc London 
(A) 211 (1911), p 111 — 198] den Entwicklung&satz auf m Lebesguesckem Siune 
mtegnerbaie x(s) ansgedehnt, sowie ein Summationsveifahren fur die Reihen (28) 
solcher Funktionen f{s) augegeben, die mebt m dei Gestalt (27) darstellbar sind 
[Absckatzung der Partialsummen von (28) durch Limites von mit der Resolvente 

h 

x von l{s, t) gebildeten Integi alen [x(l, s,t)f(t)dt] 

a 

454) D JSilbeit 3Sl ), p 3, E Schmidt™ 1 ), § 12 

455) W A Eunvitz 98 ), A Kneser 98 ), G Andreoh 101 ) 

456) Jeder emzelne Wert y(t) muB m die fui erne beliebige Stelle s bin- 
gescbnebene Integralgleicbuug mit demselben Koeffizienten emgeben, wie cp(s) 
m die fur t geschnebene Integralgleiebung, wobei die Integiale lm Smne von 
Nr la als Summengi enzwerte aufzufassen smd 
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tnschem Kein zusammenfassen, die gesamte Eigenweittkeoue ist also 
umnittelbar zu ubeitiagen 457 J 

Hiei ist die Theone dei adjangieiten Eigenfunktionen- 
paare ernes stetigen inibi/mmeU ischen Kernes h(s, t) zu er- 
Wriknen, die E Schmidt***) entwickelt hat cp(s ), ip(s) keiBt ein zum 
Eigemvert A gekonges Pact) adjiingie) ter Eigenf anldwnen , wenu 
ohne identisck zu versckwmden die Qleickungen 

b b 

(35) ( p(s ) — kfl(s, t)ip[t)dt = 0, i/j(s) — A s)cp(t)dt = 0 

a a 

eifullt, 9 o(s) } i/)(s) duifen stets ieell, die Eigenweite A positiv ange- 
nommen werdea Dana sind cp (s) bzw ^(s) die zum Eigeaweit A 3 
gekongen Eigenfanktionen der beiden symmetusckeu definiten Kerne 

1 b b 

(36) Jt( 4 , t ) =fl(s, >) d* bzw l(s, t ) = / A(», s ) l{r, t) di , 

a a 

und man eikalt aus alien Paaien adjungiei tei Eigenfunktiouen samt- 
licke Eigenfanktionen von l und l Von den dei Eigen werttkeone des 
symmetusckeu Keines vollig entspieckenden Satzen, die E Schmidt 
hieiaus gewmnt, sei dei EnhvicldungssaU keivoigekoken Jede in 
dei Form i 

(37) f( s ) =/ K s > t)x(t)dt 

a 

daistellbaie Funktion ist m die absolut und gleichmaBig konveigente 
Reike * 

t( S ) =Z' C v^( S ) ? C t =Jf(t)<p,(t) dt 
(») « 

nack den eisten Funktionen dei adjungiei ten Paaie (Eigenfunktionen 
von 1 (s, /)) entwickelbai — und das gleiche gilt bei Veitausckung von 
l (Sj t) mit l(t 7 s) in bezug auf die ^,(s) 459 ) 

467) Vgl neben der m Ni 13 c genannten Liteiatur msbes JD Hilbeit, 
6 Mitieil , Gott Naclir 1910 = Giundzuge, Kap XVI, p 208 ff 

468) E Schmidt** 1 ), b 14— lb, Ausdebnung auf Unstetigkeiten § 17 Wegen 
der algcbiaibclien Bedoutung dieser Theone s 48s ) — Andere Herleitungen geben 
duich (Jbergang /u uueudhchwelen Unbekannten (s Nr 40 e) J Mollawp, Darb 
Bull (2) 35 (1911), p 266—273 sowie duicb duekte Anwenduug des Schmidtechen 
Vcilabicns (Ni 33 a) zui Appioximation der Eigenweite m inodifiziertei Gestalt 
(vgl l12 )) A Verge) to, Pal ei mo lieu d 42 (1917), p 285—302, J Mollenip, ibid 47 
(1923), p 376—395 und 7 Skand Mat Kong Kabenbavn (1926), p 447—455 Em 
spe/ieller Fall bei E Picard, Pans C R 149 (1909), p 1337 — 1340 = Ann Ec 
Noun (3) 27 (1910), p 569-574 

159) J Sclnu 4U ), § 1 — 3 beweist daiuber hmaus, daB die Funktionen (37) 
auch nach Eigenfunktionen jecles duich Addition ernes beliebigen positiv defi- 
niten Keines aus l{s,t) ent&tehenden Kernes entwickelbar sind und gibt weitere 
Verallgemeineiungen 
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D Eilbert m ) hat darauf hmgewiesen, daB die Grleichungen (35) 
em System der Art (34) bilden, und daB sie sich daher m eine Inte- 
gral glei chung mit dem Integiationsintei vail (a, 21) — a) und dem duich 

K(s,t) = 0, wenn a< L s,t<b und t 2b — a 

K(s, t ) = l(s 9 1 — (b — a )), wenn a <b, b £2b — a 
defimerten symmetuschen Kern zusammenfassen lassen Die Eigen- 
werte dieses Kernes sind die oben defimerten Eigenweite von h(s, i ) 
sowie die absolut gleichen negativen Zaklen, seme Eigenfunktionen 
liefern duich lhre Weite m den Teilmtei vallen (a, b) und (jb, 2b — a) 
die Funktionen <p(s), ip(s) sowie cp(s), — il>(s) der adjungierten Paare 
Danach lassen sich aus dei Eigen werttkeorie des Kernes K(s, t) ohne 
weiteies alle Satze ubei die adjungieiten Eigenfunktionen ablesen, 
wenn man das doppelte Integrationsmteivall wiedei in seme beiden 
Teile zeilegt und die Eigenfunktionen in bezug auf das einfache Inter- 
vall (a, b) statt auf das doppelte (a, 2b — a) normieit 461 ) 

37. Besondere symmetnsohe Kerne Auf die zahheichen beson- 
deien Kerne, die gelegentlich der Anwendungen dei Eigenwerttheone 
auf Randweitprobleme von Diffeientialgleichungen und JEteihenentwick- 
lungen der mathematisehen Physik bebandelt worden smd, ist hier 
gemaB der Begrenzung dieses Aitikels nicht emzugehen 462 ), es soil 
nui em kurzer Ubeibhck ubei diejenigen besondeien Kerne gegeben 
werden, fur die gelegentlich uber die allgememen Satze hmausgehende 
Resultate in der Theone der Integralgleichuugen gegeben woiden sind 

Als Beispiele werden vielfach behandelt die schon m Ni 34 a 
erwahnten Kerne l(s, t) — f(s — t) } wo f(x) eme geiade penodische 
Funktion ist (vgl aucli Ni 14), deren Eigenfunktionen die trigono- 
metrischen Funktionen sind 463 ) Eme in gewissem Smne analoge Rolle 

460) D Hilbert, 5 Mitteil , Gott Nacbr 1906 = Giundzuge, Kap XIV, p 194; 
wetter ausgeiuhrt bei E Bounitzly, Darb Bull (2) 31 (1907), p 121—128 — 
Fur die tfbertragung der Resultate von Nr 35 s H Weyl 4i \ d) 

461) Das Eigenwertproblem fur em etwas auderes System, zweier Integral - 
gleichungen mit zwei unbekannten Funktionen bat A J Tell , Amer Math Soc 
TranB 23 (1922), p 198 — 211 durch Ubergang zum analogen Pioblem in unend- 
lichvielen Unbekannten behandelt, eme Ausdehnung auf symmetrisieibare Kerne 
(s Nr 38 b) bei M Buchanan , Amer J 45 (1923), p 155—185 

462) Den direkten Zusammenhang zwischen typiseken Schwingungspro- 
blemen und symmetnscben Integralgleicbungen erortem Th Franl, Wien Akad 
Sitzungsb math-nat K1 11a, 117 (1908), p 279—298, A Kneser, Jahresb Schles 
Ges vaterl Kult 1909, math Sekt , 8 S , A Sommei feld 4ii ) und Jahresb Deutsch 
Math-Yer 21 (1913), p 309—353 

463) Den Zusammenhang mit Theoremen uber Founerreihen behandelt 
J Schur 5S ), § 4, Kerne dieser Art, die bei optischen Problemen auftreten, er- 
drtert L Mandelstam , Festschr f H Weber (1912), p 228—241 — H Weyl, Math 
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spielen zweidnnensioiiale Integialgleickungen, deren Integrationsgebiet 
eme gescblossene Flache des Raumes und deien Kem die rezipioke- 
Entfeinung zweiei Punkte odei eme ahnliche Funktion 1 st 464 ) Ent- 
spiecli ende Untersuchungen ubei die Eigen werttheone gewissei chei- 
dunensionaler symmetnscher Integralgleichungen tieten m D Hilbe?t$ 
kmetischer Grastheone 465 ) auf 

B Integralgleichungen mit unsymmetrischeni Kern 

38. Besondere unsymm etrisohe Kerne, die sich wie symme- 
trische verhalten a) Altei mei ende und Hei mitesche Kerne Em 
Kern heifit altermcrend , wenn K(t, s) = — K(s, t) gilt Sowolil die 
reellen symmetnschen als auch die leellen alternieienden Kerne be- 
greifen sick dem allgemeineren Begnff der Ha miteschen Ketne untei, 
dies smd komplexe Keme ( 1 m reellen Bereicli a <^s <Lb, a^t^b 
als komplexe Funktion en dei reellen Vanablen s, t defimert), die 
dei Bedingung Kit, s) = Kis, t) genugen 1CG ) Smd sie leell, so smd sie 
symmetuscb, smd sie 1 cin-inmginar, so sind sie das z-fache ernes altei- 
meienden Keines Sie smd den sog „Hei miteschen Foimen“ der 
Algebia nachgebildet, und ebenso, wie sich auf diese die gesamte 
Hauptacbsentheone yon den reellen quadiatiscken Foimen ubertragt 7 
ubeitiagt sich die gesamte Eigenweittheone unmittelbai auf Hermite- 
sche Keme 467 ) Dabei mussen als Eigenfunktionen ebenfalls komplexe 

Ann 97 (1926), p 388—356 hat die Theone der fastpenodischen Fuuktionen auf 
emen solchen Kern iur das Intervall ( — 00 , + 00 ) zuruckgefuhit, wobei an 
Stelle dei Integiale Mifctelwerte auffcreten, er geht genau nach dem Muster der 
E SchmicltBchGn Metkode voi 

464) Einen speziellen Fall (Kugelflache) hat E R Neumann, Math Ztschr 6- 
(1920), p 238 — 261 durch Zuruckfuhrung auf Difteieuzengleichungen vollsUndig 
durchgerechnet, allgememere werden in den Untersuchungen von L Lichten- 
stein S0B ) uber Gleicbgewiclitsfiguren emgehend behandelt, vgl auch J Schur s ") 

465) JD Hilbert, Math Ann 72 (1912), p 562—577 == Grundzuge, Kap XXII, 
sowie D EnLog™) und E Hecle 72 ) Auch die Begrundung der Strahlungstheone 
von JD HiTbeit, Gott Nachr 1912, p 773—789 = Jdkresb Deutsch Math -Yei 22 
(1913), p 1—20 = Phys Ztschr 13 (1912), p 1056—1064 isfc bier zu nennen 

466) Oberstreicben bedeutet Ubergang zu dei konjugieit-imaginaren GioBe. 

467) Seitdem I) Hilbeit dies (Giundzuge, p 162) ausdiucklich (m dei tTber- 
tragung auf unendlichviele Yerandeiliche, fur Integralgleichungen ausgesprochen 
und ohne den Ubeigang zu unendlichvielen Yeianderlichen bewiesen bei J Schiu , 
Math Ann G6 4BC ), p 507) bemeikt hatto, 1 st es zu wiedeiholteu Malen erneut 
ausgefuhrt worden, fui den besonderen Fall altermeiender Kerne von T Lalesco , 
Pans C R 151 (1910), p 1336—1337 und Literatur A 6, p 73-78, allgemeiDei 
von R Perhavc, Wien Ber 121 (1912), p 1551—1562, Th Anghelutza, Pans C R 
158 (1914), p 243—245, leifcet die Satze fur altermerende Keme T(s,t) aus der 
Bemerkung ab, daB der iterieite Kern T t2) (s, t) symmetriscb 1 st [vgl dazu auch 



1536 1IC 13 Hellingei-Toephtz Infcegialgl u G1 mit unendlichv Unbekannten 


Belegungen zugelassen werden, und an Stelle der oithogonalen Funk- 

b 

tionensysteme, die durch f(p a (s)cpj(s)ds = e a(i charakterisieit sind, treten 

a b 

die umtaren Funktionensysteme (ygl 20i )), fur die jcp a (s)(p ff (s)ds = e ctfi 

a 

gilt, und die, falls sie reell smd, schlechthm oithogonal smd Min- 
destens ein Eigenweit ernes Heiiniteselien Kernes ist stets voihanden, 
alle smd leell und einfache Pole der Resolvente, die Entwicklungs- 
satze gelten in genau der gleichen Weise 

Alle diese Tatsachen smd als Speziallalle m der allgememeren 
enthalten, claB die gesamten Entwicklungssatze bei jedem Kein gelten, 
dei dei Bedmgung 

O a 

b b 

(1) f K(s, i)K(t, V)dr t)d> 

a a 

genugt Wegen der Begi undung dieser Beliauptung vgl Ni 41a Die 
Eigenweite smd in djesern Falle niclit mein notwendig ieell, sondein 
lrgeuclwelche komplexe Zahlen, die sich nngends ini Endliclien haufen, 
sie smd aber samtlich einfache Pole der Resolvente 

b) Symrueti lsiei bai e Kerne Erne andeie gelaufige Eiweite- 
lung des Hauptachsen theorems der Algebia hat das Muster fui erne Reihe 
weiteiei Untersuchungen abgegeben, die erne unmittelbaie Ausdehnung 
der Eigenweittheone auf gewisse unsymmetnsche Kerne bezwecken 
Es handelt sich um diejenigen VeiaUgememerungen des Hauptachsen- 
theoiems, bei denen an Stelle dei Oithogonalitat "Sx a v a = 0 die 
Polantat = 0 bezuglich irgendemei defimten quadiatischen 

Foim $ = tntt Dies war auch der Giund, aus dem Hil- 

bert die besondeie Klasse von Integialgleichungen, fur die er um ge- 
yser Anwendungen willen diese Gedankennchtung bis zu Ende vei- 
folgt hat, als polaie Integi algleicliunqen bezeichnet hat 
1 D Hilbeit^* 1 ) bezeichnet die Gleichuno- 

b 

( 2 ) v (*) <p{s) — xJd ( s , t) <P (t) d t = f (s') 

a 

T Lalesco, Roum Ak Bull 3 (1915), p 32b -327] R WeitzenbocL, Palermo 
Rend 35 (1913), p 172—176, zeigt, dafi eine Funktion von zwei Ver an dei lichen 

K(a,,y) dann und uur daun ron der Form j£[<p a (x)y a (y) - ip a (x)<p a (t/)] ist, 

also, als Kern emer Integialgleichung angesehen, em altermerendei Kem mit 

nur endlichvielen Eigenweiten ist, wenn das Fredlaolmsche K ( Sl M fur 

v = 2n mckt identisck 0 ist, wohl aber fur alle weiteren v (\gl Nr 1 H d)" 

467 a) D Hilbert, 5 Mittexl , Gott Nachr 1906, p -162ff = Grundzuo-e 
Kap XV, p 195—204 
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als Integi algleichung 3 A)t (vgl Ni. 21a) und reclet msbesondeie von 
emer polaien Integialgleichung, wenn der Kern D(s, t) reell, 
symruetiisch und positiv definit 468 ) ist (s Ni 32 b) 

b b 

(3) J*J D (s, t) u (s) u (t)dscU^>0 , 

a a 

und weun auBeidem. v(s ) keme andeien als die Weite + 1 annimmt, 
mit nui endlicbmaligem, aber mmdestens emmaligem Wecbsel 469 ) Die 
Eigenweite, d h die Weite von X, fui welche die zu (2) gelionge 
liomogene Grleicbung h 

( 2 ;,) »(s)cp(s) — \f D { S , t)<p(t)dt = 0 

a 

losbai ist, sind alle leell und emfacke Pole der Resolvente Das System 
dei zugebongen Eigenfunktionen kann so noinneit werden, daB 

b b 

(4) fv{s)it a (s)x^s)ds = 0 (ot+/J), J v(s)[7t a (s)fds = s a (£ a =±l) 

a a 

lbt („po]ares Funktionensystem^) Jede m dei Form 

b b 

m = fj v(s)JD(s, i)v^)D(i, i)g(t)drdt 

a a 

daistellbaie Funktion laBt sich m die absolut und gleichmaBig kon- 
vergente Eeihe 

(5) f(s) = c t JTj (s) + c 2 n 2 (s ) + 

entwickeln, wo b 

(5') c a = t a ff(s) V (s) »„ (s) d s 

a 

ist Da nil und mu dann, wenn 

b 

(6) f T)(s } t)v(r)D(f, t)dr = 0 

a 

468j In den Arbeiten uber symmetrisierbare Keine wnd fur diesen Begrrff 
zumei^t die Bezeichnung „\on posituem Typus“ (bei A Ko 7 )i in ) „p 03 itivieiend“) 
gebraucbt, dagegen das Woit „defimt“ far dasjemge, was bier (vgl Nr 32b) als 
eigentlicb positiv definifc bezeichnet wuide (vgl etwa T Lalesco, Liteiatur A 6, 
p 70) Es eiscbeinfc jedocb unzweckmaBig, die Benennung gerade m dem ent- 
scbeidenden Punkte so zii wahlen, daB sie derjemgen der Algebra geradezu zu- 
wideilauffc und die Gegenuberstellung eiscbwert 

469) Dei Fall ernes durchweg positiven, lm ubrigen beliebige Weite durcb- 
laulenden v(s ) laBt sicb duicb erne emfacbe Transformation von cp und f auf 
den Fall ernes symmetrischen. Kernes zuruckfubren, wie sebon E Gouisctt, Paris 
C R 146 (1908), p 327—329 aus AnlaB einer Notiz von T Boggio , Pans C R 
145 (1907^ p 619—622 bervorgeboben bat 
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ist, isfc kem Eigenwert voibanden Wenn der Kem D(s, t) allgemem 
(also aucb eigentlicli positiv definit) ist und nbugens auch nui dann, 
so kann jedes stetige f(s) duicb Imeaie Kombmationen von dei Foim 
(s) + + a n % K ( s ) im Mittel beliebig appioximieit werden (vgl 

Nr 34: d, Elide), es sind dann sichei sowobl unendlicbviele positive 
als aucb unendlicbviele negative Eigenwerte voibanden 

Hilbe)ts Beweismetbode 467a ) beiubt auf emem von dem m Nr 15 
und 40e geschildeiten msofem abweichenden Ubergang zu unendlick- 
vielen Veianderlicben, als an Stelle des vollstandigen Oitbogonalsystems 
o (s') em „vollstandiges polaies Funktionensystem“ veiwendet wird, 
das Bedmgungen dei Foim (4) und emer entspreebend modifizierten 
Vollstandigkeitsbedingung genugt, so wild das Pioblem m ein ent- 
spreebendes ubei Scbaien von quadiatiscben Formen von unendlioh- 
vielen Veranderlicben ubergefubit und dieses dann bebandelt (vgl 
darubei Nr 41b, 4) Einen davon vei scbiedenen Beweis bat G Fu- 
bim i70 ) gegeben, indem ei niebt zu unendlichvielen Yerandeilicben 
ubeigebt, sondem in der Ait wie es E Holmgien 431 ) (vgl Nr 33d) 
lin Falle emei Integralgleicbung 2 Ait tut, im Funktionemaum selbst 
openeiend init den Metkoden, die Hilbert beini Dmcbletscben Prmzip 
angewendet batte, die Existenz der Eigen weite als Extiema eibielt 
(vgl Nr 41b, 2 B22 )) E Garbe ar ) bebandelt die Gleicbung 

b 

( 7 ) cp(s ) — lfv(s)D(s, f)<p(t ) at = f(s) 

a 

— die Hilbeitscbe Gleicbung (2) kann durcb die Transformation 
v(s)<p(s) = ip(s) leicbt auf diese Gestalt gebiacbt werden (vgl Nr 21 a) 

— untei dei Voiaussetzung, dafi D positiv defimt 1 st, v(s) aber ledig- 
licb (bis auf erne endlicbe Anzabl von Sprungen) stetig Untei dieser 
den Hilbeitscben Fall emscblieBenden Voraussetzung zeigt ei, daB ubei 
den Hilbertscben Entwicklungssatz hmaus, wenn die Normierung (4) 
des polaren Funk tionensy stems sinngemaB duicb 

b b b 

( 4a ) Jf D ( s > ^ n a is)n ? {t)dsdt = y u J ~^- ds — e a$ 

a a a 

ersetzt wird, mebt nur die Entwicklung 
(5a) fD(s , » ) v(r)L( h t) dr = — ^ 

a *=1 

470) G Fubmi, Ann di mat (3) 17 (1910), p 111 — 139, davon, da£ 
v (5) — + 1 ist, wild entscheidender Gebrauch gemacht, es wird aber mebt wie 
bei Hilbert benutzt, daB v(s) nur endlichvie le Zeichenwecbsel im Intel vail eileidet 

471) E Gaibe, Math Ann 76 (1915), p 527—547 
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absolut und gleiclimaBig konveigieit 472 ), sonclern daB auch, 
D (s, t) ein allgememei Kem ist (vgl Ni 34 d), 


(5 b) 


B(s, t) — 


oo 

V = 1 


wenn 


absolut und gleiclimaBig konveigieit Fui v(s) = 1 1 st dieses Ergeb- 
nis m dem Satz von Me) cei (Nl 34 b) enthalten, von dem sicb dei 
allgeraeinere Fall Gaibes daduicb wesentlick abhebt, daB in lhm die 
Moglichkeit unendlichvielei negativei neben unendlichvielen positiven 
Eigenwerten voiliegt (vgl anch 4 dieser Nummei) 

2 A J Pell m ) gelmgt es, fui die Integialgleichnng rnit dem Kern 

b 

(8) K(s,t) =j‘s(s, r)B(i, t)dt , 


wo S symmetiisch und JD positiv definit 1 st, den Hilbeitscben Ent- 
wicklungssatzen entspiechende nacli emei verwandten, abei dock in 
wesentlichen Punkten abweicbenden Methode (vgl daiuber Ni 4-lb, 5) 
aufzustellen Fui den Fall ernes abgeschlossenen D besagen ibre Re- 
sultate (msbes Tians 12, p 1701—75), daB jede duich K(s,t) quellem 
muBig daLstellbaie Funktion eme Entwicklung 

h i 

(5c) f(s)=f K {s, t)g(t)dt= ^ <p„ (s)j fit) ip t (t) cl t 

a b 1 a 

gestatfcet, wo ip v (s) — J'. D(s, t)cp v (i)dt die Eigenfunktionen des trans- 

a 

poniei ten Kernes K(t, s) sind (vgl 4 und aucb Ni 39a) Eigenwerte 
sind lner stets voihanden, wenn S nicht identiseh veiscliwindet Wenn 
JD nicht abgebdilos^en 1 st, smd Eigen weite dann und nui dann nicht 
voihanden, wenn b b 

(6b) ff D (s, u) S (m, v)B(v,t)diidv 


472) Die analoge Fonnel fui den dreunal iteiierten Kern ibt bereits in 
dem Entwickl ungasatz von D Hdbe)t ilila ) eothalten, m dieser duich die Form 
dei Koumerung ^4 a) bedmgten Gestalt (5 a) findet sie sich bei J 3Ia)ty, Pans 
C It 150 (1910), p 615 — 518, 603—606 

473) A J Fell, Biurtkogonal systems of functions, Amei Trans 12 (1911), 

p 1*35—164 (emgereicht Apul 1909), sowie Applications of biortbogonal systems 
ot lunctions to the theory of integral equations, p 165—180 (emgeieickt Sept 
1909) und die Voiauzeigen dazu Amer Math Soc Bull (2) 16 (1910), p 459 460, 

515 1 ^2) 17 (1910), p 73—74 Die Veifassenn hetiachtet statt des Kernes 

D(s,t) allgememei eme Opeiation $), die 1m Smne der geneial analysis durch 
emige Postulate festgelegt 1st — Eme Notiz ohne Beweis, daB bei Kernen von 
der hier betrachteten Art alle Eigenweite leell smd, findet sich schon bei 
H Bateman so8 ) ,,als Analogon ernes bekannten Weiersti a/3schen Satzes 11 
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identiscb veiscliwindet 1st msbesondeie run erne Eigenfunktion p(s) 

b 

des Kernes D fur den Eigenweit oo voihanden, f P(s, t)p(t)dt — 0, so 

a 

ist fur die Nichtexistenz ernes Eigenweits notwendig unci hmreichend, 
claB S die Foim hat 

(7) S($, t ) = u(s)p(t) + a(t\i)(s) + lp(s)p(t) , 

wo a(s ) erne stetige Funktion, A eme Konstante ist, und beim Ent- 
wicklungssatz (5 c) tutt fui em solclies D ein Summand cp(s) hmzu 
3 A Koin*™) bat die Metbode von H Pomccoe wie auf den Fall 
ernes beliebigen symmetnscben Kernes (vgl Ni 33 c) so aucli auf 
solcbe unsymmetnsche Keme K ausgedehnt, zu denen man zweL leeile 
symmetusche Keine D ly D 2 bmzubestimmen kann, so daB folgendes gilt 

b b 

t)cp(s)(p(t)d*dt 0, und das Gleichheitszeicben gilt 

a a b 

nur fur solcbe t p(s), fui die zugleicb / K (s, t) (pit) dt == 0 ist 

a 

l b 

2) fj *D 2 (s, t) cp(s) cp(t)dsdt 0, und das Gleicbbeitszeicben gilt 

a a b 

nur fui solcbe cp(s), fui die zugleicb / K(t, s) cp(t)dt = 0 ist 

a 

b b 

3) ffjD 2 (s, u) D^u, v)K(v, t)dudv = K(s , t), 

a a 

b b 

fj K( s 7 u)D 2 (u, v)D 1 (v, t)dudv = K(s, t ), 

a a 

oder in leicbt veistandlicbei Symbolik analog dem Kalkul mit Ma- 
tiizen (vgl Ni 18 a) 

(® 3 ® Oft — ft, ®($2$i) = S 

D 19 D 2 beiBen dann ; ,zuemander leziprok bezuglich K “ ; bzw „im vei- 

474) A Korn , Pans C R 15* (1911), p 171 — 173, 327—328, 539—541, 
Sitzungsb Berl Math Gea 11, p 11— 18imAich d Math (3)19(1912), Tohoku J 1 
(1912), p 159—186, 2 (1912), p 117—136, Pans C R 156 (1913), p 1965—1967, 
Sitzungsb Berl Math Gea 15 (1916), p 107—114, Aich d Math (3) 25 (1916), 
p 148—173, 27 (1918), p 97—120 — Der Kein, auf den Fredholm zuerst bei der 
potentialtheoietischen Randwertaufgabe gestofien war, ist selbst unsymmetnsch 
und bildet den Ausgangspunkt diesei Yersuche, die Eigenwerttheorie auf Klassen 
unsymmefcritacher Kerne auszudehnen Ganz lm Rahmen der potentialtbeore- 
tischen Redeweise bleiben J Blumenfcld und W Meyer , Wien Bei 123 (1914), 
p 2011—2047, die die Entwicklungssatze lur diesen Fall, aber unter Benutzung 
der Mittel der Integralgleichungstheorie durchfuhren 
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allgememerten Smne reziprok^, wenn lecbts statt K ligendeine Ite- 
rierte yon K steht 

b b 

4) y* Di(s, u)K(iij t ) clu — J* K(u , s) D l (t, u)du , 

a a 

b h 

( K(s, u) D 2 (it, t) du = ■■J*. D 2 (u, s) K( t, u)du, 

a a 

bzw symbolisch 

= ® t ft = ft'®; = @ 2 = ft®, = ® 2 'ft' = 

Untei diesen Voiaussetzungen, von denen Koin msbesondeie die 
Voraussetzung 3) als gewiB mcht entbehrlich bezeicknet, erbnngt er 
den vollen Beweis dei Entwicklungssatze 

Wird 4) dutch die geungeie Voraussetzung @ 3 @ 1 '=@ 2 r © 1 er- 
setzt, so braucben die Eigen werte niclit mebr leell zu sein, abei sie 
bleiben emfacbe Pole der ftesolvente 

4 Em Kein K(s } t) heiBt hnlvsseitig symmeh iswbar, wenn man emeu 
reellen symmetriscben, positiy defimten Kein J5 x (s, f) binzubestimmen 
kann 7 so daB 

b 

dli /A (s, r) K(>, t) dt = A (S) t ) 

a 

symmetnscb ist, ) echtsseitig symmeh isierbar , wenn ebenso 

b 

ft®2 = @ 2 , d h ♦)A( , 7 f ) clr == ^( 5 ? 0 

fl: 

symmetnsch ausfallt 475 ) Die diei vorstehend gescbilderten Aiten yon 
Kernen smd samtlicb m beideilei Smne symmetusieibai — bei der 
3 Ait ist es unmittelbai klar, da bier die Eigenscbaft 4) nnmittelbar 
die beideiseitige Symmetnsierbaikeit aussagt, bei dei 2 Art ist, sym- 
boliscb gesckrieben, ® x = ®, ® 2 = @® S zu wablen, und bei dei 1 Art 
ist m ganz abnlicher Weise zu veifahien 

Aus diesei Definition folgt unmittelbai wenn op(s) ngendemo 

b 

Eigenfunktion des Kernes K{s,t) ist, so ist f D 1 (s, i) cp(t) dt erne zu 

a 

dem namliclien Eigenweit gebonge Eigenfunktion des Kemes K(t, s), 

475) Nach emer vorangehenden Bemerkung von E Goursat, Soc Math Fr 
Bull 37 (1909), p 197 — 204 am SckluB, uber Keine der Form p{s)q(t) S(s, t) 
hat / Marty, Pans C R 160 (April/ Jum 1910), p 1031— 1033, 1499— 1502 diesen 
zusammenfassenden Begnff aufgestellt Vgl auch die Darstellungen bei T Lalesco r 
Literatur A 6, p 78—85, E Goursat, Literatur B 10, p 466—468 Wegen G Fu- 
bim, Rom Acc Line Rend (5)19 (1910), p 669—676 am Schlufi, vgl Nr 41b, 2 B * 2 ) 
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nnd wenn umgekehit ip(s) erne solcke von K(t,s) ist, ist ^ Z) 2 (s, i) ijjtydt 

a 

erne solche fin K{s,t) Die Itenerten ernes symmetrisieibaien Kemes 
smd wiedei symmetnsieibai 476 ) Setzt man nun aufietdem den Kon D t 
als abqeschlossen vcnaus, so folgt durch die bekannten Schlusse 477 ), 
daB alle Eigeuweite reell und emfache Pole dei Resolvente sind, so- 
wie die Existenz miudestens ernes Eigenwerts 

T Lalesco*™) gibt em Beispiel ernes Kernes, dei nut emem und 
demselben, abei mcht abgeschlossenen D beideiseitig symmetrisierbar 
ist und bei dem alle diese Satze mcht mehr gelten Andeieiseits 
zeigt J daB umgekehit jeder reelle Kern, der nur reelle 

Eigenwerte hat, die alle einfache Pole dei Resolvente smd, beider- 
seits symmetusierbar isfc Bilden namlich (p L , cp 2 , , ein 

bimthogonales System von Hauptfunktionen (vgl Ni 39 b) und wahlt 

man die positiven Zahlen (i 19 g 2 , so, daB absolut und 

gleichmaBjg konvergieit, so lechnet man leicht nach, daB dei hiei durch 
defimeifce positiv definite Kem D 1 ($, i) als linksseitiger Symmetrisator 
dienen kann, in entspiechendei Weise eihalt man einen lechtsseitigen 
Symmetrisatoi Abei diese smd mcht notwendig abgeschlossen Es 
ist also kerne m sich abgeiundete Theone, die auf diese Weise zu- 
stande kommt 

Der wesentliche Mangel dieses ganzen allgeraemen Ansatzes ist 
aber das Fehlen dei eigentlichen Entwicklungssatze 47y ) J Meice) 480 ) 
hat m Anknupfung an seme Unteisuchungen uber definite symme- 
tusche Kerne d97 ) und m Veiallgememerung dei Resultate yon E Gaibe 
fui den polaien Pall 471 ) die vollstandig symmet) isieibat en Kerne unter- 
sucht Ei nennt einen Kem „vollstandig lmkssymmetnsieibai“ wenn 

476) T Lalcsco, Soc Math Fr Bull 45 (1917), p 144—149, Pans C R 166 
(1918), p 252—253, wo em „genre“ der symmetrisieibaren Keme ewgetuhrt wird 

477) J Maity 47j ) fuhit den Beweis fur die Existenz ernes Eigen weita nach. 
dem Muster von E Schmidt (Nr 83 a), G Vivanti, Lomb Ist Rend (2) 48 (1915), 
p 121—127 nach dem Muster von A Knesei (Nr 33 c 414 )) Vgl femer Th Anghe- 
lutzau 0 Tmo, Pans C R 159 (1914), p 362-364, sowie 0 Tino , Roum Akad 
Bull 3 (1914), p 141—145, wo untei Benutzung von (9) von Nr 39 b die hoheren 
Eigenwerte als Grenzwerte dargestellt werden 

478) T Lalesco, Literatur A 6, p 79 f, dieses Z) hat nur einen emzigen 
endlichen Eigenwert, vgl naheres Nr 41b, 2 Em Beispiel dafur, daB die Eigen- 
weite Pole 2 Ordnung der Resolvente sein konnen, wenn JD mcht positiv defimt, 
•sondern nur reell und symmetnsch ist, gibt er Pans C R 166 (1918), p 410— 41l’ 

479) Der Beweis, den T Lalesco , Literatur A 6, p 84 f angibt, ist falsch 

480) J Mercer , London Roy Soc Proc (A) 97 (1920), p 401—413 die Be- 
weise smd nui skizziert 
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keme zu emem endlichen Eigenwert gehonge Eigenfunktion des Kernes 
K zugleick eme Eigenfunktion von D 1 fur den Eigenweit oo (also eme 
Losung von / D 1 (pdt — 0) ist 4S1 ) Fur emen solchen Kern bildet ei nach 
Matty 4 * 1 *) clas biorthogonale System von Eigenfunktionen (p 1} <p 2) , 

ip 1} ^ 2 ? und beweist lm Sinne absoluter und gleickmaBiger Korn 
veigenz 


( 8 ) 


(5, t) 


■ 2 1 




+2 


Vv(s) Vv (t) 

Q* 5 




wo 1) die 7 ^( 5 ) ein Ortho go nalsy stem stetigei Funktionen bilden, 

2) jK(t,s) Vt (t)dt-p(v*- 1,2, ), 

3) die fi v duick f j D 1 (s, t) cp y (s) gp, (t)dsdt = 1 definiert smd, 

4) alle q 1 > 0 sind i82 ) 

Fur den polaicn Fall and fui den von A Pell vermag er dann auBei- 
dem zu zeigen ; daB 

tyl ( S ) tyv (0 I Nyl §r 00 Vv(&) 

K ^ Zj Q V ’ 


(9) X(s,i)=2! 


wo un polaren Falle ^ % (s) = v(s)rj l (s), jedes § v oithogonal zu jedem 
Tjj y , ]edes 7j T orthogonal zu jedem cp t 1 st Ist msbesondeie D t eigenthch 
positiv defimt ; oder 1 st statt dessen v($) > 0, so smd alle ^ (s) = 0 
Damit hat also J Me>cei em allgememes Resultat ; das m den be- 
sondeien Fallen die Eigebmsse von Hilhett und Gcobe und die von Pell 
vollslandig entlialt, aber doeh far den allgememen Fall deni eigen tlichen 
Entwieklungssatz ausweicht Dieser allgenieme Entwicklungssatz 1 st 
m Wahikeit gar mcht nchtig ■ — es 1 st zweckmafiigei, dies eist m 
Nr 41b ; 7 m dei Spiache dei unendlichvielen Vanablen daizulegen, wo 
dei Unteisehied von allgememen und abgeschlossenen Kernen (von 
stetigen and quadiatisck mtegiierbaien Funktionen) wegfallt und alles 
deutlichei zu ubersehen, Gegenbeispiele bequemei zu bilden sind 
Doit wild klai weideu, wie geiade vom Standpunkt der bis zu Eude 
duichgedaebten Aualogie mit dei Algebia dei Ansatz dei symmetric er- 
baien Keine m semei foimalen Allgememheit 111 s Unbestimmte greift 
39. Elementarteilertheone der allgememen unsymmetnschen 
Kerne (Entwicklung nach Hauptfunktionen) 

a) Die zu emem emzelnen Eigenweit gehongen Haupt- 
funktionen Eigenweit ernes unsymmetnschen Kernes h(s, t) heiBt 


481) Diese Yoiaussetzung hangt oftenbar nut den Leiden ersten dei uei 
Voianssetzungen (s Nr 38b, 3) zuBammen, die A Korn i7i ) zugiunde legt 

482) Untei germgeren Voranssetzungen (Unstetigkeiten von K nnd DJ, die 
aber den. Kahmen der Beschianktlieit mcht ubeiscbreiten, modifizieit sicb diese 
Konvergenzaussage etwas 

’ riPvMnp rl m Hi WieanpoHi TT s 
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em Wert von X, fui den 

b 

(i h ) cp ($ ) — X t) <p (t) dt = 0 

a 

uud somit (auf Grrund der Fiedliolmscken Tkeone, Ni 9 oder 10, 
Satz 1) auck die tiansponieite Gleickuug 

h 

(»*') ip (s) — if l(t, s)f(t) dt = 0 

a 

erne mclit identisck veischwindende Losung hat, zu jedem Eigenweit 
gehort Iner mclit nur em System lmeai uuabhangiger Eigenfunktionen 
(Pi> ; Vm sondein zwei solche Systeme, em System linear unab- 
bangigei Losungen von (? A ), <p^, , (p n , und em andeies von ebenso 

vielen Losungen ip iy von (^) 483 ) Dem Pioblem dei Entwick- 

lung des Kernes h nach diesen Eigenfunktionen stellen sich nun 
zunacbst genau diejenigen Scbwierigkeiten entgegen, denen dei Alge- 
biaiker begegnet, wenn ei vom Eanptacbsentbeoiem zui Elementar- 
teileitbeone dei allgememen Bilmearfoimen aufstemt Die Hochst- 
zabl n dei linear unabkangigen Losungen von (t h ) und braucbt 
namlich mcbt gleieb der Vielfacbheit des betieffenden Eigenwerts als 
Nullstelle dei Fredholm schen Deteimmante d(X) zu sem, sondern kann 
unter Umstanden klemei sein, z B beiechnet man fui den Kein 

(l) j- IMMMQ + MW + + p,-i(s)[«\-t(0 + MW 

+ 9 P,( s )lK(0}> 

483) Diese beiden Gruppen \on Eigenfunktionen sind ineht zu veiwechseln 
mit den „zueinander adjungieiten Eigenfunktionen “ ernes unsymmetnschen 
Hemes, die E Schmidt 408 ) (vgl Nr 36c) eingefuhrt hat [vgl T Lalesco } Ac 
Roum Bull 3 (1915), p 269—270] Der Untcrschied der dort von Schmidt be- 
handelten Theone von der Elemental teileitheone der Integialgleichungen, urn 
die es sich hiei handelt, wird am besten deutlich, verm man sick die alge- 
braischen Analoga beider Theonen \ergegenwartigt Doit handelt es sich urn 
die Transformation einer Bilmeaiform duich zwei orthogonale Trans- 

formationen x a = ^u ap ^ v {iq r\ q ant die Gestalt J^Q p % p r} p , hier urn 

die Veremfachung emer lmeaien Transformation (Affimtat) y ft = ^ g a p der 
Punkte ernes und desselben Raumes dadmch, daB eme zweckmaBige Koordi- 
natentranstormation x# — ^ y a w ap rj p voigenommen wird (wober die 
Transformation 21 in ubergeht) Das eiste Problem ist mit den gleichen 

Mitteln zu behandeln, wie das Hauptachsentheoiem , von dem beide Probleme 
Verallgememerungen nach verbchredener Richtung daistellen, das zweite ist be- 
reitB algebraisch von weit schwiengeiem Ckaiakter und bildet den Gegenstand 
der Weierbirafischen. Elementarteilertheorie Wie die Theone der symmetrisier- 
baren Poimen (Kerne) m die letzteie emzuoidnen ist, ist m Nr 41 b naher dar- 
gelegt 
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( 2 ) 



e 


up 


it wo*,, .rg»d.m b^rthogonale. System 

2 v Funktionen 1st, dui eh eine ahnliche Recbnung wie m Nr 10 a 1 
leicht, daB ccp^s) die einzige Losung von (i h ) U nd ciJj f s ) die emzle 
Losung you (0 1st, wahrend X x erne n-fache Nullstelle von itfn Z 
und ubngens die emzige ( ) ’ 

Sehr bald nach dem Bekanntwerden der Fi edholmscben Ent 
deckuug haben eme Reihe von Foischein die MaBnabmen, mit denen 
die Elemental teileitheone die beruhiten Schwiengkeiten uberwindet 
auf Integialgleichungeu ubeitiagen 484 ) Dei entscheidende Schntt i,t 
dabei, daB an Stelle dei Eigeniunktionen die sog invariant en Funl- 
tioncnsysteme des Kernes l betiachtet weiden, d h solcbe Systerue yon 
linear unabkangigen Funktionen cp u , cp n) f m di efl(s,t)<p a {t)dt 

mcht, wie bei erne! Eigenfunktion, = {<p a (s) 1st, sondem sick "linear 
aus alien (p yj , cp n zusammensetzen laBt 


n 


b n 

(« = 1 , n ) 

a p = 1 7 ' 

Hauptfunldionen (fonctions principals) keifien alle diejenmen Funk- 
tionen, die in 11 gendemem solchen mvananten System auftreten ms- 
besondeie smd also alle Eigenfunktionen von L auch Hanptfunktionen 
von A, wain end umgekebit bereits bei dem besonderen Kern (1) alle 
v Funktionen 9^, , cp, em invaiiantes System bilden, ohne samthch 

Eigenfunktionen zu sein 

Ersetzt man <p u , <p n duich ngendwelche 11 lmearen Kombi- 

n 

nationen tf>«0) =%2V U ^(» (a = 1, , ») mit mchtverscbwinden- 


484) Veiolfenthckt haben lkio emschlagigen Untersuckungen A C Dixon* 8 ) 
(1902), p 203 und 96 ) (1909), am Ende, J Plemelj , Monatsh f Math 15 (1904), 
p 93 — 124, J E Gowsat, Pans C ft 145 (1907), p 667—670, 752—754, Toulouse 
Ann (2) 10 (1908), p 5-98, S M Fr Bull 37 (1909;, p 197-204, H B Hay- 
wood, Pans C R 145 (1907), p 908 — 910, J do math (6) 4 (1908), p 283—330 
= th&se, Pans (Gaulkier-Villars), sowie Liteiatur A 5, p 146—159, G Landsbeig, 
Math Ann 69 (1910), p 227—265 — Man veigleiche vor alleni die Daistellung 
bei E Gowsat , Liteiatur B 10 und die bei T Lalesco, Literatur A 6, p 34—63, 
der lnerbei seine fiuheien Aibeiteu [Pans C It 151 (1910), p 928—930 1033 
—1034, S M Fi Bull 39 (1911), p »5 — 103] veiwendet, sowie aucb den Bericht 
von H Hahn (1911), Literatui C 8, p 20—27 Erne andeie Darstellung der 
Plemeljschen Besuitate msbesondeie bei H Meicer, Cainbr Tians 21 (1908), 
p 129—142 


I0t * 
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der Koeffizientendetermmante, so bilden auch diese ein invamntes 
System oder, wie man es zweckmaBiger ausclrucken kann, erne andere 
Basis desselben mvananten Systems Duich. passende Wahl dei c a/J 
kann man es erreichen 483 ), daB die Relationen (3) fui die <P a die be- 
sondeie Form annehmen 

a 

b 

ft l(s, t ) cp 2 (0 At = -4, t <Z> t (s) + Y ( s ) 

( 4 ) i 

b 

Jl(s, t) $ n (t)clt — A nl 0 t (s) -j- A n2 0 2 (s) + + 

a 

Dabei srad 1,, , X n samtlich Eigenwerte von l, und es gilt 486 ) 

b b 

( 5 ) pfp + + = ff ^ & o? ds dt 

a a 

Man gelangt von hiei aus endlieh zu dem BegnJT, auf den es 
eigenthch ankoinmt, namlich zu dem zu emem JEigemvett qeliongen 
vollstcuuhgen System von HauptfunUionen Aus (4) folgt namlich, daB 
fur ein System von n Hauptfunktionen, fur das bei dei lineai en Tians- 

formation auf die Gestalt (4) — — X n ausfallt, n | \ 2 jj\ 2 ds dt 

wird Es gibt also nicht Systeme von beliebig vielen Hauptfunktionen 
mit diesei besonderen Eigenschaft, und es muB erne Maximalzahl fui 
den Eigenweit A 1 voihanden sem und em zugehonges System von 
dieser Maximalzahl von Hauptfunktionen Dieses System ist — bis auf 
lmeare Tiansformationen der Basis — emdeutig duich X 1 bestimmt 487 ) 

4S5) Dies folgt aus dem algebraischen Satze von J Schui , Math Ann 66 
(1909), p 488—510, msbes p 489 — 492, der besagt, daB man jede Bilmearform 
2 a PH x P y<i durch eine UDitare Transformation x p =^w u]> £ a , i/ 5 , 

d h durch eine Transfoimation, fui die ^w p Jo ga = e pq , ^o ap w aq = e pq 
gilt, in erne solche Bilmeaiform nberfuhien kann, bei dei fur 

a P stets 0 ist Diesei Satz ist die unmittelbare Ubertragung des Haupt- 
acbsentheorems auf allgememe Bilmearformen mit komplexen Kooffizienten und 
enthalt noch nichts \on den Schwiengkeiten dei algebraischen. Elementarteilei - 
theone 

486) J Schur folgeit dies aus dem in 485 ) angegebenen Satze und aus dei 
Tatsache, daB a pq | bei umtarei Transformation invariant, also — b ct $\ 2 ist 

487) J Schur** 5 ), § 15 
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Nacbdem diese Begnifsbildung olme die Heranziebung eines spezi- 
fischen Formelappaiats voUzogen 1 st 488 ), konnen nun die Haupttat- 
sacben dei Tlieone foimuliert weiden 

1 Die Hochstzabl n isfc genau gleich der Vielfachheit yon X x als 

Nullstelle dei Fiedholmscben Determmante d(2) Da l(t, s) das nam- 
licbe d(A) bat, ist bienn entbalten, daB das fui den Kein Ju(t f s) zu 
l x gebonge vollstandige System von Hauptfunktionen aus dei gleicben 
Anzabl von Funktionen i\, , ip n bestebt Es kann so gewablt 

■weiden, daB es zu cp ly , cp n „biO) tliogonal u ist, d b daB zwiscben 
beiden Funktionensystemen die Relationen (2) bestehen [vgl Encykl 
II C 11 (Hilb-Szasz), p 1232, Foimel (II)] 

2 Zwei Iveine A(s, £), B (s, t) beiBen zueinander oitbogonal, wenu 

b b 

(6) = 0 , y) A(), t)ch =0 

a a 

ist 189 ) Fur zwei zuemandei oitbogonale Kerne A, B gelfcen die beiden 
Satze 

a) die Eesolvente von A -f- B ist gleicb dei Summe dei Resol- 
venten von A und von B y 

fj) die Fiedbolmscbe Deteimmante von A + B ist gleicb deni 
Piodukt dei Fredbolmscben Deteumnanten dei Summanden 490 ) 
Man kann nun L(s, f) m zwei zueinander oitbogonale Summanden 
] Vl (s, t) + zeilegen, dei ait, daB h 1 ( [s } t ) em Kem nut dem em- 

zigen Eigenweit X t ist, dei abei fur diesen emen Eigenweit genau 
die n Hauptfunktionen <p 1; , (p n und ip l7 ,ip n besitzt, die fui l (s, i) 

zu Aj gekoien, und zwai kann man diese so wahlen, daB entweder Tc t 
der aus diesen cp } ^ fui v = n gebildete Kem (1) ist, odei daB sie 
m emandei koirespondieiendei Weise m mebieie Giuppen von bzw. 
v 1} v', v x , Gliedem (v x + v[ + v" + = n) zei fallen und daB l x 

die Summe der aus den <p, ip jeder solcben Giuppe emzeln gebildeten 
Kerne von dem oben als Beispiel bmgescbriebenen speziellen Typus 
(1) ist Der Rest ^(s 7 t) bat l x mcbt mebr zum Eigenweit 4908 ) 

488) Dieses Arrangement in Anlehnung an J Schur 48B ), $ 15 und 79 ), & 1 

489) Diese BegnfFsbildung nebst den beiden anschliefienden Satzen, die bei 
Plemelj noch fehlt, zuerst bei E Goursat 484 ) und H S Hey wood 48 *) 

490) Wegen der Fredholmschen Determmante der Summe zweier zueinander 
mcht ortkogonaler Kerne vgl T Lalesco , Darb Bull 42 (1918), p 195 — 199 

490 a) Erne ahnliche, aber nui die Eigenfunktionen beiucksichtigende Zer- 
legung bat E Schmidt 42 ), § 6, 337 ), § 7 lm Anscblufi an seme Auflosungstheone 
(Nr 10 a) angegeben gehoien zu X l genau Eigenfunktionen (^ ist dann also 
eventuell hlemcr als die Vielfachheit des Eigenwerts ^j), so kann man von l>(s, t) 
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3 Jeder andeie Eigeuweit X 2 von 1 ist auch Eigenwert vod 
i^t) und das System dei zu X 2 gekongen Hauptfunktionen ist auch 
fur den. Kein r 2 (s, t) em solches 

Diese auf den speziellen Typus (1) gestutzte kanonische Zeispal- 
tuncr des Kerns entspncht genau der WeieistraBscheu Normalfoim m 
4er algebiaiscken Elemental teileitheone Die Summanden v a , v a , v a , , 
m die sick die Vielfackheiten n a dei einzelnen Eigenwerte hier zei- 
legt haben, entspiechen dem, was man in der Algebia Elementar- 
teilerexponenten nennt 

Die Beweise fur diesen Tatsackenkomplex weiden in den vei- 
offentlnkten Daistellungen in mehr oder wenigei engem AnsckluB an 
die TFeiersfoa/iscke Theoue und unter groBeier oder genngerer Be- 
nutzung diesei algebi aischen Theoue durch die Methods dei Partuxl- 
huchzetlegung dei Besolvente eibiacht 191 ) Man entwickelt die Resol- 
vente x(s,t, A) von l, die den Eigenweit A, zum Pol von emei Ord- 
nung m ^ n hat, um die Stelle X, 


CO 


I *0; t, l ) = + + ^r| + 9i(s, t, A) 

1 = *1 + Pi(s, t, A) , 


und bedient sicli dei Foimel 

b 

(8) x(s, t, X) — x(s, t , ft) — (A — ydjj'xis, r, X)x(r, t , (i) dr, 

a 


die aus den die Resolvente defimeienden Relationen (3a) und (3b) 


eme Summe von r x Produkten u a (s) v n (t) derait abapalten, daB der Pest X L nicht 
mehr znm Eigenwert hat, und zwar ist dies durch weniger als Piodukte mcht 
zu erreichen 

491) Emen von jedem speziellen Formelapparat freien Beweis erhalt man 
aus dei Methode der Elemental teileitheone, die weit emfacher und durcbsich- 
tiger iat als die WeierstraBsche und die lm Pnnzip auf E Weyr und S Pincherle 
zuruckgeht fur n Variable E Weyi, Monatsh f Math 1 (1890), p 163 — 236 so- 
wie S Pmcheile und U Amaldi, Le operaziom distributive e loro apphcaziom all’ 
andlisi, Bologna (Zamchelli) 1901, XII u 490 S , cap IV, fui Integralgleichungen 
oder allgetnemere distributive Opeiationen lm Bereich der stetigen Funktionen 
S Pincherle** 1 ) und Rom Acc Line Rend (5) 21 2 (1912), p 572—577 Neuerchnge 
bat fur den algebiaischen Fall 0 Schieier untei Benutzung einer Obeilegung von 
E Weyl in der Druckausgabe von F Kleins Vorlesungen uber „bobeie Geometrie“ 
(Grundl d math Wiss 22, Beilin (Spnnger) 1926), § 96—98, eme Daistellung 
diesei Theone gegeben Diese kann zur Abspaltung des zu einem emzelnen 
Eigenwert gehorigen Hauptbestandteils smngemaB verwendet weiden — Die 
Fiage, ob man lneibei zu emei Auflosungstheone der Integralgltucliungen ge- 
langen kann, die gleichzeitig auch fur n Gleicbungen nut n Unbekannten gilt 
und die deren Theone mcht sclion, wie alle vorbandenen Theorien, als bekannt 
voraussetzt, ist noch mrgends erortert 
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von Nr 9 in dei Modi&kation von Nr 11c leicht abzuleiten ist und 
sie zusammenfafit Man zeigt nun, daB man em bioithogonales Funk- 
tionensystem <p 1? , cp n , ip lf , i)j n so bestimmen kann, daB JB t = cp r ip 1 

+ + Wirc ^ un( l bilmeaie Kombinationen 

diesei 2n Funktionen weiden 49J ) Femer ist x(s, 7, 0) nicbts andeies 
als 7c(s ; t) selbst, setzt man nacb diesem Mu&tei ^(s, t , 0) = ^(s, tf), 
Qx(s, t) 0) = » ifo 0? s0 sin ^ ? l zuemander oitkogonale Kerne, daB 
vom Eigenweit frei i»t, dagegen sonst die namlicben Eigenwerte 
und Hauptfnnktionen wie h hat, ist hiei aus der Partialbiuchentwick- 
lung unmittelbar eisichtlich 

b) Das voile System dei Eigenwerte und Hauptfunk- 
tionen Jede zu einem Eigenweit X gekonge Hauptfunktion tp a (s) 
der emen Ait ist zu jedei zu einem von X veischiedenem Eigenweit yu 
gehongen Hauptfunktion i^(s) dei andeien Ait oithogonal, d h es 
bestelit zwischen beiden Funktionen die Relation (2) Indem man nun 
fur jeden emzelnen Eigenweit von X dei Reihe nach das bioithogo- 
nale Hauptfunktionensystem cp i7 > Vm 4> i, , i/> n aufstellt und alle 
diese Systeme zusammenfugt, eikalt man em biorthogonales Funk- 
tionensystem, „das voile bio> thogonale System dei EauptfanMionen der 
Kerne Tv{s } t) und l(t f s) u Jede Hauptfunktion laBt sich aus endlich- 
vielen Funktionen dieses vollen, kanomschen Systems lmeai zusaminen- 
setzen Zu jedem Eigenwerte gehoien darin genau so viele Paaie von 
Hauptfunktionen, als die Vielfackheit des betreffenden Eigenwerts als 
Nullstelle von S(X) betragt 

Aus (5) kann daker J Sclni ) 485 ) unmittelbar den Satz folgem, 
daB die Summe dei leziproken Eigenwertquadrate, jedes m der nek- 


492) Man hat lm emzelnen die Belationen f B p (s,i) B q (j ,t)dr — 0 fur 
P + =d? /J+!? „ 1 (s, t) fur p-\- (j[£m + l, also msbesondeie B t (s, t) 

= f B l (s,r)B l (r,t)dr, die dafur notwendig nnd hmreichend ist, daB B l sich in 
dei Foim cp t (s)ip 1 (t)+ +cp v {s)^ i (t) darstellen Lifit, wo cp a , ip a e in biorthogo- 
nales Funktionensystem ist (vgl T Lalesco, Literatur A 6, p 46 f) m ist da- 
her der gioBte Index, fur den die wt-fache Ifcenerte des Kernes B x (s, t) nicbt 
identisch verscbwmdet, und auch die groBte dei am Ende von Ni 39 a, 2 er- 
walmten Gliedei/ahlen v[ , Vgl auch Sfi6 ) sowie A Hobovshi, Arch 

Math Pkys (-1) 26 (1916), p 200—202 uud Krakau Akad Bull , math -phys Cl A 

(1917), p 279—296 — Em Versuch von G D d’Arone, Batt G 50 [(-i) 3] (1912), 
p 191—192, die S telle bei Lalesco p 40, Zeile 10—14 zu veremfachen, ist mifi- 
gluckt — Ch Plainer , J de math (6) 9 (1913), p 233-304, msbes im 2 Kap 
des I Abschn gibt die Ausdiucke dei Elemental teilerexponenten durch die Fred- 
holmschen Minoien nach dem Muster der algehraischen Elementarteilertheone — 
Ist h(s,t) symmetnsch, so ergibt sich leicht B r —0 lur i 1, also m— 1, alle 

Pole der Eesolvente smd emfach (vgl etwa Heyivood, Literatur A 5, p 87) 
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tigen Vielfackheit emgesetzt, absolut konvergieit und daB gilt 493 ) 

b b 

(9) 2p7F -ff { t] Y' dsdt 

> a a 

Femer kami J Sclno den m Nr 31b ausgespiockenen Satz ubei 
die Eigenwerte nnd Eigenfunktionen dei assoznerten Keine ernes 
symmetriscken Kernes ant die ernes misymmetiiscben Keines au&- 
dehnen, wobei die Hauptfunktionen die Rolle dei Eigenfunktionen 
ubemehmen 491 ) 

Was die Gesamtbeit dei Eigemveite betufffc, so ist dei Satz von 
J Bendixson nnd A Hi)sch m ) ubei die Lage dei Eigenweite emei 
Bilinearfoim von n Veiandeilicben auf Integralgleicbungen ubertiagen 
woicleu 496 ) 

E Jent&scli 497 ) ubertiagt die Satze von 0 Pen on und 6r Ftobe- 
nius ubei Matuzen nnt lautei positiven Eiementen auf Integralglei- 
ebungen, bei denen K(s ? t) 0 ist (0 abei nui m einei Menge vom 
MaB 0) em solcher Kein besitzt stets emen leellen, positiven Eigen- 
weit 7 der emfacli ist und klemer als die Betrage allei andeien Eigen- 
weite, die zugehonge Eigenfunktion ist emeilei Zeicbens Dei Be- 
weis benutzt die Tbeone dei Hauptfunktionen 

493) Andere, die Theorie dei Hauptfunktionen veimeidende Beweise gebeu 
J Matty, Tout Arm (3) 5 (1913), p 259—268 und JD Enslog Gfl ), Matb Ztschr 
25 (192b), § 2 (p 302 — 304) — B Hostinsly, Umv Mazaryk publ Cislo 1 (1921) 

14 S , beweist, daB ~ =j J\\s, t) l(t , 5) ds dt ist, J KaucLy, ebenda, Cislo 

13 (1922) 8 S, beweist es ohne Laguenesche Theone, gestutzt aul J Schur 486 ) 
und T Cafleman 88 ) — T Lalesco, Akad Roum Bull 3 (1915), p 271 — 272, 
verallgememert (9) dahm, daB fui jeden Kern l(s,t) = f Afai) B() ,t)dr die 
Sumuie der rezipioken Eigenwerte absolut konvergiert 

494) J Schur 79 ) (1909), Satz III und IV Dasselbe Resultat ohne Beweis 
bei A Blondel , Pans C R 150 (1910), p 957 — 959 

495) J Benchoson, Acta math 25 (1902), p 359 — 366 und A Hirsch, ebenda, 
p 367—370 

496) E Laura, Rom Acc Line Rend (5) 20-> (1911), p 559—562, N Kiylofj, 
Paris C R 156 (1913), p 1587 — 1589 erkalt emen Spezialfall und erne andere, 
falscbe Aussage durch emen Beweis, der emen emfachen Rechenfekler enthalt, 
O Toephtz , Math Ztschi 2(1918), p 187—197 erweiteit den algebraischen Satz 406 ) 
in emer Weise, die ant vollstetige Bilinearformen von unendlichvielen Verander- 
licben und somit auf Integralgleicbungen ubeitragbai bleibt (vgl die SchluB- 
bemeiknng), Gr Bid, Ztschi f ang Math u Mech 2 (1922), p 353 — 357 ver- 
mutet das gleiche fur erne andeie Verschaifung von 495 ), andere Aussagen uber 
Kerne 7 l, fur die Jf L(s, t) cp(s) qp {t) ds dt^ 0 ist, macht C E Seely , Amer Math 
Soc Bull 24 (1918), p 470 und Ann of math (2) 20 (1919), p 172 — 17b 

497) E Jentzsch, J f MatL 141 (1912), p 235—244 
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c) Das Geschlecht von d(A), Kerne ohne Eigenwert In 
der Arbeit von G W Hill 12 ), die den Ausgangspnnkt dei Theone der 
unendlicben Deteimmanten gebildet hat, handelt es sicli um eme De- 
termmante, die Funktion von k ist nnd deren NulIsteUen sick alle- 
aus emei duicb Addition oder Subti aktion emer ganzen Zahl eigeben 
Ihrer numenscben Ausweitung liegt bei Hill die stiHschweigende 
Voraussetzung zugiunde, daB sie eme ganze Tianszendente vom Ge- 
scbleclit 1 ist und keme unnotigen Esponentialfaktoien enthalt 
H Tomcare widmet diesei Frage m semei Albeit znr mathematiscben 
Reck tfei tig ung der iMschen Rechnungen 1S ) noch seme genaue Auf- 
merksamkeit, m der weiteien Entwicklung der Lehre von den unend- 
licken Deteimmanten tutt sie dann ganz zuiuck Eist als Fiedholm 
seme Theone entwickelte, fugte ei die Bemerkung hinzu, daB d(A) 
sicker vom Geschlecht 0 ist, wenn dei Kem emei sog Lipschitzschen 
Bedmgung A (a, t y )-l( s> t) 

t L ~t ^ 

genugt 497a ) Ist der Kern lediglich beschiankt, so lieferfc die Ab- 
schatznng dei Determmantenfoimel mit Hilfe des Hadamaidschen 
Detenninantensatzes (Nr 9, p 1371), daB die „Oidmmg“ von d(k) 
hochstens 2 und sonnt das Geschlecht ^ 2 ist Aus dem Satz von 
J ScIiuj (Foimel (9)) geht abei heivoi, daB man nui konvergenz- 
eizeugende Faktoien eisten Giades zu veiwenden biaucht, daB also 

(10) 6(X) = e ai+ ^]^J(l~Y)i 

n 

ist Im Falle ernes symmetnschen Kemes folgt durch Loganthmieien 
m Veibindung mit Foimel (6) von Ni 11 sofoit /3 = 0 498 ) DaB 
auch ini Falle ernes unsymmetuschen Kernes das Geschlecht hoch- 
stens 1 ist, zeigte T Cm leman *"), und zwai lediglich untei dei An- 
nahme dei Existenz von \K(s } t)\~ dsclt im Lebesgueschen Smne 
Fur emen definiten symmetnschen Kem ist das Geschlecht 0 und 
somit auch fur U 2 \ wenn 7c em symmetnschei Kern ist 498 ) 500 ) Aus- 

497 a) J Fredholm, Acta 27 20 ), p 368 

498) Vgl T Lalesco, Literatur A 6, p 73 und J Mercei S97 ) 

499) T Caileman, Ark for Mat , Astr ock Fys 12 (1917), Nr 15, 5 S und 
88 ), entgegen emer Behauptung von 0 Tmo, Rourn Akad Bull 3 (1915), p 229 
— 233, 277—279 

500) E Gctrbe* 71 ) ubeitragt dies auf die polare Integralgleickung (Nr 38b) 
smd l v die polaren Eigenwerte, X\ die Eigenwerte des definiten Kernes D(s, t), 

B ° 1S ^ ^jr-| ^ ^ 77 » a ^ so ebenfalls konveigent, und d'(X) — e<x *£ J[(l ““X")" 

bei dllgememern Kern ist uberdies a = 0, also S(X) vom Geschlecht 0 
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C Die vollstetigen quadratischen und bilmearen Formen von 
unendlichvielen Veranderlicken. 

40. Hilberts Hauptachsentheone der vollstetigen quadratischen 
Pormen Im Rahmen seiner Lehie von clen unendlichvielen Verander- 
lichen liafc D H ilbei t m ) eme Theone der oithogonalen Tiansfoima- 
tion der vollstetigen quadiatischen Foimen von unendhchvielen Ver- 
andeilichen geschaffen, aus dei er die Eigenweittheone der Integral- 
gleichungen aufs neue ableitete 

a) Vollstetige quadratische Formen unendlichvieler Ver- 
anderlicher Eme wie in Ni 16a zunachst formal definierte qua- 
diatische Foim dei unendlichvielen Veranderlichen x l7 x l7 

00 

(1) a) =J?Z^a; 5 , wo Z = l ap , 

heiBt vollste£ig 128 ) m )j wenn die DifFeienz zweier Abschutte der Art 

n 

(la) Kix,x)=2^ p x J 

1 >> 2 = 1 

nut wachsenden Indizes gleichmaBig fur aide dei Bedmgnng 

00 

( 2 ) 2^1 £ 1 

P = 1 

genugenden Weifcsysteme gegen 0 konvergiert 

(3) |$ n (a,,:r) — (x ,. ®)|<s fur n, m > N(e) 

Fur die zu ®(x,x) gebonge symmeb ische Bilinear fo) m (Polar form) 

oo 

(4) y) =^ pq % p y q , hpq = k gp 

p,i=i 

folp-t dann leicht aus der Identitat 

a 

(4a) ft.(®, y) = 1- { «.(* + y, x + y) — ®.(* — y> * — sO ) » 

daB sie im Sinne von Ni 16 a voUstetig ist Dahei ubertragen sich 
alle Aussagen von Nr 16a ubei vollstetige Bilmeaifoimen ohne wei- 
teies auf die biei defimeiten vollstetigen quadiatischen Foimen 504 ) 

503) I) Hilbert, 4 Mitteil , Gbtt Nachi 1906, insbes p 200—205, im fol- 
gendon zitiert nacli dem Abdiuck in „Grundzugen“, Kap XI, insbes p 147—153 
Wegen der Einordnung m die histonsche Entwicklung vgl Ni 8, die im fol- 
genden mclit benutzt wird, die weniger aussagenden, abei die umfassendere 
Klasse dei unsyminetriscben vollstetigen Foimen bekandelnden Sutze, die die 
Aufltmngstb eoi le der Integralgleicbungen liefern, s m Hr 16* 

601) J S 'Chur, Math Ztscln 12 (1922), p 287-297 hat ein uber die daraus 
folgendon Bedingungen hmausieiohendes notwendiges und hinreichendes Ente- 
num lur die Vollstetiglceit von ffi^,®) angegehen Sind }Z dle 
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stetige quadratische Form Tviedeium in eme vollstelige quadra- 

tische Form der neuen Yerandei lichen ubei 807 ) 


( 8 ) 


® (*, 0 =2 (2 w av l p q «v ) l a v = £ (5 , £) 

a,(1=lp,q = l 


Die Opeiation dei Faltung (Nr 16 a, (3 ) ist orthogonalen Transfoima- 
tionen gegenubei ko valiant, die (den Integialausdnicken Nr 11, (5) 
analogen) Sputen dei Foim x) smd, falls sie absolut konver- 
gieren, Invcu ianten 5m ) 


(8 a) 21 PP , 2*4, 

P - 1 P = 1 P,Q - 1 P,Q = 1 

Grenugen die Koeffizienten von (5) nui den Bedingungen (6), abei 
nicht (6'), so gilt an Stelle von (7) nur die Ungleichung ( Besselsche 
Ungleiclning ) B08 ) *> 

(7 a) 2&Z24 

a = 1 p-l 

Man kann dann zu den Lmearfoimen (5) weitere Lmearfoimen in 
hoclistens abzablbar unendlicker Zabl 


&*■) %-2«t,*, (« = 1 , 2 , . ) 

P- 1 

so hmznfugen, daB fui das eiweiteite System die Bedingungen (6) und 
(6') nnd damit aneh die Gleichung (7) gelten (Erganznng des Systems 
der Formen zu emem „vollstandigen System") 609 ) Daiaus folgt 


507) In der Sckreibweise des Matrizenkalkuls (Ni 18 a, 5) besagt das 

© = 9855903', 

und daraus folgt wegen Ni 18 a, 4 und der Beinerkung in 176 ) der Beweis der 
obigen Bebauptung Urn sie obne Bemitzung der Satze von Nr 18 mi Sinne 
der Betracktungen von Nr IGa zu begrunden, bemeike man, dak §(g, g) wegen 
der Yollstetigkeit von 55 gleickmaflig duick den Absckmtt (x, x ) angenahert 
■wird, debsen endlichvitde Veumdeilicbe , , x n als Lmeaiformen (Nr IGa, 

p 1401) vollstetuje Funkfcionen der Jj, | 21 sind — Die gleiche Aussage gilt 
nbrigena fui beliebige alfine Transfoimationen (Nr 19 a, 4) 

508) Vgl dazn, auch fur den Beweis, Ni 19a, 2 und iq8 ), fur n Giei- 
chungen (5) mit n Veumderiidben ist bekanntlicb (6') und (7) eme Folge von 
(6), lur 7 )i < n Uleickungen folgt (7 a) 

509) D Hilbe 7 t o0S ), p 141 ff , dei Beweis ist in dem Satz p 142 und dessen 
folgenden Anwendungen entkalten und UBt sick m der Ausdiucksweise von 
ISlr 19 a so wieclergeben ist E i<2) der erste Emkeitsvektor, der dem linearen 
Yektoigebilde mit der Basis (to aV w u ,, ) mckt angekort, so werden die Koeffi- 

00 

zienten e qp —^w ap w aq des Lotes von lhm auf dieses Yektorgebilde (Ni 19, (9)) 

a= 1 

mit passenden Noimieiungsfaktoren als Koeffizienten der eisten dem System (5) 
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speziell, claB man eme oitbogonale Tiansfonnation stets so bestimmen 

00 

kann, daB eme beliebig voigegebene Stelle a 2i ) = 1 

p =- 1 

in (1,0,0, ) ubeigebt, man biaiicbt dieses Verfabien nui auf die 

cine Grleicbung — a i x l -j- cl/jl* + anzuweiidmi 

c) Existenz des Maxi mums Dei Weitvonat oinoi vollstetigen 

quacliatiscben Eoim lm JBeieicb (2) isi bosclnunkl (Ni 16 a, (10)), 
weiteihm bat D HiTbcit als wesentlieliste Eigonseliaft diesei Koimeu 
erkannt, daB fui sie — imd so lm jede vollstetigo Funk turn (vgl 
Nr 16 a, Ende) — das Amlogon des Wno sh a^chen Hakes von dor 
Existenz des Maximums anti Mimmums qill™) Insbesmidoie < v \Lslu»it 
das Maximum dei Weite [£'(&, d.) unten dci Nebonbedmgimg (2), 
d b es existieit eme Stelle (a i; a 2; ) im Boieicb (2), so daB 

(9) ^! = ft(a ; a) und 

cu 

(9 a) [S?(#, #)| <[ jpj |, wonn 

v - 1 

odei, obne Nebenbedingnng ausgeduKikt, 

(9 b) < |() t | S'?}., 

p 1 

daraus folgfc ubeicbes, wenn iJ(t, x) melit ldentiscb 0 (d h weim 

Qi 4 = 0 ) 

(9 c) af + tf*+ == I 

d) Die Ilauptacbsentinnsloi mation Mil chosen HiLlmnittcdn 
gelmgt es D Hilbert ^ 1 ) , die oitliogonale Tiansfoimuiion emei voll- 

hinzuzulugenden Lmearlorm vorwendet, und aut das ho erwuilcrfco System wnd 
das gleicbe Vertabren limnei wieder angewendet I Jaw kmnml oik nbm .iuf oukj 
bestimmte Anordnung des allgemomen LosungBvcilabioiirt \un Ni 11) b, 1 tiir 

oo 

die besonderen homogenen Gleicbungm 2^' w ap u p "= 0 hinaun, \gl 2,,H ) 

it — l 

510) D Hilbcrt l()i ) , p 118 Dioso TdUaohc kaun otwa so bcgiundel wer- 
den, daB man erne JFoIge von SLollen in (2) bcisfcininifc, an denm iU‘(^r ? c) gogon 
Qi konvergiert, wo | q l | die obere Gren/e allei Weito ; V?(*, r) | rnt, unci aim llnien 
nacb dem Auswablveilabien von Ni 1Gb omo m dom dort be/oii lmolen Sinne 
gegen eme Stelle (« J; ) konvergiorende Fulgo beiau^groiit, wegon tier Vollstolig- 
keitseigenacbaft (Ni 16 a, (6)) beatebt claim (9j (Man vgl da/u don ScbluB von 
Nr 33d ubei daa Maximum, der quadLatischcn Integniltoiin, dor wogen doB Ant- 
tretens Btetigei Funktionen als Argumonto woHc*ntlicb komplizieitor ist ) Audi 
andeie Beweisanoidnungen des Weientrafiscben Sat^ea kann man auf Grand der 
Bemerkung ubeitiagen, daB $?(x, x) un JBeieicb (2) duich dio l'bmktion k' K (j,a,) 
von n Yeranderlichen gleicbmaBig appioximieit wud 

511) D Hilbeit™*), p 118 — 150, die folgende Darstollung woiclit nur in 
dor Anordnung von der Hilbertscben ab Man vgl zu dicaor Konslrukfcion dio 
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stetigen quadratischen Foim auf erne Summe von Quadraten m rest- 
loser Aaalogie zu dem algebiaischen Pioblem (vgl Ni lb, 8) zu ent- 
wiclceln- Man bestitnme Yon dem Resultat c) ansgebend, nach der 
SchluBbemerkuDg von b) eme orthogonal© Transformation der x lt x 2 , 
in neue Veiandeiliche | x , x.', , die das Wertsystem x p = a p in 

dasjemge | x — 1, x 2 — = ==-0 ubeifuhit, dann wird 

«(*, r) = Qi n + k\x\ x), 

wo 3?' eine vollstetige quadiatische Foim lediglich der Veiandeilichen 
cc z , ■ . ist Denn die Differenz 

oo 

X) %) — (>i(bi + + X s“ + ) 

CO 

= $' — Q 1 ^x' p 2 
P = 2 

verschwmdet wegen (9) far x p = o p (d h x' p = 0), entlialt also kem 
G-lied mit melir, femei ist sie wegen (9 b) negatiy odei positiy 
defixiit, je nachdem ^ 0, und darf dahei kem in lineal es Glied 
mit Ui oc'g enthalten 

Dieselbe Betracbtung liefeit, wenn die Foim &'(%', x) mcht lden- 
tnscla yerscliwmdet und die dei Ungleiclmno 

I I = I Qi. I 

geniigende Zahl q 2 das gemaB c) bestimmte Maximum von |$'(V, x')\ 
unter der Nebenbedingung (2) ist, erne ortbogonale Transfoi mation 
der cc^, x a ', in neue Veiandeiliche g,, tc" x”, derait, dab 

x') = p 2 gf + k"(x", x") 

Setzt man dies Veifabien fort, so fubit es entwedei nach einer 
endlicJheii Anzahl von Schritten zu einem ldentisch veischwmdenden 
Rest oder man eihalt abzahlbai unendlichviele den Ungleichungen 

( 10a ) 

geniigende Zahlen p a und unendlichviele Veranderliche fur jedes 
endliclie n werden dabei g x , , duich n Schntte (Zusammensetzung 
von n orthogonalen Transfoimationen) endgultig als Lmearfoimen der 
x p bestiinmt und gehoren dahei emei oithogonalen Tiansfoimatiou 
an* Dalier genugen die samtlichen so bestimmten Lmeaiformen 

C 11 ) L =2w a x (a =1,2, ) 

. ^ = 1 

analogen Eigenschaften bei Integralgleicbungen, Ni 32 c, aucli die Coiuantsche 
MaxirnTam-]Vlinimumdefimtion (Nr 32 d) lafit sicli auf das vorliegende Problem 
unrcLittelbar- ubertragen — Spezielle Maximumaufgaben bei quadratischen For- 
men mit linearen. Nebenbediugungen bebandelt T Kubota , Tohoku Math J 18 
(1920), p 297—301, 19 (1921), p 164—168 
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den Ortkogonalitatsbedmgungen (6) unci koimen also uadi b) dutch 
Htnzufugung von kochstens ubz.ihlbat unendliclmelen woitiuon Ltnoat- 
foimen ™ 


(11>) 




1 =J5’ 

P = l 


Hr r 
v 


(a - l, 


zu einer oithogonalen Turn simulation oignnzt wot dan (iuiiau win 
oben schlieBt man, daB claim 

ft (ar, a) = Qj. + + R' U*, S ' ) 

wird, wo mu nocb von den abbangt 

Aus dei Vollstetigkeit dei fm gj = 0 lueiaus heivorgehcndeu 

no 

Foim folgl nun (Ni 10a, (8)) 

il~ 1 

(10b) lim e lt = 0, 


und da liacli dei Entsloliung dei p tt die Woiio von \$l\ liu k { = 

= = 0 uufcei dei Bedmgimg (2) das Maxmium | p n f j | lialxMi, \nt aurh 

<r - 1 


fm jedes » und dahoi (S' 1 , S 1 ) == 0 Jcdc volhtdu/e quadrat isi he 
Form la fit sick also dutch erne mlhoyonalc Ttansjot mat mi (II), (LH) 
cmf die lanoiiischc Gcsialt m ) 


(12) 


®(«i o 

7 ~ 1 


4>iSi 3 4- + 


bnngen, too die q h eindeuhg bcshmmte nicht vetschivmdtnde yvolle Zahlen 
sind , die gegen 0 lonvctgioan, (alls imcndhckmdc voihayulcn sind , (finch- 
zcitig ist 

(12 a) <£(,, «) - J 1 ** = g 3 + Si + + Z! 3 -I- fcj 3 -|- 

('=i 

Da umgekdnt, wie man leickt emsiolit ; jedo cjuadralisehe Emm (12) 
nut gegen 0 konveigieiendon Q a vollstetig ist ; bjldcti die roll slot igov 
Fo?men die alUjemcinbtc Klassc quad) atischo Fay men , the auj dure 
lanomsche Gestalt o> diagonal ttansfo) nuobar sind 

Duicli Emsetzen von (11) m (12) und untei Veiwondung \on 
(6) scblieBt naan 512 ) 

( 13 ) ~ «?,<'%> = 0 (a 1’ *V ) > 

l 1 1 


612) Im Mafcrizenkalkul besagt flas [vgl &0B ), 50 ' 1 )] ) dali gloick omoi 

Diagonalform t wird, m dot aufieihalb dei Diagonalo imr Nnllon, m dei Dm- 
gonale die GfroJBen g a an den durch | t J g bzw 0 an don duicli £J 2 bezeicbnoton 
Stellen stehen Die Grleickungen (13), (13*) besagon, dafi lal 
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cl h jede Koeffizientenieihe u' al , iv a2 , lost das lmt den Koeffi- 
zienten von — p" 1 §t(x, x j gebildete liomogene vollstetige Grleichungs- 
system Ni 16, (U h ) (p 1415); analog dei Teiminologie aus der Theone 
der Integialgleicliungen (Nr 80a) kann man als Eigenweyt , iv up 
als zngeliouge Eigenlosunqen bzw die Lmeaifoim % u als Eigen fen m 
von $(oC) x ) bezeicknen Weiteihm ergibt sick 


(13') 


“ 0 


' 2 ' “ 1 , 2 , \ 

\ a — 1 , 2 , )> 


d k die sind als zum Eigemoeit oo qelmige Eigenformen zu be- 
zeicknen (Ni 30 e) Sind kerne solcken Eigenfunktionen, d h kerne 
mckt veiscbwmdenden Losungen des Systems (13*) von konvergentei 
Quadiatsumme vorkanden, so heiBt &(x, x) abgeschlossen , dann und 
nui dann ist oo kem Eigen weit, und die zu den endlicken Eigenwerten 
gekongen Eigenformen (11) bilden beieits em vollstandiges System 
von lmeaien Oithogonalformen (Ni 40b) 512a ) — 

Besondeie Klassen vollstetigei quadiatisckei Foimen kann man 
auck duick smngemaBe Ubeitiagung der m der Tkeone der sym- 
metnscken Integialgleickungen ausgebildeten Metkoden (vgl insbes 
Ni 33) bekandeln, entspieckend kat H v Koch 513 ) kiei seme unend- 
lichen Deteimmanten zui Anwendung gebiackt 

e) Zusammenkang mit dei Eigenweittkeone dei Inte- 
gi algleickungen Die Eigenweittkeone gewmnt D Hilbeit^ u ) nun 
lmch Hmzunakme seines m Ni 15 dai gestellten Ubergangsveifahrens 
ron Integialgleickungen zu Gleick ungen mit unendlichvielen Verander- 
ichen Weudet man dieses namlick auf die komogene Integralglei- 
drung ( [t h ) von Ni 30 mit dem symmetuschen stetigen Kem l(s, t) 
bn, so erbalt man aus jedei zum Eigenweit X gekorigen noimieiten 
Higenfunktion <p(s) duick deien Fourieikoeffizienten x p m bezug auf 
las vollstandige OitkogonaFystem dei co p is) (vgl Ni 15 , (5)) em mckt 


512 a) D Ihlbeit cin ), p 147 — In diesei Theone der quadiatischen Formen 
on unendlichvielen Yeranderlichen entfallt also die Sonderstellung des Eigen- 
r eifces oo und damit der Unterschied der Begnffe „ abgeschlossen* und „ all- 
emem“, die in der Theone der Integralgleichungen lm Bereich der stetigen 
unktionen wichtig sind (Nr 30 e, 34 d), und die voile Analogie zur Algebra ist 
ergestellt (vgl Ni 7, p 1365, Nr 8, p 1369) 

513) H v Koch , Math Aun 69 (1910), p 266 — 2S3 untei dei Yoiaus- 
l tzung, daC ^^1 | und konvergiert, sowie unter etwas weiteren Yoi- 

issotzungen, ' T gl 159 ) 

51 1) D Hilbert , 5 Mitteil , Gott Nachi 1906, p 452—462, s „Giundzuge u , 
ap XI Y, p 185—194 
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veisi 


K) 


schwmdendes Losuugssystem dei unendliclivielen Glcickungen 


1S1 


7=1 


JP'l 7 




yon der Quadiatsurnrne 1 , wobei 


6 b 


(14) 


7 V , =/X 1(®j 0 = A v;) 


die Koeffizienten emei vollstetigen, wegen dei Synnnotno von 7„(s, /) 
symmetnschen Bilmeaifoim ®(%, y), also aucli emei vuJLMii/rn qua- 
rt) atischen Form sm(1 Uragekehii liofeit jedos melit vm- 

schwindende Losungssystem i on (it A ) mit dei Qiudiatsiunme 1 duu-b. 

(vgl Hi 15,(10)) oo j 

f ( s ) = *2 X J 1 

7=1 « 

eme Eigenfunktion von Z (s ; t) Dei Veigleich nut (KJ) zngl dahor, 
daJB A {x =zq~ 1 Eigenwe>tc and 

00 J 

( 15 ) <r«(*) = ^2 ”■»,/ 7c ^' 0 ®,(O rf/ 

“■/ = i « 


die sugehongen Eigenfunllioncn von L(s, t) bind Wei lei lun eigibt, si eh 
dm cli zweimalige Anwendung der Vollstandigkeitsiolation Ni 15, (2b) 
die tTbereinstnnmung dei $n l(s, t) gehongen quadiatiscliexi lutegrul- 
form und der nut den Fouueikoefh/ienten dei Aigumentfnnktmu x(s) 
gebildeten quadi atischen Foini $t(x, v) 

b b oo f, 

0 x (s)x(t) dsdt = ^ l plJ %p& IJ} wo 4- — / 'L (,s) co (<?) 

“ a a 

Die kanomsche Daistellung (12) liefeit dahoi wegen der obontaJlH aim 
der Vollstandigkeitsi elation heivoigehenden Gleicliungon 


^ -2v? ~21 ,f Vais) co j, (*) ? / a (s) m (<>) d s = l‘x(s)cp (s)ds 

p =1 p= i« ,1 / 

unmittelbar die Hilbeitsche Fundamentalfoimol Hr 42, (14) Endhch 

ergibt die Transformationsfoi mel (12 a) der Einbeitsfoira in dei duich 

Ubergang zur Polaifoim entstehenden aqnivalenten Gestalt 


00 00 00 

>- 2(2 

cr = 1 a = 1 


" +2 GS^i.%) C2 iv <<a) 


den Entivicldungssatz setzfc man namlicla luenn 


6 

x (. s )® P {s)ds, 

a 
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and beriicksiehtigt neben (15) die Tatsache, daB die samtlicben Founer- 
Jcoeffizienten von 2 W \ P V p (J) 

b oo b oo 

(2 w lpf l ( s ’ # ) a p(f) dt ) ds =2 ht W U = 0 

CL J) szl a p= 1 

wegen (13*) verschwmden 515 ) und daB daliei diese Funktionen samt- 
iich idexxtisck verschwmden, so folgt duick mehrfache Anwendnng 
der "V* ollstandigkeilsielation 

b oo 1} 

fl(s, t)x(i)dt =^Q tt <p u (s)fx(t) (pjf)dt 

a a = 1 a 

— cl. i. genau der Entmcklungssatz (28) von Ni 34c, die Konver- 
crenz; d.ex- auftietenden Reihen folgt unmittelbai aus der Schwarzschen 
5ummexixu3gleicliung und der Vollstandigkeitsi elation Ni 15, (9a) und 
(2 a) A.rLalog folgen die andeien Tatsachen der Eigenweittkeoiie 5U ) 
Fiir die Anwendbarkeit del Metkode auf unstetige Kerne, die zu 
yoll.stetigen Foirnen fulnen, gelten dieselben Bemeikungen wie N i 15c, 
jilntle. 516 ) 

41. IBesondere vollstetige Bilinearformen, die sicIl wie quadra- 
tisolxo Formen verhalten 

a) A_ltei nierende, Heimitesche Formen us w Unter emer 
Jrlcrm'itcscJien Fonn von unendlickvielen Veianderlichen veisteht man 
eine Bilineaiform §(#, y) —^h (Xji x a y^ bei dei h a<i ~h iot ist (unter 

Uberstx-eielien ist deL Ubeigang zum Konjugieit-Imagmaien veistanden), 
und bei dei speziell y a — x a gesetzt ist, die Matiix £) heiBt dem- 
entspi-ecb-end erne Hermitesche Matrix, wenn § = £)' ist (dei Akzent 
be cl exit et; TTbeigang zui tianspomeiten Matiix, vgl Ni 18 a, (2)) Wild 
l% a p = -f- it ai in Real- und Imagmaiteil zeilegt, so ist also 

( 1 ) 8 afi = S ficc) ^ a 

Im Falle reellei h aS ist die Heimitesche Foim eine reelle, symmetiiscke 
Bilineanr±'ox-m, m der y a = x u gesetzt ist, also eine leelle quadiatisclie 
Form; ina Falle rein, miagmarei h ai ist sie das &-fache emei altei- 
nierenden Poim 

616) Diese Tatsache set/fc in Evidenz, daB es fui Integralgleichungen bei 
Bescbriinl 5 :nng‘ auf stetige Funktionen mcht moglich ist, den Charaktei des 
Figemvextes oo nahei zu bestimmen, wahrencl ei fur die vollstetige Form cc) 
durcli die Gesamtheit dei Eigenformen £* festgelegt ist, vgl dazu Nr 7 

610) JET* Riesz* &A \ § 14 hat den Hilbertsdien Gedankengang von c), d) direkt 
naif belie'big’e ,,vollstetige tl symmetrische Integralgleichungen angewandt, noch 
x*ut der Verallgememerung, daB etatt dei Integiale Imeaie Funktionaltransfor- 
^xiationen i**i Sinne von Ni 21b auftieten 
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D Hilbota Tlieoue dei voLLstotigen lecllm q in id 1 at is el ion Foitnon 
(Ni 40) ubeitragt sick unmitlolbai auf valktctujc Ili'inutcsilui For- 
men (vgl Ni 16a, p 1400) r ’ 17 ), won n man den Bognll dor „<nthogo- 
nalen Transfoimation" (Ni 40b) duieli den dm „unihuon Tiansfoi- 
mation" ersetzt, deren Koeffizienton w bzw koeiii/ioiiionniatt iv 5b 
den folgenden Bedmgungeii genugfc (vgl Ni 10a, >, Kudu,-’ 1 * 1 )) 


( 2 ) 


XT — 

-> W ic 

um-J pu i (t 

u- 1 

= c ;w 

bzw 

00 

it - 1 

==c r l 

bzw 


M' = <£, 

suras — (£ 


DasEigebms lautet luei man karin jodo vollsloligo llouniLosobe Fonn 
!q(%,cc) duicb eme umtdio Tiansfomation doi uiumkIIioIix m»Ic»u V«i- 
anderhclien w uj) ^ u auf die Gestalt 

(3) § 23}' — I) =• ! h hi + /,, I , £j + 


brmgen, wo die h tt leelle GioBen mil, dom Gieny.weit 0 wind, die 
lezipiolcen Weite dei inclitveisoliwiiulcnden unloi ihiicit lieilien die 
Etgenwote doi Fomi 

Diese Theorie k.mn aul oiue nodi aHgememei c IvLihho von Hi 
lineal foi men ausgodebut woidon, dm auBoi den Ileumtesrhon Formeii 
ubngens aucb noeli die umfcuien Foimen solbsL ( d h die Biluiear- 
foimen, deien M.itnx umtai ist) als Spozialfalle out liii.lt mid also u ,i 
aucb fui diese eme voile Tlieorio auf/ustollen geslatfel, r,ls ) Iflme Hi 
linearfoun 21 rnogc nonnal hoificu, wenn die lioulen lloiimtesohen 
Foimen 212T und SI' SC emandei gleich bind Jude Bilmeai hum UDt 
sicb in dei Gestalt 




s)| « + «' , SI- SI , ft. 

Jt = j + ‘ , = $ H- iSt 


017) D Hilbert, Giundzuge, Kap XII, p lii2ir, loitet (he GuUigkeit muiier 
Theorie fur Hermifcescke Formeii auu dor iur icollo qundiutisdio Foimen nxelil duieli 
Wiedeiholung dei bei dicson angowendoteii SchldsBU, aondem lolgenderimiJSeu ill 


§ K '•') (2/« + ‘ ~, c ) (: V f — * >) = J£’< \t,i + (’/« -\- > -«) (y t , — i 

=2 s afi{y u yy + s„y) - V,t «) 

kann als eme reelle quadratische Form doi Ver.indeihchon i/ lt und H /umnumt n 
aufgefafifc weiden, indein. ol auf dieso das Theorem \ou Nr 40d anweiuh l, ei- 
halt er die analogen Sat/e fur ullgemcme Ileimiteuehe Foimon 

518) Die outsprechende algobiaieche Theone dor loolleu ortliogomilon Ala 
tnzen bei G Frobemm, J f Math 84 (1877), p 61—54, iso die Ileiloitung ( e 
doch auf die Elementaitoilerfcheone geatulvt wird 
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als Summe emer Hermiteschen Foim § und emei mit % multipli- 
zieiten S daistellen, und zwai, wie man sofort sieht, nur auf diese 
erne Weise, St ist offenbai dann und nur dann normal, wenn § 
und ffi mitemandei veitausckbar smd Wendet man nun 

auf die Foim ip die Hilbertscke Theorie dei Hermitescben Foimen 
an, so eikalt man eme umtaie Tiansfoimation, die ip auf die Noi- 
malfoim I) bnngt, dieselbe Transformation wird gleicbzeitig S m 
ligendeme andeie Heimitesebe Form transform! eren, und die 
transformierten Foimen f ), werden mitemandei wiederum vei- 

tanscbbar sem, es wild also gelten, d li jfcj = 0 fur 

alle diejemgen Paaie a, /?, fui die Smd nun die Weite h aJ 

die Null zum Gienzweit haben, lkrer GroBe nack geordnet, so daB 
etwaige gleiche unter lhnen immer nebenemandersteben, und ist etwa 
h L = = h n , aber yon alien folgenden versckieden, so kann man 

die Form \ ^ + + MX = MMi + + l„Ij nock emer be- 

liebigen umtaren Tiansfoimation m n Veranderlicken unterweifen, die 

n 

sie in sick uberfukit, und kann diese kenutzen, um au f 

die kanomscke Gestalt zu bnngen Indem man mit jedem System 
einander gleicher h a ebenso veifahit, und mdem man m dem Falle 
daB unter den h a endlick- oder unendlickviele Nullen auftieten, ent- 
sprechend voigekt, eneickt man fur jeden Bestandteil von dei 
nock mcht 0 wai, die Normalfoim, und damit fur das gauze S* okne 
sie fui fj zu zeistoren Jede lollstetige noimale Bihnecuform 31 (x,y) 
lafit sich dutch eme imitate Tt ansfot motion & p =J£w ap Z a7 y p =J£w ap t] a 
auf die Gestalt 2B3I2B' =JjQ u $ a Va bansfcntmeten 

Es ist das befnedigeDde an diesem Resultat, daB es sick um- 
kekien laBt jecle Bilmearfoim, die sick unitar auf diese Noimalform 
tiansfonnieien laBt, ist, wie man durck Kalkul unmittelbai siekt, 
normal 519 ) — Die entspieckenden Satze uber Integralgleicbungen 
(JSTi 38 a) folgen bieraus unmittelbai duick das Ubergangsveifakren 
von Ni 15 

b) Symmetrisiei bai e Formen 

1 Bevoi die Tkeone dei symmetrisierbaren Foimen und damit 
die dei symnietnsieibaien Kerne lkie eigentliche, in Nr 38 b ange- 
kundigte Eroiteiung findet, ist es zweckmaBig, das lki zugiunde 
hegende algebiaischeAnalogon zu sckildein, und zwar m emei 

519) Die Bemerkungen von 0 ToephU 496 ), betreffend den „Weitvoiiat 41 
omer Bilineaifoim von 2 n Veianderlicben nbeitragen sich nmoittelbar auf voll- 
sfcetige noimale Bormen von unendlicbvielen V eranderlicken 
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stvvas genaueien Wgls 6 ; als os in den emsi hlugigen Ai laden /umeiht 
iiervortiitt 

Die Enveiteiung des ilniiptiiclisentluioieinB, uni <hn en sn h ln« i 
handelt, liegt m doi ltiohtung, dull eine leelle quiidi.diHi lie Puna 
5 = ^s ufi JC cc x i auf dio Noimalfoi in f - - if- zu lumgeu 1 st dun h 
eiii e lmeare Tianslot matin n i te = ll( // ,) — ( *, V die, ansfult nithn- 
gonal zu sem ; d h die Einlioiisloim (A m Hieli /u tiimsim- 

imeicn, ngendeine undoio gegelione poMitiv definite Kni m T> d t i / ^ 
//ugleicli m dio Nonnalfoim b -- ubeifuhit, m Konneln r,J0 i 

— f, U'©U-b, e--»' I®, © smt 
(1) 1 u®«(£, am is 

Diese Eiweitoiung des llauptat hsentlu ihouih ist Hiatt huff, \wrnt CD mn> 
iigrntlich positiv definite Emm ml, Hie bum leichl dalim modifi/n U 
ivoiden, daB b niclil als die Einlicitsfoi m \oigegelum mt, vimlem iU 
lgendeme DnigonaUbim _^'d n i/f t , in dei d r helming wugesi inn lieiu 
positive GioBen Bind 

1st abei CD unrigenllich posit , iv delnul, so kmnplmut m< h doi 
ratbestand wesentheli Die Nmnialfoimeii, die liiei dutch himulluiu 
ridustoumiticm von © unit CD <siieio,liL vveiden koniien, tails /urn Ki 
jatz fUi CD womgHtons © von nn litveiHelnnndendci I >t tei nnnante ist, 
ilso © -l existiert, lauLen r,J1 _) 

la) ( f== ° V/? + + I | k\v 1(J „ 

y lb = VA J + +A.v?+ rfiy;,. 1- -I- 

n Waliilieit liegL luei ein S.ilz dm Klemenl.uleileitbeonc vm , tmd 
ler Beweis pllegt aueh doi mi allgemoinen Tlieoienn-n milnmnmcn sm 
ceiden (alle Elemental teilei dm Koi mmisehni CD p'3, die /u urn 
lull voischiedenon q Weiten gehmon, Bind iee]l mid mntadi, abm 

lie zu (1 = 0, J h zum Eigemveit X ‘ . ou gdiongcn IOIenmntui 
eilei konuen ^eigliedngsoin und in bebelngei An/iihlg " .,iiltiei< nl 
/Ian locluiet an dor Iland diesoi Noimalforinmi leieht ,iuk, daB die 

620) In doi Algebra pllegt man mu dio lieult n iiMcn iIichit (. Foiunln 
in'/uacbieiben und km/u/utugen, dal! die Ilcteniuimiite win 11 int hi w isdnumlcn 
oil In Encksiobt ant die naclihougo Auadelinuug auf mmmlhc lnielc Vn.uulei 
die iat echon an dieser Stelle 01110 Sdneibweise gew.ililt wnrdin, dm din lie 
3i minaulcnbegulT ausaclialtet 

621) Vgl etwa 0 Jhsbi, Voiloaungeu uber aniil\liMlie liiumntrn des 
tauines, 3 And 1876, p 516 (Zuaat/o von S Gunilelfini/t I) odoi !• I'asml Ke 
eitonum I, p 127 f (A Loewy), gouauoi boi A Locu i/, J I AUtli 122 (lsoo, 

^ a ucb 2 J il Llltll, Tlicouound ^ nw d Flemenf rfod^r T Mil 1 ir isss n |n»> 
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tullichen Eigenweite dann und nui dann ganz fehlen, wenn die Foim 
f- l b identisch yeischwindet Und da andeieiseits eineKovan- 

ote ist — denn (U'S)ll) (U'©U) —1 (U'5D1X) = U'SDll 11” 1 IX / ~ 1 1X'SD 11 

= U'(©@ _l S))U — tolgt, daB allgeinem die Foimenscliai 2) — 
arm und mu dann ohne endliclien Eigenwert ist, d h daB 1 2) — q © | 
u_r fui q = 0 yeischwindet, wenn die Foim 

5 ) 

t 

2 Damit ist abei nocli mcht eischopft, was hiei ubei den algebiai- 
‘Uen Sachverhalt gebiaucht wild Denn was bisher angegeben wurde, 
andelt yon dei simultanen myeitierbaren Tiansfoimation emes Paaies 
)n leellen quadiatischen Formeii, die Theone dei symmetnsieibaien 
eme (Nr 38b) aber handelt, auf unendlichviele Veianderliche ubei- 
Jhneben, von unsymmeti ischen Bilmeaifoimen ft, zn denen man de- 
aite quadiatische For men bzw ® 3 so hinzubestiminen kann, daB 
= ©j bzw ft2) 2 = <S 2 ree ^ unc ^ symmetrised ausfallen, und sie 
rndelt von den Eigenweiten und dei Entwicklung des Kernes d h 
>n den Weiten p, fui die davS homogene Gleichungssystem mit dei 
atnx ft — losbai ist und you diesen Losungen, man umschreibt 
ese Aufgabe kurzei und zugleich vollstandigei, wenn man unter Be- 
rtzung des Matnzenkalkuls nach zwei zuemandei mveisen Transfor- 
ationen D fragt, so daB 

) asp — $!, Dft = fO, = = (£ 

It (in del Elementarteileitheone sagt man dann, ft und t seien „ahn- 
und schreibt kuizei Sp-^ftSp ===== f, mdem man duich die Schieib- 
3ise 5P” 1 zugleich die Existenz von 1 andeutet) 

Der Zusammenhang des algebiaischen Pioblems (3) mit dem alge- 
aischeu Problem (1) oder vielmehi allgememei mit dem dei simul- 
aen Tiansfoimation ugendemes Paaies reellei quadratischei Foimen 
, % m em andeies f, t 

) U'SU — f, U'SU^t, @ = 9S'f33, % = %W, 9SU = g 

folgender besteht (4) und smd X und t von nichtvei schwmdendei 
iterminante, existieren also 2" 1 und t -1 , so ist 

((S®- 1 )^ = (S'fBXS" 1 ^ 1 ®'- 1 )®' - 25'at- 1 ), 

u'(©3:- 1 ) = u'(35'?as) ( ss-h- 1 ^'- 1 ) - at- 1 ) 

h. ft = S2r l und f = jt" 1 stehen in dei Beziehung (3) mit §P = 23', 

— U' 
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Smd nun @, ® zwei leello quadialisehe Fuimen, \nn di*m u % 
eigentlicli defimfc ist, und smd f, b die lumlpn Ihagimalfot im n, in dn 
man jene nacli dei duicli (1) gogobrnon Ifli ueiierung <1» *s Ilaujifa* bs» n- 
tkeoiems sunultan ubeifuhien kuna, so lolgl aus dent ebon ll.sigten, 
daB = dei Matux f — jb” 1 , also aueh cnii'i Ihagonalmulnx 

ahnlich ist, also genau das, was man m dt t Hpi.iehe dot Inh tl 
gleichungen als den ; ,Entwicklimgs,sat/;‘‘ be/on lined D.ihei is{ \i J" 
also S eigentlicli, d li nut emeni nqnitlich pomf.n defmifen ?, leihfs 
symmetusieibai 1st mngokelut .Sl mgentlu li iei*hisn\ mim insn ilui, 
so ist $ === @ 2 ©y 1 , und alios Giesugle gilt fm oui sob in- Si, das 
darm ubngens von selbst aucli linkssy nmioli lsioi bui isf Dm Hrgnll 
ernes eigenthch symmetnaieibaieu At und pines Si, das Pmdukt <mer 
symmetuschen and emoi oigentln h defmilen HMimieii im Inm Inmn M, 
(ffi = @®, entspiecliend deni Fall von .1 Prll 9 Ni 38 b, L> i, isf uUu bin 
dei gleiclie 

So einfach liogen die Dingo, wonii ® (iqniKith tb Inn! jh{ Isf T 
semidefhnt, so tieten, wio beim Emblem (1) selbsl,, so mnli fm don 
Ubeigang vom Pioblem (1) /aim Emblem (6) nelton tin algeht ai -obui 
Fall Scbwieugkeiten em 

3 Smd ©, $D bescli l ankle quadi atisc ho Potmen yon miemliir h 
vielen Yeiandei lichen (s Ni so Liofen an Midi heme Si hw mug 

keiten auf, wenn 5D in dnn Sumo aqmtlith posihr drjiml ist, daP. die 
unteie Gien/e dei Foim a) unlei der Nebenbedingung , - 1 

(vgl Nr 18b, 3) gtofler als 0 ist, und © nallsMie/ Man kanu auf ihe.on 
Fall das Beweisveifahren von J) Ihlbnt (Nt 10) uberliageti, nub m 
man die Form <S(x, x) mcht untor dei Nebenbedingung /, 

^ ^ 1 7 sondein unter dei Nebenbedingung i\ | y llni 

Extiemum macht r, -“) Man vcilahit abei einfueliei, wenn man /must 
eine Matiix so bestnnnit, daB ® — ist — oh man dips dut eh 
die sog Jacobiselie Tiansfoiination (vgl Ni 18b, 3, 1M b mid Nj t ' t) 
odei, was das liamliche ist, duicli om auf ® be/ogeiuH Oif lingo 
nalisierungsveifahien (vgl Ni 41b, 5) odei alter initfels etues dei 


522 it^ J?,M ? l>Ul7C )( 1910 ) M ' das KntH P lfl( dH‘n(Io lau Infc^uiljr], lum^m <dm. 
zu ttnendhchvielen Yeianderlichon uber/ugehon, m Ynal]gomenuMin.; ? ,1, „ It. 

W T ™ m ) ^ die higimwoitoxiHh n,, und /w «u fm Cl | U , Of 

wo ^ positiv definit, @ symmctnsch ist, so daC die untoie (hen/, von $ 0 j \{ 

sicher > 0 ist Ei macht sodann, ebenfalla obne auH^olithi feu Ii< v,« in, \„ 

Nl 3S1> ’ 2 ^ ArWlt - ^ M ^ dim im. h 

fNr3Sb r V°T UbG i den ^mouien aymiuotrimerlmren Fall sot,./ Varlq 

in a 1 dCn l0tzteren MI ™ hl /u ale dali et 

em G-renzfall des erstgonannten Type ist 



41. Besoncl vollatetige Bilmearformen, die sick wie quaclratiscke veihalten 1567 


E JYzZ&schen Entwicklung (vgl Ni 18b, 3) nachgebildefcen Verfah- 
iens 522a ) vollzieht, ist nebensachlich Diese Tiansfoimation 93, die © m 
S = ubeifuhrt, wild das vollstetige © m erne andeie voll- 

stetige Foim ©** — 93'~ 1 ©93~ 1 ubeifuhien, bestimmt man jetzt gernaB 
Nr 10 diejenige oithogonale Tiansformation £, die & m die kano- 
nische Gestalt [ = £©■*£' uberfubit, so fulnt diese zugleieh, wegen 
del Oithogonalitat, S m sich selbst ubei, und mithm leistet £93 die 
simnltane Tiansformation von ©, © m f, ® 523 ) 

Dei fm die Tbeone dei Integialgleichungen eigentlich mter- 
essante Fall abei bandelt von solchen ©, die vollstetig smd Erne 
rolls tetige, positiv definite quadiatiscbe Foim hat stets 0 zm unteren 
Grenze, wie sich aus dei Definition der Yollstetigkeit unmittelbai ei- 
gibt, sie hat me eme beschiankte Reziproke © _1 Tiotzdem kann 
die Foim eigentlich positiv definit sem m dem schwacheien Snme, daB 
X = oo nicht iintei lhien Eigenweiten voikommt, daB also line kano- 
nische Gestalt ^ 2 lautei positive Diagonalkoeffizienten <5 a >0auf- 
weist, von denen kein emziger veischwmdet, die aber 0 zum Grenz- 
weit haben Dieser eigentlich wesenthche Fall mmmt also vorn alge- 
biaischen Standpunkt aus eme Zwitteistellung em, manche Eigen- 
schaften teilt ei mit dem eigentlich defimten Fall lm engeien Smiie 
von 3 , manche mit dem semidefiniten Fall, der schon algebiaisch 
veiwickeltei ist Und aus dieser Zwitteistellung entspimgen die 
Schwiengkeiten, die m dei Theone dei syminetnsieibaien Eeine vei- 
borgen smd 

4 Bei demjemgen Pioblera fui unendhchYiele Yeiandeiliche, auf 
das Hilbot seine polaie In fcegialglei chung zui uckgefuhrt hat (vgl 
Ni 38 b, 1), ist S vollstetig und positiv definit, abei es bietet sich em 
Eisatz fui die mangelnde Existenz von ©- 1 m dem Umstande, daB 


522 a) Man bestmime nack dem Master des Hilbscken ©*=(£ — cr© kier 
35* = (£ — d2) so, daB seme obeie Gienze unter 1 liegt, und setze dann 2)* m 
die fur | x\ <( 1 konveigenle binomische Reihe }A — x = 1 — \x — — fur 

x em, so eihalt man eme leelle symmetnscke Mattie, deien Quadrat = (S — 2)*— d25 
ist, und daiaus unmittelbai eme leelle symmetnscke Matrix S3 = S3', far die 
2S 2 = = 2) ist — Dieses Yerfahien versagt bei vollstetigem 3), wahrend 

die Orthogonalisierung bezuglich 2) m alien Fallen einkeitlick ausfuhrbar 
bleibt 

52-1) Fur den Fall, daB 6 besckrankt, aber nicht vollstetig ist, hat A J Pell, 
Amei Math Soc Tians 20 (1919), p 23—39, die Hilbertsche Theone dei Strecken- 
spektren (vgl Nr 43) vorn Fall 2) = © auf em beliebiges, lm obigen Sinne 
eigentlich positiv defimtes 2) ubertragen J Hyslop , London Math Soc Proc (2) 
24. (1926), p 264—304 bekandelt den Fall, daB <S f 2) beide definit und be- 
schrankt smd 
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schai (Sr 1 — A© emen endlichen Eigen wert A, d h hat das homo- 
gene Gleichungssystem — A®(x) 524a ) eme mckt tnviale Losung, 

so ist ©©©“^(.r) = A 35 @3) (a?) = 0, also ©(&) = 0 und somit auch 
© _1 (a;) = 0, ©S' 1 ^) = 0 odei (£(#) — 0, d h die Losung waie 
identisch Null Ist also ®@® = 0, so hat die Formensckai S'” 1 — AS) 
kemen endlichen Eigenweit 

Hat andeieiseits die Foimenschai S'" 1 — AS) kemen endlichen 
Eigenweit, so ist ®@© = 0 Denn zunachst folgt aus (9) 

(10) @SB'(® — Aq) = @93' — A©S8'93®$' = (ft — A©®)(@93') 

= ©(©- 1 - A®)(@§ 8'), 

waie nun q mckt identisch Null, so liatte es emen endlichen Eigen- 
weit, d h es gabe em A, fur das (£(#) — A q (a;) = 0 losbar waie, und 
nnthm wegen (10) auch (@~ l — A®)(©93')(;r) = 0, da abei voraus- 
gesetzt ist, daB die Foimenschai @ _1 — AS) kemen endlichen Eigen- 
weit hat, folgte ©S3'(ii)= 0, also wegen (9) q(#) — 0 und schliefilieh 
wegen (£(&) — Aq(&) = 0 auch @(#)==0 ; also waie die Losung iden- 
tisch Null Also ist q = 0 und dahei auch 

®@© = (»'®)©(8'8) = §8'(93©93')93 = »'q® = 0 

Ist nun ubadies © -1 = @, so ist die Foimenschai ©S" 1 — i 7 © 
identisch nut © — A® und ©(2© — ©©r 1 ®, der m Nr 41b, 1 be- 
handelten Kovanante, und es wild klar, mwieweit das Hilbet tsche 
Ergebnis em Analogon del algebiaischen Tatsachen daistellt 

y) Untei der Annahme, da6 © eigenthch positiv defimt ist ( d a > 0) 
und untei Festhaltung der Anuahme, daB @ eme beschiankte Rezi- 
pioke ©- 1 besitzt, gelmgt es Hilbeit, dieses Ergebnis wesentlich um- 
zuformen und zu verschaifen Zunachst zeigt er, daB nnt © auch 
q abgeschlossen (s Nr 40 d, p 1559) ist, daB also, wenn kem d a vei- 
schwindet, auch kem q u veischwmden kann Hatte namlich das lineaie 
Gleichungssystem q(a) == 0 eme Losung, so ware auch 23'q(#) = 0, 
raifchm wegen (9) auch ©@58'0O = 0, also, da ®(«) = 0 keme 
Losung haben soil, 

3 93'(&) = 0, ©-*@93' (a) = 0, 58' (a) = 0, d h SS'S'(^) = ° ? 
SB'y'bS'('i') = 0, 2B2B'|/b£'^) = 0, ]/bS'(«j = °, 

und da |/b eme Diagonalform mit lauter mclitverscliwmdenden Koeffi- 
zienten ist, waie £ '(x) = 0, ££'(&) = 0, also ®(a) == 0 

624a) Neben dem Symbol 21 wild hiei und un folgenden das Symbol 31(a) 
lm Smne vonJ5j 'a pq a, t (j> = 1, *>, ) gebraucbt 
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(9) m folgendei Umsetzung erhalt 7 ’ 27 ) 

(13) Sl'q, S8(®®) = qi8, H'SB — (S®), q 

Damit ist dei Ubeigang zuni Abnlichkeitspioblem (Ni 41b, 2) voll- 
zogen, und die Foimeln (13) steben mit (3) m einer ahnlicb be- 
dingten foimalen Analogie wie (9) und (12) mit (1), sie stellen bei 
A Pell den Entioicllungssafa fto den Kein $ = S® dai 5 ’ 8 ) 

6 Um zwisehen (13) und (3) eme voile Analogie berzustellen, 
muBfce roan in (3) die beiden letzten Relationen, die mit vollstetigen 

Cl mcbt eifullbai smd ? so abandem 

(3a) ftSfc-SM, £l 1 @ = m u 5^ = ®, 

Im algebiaiscben Fall, und wenn uberdies abgescblossen, d h biei 
von mcbtvei schwmdendei Deteimmante ist, ist (3a) mit (3) aquiva- 
lent, denn setzt ruan ^ Dj = D$, so gebfc (3) in (3a) uber, 

und uingekelirt entstebt (3) aus (3 a), wenn man ^ Q = 

wablt Diese Feststellung zeigt, bis zu welcbem Giade dei Entwick- 
lungssatz von A Pell emeu Eisatz dei algebiaischen Tatsacben dar- 
stellt (3 a) eiweist sich als eine gescbickte Vanante von (3), die es 
eimoglicbt, im Beieicb dei vollstetigen Foimen em Analogon aufrecht- 
zueihalten 

7 Es sollen jetzt die Hmdeimsse daigelegt weiden, die emer 
Ausdehnung des Entwicklungssatzes, sei es von der Foim (3), sei es 
von dei Foim (3a), auf beliebige symmetrisieibaie, vollstetige Foimen 
entgegensteben Sei die Bilmeaifoim 

® = Oi v i Vi + + PA y s ) + + WiVi) + 

vorgelegt, sie ist dann und nui dann vollstetig, wenn 

(14) lim l n = 0 , lim/i ;i = 0, lim{> w = 0 

w -> oo n-*- os n~>oo 

ist, die Zablen k 19 (i 1} k 2 , /x 2 , seien uberdies alle vonemander vei- 
schieden und positiv Em solcbes vollstetiges ® ist stets symmetrisieibar, 

527 ) Denn aus ( 9 ) folgt 9t(2>0) = (930) (2)0) = (58 @©') (930) = ^ und 
daiaus durcb Transpomeien die eiste Foimel (13), die letzte Foimel (13) feblt 
bei A Pell 7 um vollen System 

528 ) A Pell zerteilt m dem Falle, daB 2) mcht abgeschlossen ist, 2 in £, + 2 0 , 

wo sicb £, aus den Eigenfunbtioneu endbchei Eigenweite von 0 ( Y gl (8)), S 0 
aus denen des Eigenweits o© zusammensetzt, so daB -f-£o8 0 ~ ^ 

S o C' = 0 ist, entsprechend zerteilt sie 33 = £23 m 93 x -j~ 93 Q und 91 = 330 m 
2C, -f- 2( 0 und erhalt so statt (13) das genaueie System (die vierte und die drci 
letzten Foimeln feblen bei lhi) 

(@©)Sr; — six'q, 33, (02)1 = (193,, 2I,'23 1 + 2t 0 '23 0 == (02)), ®i — q , 

(02)) 21^ = 0, 23 o (02)j = 0, 33 0 2( 0 ' = 0, — 33,2(0=0 
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cl li es gibt vollstetige, leelle symmetnsche 2), von denen 2) ubei- 
dies eigen tlLcb. positiv defmit ist, so daB $2) = © ist, und zwai ge- 
nugt es ? ®, © selbst als Foimen zu waklen, die sich ahnlich wie & 
aus Foimen von je zwei Vanablen aufbauen 


2) = (cc^l + 2fl i X 1 Xc, 4“ + (^l "f" % Pz x 3 x i + Zs^l) + ; 

© = (a x x{ + 2 b l x l ^ 2 -f- Ci x l) + 4- c 2 x\) + 


Aus zwei soleken Foimen entstelit $3) m dei Weise, daB sieli die 
emzelnen zweneihigen Bestandteile fur sich kompomeien, in Matnzen- 


schieibweise 

(15) 


(K Qn\ /«■ PA = /«„ K 
\ 0 ,«J 'ft, rJ U„ C 'n- 


daim smd also l n9 [i nJ g n gegeben, die ubugen ebenfalls reellen GioBen 
gesucht, und zwai so, daB a n >0, y n > 0, a n y n — fi* > 0 wild (De- 
fimfcheit von 2)) und a n —>0, 0, y n —y 0 (Vollstetigkeit von 5D) 

Zum eisfcen 1 st offenbai notwendig und lnmeichend 


( 16 ) 


g» == h, < ' c A> 

Pit bx Y it fin 


und dies ist eifullt, wenn man etwa 


( 17 ) Pit = PA , Vr, = (lt„ — K) , ^ = 2 Q„ -- 9 *j % n 

setzt, das letzteie kann man stets eneichen, mdem man die Piopoi- 
tionalitatsfaktoren % n , die das Besteben yon (16) niebt beruhren, hin- 
leichend klem wablt Mit © wild auck <B — ft© vollstetig als Pio- 
dukt zweiei yollstetiger Foimen 175 ) — Ebenso zeigt man, daB jedes 
solclie ft mit emem eigentlick positiy definiten © ?m7i,ssyniinetrisiei- 
bar ist 

Trotzdem nun ft unter den angegebenen Voiaussetzungeu m 
beiderlei Smne symmetnsierbai ist, kann ft mit kernel Diagonal- 
matrix f m erne Beziebung (3) tieteu, wo SfS, jQ besclnaukt smd, nocb 
in eme Beziebung (3 a), wo Oj yollstetig sind Erne lem foimale 
Ausiechnung dei symboliseben Relation ftSJJ == «pf namlich m Vei- 
bmdung mit der Foi derung, daB keine Zeile und kerne Spalte von 5|3 
aus lautei Nullen besteben daif — beides ware mit (3) ebenso un- 
veitiaglicb wie mit (3 a) — , ergibt zunachst, daB bei passendei Anoid- 
nung (die nocb veifugbar ist) die GioBen in der Diagonale von 1 
genau dieselben X 1} fi 1? X 2 , ,u 2 , smd, die in der Diagonale von ft 
steben, und zugleicb, daB % in dei gleicben Weise m zweueihige 
Matrizen zeifallen muB, wie ft selbst Die zweneibigen Bestandteile 
von S(S erhalten die Gestalt 


( 18 ) 


Pn^n-lV^n-l + 


Pn K 


&C) 


-lV*n f 
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wo p n9 q n noch fiei bleiben, und entspiechend eihalten die von Q, unter 
clei weiteren Annahme, dab das voile System (3) gelten soil, die Gestalt 


0 

■rn 


■ 4 r-=rr + 7*2 

Jrn Pn -t'/i 

soil (3 a) bestehen, so folgt fui die Bestandteile von Q die Gestalt 
(19a) “ ^On-lVon-l ^~T Xc >n 1 V* n + ~ n 

\ J pn -n - lu/2n-l — 2n ~ 1J2n 1 q H 

Soviet lem formal 


(19) 


Soli nnn (3) mit beselirankteii $)3, & bestehen, so mussen p n , q n) 
~~ , — bescbiankt sem; ist nun aber 2 n , , p n so gewahlt, was 1 m 

i-'/i l Jjt 

Rahmen der Bedmgungen (14) leicht zu erieicben ist, daB — — 


Pn 


unbeschiankt ist, so konnen Q niclit bescbiankt ausfallen 

Soil ebenso (3 a) bestehen, mit vollstetigen JQ, so mussen 




Qn~tT> 

Pn K n 


\n_ Pn ^n. £'± 

Pn’ Zn’ PnPn~~K 

mit wacbseudem n alle gegen 0 geben, durcb Multiplikation dei 3 
unci 5 bzw der 1 und 6 dieser seeks Bedmgungen folgt 


( 20 ) 


X n Qn ^ Q Pn Qn 

Pn — K 7 P n — X n 


o, 


also zwei Bedmgungen, die nui nocli die gegebenen X n , {i n , Q n ent- 
balten, es ist leicbt zu sehen, daB man diese Zablen im Rahmen dei 
Bedmgungen (14) so waklen kann, daB (20) mebt erfullt ist 529 ) 

Ob man also den Entwicklungssatz (3) im Smne bescbranktei 
Transfoimation aufstellen will, odei ob man sich lin Sinne vollstetiger 
Foimen mit dom Entwicklungssatz (3 a) behelfen will (wie Hilbert und 
Pell), man scheiteit bereits im Beieiche der beiderseitig und eigent- 
lich symmetrisieibaien Foimen Als emzigei Ausweg wuide em Hei- 
ausscbieiten aus deni Beieich dei bescbiankten Transfoimationen ubng- 
bleiben und damit em Heraussehieiten aus dem Hilbeitscben Bereich 
der Yerandei lichen von konveigenter Quadratsumme Die Tbeoue der 
unsyiumetnschen Foimen erfoidert den Ubergang zu denjenigen an- 
deien unendlicbdimensionalen Bereichen, die in Nr 20 geschildeit 
worclen sind, emer im Smne (3) zu tiansfoimieienden voigegebenen 
Foim $ daif man keme feste Konveigenzbedmgung, wie etwa die dei 


529) Dieses Beispiel hat 0 Toephtz aufgestellt, nachdem ei von E Schmidt 
m einem Gespiach (Pfingsten 1913) erfahien hatte, daB cliesei emen unsymme- 
jnseben Kern K(s, t) aus zweighedugen Bestandteilen konstiuieit habe, nut 
anter emfachen Eigenwerten, bei dem mcht nur die Entwicklung von IC(s , t) 
3 elbst, sondern auch die \on ff K(s,t)cp(s)ip(t)dsdt nach dem bioithogonalen 
System der Eigenfunktionen cp n [b ), / tp H (t) dnergiert 
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konvergeuten Quadiatsumme aufeilegen, sondem je nacli dei Be- 
schaffenheit der voigegebenen Foim 4? muB die Konveigenzbedmgung 
gestaltet weiden Eme deraitige Theone isfc bislang noeli migends 
■entwickelt woiden 

42. Elementarteilertlieorie der allgememen vollstetigen Bihnear- 
formen Die Unteisuchungen von Nr 39 ubeitiagen sicli — abgesehen 
von deniemgen von Ni 39c, die die Konveigen/ von | 2 wesent- 

v . 7 

lich voi aussetzen — anf beliebige voJIstetige Bilineaifounen, obgleicb 
sie unmittelbai m der Liteiatui in emei Foim daigestellfc amd, die 
m ifc dem Fredholms clien Formelappaiat eme Reihe von einengenden 
Voraiissetzungen stillschweigend mvolvieit Man muB dazn nui ubei- 
legen, daB aus den Auflosimgstkeonen von Nr 16 (z B dem Abspal- 
tungsveifahien Nr 16 d, 3) der meiomoiphe Chaiakfcei dei Resolveute 
gefolgeit werden kann, woiaus heivoigeht, daB es nui abzahlbai viele 
Eigenweite gibt, die sich mrgends ini Endliclien haiileii Man muB 
hmzufugen, daB man nacli dem Mustei von Ni 16c lu ) wie aul die 
Endlichkeifc der Anzahi dei zu einem be^timmten Eigen weifc gehongen 
Eigenfunktionen auch auf die der za einem bestinimten Eigen weifc 
gehongen Hauptfunktionen schlieBen kann Alsdann kann man die 
Partialbruchzeilegung dei Resolveute vomehmen und die Abspaltung 
des zu X l gehongen Haupfcbestand teils, nntei Loslosung von dem nb- 
lichen Defceiminantenappaiat, vollziehen (ausgelulnt isfc es e\plizite 
nugendsj Die Analogic mifc dei WeieiatraBschen Noinialfoim spnngfc 
hiei weifc ummttelbarer m die Augen, als bei den Infcegialgleiclnmgcn, 
der emzelne abgespaltene Besfcandteil hat genau die kanomscho Ge- 
stalt von WeierstiaB 

Schaifei abei, als bei den Integialgleichungen (Ni 39 d) kann hiei 
das Pioblem des Entwicklungssatzes oder, was da^selbe ist, dei vollen 
Analogie mit der WeieistiaBschen Theone piazisieifc weiden Es gilt, 
zwei beschiankte Tiansfoimafcionen Q zu finden, so daB 

(1) R5P — 

wild, wo t die WeieistiaBsche odei eme ahnliche Noimalfoim fui 4? 
ist In dieser Form enthalfc das Problem fui reellos symmetrisches 4? 
die gesamte Hauptachsentheone (Nr 40 d) als Spezialfall 

Aber es srad zwei Hmdeimsse, die sicli dei Losung dieses Pio- 
blenis entgegenstellen 

1 Es gibfc Bilmearfonnen ohne jedweden Eigenweifc, die mcht 
identisch verschwmden Die den Volfcenaschen Kemen enfcspiechenden 
Bilineaiformen, wie z B 

~b b 2 x 2 -f- b a x s y L -f- Q) n — > 0, b n =|= 0), 
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smd Beispiele dafui. AUei dings ist in dem aufgefulnten Beispiel oo 
noch Eigenwert in dem Smne, daB die Gleichungen 

&1 X 2 — 0 , & 2^3 = 0 ; isH — 0 7 

die Losnng 2^=1, — x 3 —0, liaben, wahrend freilich die 

tianspomeiten Gleichungen 

\Vi = hVt = °; hVs = 0 , 

unlosbar smd Aber es isb nicht sckwei, auch ein Beispiel emer voll- 
stetigen Bilmeaiform anzugeben, wo auch oo m keineilei Smne Eigen- 
weit ist Die Foim 

+ b-iX-i?/o + } WJi + + hWh + 

(b n -► 0 , l_ n -> 0 , b n 4 = 0 , b_ n 4 = 0 ) 
hat offenbai diese Eigenschaft, und man kann die Veiandeilichen so 
umnumeiieien (vgl 562 )), dafi sie statt von — oo bis -j-~ 00 m der ge- 
wohnten Weise von 1 bis oo numerieit smd 530 ) 

Erne Aufstellung kanomschei Noimal formen fui Bilmeaiformen 
ohne Eigenwerte ist bisliei nicht geleistet worden 

2 Selbst wenn unendlicbviele Eigenweite vorhanden smd und 
alle Eigenwerte emfach smd, so daB keinerlei Bedenken wegen der 
Wahl dei Weiei straBschen odei emei anderen Normalform entstehen, 
kann (1) unlosbar sem Dies ist unter der eischwerenden Bedingung 
der Symmetiisieibaikeit m Nr 41 b, 7 dargetan worden und ubertragt 
sich auf das hiei voiliegende Pioblem mit alien SchluBfolgerimgen 
uber die Notwendigkeit des Veilassens der Hilbeitscken Bedmgung 
der Yeianderhchen von konveigentei Quadiatsumme 

D Weitere TJntersuchungen uber quadratische und bilmeare Formen 
von unendlichvielen Veranderlichen. 

43. Beschrankte guadratische Formen von nnendliclivielen Ver- 
anderlichen D IIilbe)t hU ) hat zugleich mit seiner Behandlung der 
vollstetigen quadiatischen Formen von unendlichvielen Veran dei lichen 
(s Ni 40) fui die umfassendere Klasse dei beschrankten quadiati- 
schen Foirnen die Grundzuge emer Theone dei oithogonalen Trans- 

530) Dieses Beispiel ist in tier im Test gegebenen Form von 0 Toephtz , 
m emei andeien, die von vornberem die nblnhe Anordnung der Unbekannten 
walut, von E Schmidt gebildet, aber nicht \eroffenthcht worden 

631) D Hilbert , 4 Mitteil , Gott Nachi 1906, msbes p 157—209, im fol- 
geuden zitiert nach dem Abdruck in „Grundzugen“, Kap XI, p 109 150 

fiber die Emoidnung in die histonsche Entwicklung vgl Ni 8, Ende, die die 
grofieie Klasse der unsymmetriscken beschrankten Bilmearformen behandelnden, 
aber viel weniger aussagenden Satze s m Ni 18 b 
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foimation entwickelt, die gegenuber jenei gewisse wesentlicke Modi- 
fikationen aufweist, unci die zu emei entspieckend modifizieiten Eigen- 
weittkeorie eigentlick singulaier Integialgleickungen (s Ni 44) fuhit 
a) Die Hilbeitscbe Theone 

1 Erne wie m Ni 18 a, 1 zunachst foimal definieito quad? atische 

Fo)?n der unetidhckvielen Verande? lichen x 19 

00 

( 1 ) $(a, x) wo l piJ = l, lv , 

P»Q = 1 

heiBt lesclnanW 32 ), wenn lhr n tQr Abscbmtt fui alle Weitsysteme, 
deien Quadiatsumme 1 nicht ubeisteigt, abscqut genommen unteikalb 
emei von n nnabliangigen Schianke 31 bleibl 

(la) ^ M fui jfzj <; 1 

P,<i = 1 p = 1 

odei, was auf dasselbe kinauskommt, wenn fui behebige x 19 x 2} 
von konveigenter Quadiatsumme 

(lb) |^(*,*)|-| 

Jb 7=1 jt=\ 

31 heiBt eme „Sclnanke der Foim Die zu §t(Xj x) geliouge sym- 
metnsche JBihnea? fo? m (Pola> form) 

oo 

(2) y) =2jt M x p y q , wo l M = h, ip> 

ist alsdann hescluanU im Smne von Ni 18 a, 1 und bat die gleiebe 
Scbianke 31 , wie unmittelbar ans der Identitat Nr 40, (4a) fo]gt 
Daher ubeitiagen sicb alle Aussagen von Ni 18a obne weiteies sinn- 
gemaB auf die biei defimerten bescbrankten quadratischen Foimen 
Als positw definite Fo?men werden wie in der Algebia (vgl 
Ni 41b, 1) m dei Folge soicbe bezeicbnet, fur die 

(3) 

2 Das Ziel dei Hilbeitscben Theone ist die Aufstellung von 
Nornialfotmen, m die sich jede beschiankte quadratisclie Form dmcb 
ortliogonale Ti ans formation dei linen dlicbvielen Yerandei lichen ubei- 
luhren laBt Nicht jede solche Form laBt sich wie eme vollstetige 
Form (Nr 40 d) oithogonal m eme Quadratsumme vom Typus Ni 40, 
(12) transfo imieren 533 ) , es ist D Hilbe?t jedoch gelungen, das folgende 

532) B Hilbert™ 1 ), p 125 ff, Helhnge) -Toephtz™*), § 1, p 303 f 

533) Die ersten emfachen Beispiele dafiu, die B Hilbert™ 1 ), p I56f gibt, 
Bind J-Formen (3 Nr 4B c), das emfacliste ^x p x p + i , bier kann man elemental 
ausiecbnen, daB die homogenen Gleichungen (S) fui kemen Pai ametorwert 
Losungen von konvergentei Quadratsumme beBitzen, wie sie im Fallc dei Quadiat- 
summendai s tellung existieren mufifcen [vgl E Helhngei 548 ), § 3] 
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* ilgememe Theorem anfzustellen, das zu den Quadi atsummen ein 
5'^wissen ebaiaktenstiscken Bedmgungen genugendes Integral treten 

5M ) 

Erne beschi ankte quadratische Foim $(x, x) la6t sicli duich 
■^tkogonale Transfounation der x 19 in die neuen Veiandei- 

•^hen § l7 | 2 , j lo, m die Gestalt bnngen 

__ ■+■ M 

4) «(*, x) + / pd@(p, r, r), 

(«) — jr 

^^Jiiend gleickzeitig 

00 + Jf 

4 a ) © o, x) =2 , *i =2^ 2 +/ 6' o. 

^ = 1 (“) 

t*ei smd die lioclistens abzahlbar nnendliehviele absolut unteibalb 
^ liegende leelle Zahlen, von denen endlieh- oder unendlicbviele vei- 
^Ixwmden konnen Femer bedeutet 

00 

5 ) ®(p,6'» — »„(p) » 

J '>2 = 1 

ttt© von dem lrn Interval], (— Jlf, -J- Jf) varnerenden Paiametei p 
bhangige definite beschi ankte qnadiatische Foim (Spelfo alfot m), deren 
V"erte fui jedes feste Weitsystem dei ^ mit wachsendem p yon 

>») ®(— jf,s',r)=o bis ecu, r, r) = JS’s;* 

jj = i 

lonoton und stetig wachsen odei auch streckenweise konstant bleiben, 

534) Z) Hilbert™ 1 ), msbes Satz 32, p I37f , Satz 33, p J45f Em aualoges, 
enxgei weitgehendes Resultat, lm wesentlichen die Existenz und die (6) ent- 
xreckende Darstellung emer (mcht notwendig emdeutig bestimmten) Resolvente, 
irfc er gleichzeitig [ibid Satz 31, p 124 f, vgl dazn Nr 19 21S )] fur solche 
clit beschrankte Formen abgeleitet, bei denen die charaktenstischen Werte g^ 
r Abschmtte ^ [vgl (7)] inindestena erne reelle Zahl mcht zum Haufungs- 
Lnkt kaben (isfc oo diese Zahl, so ist $ beschi ankt) Ubngens weiden bei 
Ibeit stets m dei aus der Theone der Integialgleicbungen ublicben Bezeich- 
ngsweise an Stelle dei nn Text benutzten Parameteiweite r, q ibie rezipioken 
©xte, an Stelle dei Formensckar St — also die (£ — XSt versvcndet, dahei 
aieben die bei lhm ale Punkt- und Stieckenspektrum bezeichneten Mengen 
a den reziproken Wei ten der Zablcn der nn Text entspiecbend bezeichneten 
*xigen — Das Auftieten kontmuierhcb verteilter Ausnahmewerte statt abzahl- 
r unendlickvieler Eigenwerte war bei gewissen durch tngonometnsche Funk- 
oen losbaien Randwertanfgaben \on alters her bekannt Dar&tellung der Lo- 
3 g-en durch Founersche Integrate statt durch Founersche JReihen Aut die 
,crhchkeit allgemeineier Typen solcher „Bandenspektren“, bestehend aus un- 
^licbvielen gefcrennfcen Strecken, bei geeigneten Randweitaufgaben hat bei ©its 
Wirtinqej , Math Ann 48 (1897), p 365—389, § 9 hmgewiesen 
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und deren Zuwackse 


(5b) r, r) = ©((»', r, £') - ®(<s r, so -^*„(e)s;s; 


j>,7= i 


m beliebigen Intervallen J, den Faltimgsgleichungen genugen 


(5 c) 


^@ = 0, d 1 ^/, s, y = 0, 

? =1 

wenn z/ 5 kerne Punkte gemem haben, 
= d b 24s 4s *= Js , 

X V — 1 


(5c) kann mit Hilfe emer willkui lichen stetigen Funktion u(q) iiiudi 
in die Faltungsgleickung zusammengefabt weiden 
( +ir +m + at 

J ii(q)cK5{q) J u{q)cI^>{q) =J d li 

— M —M - M 

oo -f M + M | )f 

^ f n (Q) ds P , (?) J u (Q) ds r,j((>) ==/ «(?) 2 *,„,(?) 

r = 1 — J / — jV — 



Die Integiale in (4), (5) sind mi Sticltjcsschen ttmno (s Encykl II 
C9b, Nr 35 d 7 Montel-JRosenthal ) veialanden Die ab/alilbaio Mongo 
der keiBt PunUspeld) um (dislontinum Itches Spehhiim), die pnfnkU* 
Menge der Stellen q (|p| ^ M), m deien LTmgebung (3(p, £■', £■') meliL 
fur alle konstant in q ist, StreckensprUrum ( [kontmumUdir s /fyr*7ir 
die Veremigungsmenge beidei nebst den IIcLufungssteLlen des 


Punktspekti urns Spektrum von if, jede diesei Mengen isf gogcimbui 
orthogonalen Tiansfoimationen von ft invariant Geliurt v dem Hpek- 
tinm von ft mcbfc an ; so besitzt ft(:c, a,) — 1/6(7, a) erne boa eh rank to 
Reziproke (vgl Nr 18b, 2), die analog zu (4) dargo&tellt wild dumb 

(« k(v, * «) + -fr*?. 

(«) — jr 


Hilbeits Beweis dieses Theoiems beiulit auf der Dmcbfuhrung 
des Grenzubet gauges n-> oo in der Foimel der orthogonalen Tians- 
formation des Absehmttes 530 ) 


0 ) S,(®, *) = * ,) 2 , ?<"> ^ 950 ^ 


j> = 1 


< o(») 

== "n 1 


635) Einen ganz analogen GronzprozeB bei einem sackhch verwandton, ah or 
emfachere Verhaltnisse daibietenden Pioblem der Kettenbruchtkeorie liable bc- 
mts T J Shelves™) duichgeiuhrt, wegen des sachlichen VorJultnuaea souiei 
heone zu den besehrankten quadiatiscben Foimen vgl Nr 43 c Man leigloiche 
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die smd die Nullstellen der Deteimmante von $£ n — (vgl 
Ni 1 b) und liegen samtlich absolat unterhalb der Scbranke M von ® 
Ei betrachtet fui jedes Wertsystem x u x 2 , die Folge derjenigen 
streckenweise konstanten Funktionen von q, deien n iQ fur 
Null ist und an jeder Stelle q = qW einen Sprung gleich {^w^pXpf 
(bzw wenn mebieie pW ubeieinstimmen, gleicb der Summe dei ent- 
spieclienden Quadiate) besitzt, duicb Anwendung eines Auswahlvei- 
fahiens (vgl Ni 16 b) und Heianziehung der Integrale nacb q ge- 
wmnt ei sodann als Gienzfunktion emer Teilfolge dieser Funktionen 
eiue nut wachsendem p niebt abnehmende Funktion %(q : x,x)j die 
bei festem q erne definite besehrankte quadratiscbe Form der x p ist 
Ihre Spnmgstellen in der Veiandeilichen q liefern das Punktspektrum, 
die Betrage ibrei Spiunge die neuen Vauablen als Lmearformen 
der x p , lbi von den Spiungen befreiter stetiger monoton waclisender 
Bestaudteil ist die Spektialform @(p,a?, a), das gesamte Spektrum ist 
m der Menge der Haufungsstellen der enthalten 53Ba ) 

3 An unmittelbaren Folgerungen des Hilbertscben Theorems 
sei eiwahnt, daB bei vollsteUgen Formen die Spektralform &(q,x,x) = 0 
und lim = 0 wad 536 ) — uberemstimmend mit Nr. 40, (12) — und 

«->oo 

dafi bei positiv defimten Formen und nur bei solchen das gesamte 
Spektium mcbt negativ ist 

Die verscbiedenen Arten von Spektralpunkten q konnen durch 
das Veihalten der zur quadratisehen Form $ (x, x) p @ (x, x) ge- 
liorigen unendlichvjelen lmeaien Gleicbungen in folgender Weise cba- 
rakteiisieit weiden Emmal existiert fur sumthche SteUen q des Speh' 
trwns heme besebiankte Reziproke zu $ — p@ 587 ) Zweitens besitzen 


aueh die kurze Andeutung von S'leltjes uber den Zusammenbang seiner Unter- 
suchungen mit Poincares Arbeit* 7 ) uber die Eigenwerte der Potentialgleichung 
(b Nr 5, p 1352 f nnd Nr 33 c) in Correspondance d’Hermite et de Stieltjes, 
t II (Pans 1905), p 411 — Die etwas allgemeinere Annaherimg emer be- 

sebrunkten Foim durob passende volhtetige Formen (statt speziell durch die Ab- 
sc-bnitte) bildet den Grnndgedanken emer Methode von E Bilb, s Nr 44 a, ) 
635a) DaB es mit lhr mcbt identiscb ist, zeigt das Beispiel der Foim 
2*4. + ^,^+ , wo das Spektrum ans den SteUen <? = ± 1 bestebt, ivab- 

rend nntei den p<”> unendlichoft 0 \oikommt (vgl 0 Toephts 184 ), § 6 ) 

536) R Well, Palermo Rend 27 (1909), p 373-392, 402 bat untersuobt, 
wie das Spektrum allgemein durch Addition emer vollsteUgen Form »(*,*) ™ 
»(*,*) beemftuBt vnrd, ei fand, daB das gesamte Spektrum hierbei ungeandert 
bleibt, daB aber zu jedem St(x,x) ein »(*,*) so bestimmt werden km da 
® + S8 Lem St, eclenipeltrum mebr bat Der erste Teil dieser Aussage folgt 
ubngens auch direkt aus der ScbluBbemerkung von Nr 18 b, 4 
637) E Hettinger 548 ), § 3 



1580 II C 13 Helhngei -Toephts Integialgl u Grl nut unendlichv Unbekannten 


fur die Stellen q u des Pwikispeld) urns — uud nur fui sie — genau 
entspiedhend den Veibaltmssen bei vollstetigen Foimen (s Ni 4-0 c ; 
(13)) die liomogenen Gleicbungen 


(S) — Qa w p = 0 (P — 1,2, ) 

<1 = 1 

Losungeu von konvergenter Quadiatsumme, die duick die den ent- 
sprechenden Yanablen £ a zugebo ligen Koeffizienten dei oitliogonalen 
Transformation gelieferfc weiden 53S ) Endlieb geliort em reelles Inter- 
val! A dann und nui dann dem Sh eclcenspehhum an, wemi es abzabl- 
bar unencllicbviele stetige m jenem Intervall und jedem seinei Teil- 
mtervalle mcht samthcb konstante Funktionen <> p (q) gibt, die fui alle 
q des Intel vails A den Gleicbungen 

oo Q 

( 9 ) 2 —f W<^o) = o (p — i, 2, ) 

s = l — M 

genugen — das Integial wiederum lm Stieltjesscben Sinne veistan- 
den — und deien Quadiatsumme obendiem gegen eine stetige Funk- 
tion 6 0 (q) konveigieit 

( 9a ) Jw=<a«o, 

p = i 

solche Losungeu G p (g) sind die Koeffizienten s M (p) jeder q iDn Zeile dci 
Spektralform, und samtliehe Losungen konnen dutch besfcimmfce Re- 
kuisionsveifahren aus llinen eizeugt weiden 5as) ) Haben die a (q) spe- 
ziell stetige Ableitungen (p^(p) nach p, so gilt gleichzeitig 

oo 

2k M (p s (Q) — p«p /p ( ? ) = 0 (p = 1 ; 2, ), 

falls die emgehenden Reihen gleichmafiig m p konyergieien, alsdanu 
smd also diese gewohnlichen liomogenen Gleicbungen nut dem Koeffi- 
zientensystem ft — p® losbar durch stetige Funktionen von p, die 
kerne Lonvergente Quadiatsumme, wohl abei Integrate nach p nut 
honvet genter Quadratsumme haben 6 «) Fui jedes Losungssystem von 
(9) gelten notwendig die folgenden, den Oithogonahtatseigenschaften dei 


538) D Hilbeit** 1 ), Satz 34, p 147 - Tiber dm Stalls 0 des Punktspok- 
trums (Eigemvert oo) und den Begnff der Abgcschhseenhe.t gilt das in Ni 40 d 
p 1559 und 612 *) fur rolls tetige Formen gesagte 

539) Nach dem Mustei der Gieichungen, die fui Hilbert bei der Konstiuk- 
tion seiner Beispiele ) mafigebend waren, bat E Helhngei c < 8 ), § s diese Deii- 

bei j Hdhn »" ^ § 5 del Kon- 

540) E Helltnger M ), § 3 — y g l aueh 612 ) 
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Eigenfunktionen emei Integialgleicbung (Ni 30 c, (3)) entsprecbenden 
Oithogonalitatsielationen fur die Zuwachse 46 p {g) = (p) 

in beliebigen Terim ter va lien 541 ) 

00 

P = 1 

wenn A, /1 1 kemen Punkt gemein liaben, 

i = ^oUO 

p=l 

Ans lhnen folgt, claB o 0 (p) stets eme mcbt abnebmende, tf (p) eme 
Funktion beschi anktei Scbwankimg ist Dabei besitzt tf (p) mit Aus- 
nabme emei Nullmenge eme Ableitung nacb p nnd ebenso eme cp p (tf 0 ) 
nach a 0 = <? 0 (p) 7 und <j^(p) ist femei als unbestim rates Integial (lm 
Lebesguescben Smnej von <p p (ff 0 ) nach tf 0 darstellbai ; man kann dahei 
das Streckenspektium duich clie als „Aquivalenzen“ anfzufassenden Grlei- 
cbungen (9') fai die cp p (<3 0 ) cbaraktensieien 512 ) — Unabhangig von dem 
Ubeigang zu Diffeientialquotienten kann man den Sacbveihalt symbo- 
liscb aucb so ausdiucken 539 ), daB das System dei „Diffeientiale“ tftfp(p) 
die (8) analogen Gleicbungen an den Stellen des Streckenspektrums 

(9b) — = 0 (JP = 1 >2, ) 

als „Diffe) e>itiaUosnngen“ eifullt, wabrend ^(d6 p (Q)) 2 gegen das Diffe- 
rential emei stetigen monotonen Funktion tf 0 (p) konveigiert, (10) 
kann dann als 0) thogonahtat diesei Diffetentzallos ungen gedeutet weiden 

4 Die JHiIbe) Ischen Eesultate smd ancb auf andeien Wegen her- 
geleitet worden JE Helhnge ) 518 ) eibnngt den Existenzbeweis des duicb 
die Losbarkeit dei Gleicbungen (8) bzw (9) lm soeben angegebenen 
Smne cbaiakteiisierten Spektmms in folgender Weise Nacb dem 

511; j E Helhnge) C4J ), § 5, dei Beweis ist die smngemafie Ubeitragung des 
emfachen SchluBveifabrens bei Integialgleicbungen <5S6 ) auf die biei obwaltenden 
schwierigeren Veihultmsse, vgl dazu auch 11 Wey Z 567 ), p 296ff, wo dasselbe 
SckluBveifabien bei smgularen Integialgleichungen angewandt wird 

542) Die zur Duiclifuhnmg des Dbeiganges zu den cp p (a Q ) notweudige Heran- 

ziebung der Lebesguescben Integiationstbeone bei H Hahn™ s ), msbes § 2, 4, 
vgl anch E Hclhngei Bts ), § 8 — Smd nui endliehviele l pq m jeder Zeile =4= 0 
(,, finite Foirnen 11 ), und kann man die Gleicbungen (9') rekursiv auflosen, so kommen 
nils Losungen <p p nur Polynome ui q m Betracbt, 0 Toepht? b&& ) , Nr 1 bat ge~ 
zeigt, da6 man jede bescbmnkte Form durcb ortbogonale Transformation 

dei Veranderlicben m eme Form jenei besonderen Art uberfubren kann (vgl 
aucb die weiteigekende Zerspaltung Ni 13 c, 2) 

543) E Hdhnger , J f Math 136 (1900), p 210-271 = Habilit -Scbnft Mar- 
burg 1909, insbes Kap Ill 
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Toephtzschen Kiiterium (Ni ISb, 3) in seiner Ubeitragung auf kom- 
plexe Formen (vgl Nr lSb,6) besitzt die Foim $ — rE fui jedes 
mchtieelle v — q + ip (a 4= 0) eme besehiankte Reziproke K(v, 
da (St - vC)(® — vli) — (ft — — p©) + /x 2 ® fm 2xl = 1 

oberbalb p 2 bleibt, die Hilbscke Reibe Nr 18, (16) m entspieckendei 
Modifikation fur komplexe Formen steilt K dar, und ihre Majonsierung 
gibt die Sthranke 

O 00 oo 


( 11 ) 


*«(*')*#*« ^ |7|2^ 

^ 2 “! ]) — l 

Weiteibm eigibt sich, etwa mit Hilfe dei Entwicklung nach Iteneiten, 
daB K(v,x,z) fin alle mcht dem reellen Inteivall ( — M, -f ■ M) an- 
gehongen Werte v erne regulare analytiscbe Funkfcion von v ist, deien 
Residuum bei v = oo den Weit d(x, z) hat, dahei kann die Exi&tenz 
des Spektrums durch smngemaBe Foitbildung deijenigen funldionen- 
theoretischen Mdhoden gefolgert weiden, die nach dem Vorbild von 
E Poincare auf Randweitpiobleme von Diffeientialgleichungen sowie 
gelegentlich auch auf Integialgleichungen angewendet ivoiden smd B4i ) 
(vgl Nr 6 s4 ), 33c, 31c, Ende) Duich Anwendung des Cauchyschen 
Integralsatzes auf em das leelle Segment ( — M y JM) einscklieBendes 
Rechteck erhalt man namhch 

( 12 ) jf { K (Q + ^,x>z) — HQ-W,x,x)}dQ=:27t®(cc ) zy, 


femer ist, da K an konjugiert lmagmaien Stellen konjugieite Werte 
kat, der Integrand leell und, wie aus der Hilbschen Reihe zu ent- 
nehrnen, eme positiv definite qnadratische Foim dei x Daiaus kann 
geschlossen werden, daB das bis q erstreckte Integial gegen eme nut 
P monoton von 0 bis 2x(S(x,x) wachsende definite besohnmkte qua- 
dratische Foim 2z%(q, x, x) konveigiert Integneit man nun den 
lmagmaien Teil der Gleichungen 


2l pr * rt {q + »f0 - (? + */0* P! (p + »*t) = e pj ( 2 ;, 2 = 1,2, ), 

die die Reziprokeneigensehaft von K(n, x, %) ansdrucken, nach p bei 
festem ft und lafit alsdann 11 gegen 0 gehen, so findet man, daB em- 
mal an dea Sprungstellen p a von % die Gleichungen (8) duicli die 


_ , , 544) E Henm 9 erW )< § 9 Die Konvergenzabschatzungen beruhen auf ( 11 ) 

Ibtw me “ a i B “ h aUf d16 ^b^agung der bekannten elementien 
Abacbatzungen de S log- uud arc tg-Iutegrales m den Matnzenkalkul (Integration 

hinaus & " ™ C “ aglIiartei1 der ugeometriechen Reibe“ des Matuzenkalkuls) 
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Koeffizienten jedei Zeile von X(p a + 0) — X(p a — 0), also duich 
GxoBen konvergentei Quadrat9umme ; anderei seits fur Inter valle ste- 
tigen Wachstums von %(q) die Gleichungen (9) durch die Koeffizienten 
des von den Sprungstellen befreiten stetigen Bestandteils 6 von % 
erfullt sind — und da % mcht konstant ist ; ist dannt die ExiBtenz 
des Spektrmns gewahrleistet und zugleicli ein Veifalnen zur prmzi- 
piellen Konstiuktion des Spektrums und dei zugehorigen Losungen 
gegeben; auch die Daistellungen (4), (6) konnen analog (12) ge- 
wonnen weiden 

Erne wesentlich andeie Metbode zur Gewmnung der Hilbeitscben 
Resultate bat F Hies z™) angegeben Ei gebt von der Bemerkung 
aus, daB man aus (6) duicb Potenzentwicklung nacb a' -1 die folgeude 
Darstellung der iterieiten Foimen von $ eibalt, wobei Summen- und 
Integi albestandfceile mittels der unstetigen quadratiscben Foim %) 

za emem Sheltjesschen Integi al zusammengefafit smd 



Das smd abei gerade die Gleichungen des vei allgem einerten Momenten- 
problems dei Gestalt (7) von Ni 22, das F Riesa™) selbst bekandelt 

11U1 daB die gegebenea GroBen von unendlickvielen Para- 

metein x y , x-,, quadiatisck abhangen, ei zeigt, daB seme Losbar- 
keitsbedingungen bier erfullt smd und daB die Losung % erne be- 
schiankte quadratische Form jenei Parameter x p wild 546 ) 

b') Das Oi thogonalinvan ant en- System Wabiend m (4) 
hmsicbtlich des Punktspektrums beieits erne Noimalfoim eneiebt 
ist die, falls kein Stieckenspektium voihanden ist, in der Gesamtheit 
der p das vollstandige System dei Oitbogonalmvananten einei qua- 
diatisckeu Foim eikeunen lafit, ist in (4) hmsicbtlich des Strecken- 
spektrums erne solche Nomialform noch mekt entbalten Jedocb hat 
646 )lr Biesz, Crott Nachr 1910, p 190-195 Vgl auch die Gesamtdar- 

stellung der Theorie in F liiesz, Liteiatui A 8, Chap V 

5%) In seinem Buch (Lxteiatnx A 8, Chap V) gibt F Bus: erne durch den 
Matnzeukalkul zusammengefaBte sehi dmchsicbbge D^telkng dwses BeweiBeB, 
er komrnt dei Sache nach auf erne Gbertragung der Approximation durch Poly- 
pe m den Matrr/enkalkul hinaus - Die Darstellung dieser Methode kann 

^h so ausgestaltet warden, daB K(„ ™ 

ihre Potenzentwicklung nach r 1 gegeben angesehen wire! und fur sie die 

S,S„V..l Integi ftltostellung to Nl 4S '> 

der Losung des Momentenpioblems gegeben wird 
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D Hilbert^) beieits darauf hingewiesen, daB man enfcspiecliend den 
bekannfcen Beispielen dei Kettenbiuchtheoue (s Ni 43 c) das emfachste 
Beispiel emei Spektialfoim duich den Ansatz fur line Abschmtte 

n n 

(1 4) <S n 0 , x, x) =/( co p ( q) x v )~dQ (» — 1, 3, ) 

m p-l 

erhalt, wo die em vollstandiges nnd oithogonales Funktionen- 

system (Ni 15 a) fui das Interval! {m } M) bedeuten, die zugebonge 
quadrahsche Form ist gegeben duicli 

jf V w 

(14 a) l pq =f > a p (q) a q (g)dQ, «„(*,*)“/? (^ a p (?) b) ~ d( ?' 

m m p — 1 

bat das Intervall (m, M) znm ;; einfachen Spektium" und allc nut vei- 
scbiedenen Funktionensystemen so daistellbaien Founcn nut dem- 
selben Spektium smd oitkogonal inemandei tiansforraieibai 

Im AnschluB hieian hat E Hellinget 518 ) gezeigt, wic man jede 
Spektialfoim dnicli eme oithogonale Tiansfoimation in eme Summe 
abzahlbai unendlichvieler einfachei Bestandteile zeispalten kann, die 
dem Typus nach analog (14) gebildete Integiale von Quadiaten von 
Lineai formen smd Um diese Betiachtungen im Beieich dei Funktionen 
beschianktei Schwankung diuchfuhien zu konnen, stellt ei eme Eiwoi- 
tetung des Stieltjesscheu Integialbegnfles auf, m die Fiodukto nnd 
Quotienten von Diffeientialen emgeken 549 ), mit Hilfe dicsei Integiale 
kann duich orthogonale Tiansfoimation dei Voiandei lichen }cdc be- 
schumlde Form §i(x, %), die mu cm Sheclenspellnim bcsifeb, in hath - 
stens cibzcihlbar unendhchoiele Fotmcn vet schiedenet Variablem alien m - 
fallf wet den , von denen jede duich em (14a) veiallgememerndes Into- 
gial ernes quadratischen Diffeientuls daistellbai ist 



- v 


54:7) D Hilbett 631 ), p 153 ff 

5-18) E Helhnger, Die Ortbogonalinvananten quadratischeL Doimcn \on 
unendlichvielen Vanabelen Dissertation , Gottingen 1907, 84 S — Das Zer- 
spaltungsverfabren msbes in § 9, Satz HI, das Kiitenum fur orthogonale Aqui- 
valenz in § 11, Satz VIII, p 80, m emein Spezialtall § 10, Sat/ VII, p 74 

649) E Helhnge) B “* 8 ), Kap II Die Defimtionen ftndet man m Encykl II G 9 b 
[Mont el- Rosenthal), Ni 35 c Wegen des Znsammenhangg mit Lebesgueschen 
Integral en vgl E Helhnger 5 ™), p 7, 29, H Hahn 55 *), § 2, E W Hobson , London 
Math Soc Proc (2) 18 (1920), p 219—255 H Hahn 55 *) hat ubngena die Theoi le der 
Oi thogonalm vananten untei Eisetzung der Helhngerschen Integrale durch Lebes- 
guesche mit Benutzung der Theone der Lebesgueschen Integrale erneut daigestellfc 
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die entspiechende Zeilegung gilt fui die Spektialform Dabei be- 
deuten fui jeden Index a die tf£d(p) Funktionen bescbi anktei Schwan- 
kung, die nut ^ a) (p) den Oitbogonalitatsielationen (10) und obendiem 
dei „ V ollstandigkeitsrelation“ 


(15 a) 



genugen, die Lmeaifoimen lieiBen demgemaB em oitho- 

p - 1 

gonales und vollstandiges System von Biffei entialfoi men nut de i Basis - 
function Jedei Summand von (15) besitzt die perfekte 

Menge dei Punkte, m deien Umgebung a c 0 a) (p) mcbt konstant ist, zum 
jfimfachen Spektium^, und zwei Foimen mit emfacliem Spektrum smd 
gewifi dann orthogonal memandei tiansfoinneibar, wenn ihie Basis- 
funktionen identisch smd 551 ) 

Auch (15) ist noch kerne Normalfoim, msofern eineiseits Foimen 
mit veischiedenen Basisfunktionen und demselben emfachen Spek- 
truni oithogonal aquivalent sein konnen, andeieiseits Teilmtegiale dei 
Summanden von (15) in Integrale dei gleichen Ge&talt transfoimiert 
und ebenso die Summanden untei Umstanden anders zusammengefaBt 
werden konnen Tiotzdem laBt sich auf lhr, wie E Helhnger us ) ge- 
zeigt hat, em allgememes notwendiges und Innreichendes Kntenmn fui 
die oi bhogonale Aqiuvalenz zweier quadratisckei Foimen aufbauen Es 
mmmt eme wesenthch emfackeie Form an, wenn man mit H Halm™ 2 ) 
den folgenden von diesem emgefuhiten Beguff heianzieht Das System 
der Basisfunktionen tf[j*)(p) keiBt geoidnet, wenn fur /3 > cc m ]edem 
Kons tan zmtei vail von <jjf)(p) auch <?{j jl )(p) konstant ist, und wenn duich 
die Abbildung 6^ = g^(q), jedei Nullmenge dei Va- 

nablen eme Nullmenge von <sW zugeordnet ist, jede Darstellung 


550 ) Aus den c^(q) entstehen duich die orthogonale Transformation, die 
die m die uberfukit, Losungen dei Gleichungen ( 9 ) und durch passende 
Kombination nnfc willkurlichen Funktionen von q entstehen samthche Losungen, 
vgl E Hellim/er fi4S ), § 7, p 256 f — Von der Definition der oithogonalen Diffe- 
rentia lformen als Losungen von ( 9 ) ausgebend, bat E Sellings? , Kap II eme 
direkte von der Ililbeitscben Tkeone und dei vorbengen Kenntms der Spektral- 
form @ unabkungige Heileitung clei Zerspaltungsfoimel ( 15 ) gegeben — Verall- 
gememerungen dieses Tbeoiems auf symmetnsieibcive Forruen bzw auf Sckaren 
bymmetnscbei Formen baben A J Pell 5 ' 8 ) und/ Hyslop B ~ & ) gegeben (s Nr 41b, 3) 

551 ) E Helhnger fil8 ), § 9 , Satz IV 

552 ) S Halm , Monatsb Math Phys 23 ( 1912 ), p 161—224 Insbes Ni 35 , 
p 206 ff (geordnete Systeme), sowie Nr 42 , p 216 ff (das Kriteiium) 
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(15) kann man durck ortkogonale Transformation in eme nut geord- 
neten Basisfunktionen ubeifuhien, d h kurz gesagt, man kann in 
jeden Summanden von (15) moglickst viele Bestandteile auf Eosten 
der folgenden kmemzieken Zivei in der Gestalt (15) nnt den geoid- 
neten Bcisisfwihhonen <?M({>) bziv r^(p) daygestellte quad) atische Fonnen 
sind nan dann und mu dann memande) oithogonal hansfoi mie>b(u } 
ivenn fur jeden Index a in jedem Konstanzinto vail von tf ( 0 ft) (p) auch 
z\ in jedem von x^(p) auch o^{q) Lonstant ist, und wenn iveitey- 
lun dwell die Abhldung <?(“) = <j[“>(p) ; zW = t[">(p) jedo Nullmenge 
m 6^ eine in sowie jede> m x^ eme m zageoidnet ivird m ) 
Haben die Formen auBeidem nock ein Punktspektrum, so tntt weitei- 
km nock die Bedmgung dei Uberemstimraung dei nack lkiei Viel- 
fackkeit (d i nack der Anzakl der in (4) mit lknen multiplizieiten 
Quadrate) gezahlten Stellen des Punktspektrums kmzu 

c) Zusammenkang mit dei S tieltj es schen Ivettenbruek- 
tkeone Neben dem schon beruhrten 585 ) 546 ) metkodiscken Zusammen- 
kang dei Tkeorie der quadratiscken Foimen mit der Tkeone dei 
Eettenbiucke, wie sie T J Stieltjes 25y ) entwickelt kat, bleibt nun nock 
der sackliche Zusammenkang zur Geltung zu bungen Er beiukt aul 
dei foimalen Tatsacke, daB die aus emei sog J-Foim ( Jacobischen Form) 


( 16 ) s (*, x ) =2 — 2lx x +1 ) (b 4= 0) 

25 = 1 

mit dem Eoeffizientensystem 3 — gebildeten Gleiekungssysteme 
dnrek Nakerungsnenner und -zaklei des Kettenbruches 


(17) 


u(y) = 


1 I 

l*i — v 


M \ V 1 

I — V | Oj ~ V 


befriedigt werden, sowie daiauf, dafi man fur eme J'-Foim von end- 
lichvielen Veianderlichen aus den Naherungsnennein des entsprechen- 
den etidlichen Kettenbiuches die oitbogonale Transfoimation auf eme 
Summe von Quadraten erhalt 65,a ) Schon E Heme iSi ) hat 1 m AnschluB 


653) In den Anwendungen treten vorzugsweise aolche Formen auf, bei denen 
jede Baaisfunktion e£ a) = ff< a) ( 9 ) jeder Nullmenge der <?-Ackse eme Nullmenge in 
®o zuordnet (darunter speziell diejemgen, bei denen die a { "'> ( q) stetig diffeien- 
zierbar amd Oder wemgstens emen beachrankten Differenzenquotienten haben), 
bei ihnen kann man atets zu Baaiafunktionen ubergehen, die MaSfuuktionen mefi- 
barer Mengen der p-Achae sind, und die Aquivalenzbedmgung reduziert aicb 
auf die Uberematimmung gewisser bis auf Nullraengen bestimmtei mellbarer 
Mengen der p-Achse (b E Helhnger 5 ‘ 8 ), § 10) 

563a) 0 G J Jacobi, Monatsber Akad Berlin 1818, p 414—117 = J f Math 
39 (1848), p 290-292 = Gea Werke YI, p 318-321, L Kronccler, Monatsber 
Akad Berlin 1878, p 95—121 = Werke II, p 37—70, E Heme™'), p 4S0ff 

554) E Heme, Eandbucb der Kugelfunktionen, Bd I, 2 Aufl (Berlin 18781 
p 420—432 Jl 
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daran darauf hmgewiesen, daft fin gewisse unendliche J - Formen der 
unendliche Kettenbiucli (17) foimal ebenfalls die oithogonale Trans- 
formation auf eine Quadiatsumme liefert 

1 Fui eine beech anlde J-Fonn 7 die durcli die Bedmgungen 
\ci p \<LM, \b p \^M ckaraktei xsiei fc ist, gelten folgende Tatsachen 555 ) 
X)ie Bildung der Rezipioken K(u, x 7 x) von 3(x,x) — v&(x,x) analog 
bekannten Foimeln der Kettenbiuchtheone liefeit als ersten Koeffi- 
sjienten x it (v) geiade den Kettenbruch u(y), wahiend alle x pq (v) gauze 
lineai e Funktionen von u(y) mit Polynomen m v als Koeffizienten 
smd 3(rc, x) bat ein einf aches St) eclenspelctnim und em emfaches 
JPunldspeUnm, dessen Stellen moglichei weise in das Stieckenspektrum 
fallen konnen, die Losnngen der komogenen Gleichungen (8) fur das 
I? unkt- und (9') fur das Stieckenspektrum (vgl 542 )) weiden duich die 
Kettenbrucknenner rt p (v) geliefeifc, die Polynome (p — l) ten Giades in 
x? smd Das Veifahien von Nr 43 a, 4 zui Gewmnung des Spektiums 
fui dies© spezielle Form ^s{x,x) liefert m seiner Anwendung auf 
x ( v) = u(v) eine mcbt abnehmende Funktion g(q) und durcb sie die 
Stieltjesschc Liteguddai stellung fm den Kettenbruch (17) 


(is) 


) 


— yi 

femer gelten die Beziehungen 

r 

' 0 

04=2) 

(19 a) 

— M 1 

1 

0 = 2), 


+ 2f 1 

c 

f 0 

i-H 

A 

1 

(19 b) 



Ns 

1 

7 


— 21 

1 a r 

0 = 2) 


Die Sprungstellen von <y(p) geben das Punktspektium, der von den 
Sprungen befieite stetige Bestandteil Streckenspektium und Basis- 
funktion 


2 Die Beziebung der J^Foimen und damit der Kettenbiucbe zur 
Theone beliebige) bescbrankter Foimen wird duicb den Satz von 

O. Toephtz 5B6 ) kergestellt, daB jede bescbrankte quadratische Form 
cluich erne oithogonale Transformation in eme Summe hochstens ab- 
0 €Lldbar unendlichviele) J-Fo>men ve>sclnedene> Vanablemeilien uber- 
gefnhrt weiden kann Diese Zeispaltung ist abei mit dei in Ni 43 b 

555) 0 Toephtz, Gott Nackr 1910, p 489 — 506, Nr 3 , E Hellinger und 
O. Toephtz, J f Math 144 (1914), p 212—238, 318, § 1 

556) 0 Toephtz 2 * * 5 ™), Nr 2, der Beweis benutzt die Spekfcrumstheorien von 
ISTr 43 a), b) mcht 
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gegebenen im wesentlicben ldentisch, denn, wio E Hcllmcje ) und 
0 Toejihtz 557 ) bewiesen baben, kami jede besclnankte qinidiatische 
Form S mit einfachem St) eclenspektmm und emfachem moyhchent ei^e 
auch das St?eclen^peht)um uholctcje) ndnn Punltspelhum (nthoqonal in 
eme J-Foim transfo?mie>t weulen, und zwai gibt es unendliehviele 
solcbe r/-Formen, die alien moghchen an den Stellen des Piuiktspek- 
trums passend eiganzten Basisfunktionen von ft' ememdeutig zuge- 
oidneb sind 

3 Die Anwendung dei Hilbe ) tfschen Theone auf die J-Foimen 
liefert msofein meht genau die Stieltjcs scbe Tlieone doi KeLfcenbmrhe, 
als cliese dei Sacbe nacb sich mcbi auf btsehrmlda Foimen t ) 
beziebt, sondein auf solcbe — besclnankfce odei imbeschi ankle — ; 
deien Abschmtfce &) samtlicb de/unt smd r,f,H ) 7 sic fulut dalioi 

auf Integialdai stellungen dei Gestalt (18), die ubci die positive p-llulb- 
acbse eistieckt sind (0 q < + oo) Im Gi unde Bind bmdo IMle 
mcbt wesentlich vonemander veiscbieden, bei boidon oxistieit dei 
Kettenbrucb bzw die Rezipioke von S — vS mcbt mu als aruly- 
tiscbe Funktion von v in dei obeien mid unteien Halbebene fui sidi, 
sondem die beiden Zweige sind langs ernes minufclelbai angebbaren 
Teiles dei leellen Acbse — namlicb auBeibalb des Integiationsintei- 
valles von (18) — analytiscb meinandei foitsetzbai [heson Zu- 

sammenbang bat von Seifcen dei Kettenbiucbtlieorie J (homma 
nabei unteisucht 

Darubei bmauB abei bat J Gromma 5r>0 ) mit semei Methode, einci 
Anwendung des Hilbertscben Auswablverfabiens, als eistei EcflulUte 
auch fui den allgemeinen Fall behebige) teello Koefjizicnten ct pf b Jt von 
( 16 )> ( l7 ) gewonnen m dem die Nullstellen pM dei Detmminiiuten 
von \5 n (vgl die Bemeikung zu (7)) moglicheiweisc kein Infcci- 

vall dei leellen p-Aebse mebi fiei lassen und also die Zweige von 


557) ReTlinger-Toeplit* 565 ), § 2 , 3 Dei Beweis beiuhfc auf dor Konsfciuklion 
ernes (19 a) genugeuden Poly nom systems diuch Ortliogonahsieien der Pofccm/en 

q p und Yei wen dung des Systems von Diffeientialformen /^(c?) (Ig(q) unt dor 
Basis c (q) “ v 

558j Bei Sheltyes~™) selbst sind diese Bedmgungen etwas anclers ausge- 
Bpiochen, da er m der Hauptsache die Kettenbiuchfoim -j- 1 I _j_ 1 I _|_ 
behandelfc, bier lauten sie eintach c lt > 0 1 * ^ c * 

569) 7 Grommet, J f Math 144 (1914), p 114-166 = Dissert Gotta,™, 
er Mtndieit anlaBlicb der Bekandlung ernes funktionentheoretischen P,oblomes 

/- omen, von denen an Lauf der Untersncbung zu zeig-en ,st, daB sie be, don 
Bedmgungen genugen 
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u(v) bzw K(vj x, ^) m dei obeien unci unteren Halbebene nicht mehr 
notwendig analytisch memander foitsetzbar smd 5 ei erbalt so Dai- 
steUungen duich ube? die ganze leelle Achse etsiieclte Integrate (18) 
Gelegentlicb semei Unteisuchungen uber das veiaUgememerte Stieltjes- 
sche Momeuienpioblem (Ni 22 d) bat H Hambwger 560 j diese Giom- 
meischen Resultate wesentlich ausgebaut, und er hat msbesondeie fur 
den Fall, daB das Momentenpioblem erne un wesentlich en emdeuhg 
bestmimte Losung besitzt, eme cmdeatig beshmmte von — oo bis -f- oc 
etsheckte Integ) oldai stellung (18) fa 7 den EettenhrucJi gegeben, er bat 
femer gezeigt, daB diesei Fall geiacle claim emtiitt, wenn der Ketten- 
biucli yyVollstandig ]ionveigie)t i{ , d h wenn die nut emeui mchtieellen v 
gebildeten modifizieiten Naheiungsbiuche 

_ x _! _ *1 1 _ _ b '«-i \ 

\a L — v | a 2 — v \a n — v — h b n 

fui alle reellen Zahlen h emen und denselben Gienzwert haben, da 
Tint ist zugleich eme Aussage uber die Spelt* aldai stellung der milit- 
besch) anlten J-Foimen gewonnen 5b0a ) E Helhnger 561 ) hat dieses Pio- 
blem, au^gehend von dei Unteisuchung der zu 3 — gehongen Glei- 
chungen, analog semei m Ni 43 a, 4 geschildeiten Methode behandelt, 
an Stelle der Konstiuktion dei Reziproken duich die Hilbsehe Reihe 
tntt dabei die Unteisuchung dei duich erne „Randbedmgung“ er- 
ganzten mhomogenen Gleichungeu 

(a x — v)x 1 — \x 2 ===== 1 

(20a) — + {a i ,— v)x p —b p x p ^ = 0 (p = 2, ,») 

a p+i = ® > 

deren Losnng duich (20) gegeben wild, m lhier Abhangigkeit von 
7i und n bei nichtreellem v Vollstandige Konveigenz liegt vor, wenn 
die zu 3 — gehongen homogenen Gleichungeu fui em (und damit 

560) H Hamburger-™), insbes Math Ann 81, Satz XIV, p 292 Vgl auch 
die anderen in Ni 22 d dazu zitieiten Arbeiten 

560 a) Gewisse umfassendere Klassen mcbtbeschrankter quadratiseber Formen 
sind von T Carleman 5 ™), insbes p 185— 188 ini Rahmen seiner Untersuchungen 
uber mchtbeschrankte Integralgleichungen (Nr 44 c) zugleich mit bebandelt woi- 
den Man \gl hierzu auch die Darstellung dei Kettenbruchtheoue und des 
Momentenproblems bei T Carleman*™), p 189—220 

561) E Helhnger , Math Ann 86 (1922;, p 18—29 — Die Behandlung der 
Gleichungeu (20 a) ist analog dei Behandlung von Randweitaufgaben gewohn- 
lichei DifFerentialgl eichungen 2 Ordn fur em unendliches Inteivall als Grenzfall 
emer Randweifcaufgabe fur wachsendes endliches Inteivall, vgl dazu H Weyl t 
Math Ann 68 (1910), p 220—269, insbes p 225 ff und E Hilb } ibid 76 (1915), 
p 333—339 
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fin jedes) mchtreelle v kerne mcht ldentisch yciscliwindende Losung 
von absolnt konyeigentei Quadiatsumiiie besitzen 

d) Besondeie quadiatische imd bilmeaie Foimen 
0 Toeplitz 563 ) bat untei dei Bezeichnung icgulciie L-l i 'o)men bi- 
Imeare odei quadrat l 9 ebe Formen des Typus 

00 

(2i) 

v>'l = - 00 

untersucht, wo die c q _ p die (leelleti odei komplexen) Ivoeffi/aeuton 
ernei Laiuentschen Reibe 

(21a) A-) 

— oo 


smd ? deren Konveigenznng den Emheitskieis | | = 1 entbalt Eme 
regulare L-Fnrm ist stets bescbiankt, Summe und Piodukt lru Sunn* 
des Matn/enkalkuls (Ni 18a, 5) smd wiedei legulaie X-Fomien, die 
zur Summe bzw clem Piodukt dei entspiecbenden Laments ebon [\Vihon 
geboren y) hat dann und niu dann eme bcschranktu Hozipioku, 
wenn f(z) 4=0 fui \z\ — 1, und die Re/ipioke ist die vw (/(.))~' { go 
honge L-Foira Die zu f(g) — v gebonge Z-Foim £(a, y) — y) 

bat also eme beschiankte Rezipioke, wenn f(?) =4 v fur \z\ = 1 ? die 
Gesamtheit dei Weite v 7 die f[z) fui |<s'| = 1 annimmt, 1 st dabei m 
smngemaBei Ubertiagung dei Defmitionen yon Nr IS a uls SpcUnon 
von 2 zu bezeicbnen 

1st c n =c_ n und smd alle c„ leell, also &(x,x) cine t cello, quadtatmhr 

00 

Fonn > so 1 st f{z) = c 0 +2cJ/ 1 + *-•) fui |s| = l ieoll und das 

n = 1 

Spehb um von S,(x, x) genau un Smne von Nr 43 a ht dwell die (!r- 
samtheit dei leellcn Weite von 


(^ 2 ) Q — fi? n ) = c 0 + 2^’c„ cos no (S)<a<'2%) 

72 — 1 

gegeben D ie Cauchysche Integialdarstellung dei Koeffi/ienton von 
(21a) bzw die Fouiieiscbe deiei von (22) gibt unmittelbai mebt mu 
die Hilbertscbe Integialdaistellung von 2 (a,, x), sondein aueb die Zn- 
spaltung des Spell) um& m nnfath mhlende Bestandlede, denn sic liofeit 


(22 a) 


2 -P 


Tt 

i 


cosyic cos Q(5 -)- smpff smgo)rf (7 


_ Sal—Wfi T0 T? l «i’ &0 , tt T NftChr 1907 ’ P 110 ~ U5 Und Math Alln 70 (1911), 
p 376 -DaB hier dei Index der Vanablen von - oo b la + oo Uuft kommt 

Sun^de^Y ^ ErkUlun S eD aut emc umvetenthdio Urn 

dnung der Yauablen hinaus, vgl Math Ann 70, p 364, FuBn 
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ad dei Veigleick mit (15) nacb Einfubiung von q — f(e l a ) als Inte- 
ationsveiandei lichei eigibt Das Speltnim von £(#, x) besteht ans 
m Intovallen do leellen g-Achse, anf die (22) den Einheitslzreis al- 
Idet , jedes Teihntervall mit dei Vielfachheit go echnet, in dey es dutch 
e Abbildung gehefett ivird , die Basisfunktionen sind die Inversen 
q ) dei Funktionen (22) m lkren Monotomtatsmtervallen, die zu- 
vkongen oithogonalen Diiferentialfoimen haben die Koeffizienten 
•a P6{q)(Ig(q) und 

Nuck (22), (22a) kann man uuch zu jeder nur als Funbtion der 
ellen Yeicinderlicben 6 im Intervall (0, %) gegebenen stetigen oder 
deihmgsweise stetigen Funktion cp(a) eme i-Foim bilden 0 Toeplitz 
t ge/eigt ; daB auch diese beschrankt ist, wenn cp{a ) besckrankt ist 
id da6 lhr Spektium aus dem Wertvoirat von <p(a) bestebt 563 ) 

Fui nicbtsymmefciische Z-Foimen bat 0 Toephtz 562 ) das Problem 
r AhnhcKked in Angriff genommen (vgl Nr 41, (3)), d b die Frage, 
inn es zu £ ; 2ft eine bescbrankte Matrix U mit beschrankter Rezi- 
oken gibt, so daB II” 1 £11 = 2ft ist, notwendige Bedmgung ist die 
leiemstimmung der Spektien 

Veiallgememeningen dei Z-Foimen baben M Botn und Th v Kat- 
m n61 ) gelegentlicb pkysikaliscbei Anwendungen verwendet, sie ent- 
‘lien, wenn man als Verandeiliche n Reiben von mit je n Indizes 
isebenen GioBen anmmmt und eme quadiatisebe Form von lhnen 
det, deien Koeffizienten nur von den Diffeienzen entspreebender 
dizes dei auttietenden Veiandei lichen abbangen — fui «.= 2 also 

f-oo 

{ Cp— — ( iXpq &&P ”4“ Cp—ct,u— i'fcjpqiju (S ”F” y <* } 

P ( h 

44. Eigentlich singular© Integralgleichungen zweiter Art mit 
nmetnschem Kern Wird dei reelle synimetuscbe Kern emer Inte- 
ilgleicbung 2 Ait so stalk singulai, daB die Satze dei Eigenweit- 

563) 0 ToepltL CBC ), Nr 4, diese (mchtregulaien) X-Poimen konnen also 
h em au^ Punkten oder getiennten Stucken bestehendes Spektrum haben 
iter Inn stellfc Toephts p 56 ), Ni 5, Math Ann 70 602 ), & 3, 5] Determinanten- 
enen datiu aut, daB cp(a) durchweg mcbt negativ ist, aowie allgememei 
he fur die Gesamtlange der Jntervalle, in denen gp(<>)^0 Wegen der Be- 
lungen diesei Satze zu C Cctratlieodo ? i/s Untersucbungen uber Potenzreiben 
positivem reellen Teil vgl 0 Toeplitz 9 Palermo Bend 12 (1911), p 191 192 

le F Fui>., LiteLatur A 8, p 178ft 

504 ) M Bo) n und Th v Kcumcui , Phys Ztschr 13 (1912), p 297—309, 
1911), p 15—19, 65—71, M Born , Ann d Phys (4) 44 (1914), p 605—642 — 
r die weiteie Literatur und die zaklieicben in der Theoue der Knstallgittei 
aubteten FoLmen dieser und \erwandtei Arten vgl Encykl Y 25, AT Born , 
»es Ni 18, 10 
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theoiie (Nr 30 — 35) mckt meki gelten, so heiBe Me mi (iogens.it/ 
zu den m Ni 36a behandelteu an eigen tlicli smguLnen Intogialglei- 
cliiiDgen cigeniluh singula > (vgl Ni 21 1 u * die Auflosungstlieone), 
aisdami kann unter passenden Voiaussetzungeii clinch Uheihagimg dei 
Resultate von Ni 13 eme modifi/ieite Eigemveithhooiio Inngeleiiel' 
weiden, die neben die diskontmiueilieh veiteilten Eigemveitc em /Con- 
tinuum von Ausnahmebtdlen, neben die LJeiheiientwiclduiigen Juicy* al- 
dai stellungen tieten LiBfc (vgl 5<}, ) 7 Ende) 

cl) Beschiankte Kerne Nachdem K ILlb^) uml etwa gleudi- 
zedig H Wegl 56t> ) ini AnschluB au D Hilbeits 4 Mittnl r,ai ) gewisse 
besondeie Klassen eigenthcli singular ei Integialgleicliungen mull vci- 
schiedeneti, auch allgememeici Anwencltmg fdhigen Motlioden ljclnm- 
delt batten, hat H Weyl bG1 ) die volkUnclige Ubeihuguug <]<*i Ihlhaf 
sehen nncl Hclhnge} sdien Satze (Nr 13 a, b) auf Intogi algleiclnmgim 
lm emzelnen duichgefuhit El bezeichnet als syiumchiMhc herein unite 
Ke)>ie solche, die ini Defimtionsquadiat a </ s, / l* nut. Aus 

nalime endlichvielei Punkte und ondlichvielei nioiiotomn stetigei 

u 

Kuivenstucke stetig sind, fut die feinm j /.(a, ty<ii --- (/ (sO)- mil Aiis- 

a 

nahme hoclistens abzahlbai unendhehvielei, hoehsiens cine lhmlungs- 
stelle besitzender Stellen existieit uud eme sonsL iibera.il si.ei.ige Kunk- 
tion darstellt, unci fui die endlieh das D op pel integral 

b b 

(1) [ (J 1 0 s t 0 u ( s ) u(t) ^' s d/| <[ J\'I 

a a 

ist fui alle Funktionen u(s), fui welche 

5 b 

a a) flinch £ 1 und /|7„(.s) it(s) j rfs 

u u 

konvergiert Weyl fuhit nuu das Ililhertsche LJbei gangs vcifaliicii von 

605) E Hilb, Math Ann 00 (190S;, p l— Go - [lalnl -Sdmll Erlangen, 
<ire von lhm behandelten rntegialgleichungen gehoren /u ItandwerUuIgabon von 
Differentulgleichungen 2 Ordn tur an singul.ue Stellen honiiueu hendo Intor- 
valle und weiden duich Gienrubeig.mg aus den bekaiinten S.it/en ul.ei appro 
xiuuerende regulars Intervallc behandelt 

560) E Weyl, Siugulare Integialgleichungen nut besondeici I!ei udmichti- 
gung dea Founeischen Tntegraltlieoreins , Dissertation Gottingen 1908, 86 S , 
insbes 2 Abschn , behandelt woiden Kerne, die den Ililbeitscben Beupioleu 
Nr 43, (14a) tur Poirnen mit cinlachem Spektrum enlspreoben 

567) E Weyl Math Ann 00 (1908), p 273-324 In dei Form woidit dif 
Darstellung das Textea insotern unwesentlich von Wej 1 ab, als em endliehes 
Integrationsmtei vail (a, b) stalt des unondhehen (0, oo) verwondet wird 
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Integralgleichungen zu Formen unendlichvieler Veiandei lichen (s Nr 15 
und 4:0 e) fui den voiliegenden Fall duicli ? mdem er em „passendes“ 
vollstandiges Orthogonalsystem konstiuieit, bei dessen Amvendung die 
beirn Ubergang durehzufuhienden Integiations- und Summationspio- 
zesse konvergieien Die quadratische Integralfoim (1) wild dann m 
eine beschranhfe quadratische Form dei Founeikoeffizienten von ti(s) 
transfoimieit, und die Satze von Nr 4:3 a ? b ergeben msbesondeie fol- 
gende Resultate 

1 Die homogene Integi algleicbung 

(2) <p« (s) — l„fl (s, t)<pjt)di = 0 

a 

hat fur hochstens abzahlbai unendlichviele (abei moglicherweise auch 
lm Endlichen sich haufende) leelle Stellen X u , die Stellen des Pwild- 
speldnms b[j8 ) von L(s, t ), eine samt lhiem Quadrat mtegnerbaie Losung 

2 Chaiaktenstisch dafui, daB em reelles X - Intel vail A dem 

Stt cclen^eldrum 568 ) von angehoit, ist die Esistens emer Funk- 

tion <D(s, X), die als Funktion von X m kemem Teilmtei vail von A 
identisch fur alle s (a <[ s l) konstant ist, die femei fui alle X in A 
die Gleichung i b 

(3 ) ( s , X) —f x d xf l ( s > 0 ® ft X)dt = 0 

erfullt, und die endlich em konveigentes und m X stetiges Quadrat- 

mtegial b 

(3 a) f(d>(s,X)y-ds = e,(l) 

a 

besitzt, die Diileientiale d x <P (s, X) konnen symbolisch als „Differen- 
tiallosungen^ dei Gleiekungen (2) bezeichnet weiden Man kann em 
vollstandiges System hochstens abzahlbai vielei solcher Losungen 
(p^fSyX) mit den duich (3a) zugeoidneten „Basisfunktionen“ 
angeben, die das gesamte Streckenspektrum chaiaktensieren 56q ) 

3 Jedei nicht identisch verschwmdende leelle symmetnscke Kern 
besitzt imndestens Punkt- oder Stieckenspektrum Ist fui eine beliebige 
qnadiatisch mtegneibaie Funktion g(t) 

b 

(4a) f(s) —J l(s, t)g(t)cU, 

a 

568) Die Zablenwerte des Punkt- und Streckenspektrums sind hier die 
reziproken der bei der quadratischen Foim entsprechend bezeiehneten — gemafi 
tier in deL Tkeorie der Integralgleichungen ubhchen Bezeichnungsweise [vgl &H )] 

569) P Nalh , Paleimo Rend 46 (1922), p 49—90 hat dies von Integralen 
luI allgemeine lineaie symmetrische Pun 1 hniMnn r hn 
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so ist nnt Hilfe des vollstandigen Systems dei Losungon von (2) uud 

(3) die Entwicklung inoglich, 

I -i 

(4) f(s)~=^?\<p a (s)J 

(«J l a — oo 

In diesei Fotmel liegfc eme weitgehende Veiallgeni omening dei 
Foim des Fomieiseken Infcegialtkeoiems voi Hat spe/jel! Z(,s < } t) mu 
em emfaches Streckenspektrmn ist ieinei |ff 0 (/l)| gleiih deni 

lmearen Inhalfc des zwiseken 0 nnd l gelegencn Hpukluuns, imd hut 
endlich <I>(s, A) die stetige Ableitung <p( s, A) mich l, so vmeuiLidit 
sick (4) in b 

(£) f(s ) =j<p(s, £)J<p(k, X)f(t)iUdl, 

(3K) a 

wofem das limere Integral gleichniaBig in der Lfiugelmng jodoi Hfceile 
l des Spektiums 3)Z konvoigieit G ‘°) 

An Stelle des Hilbeitscken Yerfahiens kann aucli lnei dm Fisrfur- 
R,esz seke Satz wie in Ni 15 d den Ubeigang zu den besohi.inkteu 
quadiatiscken Foimen yei nntteln r,7l J 

Endlick sei bemeikt ; daB die gleicben Fkscheinungen des Htiedcen- 
spektiums auck bei den von P Nalh r>7J ) melufadi beliandolten Inte- 
gialgleickungen dei Form 

h 

y(s) — A{/.(s)qo(6j +jl(s, t)<p(t)dt\ = 0 

a 

nut stekgem l(s) und l(s, t) auftieten, da luor diit. liitigi.il zwui omcr 
rolls tetigen, dei gauze Faktoi von X aber emei dutch Addition emer 
Diagonalform daiaus entstehenden beschrankten qu.ulnitiselion Form 
entspricht 

b) Besondeie bescbiankte Iveiue smd in oistei Lime bet 
Anwendungen auf singulare Randweitaufgaben melulacli boliandolt 


J d„ { "\X) I 


570) E Weyl™), p 300 f sowie °“») Weita.u ..bur d.osen Ssomleil.ill bo. 
M Plancherel, Palermo Rend 30 (1910), p 289-335, J Hijilop , Pioe Cambnd-o 
Phil Soc 22 (1924), p lii9— 185 behandelt llrn entapiechend di i Darstellung von 
H Bahn 6iQ ) nnt Lebesgneschen Integralen 

571) M Plancliercl, R.v fia mat 10 (1909), p 37—53 [insbes fur don Pall 

von »•)] some Math Ann 67 (1909), p 315-518 [anch iur mcht boB.brunktn 
Keine wie in 512 )] 


572) P Ealli , Rom Acc Lmc Rend (5; 27, (19181, p 118-123 159- 103 

" 2 - 19 \r 0 - 263 ’ 316 ~ 322 ’ 28 i ( 1919 )> P 200-201, Ann di Mat (8) 2s 
(1910), p 235—261, Palermo Rend 43 (1919), p 105—124 
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worclen r ' 73 ) Weiteihm baben veisckiedene Autoien Integral gleichun gen 
fur ein unendliches Intervall nut Kemen, cbe sich aus Exponential- 
funktionen zusammensetzen, m lhiem Zusammenhang rnit Fouuerscben 
und andeien Reihen- imd Integialdaistellungen unteisuebt 574 J 

e) Nichtbesckiankte Seine hat in system atischei Weise 
T Ccnleman 575 j nack Methoden behandelt, die den m Ni 43 c, B be- 
spiochenen punzipiell paiallel laufen, seme Voiaussetzungen uber die 
zugelassenen Kerne kommen im we^entlichen darauf hinaus, daB fur 
]edes d > 0 aus (a, b) emlhcbviele Intervalle dei Lange d so heiaus 
geboben werden konnen, daB das wie in a) defimeite l(s) m dem 
Rest ijuadratisch. mtegueibar ist Er appioximiert l{s, t) durcb einen 
regulaien Kem and eihalt duieb ein Auswaklverfakren erne (im all- 
gemeinen mcht emdeutjg bestimmte) Spektialdaistellung dm eh Inte- 
giale In besondeien Fallen (entspiechend dem Fall der Bestimmt- 
belt beim Momentenpioblem) eigibt sich aucli erne emdeutig be- 
Integi aldarstelJimg, msbesondere ist das dann dei Fall, wenn 
die homogene Integi algleichtmg fui ein (und damit fiu jedes) mcbt- 
ieelle X kerne mckt identiscb verschwmdende Losung nut absolut 
infegnerbaiein Quadiat besitzt 

45. Der allgememe Standpunkt der Funktionaloperationen 

a) Die Algebia dei Funktionaiopei ationen zeigt lbie 
sfctu bsfce Wnkung m dei Elemental fceileitheone Die Daistellung und 
Grruppieiung von Ni 89 (vgl insbes l91 )) ist entspiechend dei von 
B JPincherle ausgebenden Ideenrichtung so angelegfc, daB dei allge- 
nieme foimale Gedanke, msbesondeie cbe Betonung dei m van an ten 
Systeme, ummltelbai beivoitntt 

b) Dei foi mal-abstiakte Standpunkt (geneial analysis) 
Das m Nr 24 c ubei E E Mooie und seme Schuler Gesagte ubei- 
tragt sich unmittelbai auf die Eigemverttheorie Die Gesamtbeit 9# 


673) Vou diesen Unteisuchungen seien bier nur die selbstandige Metboden 
enthaltenden Arbeiten eiwabnt E Hill) fiG6 ) so^ie Eilanger Bei 43 (1911), p 68-71, 
Math Ann 7o (1916), p 333-339 und H Weyl, Gott Nachr 1909, p 37-63, 
1910. p 412—467, Math Ann 68 (1910), p 220—269 

574) H Absclin 3, 5cr ), Teil 2, G H Heady , London Math ^oc 

Proc (2) 7 (1909), p 445-472, E Picard , Pans C B 151 (1910), p 606-610 
152 (1911), p 61-68, Ann fic Noun (3) 28 (1911), p 313-324 J JDroste, 
Aiusteid Akad Wet Ve.sl 20, MU), P 396-599, F S Pan, O K 

167 (1913;, p 198-201, Battagl Ghom 62(1914), p 187-203, E Gowsat, Pan, 

C U 167 (1913), p 843 — 84b, J Jhjslop™) 

575) T Carle man, Pans C R 171 (1920), p 383-380 Sux les equa ions 
integrates singulzeies a noyau .del et symetnque, Uppsala unzvers azssknft 
1933, 228 S 
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dei betiackteten Stellen (FunktionenJ x(s) mu6 kiei auBei den Eigen- 
sekaften L } C, D, Z> 0 nock die Realitatseigenscliaft It kaben, die Opeia- 
tion J auBer i ; M nock die Eigensckaften P, P 0? H, die alle sekon m 
Nr 24 c formulieit waren, alsdann gelten die Scklusse von E Schmidts 
Eigenwer fctkeone 4 1 ) (vgl Ni 30 — 34) 

Der bedmgte Nutzen dieses Ergebmsses ist bier noek klaier fest- 
zustellen als m Ni 24 c Demi kiei bei den leellen symmeti iscken 
Kernen und den reellen quadiatiscken Foimen liegen die axiomati- 
seken Verkaltnisse weit emfackei als m der Auflosungstkeone Wemi 
m ^E^ pq oc p y q die y p = x p gesetzt weiden, so daB eme quadiatiscke 
Foim daraus wild, fallen die Moglichkeiten allgememeiei Kcmveigenz- 
bedingungen (vgl Ni 20 d) foil die beiden zaemander dualen Aick- 
koiper D nnd zl konnen namlich offenbai nui dann mifcemandei 
identisck sein, wenn sie beide m die Emheitskugel ubeigehen, der 
Hilbeitscke Raum ist also dei emzige, der fur die Eigenweittkeone 
reeller, synnnetrischer Formen m Betiackt komnit Und kiei ist nun 
dei Untersckied von Tatsacken und Mefclioden evident die auBeisten 
Tatsachen ? die kier gelten, sind die in Nr 40 gesclnldeiten dei voll- 
stetigen quadiatiscken Foimen, die Vollstetigkeit eisckemt als das 
notwendige und kimeickende Axiom fur die Gultigkeifc diesei Tatsachen 
Die Methode von Nr 33 a dagegen ist an das Yorkandensein der Spuien 

Ju n \s } s)ds wemgstens vou einei bestimmten an gebunden, okne dLese 

n O 7 


gar mcht ansetzbar und kann also me die Tatsacben in llirem yollen 
Wirkungsbereick liefern Kerne „Grenei alisation" diesei Methode, die 
an ihiem Grundgeiust festbalt, kann also daian etwas andern 


Anders ist der Saekveihalt in dei Elementarteileitheorie llier 
sind in Wahiheit wedei Methode noch Tatsache vorhanden, die emen 
ahnlichen Anspiuch wie die dei Eigenweittheone eiheben konnten 
Fur die Schule yon E H Mooie fehlte daium hier jeder Ansatzpunkt 
bur den Standpunkt von Ni 20 d. der nach Aufkebung der Sym- 
metnefordei ung wiedei in sein voiles Recht tritt, bleibt wemerstens 
der Ansatzpunkt offen, wie ei am Ende von Nr 41 und von Nr 42 
nahei gekennzeichnet worden l^t 

c) Die methodische Auswnkung dei Theone. Die Gienzen, 
die den m dei Integialgleichungslehie enthaltenen Methoden crezo-en 

worden 1 T* T ^ VOn Nl 24c ^ aufg°ewiesen 

worden, zugleich hat sich ergeben, daB die Beieitschaft, den Funk- 

tionemainn je nach den vorliegenden Problemen abznstecken, wesent- 

h lst > ^ voihandenen Methoden fruchtbar zu eihalten Erne 
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Heilie von neueien Untersuch ungen sckeint die Ricbtung anzudeuten, 
m dei eme solche Foitwirkung der Tlieone zu eiboffen ist 

Die Aibeiten von W JRztz 576 ) mit lhiem ausgesprocbenen nume- 
uscben Eifolge zeigen das Mustei ernes Openeiens mit dem alge- 
" biaischen Grekalt dei Integialgleicbungstheoiie obne das Substrat der- 
selben, cl b obne daB die Diffeientialgleichungen, die zu losen sind, 
eist m Integi aigleicbungen umgefount weiden Emige Aibeiten von 
L Lichtenstein 577 ) baben diesen Weg mit etwas veranderten Mitteln und 
mebr theoretiseber Zielsetzung fortgesetzt, hiei wire! dnekt vom Rand- 
■weitpioblem ohne den klassisclien Umweg ubei die Integialgleichungen 
zu einem Pioblem der unendlicbvielen Yeianderlicben uberffecfaucren, 
wobei das Kooidmatensystem (d h das Oitbogonalsystem, nach dem 
entwickelt wire!) dem Pioblem angepaBfc wild JR Cowant 518 ) bat ge- 
zeigt, wie man seine Weiterbildung der JSilbeztschen Metbode des 
Dnichletscben Pnnzips (vgl Ni 32 i) und das an den Integralglei- 
chungen eiprobte Openeren mit Funktionenfolgen (vgl etwa Ni 33 d, 
Ende) niebt nui zu Existenzbeweisen, sondern aucb zu emer voll- 
standigen Durehfuhrung von Randweitaufgaben der veiscbiedensten Art 
anwenden kann, obne den Ubergang zu einem der Aufgabe fiemden 
(iebiet (Integralglei cluing en oder Unendlicbviele Unbekannte) zwischen- 
zuscbalten 

67b) W Mibz ir '), vgl M Elancherel, Pane C R 169 (1919), p 1152—1155, 
Darb Bull (2) 47 (1923), p 376—383, 397-412, (2) 48 (1924), p 12—48, 58—80, 
93—109 

677) L Lichtenstein m ) sowie Pans C It 157 (1913), p 629 — 632, 1508 — 
1511, J 1 Math 146 (1914), p 24 — 85, Prace mat -fis 26 (1914), p 219 — 262, 
,oa ), Acta math 40 (1915), p 1 — 34, Math Ztschi 3 (1919), p 127—160, Rospr 
Wyclz mat fis., Polst Akad Umaej 59 A (1919), p 79—89, H Geinnger , Math 
Ztschr 12 (1922), p 1—17 

578) E CoHrani 3OS ) S7C “) 40S ) 422 ) 4 “ Sa ) 441 ), Gott Nacbr 1923, p 81— &4 sowie 
Courant Hilheit, Literatui A 11, Kap VI 
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Nachwort der Redaktion. 

Die voiliegeade zweite Halfte des dirt ten Teils vom zweiten, dei 
Analysis gewidmeten Bande dei EncykLopadie bnngt diesen Band sum 
AbschluB Dieser dntte Teil sollte neben Eiganzungen der beiden 
ersten Teile msbesondeie die Fo rtentwicklung dei Analysis bis zur 
neusten Zeit brmgen Ein solches Unteinehroen liatte uui daun auf 
ein vollstandiges Getmgen lecbnen konnen, wenn es inneibalb wemgei 
Jabre hatte duichgefubrt weiden konnen Leider wai dies infolge des 
Ivneges und der Nacbkriegsjahie nichfc moglicb, imd so muBte sich 
die Redaktion zu mancbeilei Koinpronnssen entscliheBen Znnaclist 
war es unruoglich, an der uispmnglich geplanten Anordnung dei em- 
zelnen Aitikel festzubalten, win es dock olmehin schwieng genug, 
wemgstens eme einigermaBeu zusannnenkangende Anoidnung zu er- 
reicben Als feinei wahrend dei Inflationszed dei AbscbluB des Bandes 
ubeikaupt in Prage gestellt wai, entsekloB sick die Redaktion wenn 
aack schweien Heizens, emen geplanten Eiganzungsartikel uber pai- 
tielle Diffei entialgleiekuugen des hypeibolischen und paraboliscken 
Typus ganz taken zu lassen, da bei den nbiigen nock aussfcebenden 
Artikeln eine sehnellere Beendiguug eibofft weiden konnte Mocbte 
dei nun vollendete Band II dei Encyfelopadie, wenn ei ancb mcht 
ganz so eiscbopfend ausgefallen 1 st, wie es eigentlicb in der Absichfc 
dei Redaktion lag, befiucbtend auf die Veibieitung und Weiterenfc- 
wicklung der Analysis einwirken 

Mit Webmut gedenken wu unseies so fiub dabiugeschiedenen 
Mitaibeiteis H ButlliauU, dei von 1890 bis zu swnem Tode im 
Jabre 1914 seme leiche Erfabiung m den Dienst dei Redaktion ge- 
stekt batte Herzlicben Dank statten wu aucb an diesei SteUe 
TF TFw tinger ab, dei trotz seiner starken amtlichen Inanspiucbnahmo 
von 1905 bis 1912 in mubevollei Tatigkeit die Redaktion des zweiten 
Teiles gefubrt bat Den schweisten Veilust abei eilitt die Redaktion 
dumb den Heimgang Felix Klems Dmften wir Klein m seinei off 
bewundeiten Vielseitigkeit nbeihaupt als die Seele dei ganzen Ency- 
klopadie veiebren, so daukt lbm msbesondeie aueh unser Band ein 
me ermtidendes Inteiesse und eme stets foidemde Anteilnabme, und 
wu empfinden es scbmerzheb, daft er die VoUendnng dieses Bandes 
tiiclit rnehr erleben durfte 



Register zu Band II, 3. Tell. 1 ) 

Die btichworte des Registeis Bind durcb gesperiten Drnek kervoigehoben, die 
Wiederholung dei Stickworte ist durcli emen Bmdestrich ang^deutefc ’ Die 
Zahlen beziohen eieh auf die Seiten des Bandes, die groBeren auf den Text, 
die kleineieu aaf die FuBnofcen Die alpbabetische Anordnung ist m bezug auf 
Haupt und Eigeuscbaftsworfce soweit als moghch eingehalten Woiteaus fremden 
Spraehen weiden im ailgemeinen nm dann aufgefnhit, wenn mcbt die worfehche 
ffberset/ung m deutscher Sprache an sicb vorkommfc 


A 

a , Machtigkeit emei abzahlbar unend 
hcbeu Menge 87 r > 

Abbildung, Ecweiteiung einei gege- 
benen — 950, — Jordanscber Kurven, 
Euvcifcorung <j>s, 950, — 9 Klasse 059, 
konioirae — 177, 217, a auch konfoun, 
mefibaie — 982, quasi konforme — 2Gi, 
i66, regublie — 082 , Sclihchfckeit emei 

— 270, 888, stetige — der Strecke auf 
das Quadiat 048, streckenfcieue — 217 

A bbiidungsgi ad ofio, 050, Invariant 
957 

Abelscbe Diiferenfciale 575/70, — Funk- 
tionen Oil, — 1 Grcnzweifcsatz 475, 
— Jnfcegiale, algebiaische Relationen 
016, lutpgrale, Arouholdsche Foim 
695, — Integrale, Exibtenzbeweis aut 
gescblossenm RiemannHcben Flacben 
2hb, — integiale, Fundamentalautgabe 
577 , — IntegiaLe, CJmkebrproblem 6 10 , 
zu ciuem Koipei K(y^ x) gekonge — 
Integiale 574, — Infcegialgleichung 
1850, 1 464 f , — l Kern 1456, — Sum- 
matiorismethode 477, 758, — s Tkeo- 
lem, als Additionspnnzip der Integrale 
h45, — s Theorem, allgememsteb 6 47, 

— a Theoiem, die daiaus folgenden 
Heduktionsproblenie 638, — Tians- 
lormation 1222 

Ab gescblosaene Hulle 865, — r Kein 
1507,151 i r >2 1/25, 1527 , — Menges d , 


— ortbogonale Funktionensysteme 
1247, 1260, cos nx, s mnx (n = 0, 1, 
2, j als — s oi fchogonales Funktionen- 
svsfcem 1194, 1215, — vollstetige qua- 
diatiscbe Form 1559 

Abgescklossenheit ernes oithogona- 
Jen Funktionensys terns 1237 

Ableitung 1086/7, allgememe — 1115, 
approximative — 1114/5, asymptoti- 
bche — 1114, Bestiminung emer Funk- 
tion mit Hilfe lhiei — 1101, 1104, 
Eigenschaften 1089, exakte — 1115, 
Exisfcenz dei — en 1091, — en von Funk- 
tionen mekrerer Veranderlicher 1115, 
Tntegriei bai keifc 1098, hnke (binteie) — 
1087, — einer Mengenfunktion 1133, 
nicht mtegrable — 1099, nicht sum- 
mieibare — 1100, paitielle — 1123, 
paitielle — en, Veitausckbaikeit dei 
zweiten partiellen — en 1127, prrmi- 
tive Funktion emei gegebenen — s 
Funktion, unbestuumtes integral emer 

— 1105, — des unbestimmten Inte- 
grals 1096, — des unbestimmten Inte- 
grals emei Funktion von zwei Ver- 
anderlichen 1131 ,unendliche-- 1094/5, 
vordere (lechte) — 10S6 

Ableitung einer Menge 860/1, — n tbl 
Ordnung 862, O 1 ' — 865, — trans- 
fimtei Ordnung 867 

Abscbnitte emer Bilmearform 1400 
1424 


1) Zusammengestellt untei Mitwirkung der Veifasser dei emzelnen Benchte 
von G Foeista und E Ililb 
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Absehmttsmethode — Analytische Fortsetzung 


Abschnittsmetkode bei der Auf- 
losung hnearer Gleicbungen mit un- 
endliclmelen Unbekannten uu, 1432 
Absolut additive Mengenfunktion s d 
Absolut stetige Funktion 1007, 

Mengenfunktion 1009, gleicb- 

iriadig absolut stetig 1083, s auch. 
total stetig 

Absolutes Fundamentalsystem 563 
Absolute Kouvergenz s Konvergenz 
Abspaltungsveiiahi enmderTbeorie 
der uneudlicben Deteimmauten 1421 
Abspaltungs\eifahrenzurLosung 
vou Funktionalgleicbungen U67, — be- 
scbrankter Gleichungssysteme 1432, 
1502, — zui Losung der Dixonschen 
Gleichungssysteme 1443, — vollste- 
tigei Gleichungssysteme 1412/3, 1447 f, 
144S, 1502, — \on Integralgleichungen 
1377, 1388, 1501 

Ab stand zweiei Punkte 877, 1018, 
— ernes Punktes von einer Menge 
878, — zweier Mengen 878 
Abstrakte Mengen 856 
Abszissen, BeBtimmung bei niimeri- 
scher Quadiatur 5S, mittleie — 113 
Abteilungs weise stetige Funktionen 
1U0 

Abz^hlbar 86s, 875 
Abzahlbarkeitsaxiome 1021 
Additionsregeln von konvergenten 
Reiben 13 

Additionstheoi em dei Binomialko- 
effizienten 22, — e dei tngonometn- 
acben Funktionen 34 
Additive bzw absolut— Mengenfunk- 
tionen s d , — Zableutbeone 829 
Adh.irenz einer Menge 872 
Adjungieite Kuive 591, 596, — Eigen- 
funktionen ernes unsymmetriscben 
Kernes U93, lo33, 1544 
Ahnliche Bibnearfoimen, Problem dei 
Aknlickkeit 1565, 1571, 1591 
A equivalent tur die Stelle jj 537 

Aquivalente Basissyiteine 625, Di- 

visoren 541, 569, — Divisoren in be- 
zug auf M 569, — Elemente 54b, 646, 

— Funktionen 1027, — Systeme 563 
— Wege 621 ‘ ' 

Aquivalenzbegriff fur Fouiien eiben 
HG9, - fur vollstandige Orthogonal- 
systeme 1393 ff 

Aquivalenzen, als _ autzufassende 
Lrleichungen 1581 


Aubeie und mnere Punkte einei Menge 
880, — Punkte von s 620, — Grenz- 
menge S91 

Atfme Transformation im Raume von 
unendlichvielen Veianderlichen 1438 
Aggregate, completed 866 , — con- 
nected 897 

Aichkoiper, konvexer 1440 
Aire exteneuie, mteneure 905 
Algebiaiscbe Analysis 1, — Divi- 
soren 552, — Funktionen, aritlimeti- 
sebe Theone 533, — Funktionen zweier 
unabhangiger Verandeiliclier, arith- 
metische Theone 051 — Gebilde 681, 
605, — Gleicbung zwiseken zwei ein- 
deutigen analytischen Funktionen 415, 
— Kuiven mi Raume von s Dimcn- 
sionen 598, — Knrven, die zum Koipei 
K(y> *&) gehoren 581, — Noimierung 
dei Fundamentalmtegiale eister and 
zweitei Gattung 616, — Raumkurven, 
Theone 602, — Relationen zwischen 
Abelscben Integralen 610, — Systeme 
und lhre Elementarteiler 502, — Zah- 
len, arithmetiscbeTbeorio 642, — Zakl- 
korper 842, — Zaklkorper und die 
lhnen isomorphen ration alcn K011- 
giuenzkoiper 643 

Allgememer Kern 1513, 1525, 1527 
Altei n a ti vsatzbeilntegralgleicbungen 
1376, 1409, — bei vollstetigen Glei- 
ebungssystemen 1409, 1410 

Altermei ende Form 1501, —1 Kern 
1535 

Alteimei endes Verfahrcn (von 
Schwarz) 171, 256, 268/69, ~ Hilfs- 
8atz von Schwaiz 222, 244, 257/68, 

— , Hilfssatz von Schwaiz, Analoo'on 
im Raum 25b 

Analysis situs 949, Anwendungen cb 1 
Mengenlebre auf — 1012 

Analytiscb darstellbare Funktionen 
1177 

Analytische Abbildungen 529 
Hauptproblem 5 31 

Analytische Fortset/ung 6, 445, 
vermittels Integialdaistellungen 
453, — vermittels konlormer Abbil- 
dung 447 , erste Mittag-LefSersche Me- 
, e ZWP1 t© Mifctag-Leffleiscke 
Method© 448, Modifikation duichPam- 
levd 450, weiteie Mittag-LeffWhe 
Mefchoden 458/59, - durcb Zuruck- 
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fuhrung aut che Summation dei geo- 
metnachen Reibe 451 
Analytisehe Funktionen 6, 216, 
382, — anthmeti8che Eigenschalten 
514, — Begriff 389, — Cauchy -Rie- 
mannsche Definition 214, 382, — 
Cauchy- Riemanns che Definition, Er- 
weiteiuno-en 216, 187, — Existenzbe- 
reich s d , — emdeuhge Parametei- 
daistellung 390, s auch ITniformisie- 
lung, Reihen von aoalytischen Funk- 
tionen 491, — WeierstiaB Meiaysche 
Definition 6, 382, — von zwei Vei- 
anderlichen, Definition 517, analyti- 
scher Charaktcr lhrer Smgularitaten- 
manmgtaltigkeit 524, Existenzbereieh 
525, Fehlen isolicitei singuLuerStellen 
523, Nullmarinigialtigkeiten 528, aiu- 
gulaie Stellen 522, — von unendlich- 
vielen Veranderluhen 1482,1184,1499 
Analytisches Gebilde 389 
Analytisehe Zahlentheorie 722 
Angenaherte Daistellung der Inte- 
gxale lineaier Difierentialgleichungen 
fui groBe Parameteiwerte 1256/57 
Annaherungen, Methode der sukzes- 
siven — 680, s auch Appi oxmiation, 
sukzessive 

Anziehung, Korpei gioBtei — 2io 
Apantachiach 864 
Approximation, beste 1153, 1157, 
beste — mit Hilfe dei Methode dei 
klematen Quadrate 1161, 1209, beste 

— bei komplexen Veianderlichen 499, 
1159, diophantische — 739, 833, dio- 
phantische — , Satz \onKroneckei 740, 

— von Eigen hmktiouen und Eigen- 

werten 1519, 1620, Grad der — 1102, 
1224, — bei komplexen Verandei- 
lichen 499, 122S, 1267, 1270, — der 
Kugelfunktionen durch Besselache 
1257, — im Mitt el 1527, 1538, — 
mchtstetiger Funktionen 1149 , 1167, 
1183, — paitieller Ditferentialglei- 
chungen in endhchen Stucken bei 
strenger Eifullung aller Raudbedm- 
gungen 168, — partieller Difterential- 
gleichungen 111 endhchen Stucken bei 
teilweise stiengei Erfullung der Rand- 
bedmgungen 165, — partieller Diffe- 
xentialgleicbungen im Infinitesimalen 
169, — stetiger Funktionen dnrch 

Polynoine bzw durch endlicbe trigo- 
nometnscbe Surnmen 1146, 1186, 1224, 


1241, sukzessive — , giapbische Inte- 
gration gewohnhcher Differentialglei- 
cbungen 152, sukzessive — , graphiscke 
Integration von Systemeu lmearer 
Ditfeientialgleichungen 153/54, suk- 
zessi\e — , numenscbe Integration 
gewohnhcher Difierentialgleichungen 
154, sukzessive — bei paitiellen Diffe- 
lentialgleichungen un Infinitesimalen 
169, sukzessive — bei Differentialglei- 
chungen vom elliptischen Typus fur 
die erste Randweitaufgabe 1280, 1297, 
bukzessive — bei mchtlmearen pai- 
tiellen Difierentialgleichungen 1321/2, 
sukzessive — bei hnearen Integral- 
gleickungen und lmeaien Gleichungs- 
systemen 238, 1348, 1461, sonst durch- 
weg bezeichnet als Entwicklung nach 
Iteneiten, s Iteneite, sukzessive — 
bei mchtlmearen Integialgleichungen 
1483, sukzessive — bei mchtlmearen 
Integiodifferentialgleichungen 1490 
Approximative Ableitung 1114/5, 
— Funktionalgleichung der Zetafunk- 
tion 771 

Appro ximiei ende Nebensterne 448, 
455, — Polyg one dei Begrenzung ernes 
Gebieteb 926 
Arcs simples 912 

Aigument und Parameter, Vertau- 
schung 018 

Aiifchmetische Eigenschaften analy- 
tischei Funktionen 514, — Mittel dei 
Partialsummen 477, 1192, 1204, — s 
Mittel, Methode des — n Mittels 171, 
231, 1346, — r Raum von n Dimen- 
sionen 856, — Theone dei algebrai- 
schen Funktionen 533, — Theone der 
algebraischen Funktionen zweier un- 
abhangigen Veianderlichen 651, — 

Theone der algebiaischen Zahlen 642 
Aronholdsche Form dei. Abelsclien 
Integrale 595 

As coh, Konvergenzsatz 331 
As&oznerte Kerne 1383, 1508, — Kon- 
vergenzradien 9, 520 
Asymptotische Darstellung dei Lo- 
sungen von Differenzengleichungen 
680, — Dimensionenzahl 1520, — Inte- 
gration von Difierentialgleichungen 
151, — s Yerhalten dei Eigenwerte 
und Eigenfunktionen 1506, 1529, 1530, 
15 5 0, 1552 , — s Yeihalten derFouner- 
koeffizienten 1194, — Werte der 
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Auflusbaikeit — Bilmeurfoim, beschrankte 


Losnngen vou Differenzengleickungen I ~ ernes Gebietes, Struktui U2V- f »i 
69 b — eines n-dimensionalen Gebietes 929 , 

Auflosbarkeifc, algebraiscbe, jedei — einer Menge 880 


Gleiehung F(x) — 0 in jedem p-adi- 
schen Zahlkorper K(p) 650 
Aufiosung der Smgulantaten emei 
Kurve 587 

August, Formeln 77 
Ausbiegung 923 
AuBenrand eines Gebietes 920 
AuBerwesentlicher Biskrimmanten - 
teller 587 

Ausstrahlungsbedmgung 1303 
Aus waklaxiom 330, S8S 
Aubwahl v erf ahren von Hilbert 1405ff 
1443 , 151 9, 1579, 1588 
Automorphe Funktionen bei Anderung 
desFundamentalbereichs377, — Funk- 
tionen vom Grenzkreistypns 1331, — 
Funktionen mit Hauptkreis 1-332, — 
Potentialfunktionen 268 

B 

Bahnkuive 907/08 

Bairesehe Funktionen 1169, — , Be- 
ziekuDgen zu den Borelschen Mengen 
1171/72, -- auf emer Menge s }Ji, Er- 
weiterung 1176, — dei nullten, ersten, 
a teu Klasse 1168, 1169, unvollsUndige 

— 1176 

BairescbeFunktionenklassenll68, 
— Beziehuugen zu den mefibaren 
Funktionen 11S2 

Bairesehe Klas sihkation 1168, — 
Modifikationen 1171 
Bandenspektrum 1577 
Basis emer Divisorenschai 573, — emei 
behebigen Exponententolge bei allge- 
memen Dinchletsehen Reihen 743, 

— fur die Gesamtkeit der m [a, b] 
stetigen Funktionen 1152, — eines m- 
vananten Funktionensy stems 1546, 

— des Korpers K{ii } z) 543, — eines 

bnearen Vektorgebildes 1437, — eines 
Moduls 563, — von Periodenwegen 
624, — eines Problems 1025, Trans- 
formation in erne regulare 571 

Basisfunktion 1010, — emei Differen- 
tialiosung 1593, - eines orthogonalen 
Systems von Differentialfoimen 1585, 
geordnetes System von — en 1585 
Basissysteme, aqmvalente 625 
Begrenzung eines Gebietes 182, 916 


Beg renzungspunkb 880 
Bel astete Integraigleichung u7i, 1532 
Belegung, natuilicke 241, — von $ 
nut Q, 1009 

Belegungstunktion 1009 
B el tr ami scbei Differ enhalpaiame ter, 
zweiter i3ti, 1331 

Bereich 182,899,1279, eintack 7 U«am- 
meuhangendei — 947 — - der Haupt- 

punkte 117 

Beinoulliscbe Polynome 713, 1275, 
— AJethode angewandt auf Eigenweit- 
bestimiuuug 1513, nu, — Zahlen 12, 
42, 14 92 

Be^cbiankt 182 , 859, 861, — e Bilineai- 
toimen 9 d , — e Kerne 1592, Funlc- 
tioneu — ei Schwankung odei Yan«t- 
tion s Funktionen 

Besselsche Funktionen 1257, 1271, 
— Identitat 14 Jb, — Ungleielrung 
fui Funktionen 1209, 123 5, 136b, 1505, 
— Ongleickung tur Vektoien 1 m Ilii- 
beitschen Raurn 113b, 1555, — bn- 
gleichung, Verallgememerung J212 
Bewegungs kurven 909 
Bezoutscke Regel 101 
Bieberbachschei Drehungsaatz 512, 

— 1< lacbensatz o 10/11 
Bihneaielntegraitoim, diezuemem 

symmetuscken Kern geboic 1510 
Bilineartoim, beseki ankte, von 
imendlickvielen Verander lichen 
1403, 1423, 1424, 1435, Absckmtfc tmej 

— 1400, notwendige, bzw hmreichende 
Bedmgung tur BesckUnktkeit emei 

— 142b, besondeie en 1426, 1590, 

Faltung zweier — 1 — en 1427, Fal- 
tungssatze von Hilbeit fui — — en 
1427, 142b, komplexe — — en 1428, 
1433, Konveigenz der — n — en 142 1, 

1438, mckb absolut komergente 

— eni425, L-Formen s unter Formen, 
Resolvente emer — uss/9, 1429, Rc- 
ziproke einei — n — s Reziproke, 
bebranke emer — n — 1424, stetigr 
—enstatt vollstetige — en uoo, Stetio-. 
keit einer — n — 1425, symmetnsche 

, die zu einer quadratischen Form 

geboit 157b, symmetrisieibaie en 

mit Streckenspektren io67 , Helhugeis 
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Zerspaltimgsformel tar beschrankte 
quadiatmcke Foimen ubertragen auf 

symmetusierbaie eu 1585, Tiant>- 

pomeite einei — n — 1424 
Bilinearfoim,vollstetige, von un- 
endlichvielen Ver an dei ] ich en 

1400 ff , altermeiende 1561, voll- 

stetige — cn sincl bescbrankt 1403, 

besondere en, die sicb wie qua- 

dratische Fonnen verhalten 1561 ff , 
Definition der Vollstetigkeit bei — en 
1400, Definition der Vollstetigkeit 
nacli Hilbert 1401, nacli F Kaesz 1405, 
Definition dei Vollstetigkeit uutei Zu- 
grundelegung eines behebigen kon- 
vexen Aichkorpers 1448, Koefhzienten- 
bedingung tui Vollstetigkeit 1402, 
Eigenfunktionen, Eigenweite, Haupt- 

funktionen emer — n — 1574, en 

oline Eigenwert 1574, Elementarteilei- 
fckeone der — n — en 1574f , Entwick- 
lnngssatz (Analogon zni VVeierstraB- 
achen odei emer abnlichen Normal- 
form) bei — n — en 1574, Faltung — r 
— en 1401 1 , 1405, 1127, Heimitesche 

— — 1561, noimale — — en 1562, 
umtare Transloimation normal er — r 
— en aut die kanomsche Gestalt 1563, 
Weitevoirat noimalei — r — en 1563 , 
notwendige, bzw himeicbende Bedm- 
gungen tar die Vollstetigkeit von — en 
1402, Rang, endlickei emei — n — 
1412, Resolvente emei — n — 1110, 
U32, 1571, symmetnsche — , die zu 
emer vollstetigen quadiatiscben Form 

gebortl553, symmetiisieibare en 

1565 ff , algebraisckes Analogon zu den 
symmetnsierbaren — en 1561 ff, Akn- 
lichkeitspioblem tar symmetusierbaie 

— — en 1571, Analogie zu den Inte- 
gralgleichuugen nnt symmetrisier- 
baiem Keme 1566, 1567, 1570, ana- 
loges Pioblem znm Entwicklungssatz 
bei Integralgleicbungen 1566, 1571 
Hindeinisse fur die Ausdebnong des 
Entwicklungssatzes auf beliebige sym- 

mefcrisierbaie en 157lff, eigent- 

lick links (recbts) symmetusieibaie 
— en 1566, aymmetiisieibare — en, 
welche den Hilbertscben polaien Inte- 
gralgleicbungen entsprecben 1567 fi , 
symmetrisierbare — en, welche den 
Pellscben symmefcnsieibaren Kemen 
entsprecben 1570 f 

Encyklop d math Wasaenach U 3 


Bmomialkoeffizienten 20, — , Ad- 
ditionstheoiem 22 

Bmomialreibe 21, — mit einer kom- 
plexen Verandei lichen 23 
Bmomiscker Satz, allgememei 20, 
— bei komplexem Exponent 24 
Bioithogonales Funktionensystem 
1232, 1239, — System von Haupt- 
tunktionen 1542, 1547, voiles — Sy- 
stem der Haupttunktionen 1549 
Birationale Transfoimation 668 
Bo gen emer geschlossenen Kurve 925 , 
s auch Kurvenbogen 
Bogenlange emer Kurve 127 
Du Bois-Reymondsclie Smgularitat 
1201 

Bolzano- Weiei straBscker Satz 862 

Boolescbe Formel 109 

Bordascbe Regel 101 

Borel, — scbe8 Integral 1060, 1064, 

Laplacesckes Integral 456, — sches 

Mafi 969, — sebe Mengen 889, 891, 971, 
1220 , — sebe Mengen, Invarianz 956, 
— sehe Mengen, Klassifikation 893, 
1172, — sebe Mengen, lkreBeziehungen 
zu den Bairescben Funkfcionen 1171, 
1172, — sche Mengen, Verallgememe- 
rang 893, nacb — meBbare Funk- 
tionen 1044, nacb — meBbare Mengen 
890, 970, nacb — niebt meBbare Men- 
gen 976, — Bcber Stern 454 ‘ —sebe 
Summation 481, 6S5, 758, — sches 
Theorem 882, —sober Uberdeckungs- 
satz 882, 1023 

Breite emer Menge 878, 878 
Borne supeneure, mfeneure 859 
Biucksequenzen und Elementarteiler 
563 

Biuckemntexvall 915 
Bugajevseke Foimel 135 

C 

l, Macbtigkeit des lmearen Kontmuums 
875 

C, Closuie property 1473 
(C, 7) 479 

Canfcor-Bendixsonseher Satz 866, 868, 
902, — , Emdeutigkeitssatz bei tngo- 
nometnschen Reiben 1192, 1220, J259, 
— , Inbaltsdefimtion %2, 961, — , ver- 
allgememeite Inbaltsdefimtion (Den- 
joy) 976, —sebe Lime 907 
Caratheodoiy, Koeffizientenpioblem 
229, 412, 501, — , lmeares MaB 998, 
105 
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Oastigliano — Denvieite 


— , m-dimensionales Mafi lm w-dimen- 
sionalen Ramn 999, — , MeBbaikeits- 
theorie 990, — , Mefibarkeitstheone, 
Zusammenhang mit dei Lebesgue^chen 
993 

Castigliano, Satz 174 
Catalansche Foimel 108 
Cauchy, Differenzenmetkode 14S, — 
Dincbletsches Veifahien bei uneigent- 
licben Integralen 1051, 10o5, — sckei 
Doppekeihensatz b, 14, — scker Gienz- 
wertsatz 477, — aches Integial 1032, 
— sober Integralsatz 3S4, 519, — scher 
Integralsatz fur reelleFuuktionen 1125 , 
— scbelntegralformel 386, 519, —sober 
Koeffizientensatz 12, — sches Eand- 
werfproblem isss, —sober Residuen- 
satz, Amvendung auf Entwicklungs- 
tbeoreme 125b, 1258, 1261, 1315, — Rie- 
mannsche Definition emer analytischen 
Funktion 214, 382, Erweiterungen 216, 
387 

Cesaroscbe Mitt e 1 , Summation 477, 
684, — Z, ler Chdnung, Summation ( C, l) 
478, 753, 1206 
Chap manseiie Foimel 130 
Charaktei, rational er, emer analyti- 
schen Funktion 539 
Cbaraktere modulo l 796 
Cbaraktenstik zweier Wege 620 
Cbaraktenstikenform fur eme Ba- 
sis yon Penodenwegen 625 
Charaktenstische Gleickung emei 
Volterraschen Integralgleichung 1461, 

— emer hnearen Differenzengleickimo- 
677, 695 

Christoffel, Veiallgememerung dei 
GauBseken Formel 78 
Closure property 1473 
Constante chai ac teristique 1504 
Content 969, — , muer, outei 973, linear 
— J 995, linear — J 996 

Contmu de condensation 913, — in- 
decomposable 913 

Co mergence quasiuniforme 1166 
Con\ ergenza umfoime (oder m e^ual 
grado) a tratti 1166 
Cotessche Formel 55, 91 
Cousin, Satz 40b 
C/uber, Methode Hi 

D 

D, D„, erste bzw zweitu Dormnanfcen- 
eigenschaften 1474 


K ><74 

D + , D + , D~, D_ 1086 
(P, Q) 8bb 
d-System S93 

Dachziegelartige Ubeideckung isi>, 
259 

Dai b ousscbes Integral, oberes, unteieb 
1037, 1061, 1063, — Integral, geo- 
metusche Definition 1048/49 
Darstellbarkeit duich eme Dirichlefc- 
scbe Reihe 743, — durcb eme New- 
tonscbe Reihe 600, — von ^(^(rc)) 

unLl $ 1 (^) 111 dei Foim ?(0 u 
Darstellung, asymptotiscke, von Lo- 
sungen emei Diffeienzengleickung680, 

reduzierte oclei mcbt reduzierte 

ernes Dniiors q 540, — dei Kuiven 
durcb bomogene Kooidmaten 501 
Declekmdsche Zetatunktion 842 
Defekt ernes Kernes 1373, 1373, 1376, 
1378, — ernes vollatetigen Uleicliun os- 
systems 1411 

Deformation ernes Bereicbes m sicL 
960, atetige — 058 

Den]oyscbes Integial 1060, 1065 
HOI, 1108, 1110, 1111, n 12 , 1115, all- 
gememes — 1065, 1112, — , audeio Inte- 
gialdefimtionen von Den^oy 1070/71 , 

— Differential barkeit 100u, — , Eiwei- 
teiung 1222, spe/ielles — 1005, 1069, 

1092, unbestimrutes — lill, \ Vei- 

all g omem ei uuge n 1009, 1070, — , Zu- 
sammenbang nut clem Begnff dei 

approximatLven Ableitunglli5 , , Zu- 

sammenkang mit Diffeientiation 1069 
1096, lid, nos, 1110 
D^uve, nombre — iosg 
D erivde 1086, — s eui un leeeau 1133, 

— s symetriques 1133 

Derivierte 6, 1086, 108G, 1109, — Be- 
dmgung fur die Summieibaikeit 1100 ; 
Bestimmung emer Funktion mit Hilfe 
emer lkrer-nliOl, 1104 , Beziehuno’en 
zwischen den vier — n 1096, — von 
Funktion en bescbranktei Sckwankung- 
1134, Integnerbarkeit 1098, rnitt- 
lere — 1133, obere, untere — iosg 
obere (unteie) lmke (kmtere) — ioss ? 
obere (untere) rechte (vordere) — 1086 * 
primitive Funktionen emer gegebenea 
n 1104, unbestimmtes Integral emer 
n 1105, unendhtbe — 1094 die 
vier — n 1086 



Determinante — Di 

itermmante, Fredbolmsrhe — 1370, 
timoien dei Fiedholmscben — 1370 f, 
372 , 1374, Mutiplikahonstbeorem fui 
^redholmscke — n 1374, Fredholm- 
eke — als ganze transzendente Funk- 
ion 1376, 1385, 1551, Gescklecbt dei 
Vedholmscheu — 1518, 1551 f, Fred- 
olmsche — dei Summe oifchogonaler 
[erne 1547, Fiedholmscke — der 
umme beliebigei Kerne 1547 , Syl- 
esterschei Deteimmantensatz fui die 
redholinscbe — 1374, Hadamard- 
3 keL Detenmnantensatz 1356 ff, 1366, 
371, 1121 , determmantenfreie Satze 
ei Integialgleickungen und lmearen 
leickungssTstemen 1376, 1412/3, 1444, 
148/9, uuendliche — n 1347, 1356, 
H7, U2S, 1177, absolut konvergente 
lendliche — n 1419, uuendliche — n 
der Eigenwerttheoue besonderer 
Lassen vollstetigei quadiatiscber For- 
en 1669, genre von unendlielien — n 
18/9, kubischeundmehrdimensionaLe 
lendliche — n ms, Minoren absolut 
nvergcntei — n 1420, Mmoien von 
irrnakleterimnanten 1418, Noimal- 
termmauteu 1415, 1417, 3123 , 1449, 
82, Hadamaulschei und Sylvester- 
lei Satz lm Noimaldetenmnanten 
3 , Reziproke emer Normaldeteimi- 
ute wifi, normaloide — 141 S, sum- 
ble — 1422 

umimeiende Gleichung 1461 
;onallorm, beschiankte 1426, — 
Nbiraallorm vollstetiger quadia- 
i kei Foimen 1558 
onalveriaki en 330, 871 
i a m in zu eineL Stelle b 551 
t, m sick — , nngends — , uberall 
s Menge 

fce einer Punktinenge (mitfclere) 
[odei m bezug auf das] Inteivall 
, aufteie — 988, bomogen von 
Dickte d 988, obeie — i)8S, — m 
m Punkle 988, — leebts (links) 
emem Punkte 988, untere — 98S 
lential, to tales oder vollstan- 
.3 1123, totales — , Bedmgungen 
> 

rentiale dei Element e des Kor- 
Ji und die zugehongen Divisoien 
Abelsche — 576 
c e n 1 1 a 1 - Diffci enzengleichun gen 
1480 f 


terentialgleich ungen 1609 

Differentialtormen s quadrahsebe 
Formen 

Differential^ leicb ungen , funk- 
tionale 14801 , 1500 

Differentialgleich ungen, gewobn- 

licke, adjungierte 1246, angenaherte 
DarBtellung lhrei Integiale fur grofie 
Parameter erte 1256 , Eigenfunktionen 
1247, s auch EnWicklungstbeoieme 
und Integialdarsfcellungen, Eigen- 
weite 1217, — vom Fucbsscben Typus 
1461, GreeDsche Funktion s d , Inte- 
grationsmetboden , grapbisebe 141 , 
Czubers 141, der Krummungsiadien 
114, dei Kuiven gleicher Neigung 144, 
dei Limenkooidmaten 146, der sukzes- 
siven Appioximationen 152, der suk- 
zessiven Approximationen fur Systeme 
lineal erDifteientialgleichungen 153/54, 
fui spezielle Differentialgleichungen 
146, Integrationsmefcboden, rechne- 
nsche, asyinptotische Integration 151, 
Caucbys Differenzenmethode 148, der 
Di ffei enzenrechnung 150, der Hi mmels- 
meckamk 157, Runge-Kuttasche For- 
mein 148, Runge-Kuttasche Formeln 
tur Systeme simultaner Differential- 
gleicbungen erster Oidnung 150, suk- 
zessive Approximationen 154, Varia- 
tion der Konstanten 156, — , Rand- 
bedmgungen 1246/47, — , Raudwert- 
aufgaben 1246, sicb selbst adjungierte 
1247, — unendlich koher Ordnung 
1478 ff, Systeme unendhcbvieler lme- 
aier und nichtlmearei — 1477 
Diff erentialgleichungen, par- 
tielle \om elliptiscben Typus, lmeare 
— 1280, adjungieite — 1289, sich 
selbst adjungieite — 1254, 1310, all- 
gememe Eigenscbaften dei Losungen 
1^08, Eigenfunktionen 1249, 1 254, 131 3, 
Eigen weite s d , s aucb Entwiek- 
lungstheoreme , Gieensche Funktion 
s d , Giundlosung 1288 , 1295, 1296, 
1307, Normalform 1280, Zuruckfuh- 
lung der allgememen — aut die Nor- 
malform 1294/5, 1296, Randvrertauf- 
gaben s d , mcht lmeaie — vom elbp- 
tiscben Typus 1320, analytiscber Cha- 
xakter der Losungen 1320, Hauptsatz 
l 323 ,Raudwertaulgaben s d , — ,kyper- 
boliscke 161, — , hyperboliscb-ellipti- 
scher Typus 1244, Integration 1134/35, 
— , Integrationsmetboden, expemnen- 
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telle 176, Integration smetho dec, gia- 
pkische bei imaginaren Charakteristi- 
ken, Approximation, s d , Maxwellsehe 
Superpositionsmethodeu 164, Integra- 
tionsinethoden, grapkische und nume- 
naclie bei leellen Ckaraktenstiken 
159—163, Integrationsmetkoden, nu- 
inensehe, Ersatz durcli Difterenzen- 
gleichungen 173, Rayleigh-Ritzscke 
173, 1597, Rungesche Formeln 172, 
— , parabolische i6i, — , parabolisch- 
elhptischer Typus 1244 
Differ entialklasse 574, — IT 577 
Dif ferentialkurve 111 
Differentiallosungen bei eigentlicb 
siugalaren Integi algleich ungen zweiter 
Art 1593, — bei quadratischen Formen 
1581 

Differentialquotient 1087 
Differentialteiler 575, 580, — , zu 
du) geliong 576, — emer Divisoren- 
schar und ihie Anwendung in der 
Geometne 597, — emei Funktionen- 
schar 601 

Diftei entiation 1031, — der absolut 
additiven Mengenfunktionen 1134, 
grapbiscbe — 139, — tintei dem In- 
tegralzeichen 1059, — als inverse 

Operation der Integration bei Mengen- 
funktionen 1133, — lm durcb kotierte 
Piojektion dargestellten Feide eines 
Skalars odei eines Vektorfeldes 141, 

— mcbt ganzzabliger Ordnung 488, 
numeriscke — 138 , Umkebrung der — 
1068, 1096, 1100, 1109/10, — der un- 
bestirmnten Integrate der Funktionen 
von mebreren Veianderhcben 1130, 

— unendlicbei Reiben 1084 
DiHerentiationsmvai lanten 598 
Differentnerbai lm Punkte x lo87, 

— an emer Stelle (%,y) 1124, Menge 
der mcbt — en Stellen 1095, nirgencls 
— e, stetige Funktionen 1091, 1091 '92 

D ifferentiierbai keit des Denjoy- 
scben Integrals 1096, — der Funk- 
tionen von bescbrankter Schwankung 
1093, — eines unbestimmten Inte- 
grals luy6, 113 3, vollstandige — 216, 
1123/21 

Differenz zweier Mengen 855 
Differen?engleicbungen, duich 
bypergeometnscbe Funktionen oder 
Gammafunktionen auflosbare — 717 , 
Laplacescbe — 720, — , hneare lio- 


l mogene, allgemeine Losungen 692, 
cbarakteiistiacbe Gleichung 677, 695, 
Fundamenfcalsysteme 692, asympto- 
tiscbe Werte tui Fundamentalaysteme 
596, 1480, Relationen zwischen zwei 
Fundaruentalsystemen 597, Integi atio- 
nen duicli Fakultatenieiben 692, durcb 
Kettenbruche 70 2, 703 , duich Laplace- 
sche Transformation 699, 700, durch 
Newtonacb© Reiben 697, Satz von Poin- 
care 471, 575, — , lineaie lnbomo- 
gene, Hauptlosungen 711, 715, ganze 
Losungen 712, meromoiphe Losungen 
713,penodiscbe Losungen 714, Zuiuck- 
fubiung anf hneare Diffeientialglei- 
cbungen unendlich boheL Oidnung, 
Integi algleicbungen und Systeme von 
unendlicb vielen hneaien Gleicbungen 
716, — , Systeme 698, von Guicbard 
712, Hauptmatnxlobung 699, Matrix- 
gleicbung 698, Matnxlosung 698, l)ber- 
tragung des Riemannschen Pioblems 
696, — nicbtl meare, meromorpbe 
Losungen 705, Ubertragung des Satzes 
von Pomcaie 707 

Dilfei enzenr echnun g 83, — , Qua- 
dratuiformeln 96 
Dimension emei Klasse 573 
Dimensionbeguff, Verallgemeine- 
lungen 952, 1000 

Dimensionenzahl, asymptotische 
— emei Funktionenfolge 1620 
Dimensionsgi ad, allgememei 952 
Dimen sionstypus 952 
Dimensionszabl, Invaiianz bei um 
kebibar emdeutigen und stetigen 
Transformationen 948, 950, — einer 
Manmgfaltigkeit 951 
Dimscbe Bedmgung J 07 / 8 , 1283, — s 
Integral 1052 , — , Ronvergenzkiitenum 

bei Founerreihen 1195, Lipschitz , 

Kon\ ergenzkuteuum bei Founeireiben 
1197 

Dioph an tiscbe Approximationen 739, 
833 

Dirichletsche Bedmgungen 1196,1262, 
— Funktion %{x) 1036, — 1 Funktions- 
begntf 382, 518, 100 & , — s Integral 2 2u, 
234,297,327,329,371, 1293, - — s Prmzip 
329,1518,1566,1597, —Reiben 724, 
1257, allgemeine 724, Darsiellbarkeifc 
emer Funktion duich emeDiricklefcscbe 
Reike 743, Eindeutigkeitssatz 728, ge- 
wohnlicke 725, GroBenordnung 737, 
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Koeffizientendarstellungsfonnel 729 , 
Konveigenzabszisse 726, Konveigenz- 
abszisse, absolute 725, Konvergenzab- 
sziBse, gleichmaBige 726, auf der Kon- 
veigenzgerade73U,Konveigenzproblem 
734, Mittelweitsafcz 745, Multiplika- 
tiou 750, NullstelLen 746, Summabih- 
tat 753, Summabilitatsabszissen 753, 
Summabilitatsabszisseufuuktion 756, 
Suminabihtatsgienzabszisse 757, sum- 
matorische Funkhon 727, Zusammen- 
hang verschiedener Dinchletschei Rei- 
hen 748 

Diskontmuieiliches Spektrum 
1578 

Diskrepant oso 
Diskrepanz 971 
Diski epanzmenge 989 
Diskrepanzpunkt 989 
Piskiete Menge 963 
Diskriininante dei Fundamentalglei- 
chung fur 557, — von U 543, — 
des Systems (J7 U) , U (2 \ , TJ Xn) ) 643 

DiBkriiuinantenteiler, web entlicber, 
auBoiwesentlieber 587 
Distance 1019 
Dislanzwert 1018 
Distributive Operation 1466 
Divergenz, besUndige 5 , eigentliche — 
11 

Divisoren 538, 665, aquivalente — 
665, algebraische 552, — dei Doppel- 
punkte 583, — der Doiipelpunkte 1 m 
projektiven Smne 594, — , Emteilung 
in Klassen 541, 568, 665, — erster 
und zweiter Art 665, ganze — 640, 
652, 665, gebiockene — 540, 552, 
komplementare — 566, — der mebr- 
facben JKurven von G 667, — dei 
melirtachen Stellen von $ 665, — ,Oid- 
nung 540, 552, lationale — 539, — 
der statioiiciren oder Euckkebipunkte 
603, — der stationaren Tangenten 
603, — , Stufe 665, — der YVende- 
berulirungsebenen 603, — , das einem 
Divisoi entsprechende Weitsystem63S, 
— , Zahl der Selin ittpunkte 667 
Divisoi enklassen 6tj5, — , Geschlecht 
668, — , Giad 667 
Divisorens eharen 570/71 
Domain e 899, 900 
Dommanteneigenscbaften 1474 
D opp elm tegi ale 1115, — Transfoi- 
matiou 1121 


Doppelpunkte, scheinbare 603 4 

Doppelreilien 520, 520 , rekuriente — 
18 

Doppelreihensatz von Cauchy 6, 14, 
— von WeieistraB 14, 491 
D rehung, Funktionen beschianktei — 

1007 

Drehungssatz 512 
Drei-Acbt-Regel 109 
Dreiecksfunktion 413, 496 
Dreiecksstetig 424 
Dreikreisesa tz 508 
Du Bois- Key mondsche Smgulantat 
bei Founeischen Eeihen 1201 
Dupamsche Formel 103 
Durchlaufungszeit 908 
Durchmesser emer Menge 878, w-di- 
mensionaler — 999 

Duichschmtt S66, 866, — von abzahl- 
bar vielen offenen Hengen 890 
Dynamik, allgememes Pioblem 157 

E 

<£m 181, 1279 

Ebene Gebiete der Klassen A , B , B' 
185, — der Klassen Ah,Bh 185, — der 
Klasse G 186, — der Klasse D (. L 
odei M) 186, — der Klasse E {N 
oder Q) 186 

iScart 877, 1018, 1019 , 1469, a — fim 
489, — umformement reguher 1019 
Schelle de lelation 17 
Ecke 1093, 1097 
Eckpunktsbedmgung 361 
Egoroff, Satz 1180 
Eigenformen vollste tiger quadratischer 
Formen 1559 

Eigenfunktionen bei Randwertauf- 
gaben von Di&erentialgleichungen 
1245, 1250, 1255, 1258, s auch Ent- 
wicklungstheoreme 

Eigenfunktionen symmetnscher 
Kerne s Eigenwerttheorie 
Eigenlosungen vollstefciger quadra- 
tischer Formen 1559 
Eigenwerte bei Randwertaufgaben von 
Differentialgleichungen 1245/47, 1308, 
1352, Abhaugigkeit der — vom Gebiete 
und den Randbedinguugen 1315/16, 
a&yraptotisches Yerbalten dei — 1258, 
1317, 1530, Existenzbeweis mittels 
Imeaier Integialgleicbungen 1312, 
duicb Losung emer Maximum-Mini 
mumaufgabe bzw emei Mmim umauf- 
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gabe 1313, mittels suksessiver Appio- 
ximationen 1312, mdependente Defi- 
nition des » ten — s 1258, 1318, Mini- 
maleigenachaft des kleinsten positiven 
— s yon Au 4* lu beim Kieise 1319 

Eigenwerte einei Integralgleichung s 
Eigenwerttheone, — emer quadrati- 
scben Form, s d 

Eigen werttke or le (Eigenfunktionen 
und Eigenwerte) bei Integi alglei- 
chungen mit syminetrischen 
Kernen, algebraischei Giundgedanke 
1341/2, Daistellung dei — 1504ff, 
Entstehung der — 1358 ff , Abhangig- 
keit der Eigenwerte \om Integrations- 
bereich 152S, Abhangigkeit dei Eigen- 
werte \om Kerne 1529, Analogie dei 
— zuin Hauptacbsenproblem 1342, 
1353, 1359, 1509 , 1511 / 14 , 1521 , 1524 , 1527 , 
die fur die Duichfuhrung der Ana- 
logic notwendige Umgrenzung des 
Funktionenbereicbes fur die Eigen- 
fanktionen 1364, Approximation (nu- 
mensche) von Eigenfunktionen und 
Eigenwerten 1503, 1519, 1520, Axiorne 
fur den Aufbau dei — 1390 , 1472, 
Eigenwerte und Eigenfunktionen sym- 
inetriscber Keine 1504 ff , dei asso- 
znerten Kerne 150b, dei iteiieiten 
Keine 150s, asymptotiscbes Yerbalten 
der Eigenfunktionen und Eigenwerte 
1506, 1529, 1530, - fur belastete Inte- 
gralgleicbungen 1532, — fui beson- 
deie Keine 1534, 1535, Existenzsatz 
fur die Eigenweite von Hilbeit 1513, 
Beweise des Existenzsatzes mittels des 
Dmcbletscben Prmzips 1518ft, funk- 
tionentbeoretische Beweiae des Exi- 
stenzsatzes 1516 JBF , Beweia des Exi- 
stenzsatzes durch Hilbert 1516, durch 
Schmidt 1513 ff, Modifikation des 
Scbmidtschen Verfabiens 1515 , Exi- 
stenz von bocbstens abzahlbar unend- 
hchvielen Eigen werten 1506, Existenz 
endlicbvieler Eigenweite bei Kernen 
endlichen Ranges 1513, Existenz un- 
endhchyieler Eigenweite bei abge- 
scblossenen und allgememen Keinen 
1513, Grenzwertansdiuck fur den er- 
sten Eigenwert und die dazugeborigen 
Eigenfunktionen 1514, Grenzwertaus- 
druck fur die kokeien Eigenweite und 
die ^ dazugehungen Eigenfunktionen 
1515, Entwicklungstbeoreme nacb 


Eigenfunktionen s Entwicklungstheo- 
leme, Extiemumseigenschaften der 
Eigenwerte 1509 ff, Ckaraktensierung 
des klemsten positnen Eigenwertes 
und dei dazugeborigen Eigenfunktion 
durch Maximnleigenschaften dei znm 
Kein gehongen quadiatischen Inte- 
gialfoim 1510 f , lekuisive Charak- 
tensieruug dei hoheren Eigenweite 
und Eigenfunktionen durch Maxim al- 
eigensckaften dei quadiatischen lnte- 
gralform 1511, mdependente Charak- 
tensierung der hoheren Eigenwerte 
duich em Maximum Minimum problem 
1512, 1528, 1557, — fur gemischte 
Integi algleichungen nut Symmetrie- 
bedingungen 1532, — fui lntegrai- 
gleichungen mit mebrfachen Tntegralen 
1532, Orthogonahtat dei Eigenfunk- 
tionen 1506, Oszillationseigenschaften 
dei Eigenfunktionen 1509, — fur po- 
laie Integi algleichungen 1537, Reah- 
tat der Eigenweite 1505, — fui Sy- 
steme yon Integi algleichungen 1532, 
— bei uneigentbcb siugularen aym- 
metnschen lntegralgleichungen 1531 , 
1561, — bei eigentlich singularen 
symmefcnschen lntegralgleichungen s 
unter lntegralgleichungen, lmeare, 
unendlich als Eigenwert, die zu un- 
endbch gehorigen Eigenfunktionen 
1365, 1507, Vielfackheit ernes Eigen- 
wertes 1505, vollstandiges normiertes 
System von Eigenfunktionen 1506, 
vollstandiges Eigeufunktionensystem 
ernes assoznerten Kernes 1508, Voll- 
standigkeit des Eigenfunktionssystem, 
Allgememheit des Keines als notwen- 
diges und bimeichendeB Kiitorium fur 
die Vollstandigkeit 1527, — vollste- 
tigei lntegralgleichungen i56i, Zu- 
sammenbang der — nnt dei Theone 
der vollstetigen quadiatischen Forrnen 
1559 ff 

Eigenwerttheorie (Eigenwerte und 
Eigenfunktionen) bei Integralglei- 
chunuen mit unsymmetrischen 
Keinen 1543, 1544, adjungieite 

Eigenfunktionen 1193,1533, i6u, Zuruck- 

fubrung auf eme symmetrische Inte- 
gralgleicbung mit doppeltem Inteoia- 
tionsmtei vail 15 34 , — fur alteimei ende 
Keme 1535 f , asymptotiscbes Verhal- 
ten dei Eigenweite 1546, 1550, bei 
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stetigdifferenzieibaien Kemen 1552, Be- I 
ziehungen zwisclien Eigenfunktionen 
xmd Eigenwerten vertauschbarer Kerne 
1493 , Eigen funktionenunsymmetrischei 
Keine 1541, Eigenwerte ernes asso- 
zueiten Kernes 1550, eigenwertlose 
Keine 1552, Lage derEigenwertel550, 
Elemental teilertheone der allgememen 
unsymmetuscben Keine 1543ff, Ent- 
wicUungssatze nach Hauptfunktionen 
imaymmetrischer Kerne, Sckwierig- 
keiten bei lhrer Gewmnung 1552, m- 
vanante Funktionensysteme 1545, Ba- 
sis ernes mvarianten Funktionensy- 
stems 1646, Haupttunktionen 1542, 
1543ff, 1545, bioitliogonale Noimie- 
Tung der Hauptfunktionen 1547, Hochst- 
zahl der zu einem. Eigenweit gehougen 
Hauptfunktionen 1547, volistaodiges 
System der zu einem. Eigenwert ge- 
horigen Hauptfunktionen 1546, voiles 
System dei Eigenweite und Hanpt- 
funktionen 1549, voiles (kanomsches) 
bioitbogonales System der Hauptfunk- 
tionen \on L($,t) und L(t,s) 1549, 
Metbode der Partialbiuchzeilegung 
der Rebolvente 1548, — fur Ileimite- 
sche Keine 1535 f, — lur noimale 
Kerne 1536, 1563, Ubeitragung dei 
Satze uber Matnzen mit lauter posi- 
tiven Elementen auf Integralgleichun- 
gen 1550, Zeilegun g ernes Kernes m 
Summanden mit je emem Eigenwert 
1547 f 

Emdeutige, isolierte Smgularitaten 
404 

Ein deutigkeitssatz bei Dmchlet- 
schen Reihen 728, — bei Sturm-Liou- 
villescben Reihen 1259 , — bei trigo- 
nometrischen Reihen 1192, 1220 
Emfache Kurve 183, 909, — Summen 
711 

Em he it, Definition fur ein Element 
546, 646, — , mod p 642, — fur die 
Stelle p 537 

Emh eitsfunktion fui die Stelle p 
537, transzendente — 632 
Emhei tsklasse 541, 568 
Einheitsmatnx, unendliche 142S 
Emheitswurzeln 643 
Einschnitt emer Eunktion 417 , — , Hau- 
fungsbereich 417, Wertebereich 417 
Emteilung aller Wege auf einer Rie- 
mannschen Fiache m Klassen 621 


I Eisensteinscher Satz 515 
Elastische Schwmgungen 1249 
Elektuscbe Bilder, Thomsons Me- 
tbode dei — n — 1346 
Elem entanntegi ale eistei, zweiter 
und dnttei Gattung 579, 5b0 
Elementarkooidmate emei smgu- 
laien Stelle 402 

Elemental teilei algebraisehei Sy- 
steme 562 

Elementaiteilerexponent 1648,15-19 
Elementarteilei theorie, algebrai- 
sche 1548, 1564, — und Algebra der 
Funktionaloperationen 1548, 1595, — 
allgememer unsymmetnscher Kerne 
1492, 1543 ff , — vollstetigei Bilinear- 
formen 1574 

Elemente, algebraische ganze oder 
gebrocbene 545, 646 
Elementen fi emd 866 
Elliptische Gebilde 611, — Modul- 
funktionen 303, 304, 3 08, 4 1 0 —4 1 2, 49 6 
Enclosable property 1017 
Ensemble d’accumulation 939, — bi- 
connexe 938, — bien enehame 896, 

— elairsemti 872, — clos S03, — con- 
dense 863, — connexe 9 38, — dense, 
dense en lui-meme, ensoi, partout 863, 

— discontmu, paitout 900/01, — dis- 
perse 900, — ferme S63, — complete- 
ment ferme 912, — gerbe 886 , — inex- 
haustible 886, — limite 939, — limite 
complet 939, — limite restremt 939, 

— mesurable 966, — mesurable ( J ) 
ogg, — mesuiable B 970, — mmce 
989, — paifait (absolumenfc, relative 
ment) 863, — punctiforme 001, — re- 
siduel 836, — satuie 911, — d’un seul 
tenant 89b 

Entfernung zweier Elemente ernes 
Raumes 101S, 1022, 1434, 1469 
Entwicklungnach Itenei tens Itenerte 
Entwicklungssatze bei Bilmearfor- 
men s d 

Entwicklungsth eor erne s auch 
Reikentwicklungen 

Entwicklungs theoreme nach den 
Eigenfunktionen lmearer Differen- 
tialgleichungen , histoiiscber Uber- 
blick 1260, — , Analogie mit dem al- 
gebiaiscken Hauptachsenprobleml359, 

— gewohnlicher lmearer Ditfeiential- 
gleichungen vermittels des Cauehy- 
schen Residuensatzes 1258, 1261, nach 
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der Pomcare-Steckloffschen Methode | 
1262, vermittels der Theone der Inte- 
gralgleickungen 1252, 1526, veirnit- 
tela Ubergang zu emer Bilmeaiform 
1255, vermittels Variationsiechnuug 
1253, — partieller Difteientialglei- 
ckungen votn elliptischeu Typus, ver- 
mittels der Pomcaie-Stecklottschen 
Method© 1262, 1315, veimittels der 
Theone der Integralgleichungen 1251, 
1313, vermittels Ubergang zu emer 
Bilmearform 1254, 1314 
Ent wicklungstkeoieme nach den 
Eigenfunktionen lmeaier Inte- 
gralgleichungen 1242/3, 1364, 

1 521 If , — nach adjungierten Eigen- 
fanktionen ernes stetigen unsymmetri- 
schen Kernes 1533, — bei allgememem 
symmetnschem Kern 1525, — fur de- 
finite symmetnsche Kerne 1524, — rnifc 
funktionentkeoretiscken Methoden be- 
wiesen 1526, — vermittels dei Haupt- 
achsentheorie vollstetigei quadrati- 
scher Formen bewiesen 1560, — fui 
die Iteneiten stetiger symmetrischer 
Kerne 1522, — fur emen symmetri- 
schen Kern 1521, 1523, 15601, — fur 
die zum symmetnscken Kern gehonge 
quadratische Integralfoim 1562, 1509, 
1525, 1560, — , Merceischer Satz 1524, 

15 2 6, 1531, 1531, 15 3 2, 1539, — nach 
den Eigenfunktionen polarer Integral- 
gleichungen 1537, 1538, — fur quellen- 
mafiig daistellbare Funktionen 1364, 
1525, — fur die Resolvente 1523, — 
fur die Spuren 1523, 1524, — bei un- 
eigcntlich smgulaien symmetnschen 
Integralgleichungen 1531, 1532, 1561, 

— bei Integralgleichungen mit sym- 
metnsieibaien Kernen 1m Hilbeitschen 
Falle 1538, lin Kornschen Falle 1540, 
1m Pellschen Falle 1539, 1571, Fehlen 
der — bei allgememen symmetiituer- 
baren und unsyminetnscken Kernen 

1542/3, 1552, Zusammenhang der 

bei symmetnsieibarem Kerne mit den 
Entwicklungstheoremen bei syminetii- 
sierbaren Bilineartoimen 1566, 1571, 
Yerscb.irfungen der — 1242 
Entwicklungstlieoreme nach den 
Fundamentalfunktionen (Eigenfunk- 
tionen) der Potentialtheorie 235, 235, 
23D/40, Stnrm-Liouvillesche — 1^0 1^59 
1260—1264 ’ “ 1 


Epais, — en p, en lm-meme, epaisseur 
pleme oao 

Equation, — aux dernees fonctLonelles 
1500, — gencratnce 18, — aux va- 
nations 1325 

Erganzungsfunk tion 915 
Eiganzungsklasse 577, 666 
Erieichbaie Punkte 367,369,370/71, 
920, 928/29 930, allseitig — 921, 
endlich — 021, geradlinig — 921 
Errei chharkei t, allseitLge, Inva- 
nanz 955 

Eizeugende Figur 448, 456, — des 
Borelschen Steins 455 
Erzeugende Funktion 17 
Estensione minima 973 
E ten due 969, — exteneure, mterieure 
966 

Eulerscke Formel 91, — , Restglied 
93, Jacohische Foim 94, Kionecker- 
sche Formen 95, Poissonscbe Form 93 
Euleische Iclentitat 759, — Summa- 
tionsmethode 477, — Transformation 
447, 462, — Zahlen 44 
Euler-Maclaurmscke Suminenloimel 
711 

Existenibeieich einer analyti- 
schen Funktion 406, — , Grenz- 
punkte 407, — , Randmenge 408 
Exponent emer Holdei echen Bedmgnng 
191 

Exponentialmethode 685 
Exponentialreih e 25 
Extremale Menge 1016 
Ex trem urns eigen s chat ten derEigen- 
werte und Eigenfunktionen s Eigen- 
werttheone und qnadiatische Formen 

r 

f, Machtigkeit der Menge aller reellen 
Funktionen 875 

Fabeische Polynome 448, 499 
Faktoriellenreiken 1267, — , abso- 
lute Konveigenz 1270, — , Beziehung 

zu Dmchletschen Reihen 1271, , 

Daistellbaikeitsbedmgungen 1272, , 

erster, zweiter Art 1267, — , gle’ich- 
mafiige Konveigenz 1270, — , Konvei- 
genzbeieich 1268, — , Summabihtat 
1271, Verbalten auf dei Konvergenz- 
geiaden 1269 

Fakultatenreih en 682, 711, 1268 
, Gebiet der absoluten Konvergenz 
682, — , Grenzkonvergenzabszisse 685, 



Faltung — ’ 

— , Konveigenzabszisse 682, — , Kon- I 
vergenzbereick 682, — , Konveigenz- 
g-eia.de 682, — , Konveigenzpioblera 
uS4, — , Summation 684, — , Trans- 
formationeu 684, — , Verallgememe 
rungen 691, — , Zusammenhang mit 
dem Laplaceschen Integral 683 
Faltung s Bihnearformen und quadra- 
tisobe Formen 

Famille leguliere d’ensembles 987 
Fafiregel 55, 129 
Fast alle 939, — ubeiall 974, 1179 
Fatou, Satze uber das Poissonscbe Inte- 
gral 223 , —sober Satz 225, 424/25 
Feblerabschatzung bei dei GauB- 
schen Quadiaturfoimel 66, — bei 
graphibcher Quadratur 120 
Feklerfunktion, eizeugende 54, 69 
Fejei, Satze uber die Summation Fou- 
neisckei Reihen 1205 
Feldei, Riemannsche 391/92 
Fernwnkung, Piobleme der — 1493 
Fischer-Riesz sckei Sat/ s u RieBz 
Fixpunktsatze 961/62 
Flacbe, emfache 900 , gescblossene — 
188/89, 930, Riemannsche Flache 390, 
392 

Flachen dei Klassen A , Ah, JB, Bh , C , 
D, Lh 186/87 
Flachenmafi 999 

Flacbensatz von Bieberbacb 357 , 
510/11 

Flachenstucke, durch Ran d subs titu- 
tionen verbundene 190 
Fluktuieiende Funktiouen 1243 
Fonction, — fondamentale 1504, — de 
lignes 1498, 1500, maximum de la 
fonction / an point A 1003, — me- 
surable JB 1044, — , minimum de f 
au point J. 1003, — resoluble 1111, 
— simple 1063, — sommable 1012 , 
1047, 1057, — a vanation bornee 
1006, — a vanation lesoluble 1111 
Formelpolygonflacken 352 
Foimen von unendlichvielen Yer- 
andeilichen, alternierende — 1561, 
bilmeaie — s Bilineaifoim , Henmte- 
sche — 1561, Eigenwerte vollste- 
tiger Hermitescber — 1562, umtare 
Transformation vollstetigei Hermite- 
scbei — m die kanoniscke Gestalt 
1562, J- — (Tacobiscke) 1586, be- 
sclirankte J — haben einfacbes Punkt- 
spektium und Stieckenspektrum 1587, 


Founerreibe 1615 

I Transformation einer bescbiankten 
quadiatischen Form m erne Summe 
bocbstens abzaklbar neler beschrank- 
ter J ~ — 1587, Zusammenhang dei be- 
scbrankten J-— mit der Kettenbiuck- 
tbeone 1586/7, nichtbeschrankte J- — 
1588/9, Spektialdarstellung dei mebt- 
beschianlden J - — 1580, Zusammen- 
hang der mcktbeschrankten J — mit 
der Ketten.br ucktheone 1588/9, mit 
dem Momentenpioblem 1589, zn J- 
Form gekonge Gleiehungssysteme 
1586, 1589, £- — 1426, 1590/1, Ahn- 
liebkeitsproblem fur mektsyinmetri- 
scbe L — 1591, reelle quadratiscbe 

L — 1590, Spektrum der £ 1591, 

regulaie £ — 1590, Yerallgememe- 
rungen dei £ — 1591, quadratiscbe 

— s d 

Fortsetzung, analytiscbe s analy- 
tiscb 

Founerkoeffizienten 1161, 118S, 

1192, 1234, 1393, — , asymptotisckes 
Yerbalten 1194, — , Mimmumseigen- 
scbaft 1209, 1234 

Founerieihe 73, 1189, 1192, abge- 
leitete — emer Funktion besckrank- 
tei Scbwankung 1207/08, 1213, 1216, 
— , Besselsche Ungleicbung 1209/10, 
— , Differentiation 1215, — , Faktoren- 
folgen 1215, fast liberal! diveigente — 
1203, fast uberail konvergente 1216, 
1236, — , Fejeis Satze 1205, — , Gibbs- 
scbe Eiscbeinung 1203/04, — , Inte- 
gration 1214, konjugierte — 1198, 
— , Konveigenz 1194, absolute 1194, 
1200, fast ubeiall 1201, gleichmaBige 

1200, — , Konvergenz- und Divergenz- 
erschemungen 1201, — , Konveigeuz- 
lmterien nacb Dim 1195, nacb Joidan 
1196, nacb Lebesgae 1197, nach Lip- 
scbitz 1196, nacb Lipsckitz-Dmi 1197, 
nacb de la Vallee Poussin 1196, nacb 
Young 1196, anderei Ait 1198, Yei- 
gleicb dei Kntenen 1197 , — , Lebes- 
guescbe Konstanten 1202, mebifacbe 

— 1223, — , Mul tip lik ation 1214, — , 
Parsevalscker Satz 1209, — , Riemann- 
Lebesguesches Fundamentallemma 
1192, — , Riesz-Fiscberscher Satz s d , 
— , Smgulantat, du Bois-Reymondscbe 

1201, Lebesguescbe 1201, — , Sum- 
mation s cl , tngonometnscbe Reiben 
als — 1192, 1221 
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Fourieiscbes Integialtheoiem — Funktionen 


Founersches Integra It h e o 1 e in 
1243, — in seiner Becleutung fur 
Integral gleickungen 1 Ait 1350, 1454, 
— , Verallgememerung 1243 , 1213 3504 
FLedholmscke Auflosungstkeone s u 
Integialgleichungen, lineai e, — De- 
terminants s Determmanten , — Me- 
thode znr Losung dei Itandwoitauf- 
gaben der Potentialtheoiie 238 
Frobemua, Satz von — alt. Voiallge- 
meinerung des Abelschen Grenzwoit- 
satzes 10, 470 
Frontiere 880 
Fubmi, Satz 1118 

Fundamentalanfgabe in derTkeone 
der Abelschen Integrate 577 
Fundamental bei eich lb c ), iso 
Fundamentaldisknininante 837 
Fundarn entalf olge 1019 
Fundamentalform fur den Divisor 
W 557 

Fundamentalfunktionen ids, 235, 
239 / 10 , — , Reikenentwicklungcn s Eut- 
wicklungstheoi erne 

FuncUmentalgleichung fur 557, 
—, Dibkriminante 557 
Fundamentcilpo lygon isi> 
Fundamen talpi lmteiloi fur cine 
Transformation 668 

Fu n d ament alp unkte emer nmeien 
Gienzmenge 891 

Fundamentalsystem, absolutes 662, 

— fui den Divisor ^ r 557, — fui em 
Ideal 560, — fur em Ideal I(£ l) 566, 

— fur die allgememen Integiale /wei- 
tei Gattung 617/18, — des Kongiu- 
enzkoipeis K(x, p) 647, — von Lu- 
sungenemerDiffeienzengleichung 092 , 

— von Penoclenwegen fur erne Rio- 
mannsche Flache 024, 029, — 111 be- 
ziig aut den Primteiiei x — a 6G2, 

— fur 9? 627, — fiu die Yielfacken 
ernes Divisois 670 

Funktionen, Abelsche 041, absolul 
stetige — 1007, abteilungsweise ste- 
tige — 190, aquivalente — 1027 , al- 
gebiaische — 553, zweier unabhun- 
giger Veiandei lichen 651, analytiscke 

— s analytisch, analytisch. darstell- 
baie — 1177, analytisch mcht dai- 
stellbare 1178, — , Approximations cl , 
appioxmiativ stetige — nu, Baire- 
sche — s d , — , die kemer Ban eschen 
Elasse angehoren 1170, beschrankte, 


I m lhrei Gesamtheit glen, hnni Big be- 
sclirmkte — 107 s, — beschrunktoi 
Drebung 1007, — bescbr.mkfcei Sehwan- 
kuug 1000/07, additivo Inlet v.illfunk- 
honeu von In bchruuktor Scbwan- 
kung 1184, Biffci initiation \on — be- 
scliiiiuktei Sckwankung 10') 5, Foiuier- 
koelli7ienten von — Ix*bi bi.mktei 
Sckwankung 119 1, Founeneilie von 

— boscijiunktoi Schw.inkung ll oo, 
foimal abgeloUetc Fonriiuieiiu \on — 
besehiankf ci Sell wan Lung 1207/08, 
1216, Zeilegung von — besehiunktoi 
Sehwaukung m line dioi PoHtandteilo 
1009, 1011, — hi hcbidiiktiu Sdiwan- 
kimg von /woi odei n Veramtei lielu n 
1007, — VLiallgetuoineiLer In uchrank- 
ter Sclnvankung 1007 , xolij, 1111, — lx - 
scbianktcL Spanriung ib9, - be- 
scln mkter Yanalion ioofi, IleHselsche 

— 1257, 1271, naih Pond moBbaro — 
1014, — , dilloionfneiimie 1 m Punkti 
x 1087, an eirni Stollo (* , y) 1121, 
nngencte different nei bine, stetige — 
1093,1091/92, — KmsdiniLt U7, - den 
ellipf Lschou Zylmdein 127 f, ondlidi- 
weiligo — joig, oi/eugonde — 17, 
flukbmorcndo — ■ 1213, — von Funk- 
tionen 1198, 1500, — , gan/e iur die 
Stelle p 537, — , gan/o tians/omlonU 
425, asymptotischcs Voikalton auf clu 
loellon Adise H2, Ito/iohungon /wi- 
schon dem Maximalbefcrag und dem 
Betrag des grOfiton Gliedes ihrei Po- 
ten/ieibe 442, Geychleikt 325, Go- 
schlecbt von Abloitung und Surmno 
441, BeBtnmnung des Geschlochloy mis 
den ICoefli zion ten 441, GroBenordnung 
dei Koefb/ienton bei gegebouem Ge- 
scblocbt 129, Glad 429, Grenzexponont 
429, Yerallgomeinerung des Gion/ox- 
ponenten430, Gien/exponontals Divoi- 
geii7- odei Aonveigen/i xponent 430, 
Hadamai d^clio S4t70 429, 4 51, 133,435, 
Ilohe 429, LaguciiOhdn Sxt/o 425, 
Lindelot-Boutiouxscbe Oidnunghtypen 
432, gauze — vom Maximal^ pus Hi, 
vom Mimmaltypus 431, 407, vom Nor- 
malt>pus 431, Ordnung, oidre appa- 
rent 430, Ordnung und Greu/e\ponont 
43 3, 137, Oidnuug und Koofh/ionton 
431, Ordnung Null 412, gan/o — der 
Ordnung Null genngen kemei alge- 
biaiscben Dilieientialgteickung erster 
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Oidnung 44:4, Ordnuug unendlicb 442, 
Pomcarescbe Satze 429, 433, primitive 
gauze — 427, 434, lkre Absebatzung 
nach untea 435, Rang 429, ganze 

— von legelinaBigem Wacbstum 431, 
W eiers ti afiscbe Pi oduk td ai stellung 
425, Wuizelrealitat 426, 428, ganz- 
werfcige — 691, gebrochene — fur die 
Stelle jj 537 , Greenscbe — s d , — , 
Gfienze, obeie (unteie) m emem Punkt 
1003, Greuze, obeie (unteie) bei Ver- 
nacblassigung der Mengen einei be- 
stimmten Gattung 1088, — , Grenz- 
werte, lecbts- und lmk&seitige 1005 , 
— , halbstetige, aufwarts, abwarts, nacb 
oben, uuten 1003/04, barmomscbe — - 
ids, Hermitesche Funktionen 1233, 
mteguerbare — nacb Denjoy 1065, 
1191, nacb Harnack -Lebesgue 1191, 
nacb Lebesgue 1047, 1191, nacb Rie- 
mann 1033, 1064, 1191, mtegneibare 
und bescbrankte - 1191, — mitmte- 
gnerbarer l tov Potenz 1112, 1191, 
Jacobiscbe — 1233, — 0 lLr , l tor , a t6r 
Klasse 1108/9, — der Klasse cc nacb 
Geviey 1322, — komplexei Yanablen 
379, 1011, — von konstanter 4-Vaiuu 
tion 1008, — , Komergenzweifc 417, 

— von Kurven 149b, 1500, — , Limes, 

oberei bzw unterei lm Punkte A 
1003, — Limesfunktion, obere bzw 
unteie 1003, — von Limen 217, 1015, 
1028, — 508, mefi- 

baie — 1042, mefibaie — bemg- 
licb emei abeolut additiven Mengen- 
funktion <p [qp-mefibaie — ] 1045, Aqui- 
valenz dei meftbaien — zu Funktionen 
bocbstens zweiter Elasse 1182, appro- 
ximative Stetigkeit dei mefibaren — 
1184, meCbaie — nacb Boiel 1044, 
nacb Lebesgue 1042 , nacb Lebesgue 
fui ruebrere Veiandeilicbe 1115/G, 
Quasistetigkeit meGbaiei — ii8d, Ver- 
allgememeiungen dei meBbaien — 
1045, monotone — in emem Bereick 
336, 1293, — , mcbt besdnankte, mefi- 
baie, aber mcbt summieibaie 1057, 
mcbt mebbaie — 1044, — erstei, cd Lr 
Oidnung 1171, — aus $ nacb D 1009 , 

— cp{a 0 ) 412, (p-meGbare — 1045, pri- 
mitive — 1086, bei gauzen transzen- 
denten Funktionen s d , primitive — 
emer gegebenen Ableitung odei Den- 
vierten 1104, pumitive — bei zwei 


Yeiandeilicben 1125, unstetige primi- 
tive — nod, pumitive — eme& Koi- 
pei s 5 43 , punktweise unstetige — 1005 , 
punktweiBe unstetige — m bezug auf 
eme perfekte Punktmenge 1167, quasi- 
unendlicbe — 496, quellenmafhg dar- 
stellbare — 1242, 1364, — rcellei Yer- 
andeilicben 851, Anwendung derMen- 
genlebrel002, — unendlicbvielerreellei 
Yeranderhcher 1499, — , Schranken- 
funktion obere bzw unteie 1003 , — , 
Scbwankung in emem Punkte 1003, 
7^-fach iteiieite Scbwankung ioos, mitt- 
lere Scbwankung 1034, 1038, stetige 

— 1003/4, 1024, stetige — m bezug 
auf eme beliebige Menge 1004, stetige 

— in bezug auf eme perfekte Menge 
1004, 1167, Eiweiteiung emei stetigen 

— 1176, lm Element a stetige — 1024, 
stetige — mitmcbt ubeiall konvergen- 
tei Founerreibe 1192, 1201, nngends 
diffeientneibaie stetige — 1091, 1095 , 
oberbalb bzw unteibalb stetige — 
1003, streckentreue — 388, strecken- 
weise konstante, stetige — 1053 , sum- 
mieibare (sommable) — 1047, 1057, 
summieibaie — mebreier Verandei- 
licben 1115, — a ter Stufe 1172, tota- 
lisable — 1065, 1066, total stetige — 
1007, 1110, nacb oben (unten) total 
stetige — 1111 , in emer perfekten 
Punktmenge total stetige — 1115, 
total unstetige — ■ 1005, trigonometri- 
scbe — s d , 111 eme tugonometnscbe, 
aber mcbt m eme Founerreibe ent- 
wickelbare — 1221, — , die unbe- 
stimmte Integiale bind 1110, — , voll- 
stetige \on unendhcbvielen Verander- 
licben 1405,1556, vielwertige — ,unter- 
scbeidende Zeichen 2s, — , Variation 
s d , wmkeltreue — 388, zablentbeo- 
retiBche — s d , zyklometnscbe — 37 

Funktional e, Theone dei — 556 

Funktionalgleichung f(x ) f(y) 

= ffr + y) - 2 , -’6 

Funktionalgleicbungen , Existenz- 
tbeoiem fur nicbthneare — 1 ^ 00 , li- 
neal e — 14b7, besondere lmeare — 
1476 ff, Bebandiung ImeaLer — nacb 
clem Muster dei Integialgleicbungs- 
theone 1470, — fur ortbogonale Po- 
lynome 1231 

Funktionaloperationen, lmeare 
1015,1466,1498, Algebia der — 1466, 
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Funktionalopeiationen, mchthneaie — Gobicfc 


1548 , lb’iS, — — lm Rn 1470 , Dar- 
stellung lmea\ ei — uacb Hadamaid, 
Fiechet und F Biesz 1169/70, Produkt 
zweiei hneai ei — 1467 , Verallgememe- 
rung der Tbeorie dcu eigentlicb bin- 
gularen Integialgleichungen nut v^m- 
metuscbem Kem ant symraetiisihL — 

1593 

Funktionalopeiationen, niebt- 
lineaie 149S fi , Ajiproximatieu — r 

— durcb Polynome 1190 Ubeitiagung 
der Grundbegriife der Analysis auf — 

— 1500 

Funktionaliaum 1026, nus, 14C91 
Funktionahecbnung 1015 
Funktionalfciansforinationen 1466, 
lmeare — 1466, Jnveifcierung linearer 
1470 f , Umkekiung \on all gem ei- 
nen — 1500 , vollstefoge — 1471, 1476 
Funkfcionenelemente ion Z , die 7in 
Stelle p geboien 539 
Funktionenfamilien, bescln ankle 

500, kon\ exe — 513, noimale — 4%, 
quasmormale — 496, schhchto — 510 ’ 
schlicbte nnd besckrankte — 512 
Funktionenfolgen 1136, — eincr Vej- 
anclerhchen 1137, — mehiorei Vei- 
andeihcben 1185, kompakte — 496, 
— , Konvergenz s d , monotone — 1171, 
normale — 49(>, obeikalb bzw unfcer- 
balb gleicbmafiig oszillierende — 1142 , 
— , Schwankung ms, — vomTypusii 

1169 

Funktionen klasaen, Banescbe 1168 
Funktionenmengen, gleicbgiadjg 
stetige 1144, gleichgiadig absolut- 
stetige (gleiebgradig totalstetige) 1083, 
kompakte — 1145 

Funktion eni aim 1025, 1026, 1468, 
1596, riansfoimationsgruppen und 
ibre infinitesimal en Transformation en 
in dei Geometue des — s 1168 
^ nn ktionensy<3tein, abgescblossenes 
1194, 1215, 1237, adjungieites — 1232, 
adjnngieites — , Ems ten z 1234, biortbo- 
gonales s d , mvaiiantos — ernes 
unsvmmetriscken Kernes 1545/6 oi- 
thogonales - s d , polares — g d 
umtaips — 1536 

Funktionentheoue, reelle, m ali*»e- 
meinen Raumen 10234 ° 

Funkfcionsbegrifl, ailgemewster jooo 

b unkfcionselement 3S9, 522, 1 Be- 

ziehung zwiseben semen Koefbzienten 


und don SinguliUiUti n dei dmcb das- 

selbo dehmuten Funktion ibo, 

Umgebung >91 

Fuukti ousel cm eni o lur die algobiai- 
sebe Funktion die ?m fetello go- 
boren 5 IS n 

G 

Qtt H7l 

Galois so her jr-adi'-cher Zahlltorpei, 
dor ?u cm oi Uleicinmg F(i) = 0 m»- 
liurfc 6(9 

Gamniafunktion 677, — , l, m Aul- 
losung a on Difioicn/engJondmugf n 717 , 
— , Huldeiechei Sat, 7(M, Vm.i llgoimu- 
^ norung dey Ifolderachcn Bat/i h 719 
Gan/, algobraiscb 545,(,4(>, — ci DivihOi 
omei Funktion 610, 552, o Mlomcnfe 
dcs Tfongiueii/koipory A(a, p) 04 7 ; 
—o Funk l iuii i u i dio Stella p 637 ; — -o 
hfiny/ondenlo Funktionen, h unter 
I' uiiKtioncn , — o Zaiil m bo/ug auf u 
612 1 
Gan/woitigo Funktionen 691 
G an fi sell o JntcrpolationHformol 73 ? — 
IntpipolatiOfiHicilm 687, — (Auidiatur- 

lotmeUs,IJcHtimmmig(lci Al»H/iHHon 68 , 

Koof/i/aojitcnbeiecbming 61 , spc/mllo 
Falle 71, veiullgwmuriGiU* 77 , Vciail- 
gememerung von August 77 , Vorad- 

gemomcrungvonChriHloirel 78, — seller 
feat/ 1120 

Gebjol 181 , 898, 8 ‘CI, m .,, m<), a l.g ( >- 
scblossetius — 899, — , A.nBcuraml 920 , 

— , Begren/uug 182, <107, 910, <>23, 1)«- 
gren/ung einos n-dmumsioTi.iIon —os 
929, fefciuktur dei Regie nzung 926 lie- 
achuiulctes - 182, obonow - ,l.. r KW 
-4, Jfi Oder IV 186, All odcr Jill 186, 
0186, 1) (L oder M) 180, K (jV odor f ( >) 
1 S 6 , — ubei cmaexiigen Pl.iclion 188, 

— bei Ilanadoiir Biio, ideal gosibloh- 
senea — 188, mcmamler gmilmdi- 
telte — e 10-3 , Jordanaehca — 183 ^ 
konvexes ~ m bovug auf einon semcL 
Punkte 236, offenos - 899 , p-Uch 
zusammenhangendes — 1 S 3 , 195 , 906 
— , Rand 182 , r,uunlicbes — doi Klaese 

iy\K\ Ah 0tIei Jlh] 187 ’ de> ICIlMBl* 

C, Jjj Lh 187, scblicbtai tiges — 18 . i 
194, kanomsebo DaraleKung oinoa 
seMicbtaitigen -os 191, uuoudhch 

vielblattugea wcblicht«irtiges 19 '} 

— , Zerlegungasatze Sin, "yuHaramon- 
bangendes — sas 



1620 


Gleickungssysteine, mcktlmcare — GioOlei 


sumrue 1369, 1399, 1429, Abspaltungs- 
verfakren nack Dixon 1412, 1502, 
Altemativsatz 1409, deteimmanten- 
treie Satze 1410 ff, Hilbeits Loaungs- 
methode vermittels des Auswaklver- 
fakieus 1407 If, Yeimeidung dei Aus- 
vahl 1421, ii3s, Lo^ung duick Ab- 
spaltung und Ent wick lung nick Ite- 
nerten 1413, Losung duich Zerspal- 
tnng der entspieckenden Bilinoarionn 
in. erne sj'mmetiische und emc acbict- 
symmetiische Form 1412, vollstctige 

— bei Konvergenzbedingnng fui die 
Unbekannten uuter Zugiuudelegmig 
ernes konvexen Aichkoipers, Abapul- 
tungs\erfabien und Eutwicklung nack 
Iterieiten, deteimmantcnfieie Satzo 
1447f , zeilenfimte — 144Sf , Zusam- 
menkang dei lmeaien — mifc Into- 
gralgleickungen 1367, 1394 k 

G1 eickung ssysteme, mcktlineare 
mit unendlick\ lelen Unbekann-, 
ten 1481 £F, Existen/aatz von [Cock 
fur die Losungen von — ri — n 1482, 
Erweiterung auf allgememeie GJei- 
chung8SYsteme 1483/4, Losbarkoit von 
— n im Klemen 14821F, tTbertiagung 
der Puiseuxscken Safcze duich Schmidt 
1484, \ eizweiguugsgleickuug 1485 

Goldback&chei Satz 809 

Giad emer algebiaiechen Funktion 551, 

— emer Divisorenklasse 667, — emer 
ganzcn tianazendenten Funktion 429, 

— emei Kurve 603, — emer Prim- 
zahl 646, — dei ungleickmaCigeu 
Konvergenz 1142 

Greensche Foirnel 210, 246, 1248, 12S9 

Gieenscke Funktion bei gewohn- 
licken hnearen Differentialgleickungen 
1200, adjungieite — 1251, eiweiteite— 
U5i, bei partiellen hnearen DilForen- 
tialgleickungen voni ollipiscken Typua, 

— (erstei Art, am Rande veischwm- 
dende) 12S7, — bei adjungierten Dii- 
ferentialgleichunoen 1289, bei sick 
selbst adjungieiten DifFeientialglei- 
ckungen 1254, aaymptotisckes Ver- 
kalten am Rand 1290, Ungleickkeiten 
12S9, — dutter Ait 1305, erweiteite 
1305 zweitei Ait 1304, — bei ge- 
mischten Randbedmgungen isod , — m 
der Potentialtkeorie 218, 246, asym- 
ptotisckes Verkalten am Rand 2 IS, 
Ungleichheiten 247/8, beim dritten 


Randwcrtpioblem 280, Im eml.idi /u- 
sammenbciugciulo scblicbte G chief u 
103, oiwmteitc 252, 280, — Im Bponc Ho 
Gebieto m, anu, 269, — , gnipkmclio 
Konstuiktion 170, — ,l1h him emoi 
Intcgiulgleidmng 1 562, 1326, — ■, pu- 
bifciv definite 1 12)2, — /weiim Art 250, 
asyinptotmchca V\ikult< n m dm Nsu k- 
baischait doa l\\ Hides 252 
GLcensckei Sat/ jh, 1120, - - im 

IntegtodilloreniiaJglmt liuugt n 1 197, 
— Tensoi bei Syait men piutidku 
ihttoientiulglen liinigoii 1251 
Gicn/e, obeieb/w untoie 869, -- onicr 
Funktion m oiiiem Pnnkt nun, nnor 
Funktion boi VmnadihtBHigmig tier 
Mcngeu oinoi bodimmlcn (i ilhing 
1088, — oinoi Mengo fi«o, - /wim hen 
A und If «8i 

Gienzolcmcnl emei uimndlidion Folgo 
von Elniiii ut< n 1015, — , Rh»h/h<]u‘ 
Deinnfion lciifi 
Gi en/oxp on on ( 129 
Gi tsn/ tunic tion, fntogiieib.u keil, io70, 
— , oben* b/,w unkro ioot, — Htctign 
Funktionon 1107, — emei nlotigi n 
Funkfcioiw ulolgo, Rcchngung Im due 
Stetigkeit 116 i 

Gi cnzkoiivoigon/abfl/iHHi k bei Pn- 
kultatcnreikcn 685 
Gion/kroia 307 
GienzkrciHtall 1‘20 I 
Gi onzki eiatkcoi oiu 318 
Grenzmengo, uuOero 890, erigorr 
939, inneie — 890 '91, h 90, vollntiin- 
dige — 9 19 
Gienzpolygono 348 
Grenzpunkt 800, hgo, 801, kho, tut,, 
— emer Mengcnlolge 939, ~~ iur fast 
alle Mengen uim-r Folgo 939 
GrenzpunktfalJ 1261 
Gron/Hckai von Funktionenfnltrfui 
3521 

Grenzsekantf'ii wmkel 1087 
Gren78tuck 902 
Grenzvcktor im 1437 
Gienzivertausdrucko im Eigenwoito 
und Eigenfunktionen 1313, 1515 
Gienzweite (lecktsaeitigo und lmkt*- 
seitLge) loos 

Gi enzwertsat?, Abol&dier 475 
Grofitei gememsamei Teilci b 640, 

® j Cl,) 658, — Divisoi 

865 
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Grrofi, Satz418, — , weiteie Satze 420/1 
Gri undlosung 128 S, 12 9 5, 1296, 130 7, 
— emei lntegiodiffeieutialgleicbuug 
1497 

Urrnndi oatbeleguno en 245 
jriirteltoimige Verschmelzung 258 

H 

H \ Heimite-Eigenscbaft 1474 
Eadamard, Deteimmantensatz 1356ft , 
1366, 1371, i42i, 1423, Multi plikations- 

^atz 464, Fabiyscher Luckensatz 

461, 735, — ache Satze ubei die Lage 
dei Pole 473 
//-Bedmgung 191 

Haufungsbeieich ernes Emschnittes 
417, — einer smgulaien Stelle 417,421 
HAufungselem ent 1015 
[laufungskomponente 195 
llaufungskontinuiun 913 
Haufungsp unkt 86 0 , 860 , 861, 8 70, 
— , hnksseitigei , lechtsseitiger bzw 
beiderseitiger 863, — von nicbt ab- 
zablbarei Ordnung 870, — im Hil- 
bertsclien Raum 1434 
H an fuxigss telle 12 
Haulungsvektoi im /?« 1437 
iTalbmtegral, oberes bzw unteies 
1111 

dalbstetig, abwarts, aufwarts, nach 
oben, nacli unten 1003/04, — e Oszil- 
lation 114.2 

lamiltons Integialdaistellungen 1243 
Tarmonische Funktionen 198 
larnacksche Sdtze 230, 1286, 1287, 
1308, — s Verfahien bei uneigentlichen 
Integralen 1053, 1055 
I amack-LebesguesLkes Integial 1057, 
1191 

lauptachsenpioblem , Analogie bei 
Integialgleichungen zum — s d so- 
wie beiEigenwerttbeorie, Eiweiterung 
dos — s auf Schaien quadiatischer 
Formen 1564 

lauptachsentkeorie vollstetigei qua- 
diatischei Formen 1553 if , s auch 
quadiatische Fonnen 
lauptchaLalcter 796 
Iauptdenvieite, viei iosg 
lauptfunktionen s Eigenwerttheone 
bei unsymmetriscbem Kerne 
Iaujotgebiet 918, 925 
lauptgleiehung (fui erne Funktion 
ernes Koipers) 544 


Hauptklasse (Divisoren) 541, 568, 666 , 
(Elapse der Nullwege) 621 
Hauptkurve ernes Korpeis 605 
Hauptlo sungen emer lmearen , m- 
bomogenen Diffeienzengleichung 711 , 
Bestimmung durcb gewisse Grenzbe- 
dmgungen 715, — ernes Systems von 
Biiferenzengleicbungen 700 
Hauptmatrixlo sungen 699 
Haup tpunkte, Bereicb dei Haupt- 
punkte 417, — ernes Primendes 928 
Hauptstein s Stern 
Hauptweite 97 

Hauptwert von a m 23, — vonarcsin*r 
39, — ernes Integrals 1051, — des 
Logaritkmus 28, — der Potenz a f 29 
He eke ache Zetatunktion 847 
Heme-Borelsches Theoiem 882 
Hellmgersebe Integrale 10 G 0 , 1073. 
1584 

Henselsche Reibenentwicklungen 654 
Hei e d it are Mecbanik 1493 
Hermite- Eigenschaft 1 474 , — sebe 

Form 502, — sebe Formen von unend- 
licbvielen Veranderbchen s Formen, 
—sebe Funktion 1233, — sehe Interpo- 
lationsformel 67, —sebe Kerne 1535, 
— sebe Matrix 1561, — sebe Polynome 
76, 1274 

Hess e sche Determmante einer Kurve 597 
Hilbert, — sokes Ausw aklverfakren 
s d , — seber Raum 1026, 1434 
Himmelsmecbanik, Integrationsme- 
tboden 157 

Hoke einer ganzen transzendenten Fimk- 
tion 429 

Holderscbe Bedmgung 191, 1279, Ex- 
ponent 191, 1279, fur Lipschitzsche 
Bedmgung 191 , — s Mittel 477, — r 
Satz ubei die Gammafunktion 703, 
— Ungleicbung 1445, — s Verfakren 
bei uneigentlichen Integralen 1052, 
1055 

Hoblr aumstrablung 152 & 

Homoie 952 
Iionioomorpk 932 

Homogene Bestandteile, Zeilegungdei 
m sicb dichten Mengen in — Be- 
standteile 873, — Menge von der 
Dicbte d 988, — Menge im Smne der 
Analysis situs 9t>9 

Horizontals treifen, Lebesguesche 
Zerlegung m — 1040, 1044 , 1045 
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Hu lie, abgescblossene, einei Menge 
865, maBgleicbe — 975 
Hyperbohsche Funktionen 37 
Hyperbolisck-elliptiscbe Differen- 
tialgleichangen 124-1 
Hyperelliptiscbe Gebilde 611 
Hypergeometrisclie Funktionen zui 
Auflosung yon Differenzengleicbimgen 
717, — Reike 45 

I 

Fankfcionaloperation 1474 
Ideal geschlossene Gebiete 188 
Ideal m z 555 

Idealtheorefciscbe Funktionen 84 l J 
Identitat von Potenzreihen 13 
Imphzite Funktionen 528, 1179 
Independenter Ausdiuck der Bino- 
minaikoeffizienten 20 
Inharenz, totale 872, — , v tc odei v tor 
Ordnung 873 

Inbalt 962, 965, aufierer bzw inneiei 

— 965, — , Definition, Cantoiecke 962, 
964, Denjoyb Veiallgememeiung der 
Cantorschen Definition 975, Jordanscbor 

— 9b5, aufieier bzw mneiei Joxdan- 
scber — 965, Stolz-Hamacksche De- 
finition 962, 966, lmeaier — , Lmear- 
mhalt 995, nach Minkowski 995, nacli 
Young 99o, ?«-dimensionalei — im 
n-dimensionalen Raum 995, nach Min- 
kowski 996, zweidimenaionaler— nach 
Minkowski 995, — und Mafl, Bezie- 
bungen 975, UnteiBcbied 969 , — spo- 
zielle Satze 982 

Inbaltsfun ktion 993 
Inbaltspi oblem , Lebesguesches 972, 
— , Mengen, fur die es mcbt losbai 
1 st 978, veiallgememeites 979 
I n n e r e und an ft ei e Punkte 880 , — Punk te 
von s 620, — G-ienzmenge 890/1, 890 
Integiabel s mtegnerbai 
lntegralnlitat s Integueibaikeit 
Integral, auegezeicknetes einer Dilfe- 
renzengleicbung 678, — , bestimmtes, 
bescbiankter Funktionen emer Ver- 
anderlicben 1032, nicht bescbianktei 
Funktionen 1050, — nach Boiei 1060, 
1064, ~ nacb Cauchy 1032, — nach 
Daiboux, oberes und unteres 1037, 
1061, 1063, geometi iscbe Definition 
1048/49, — nacb Denjoy 1060, 1065 
1112 , allgemeines 1065, 1112 , 1115 , Diffe- 
rentnerbarkeit 1096, spezielles 1065 


1069, 1092, uiibeatimmtes 1111, Vendl- 
gemoinciung 1069, 1070, weiteio Inh- 
gialdefimtioneii 1071, ZuHanmienhang 
nut Difiorenti ition 10(*9, 10‘iG, ll()l, 
1108, 1110, 1115, - nat b Dim ujr,^ 

— einei Funktion mcluoiei Vei.mdm- 

hcben 1115, imheslinmites — emu 
Funktion inolneici Voiamlerhc hen 
1130, CharaktcnHiciimg 11 12, Dille- 
lentneibaikoil, 11 5 5, , llattung, 

eistor 579, order mid /wmfor 616, 
erster und /woitei, Peiiodemelationon 
62b, dnfctei Gib, git icligradig absolut- 
Htetigo — e 1081, glmligradig total- 
atetige — 0 108 1, — n.uli Ilaruaek- 
Lebeague 1057 , Nmiptuott 1051, 

— nacb Hclbngei 1060, 107 5, 1581, 
mnoiGB — 207, lLnrieiio — n, Vi r- 
tauHLliljaikeit doi Inlegi ationhfolgo 
1120 , — , Ivon vi rgen/, absolute {unbe- 
dingte) b/w nu lit ibstdule (bednigb) 
1055, 1122/2 1, bap latent lii'H (,H 1, 
68b, — n«uh bnhoHgwe 10 {9, ton, 
1191, 12 51, deHknptive Delimfmu 1010, 
JCigunschafteu 1058, geometiiHt be De- 
lnution 1019, kmiHLiiiklivo Dt limtion 
1015, Majonmten, Mmoranten 
inelulaclirB 1115, mil odei uber t mei 
Menge 1010, Im nuliL best hraukte 
FunktLOunn 1056, obuiOH, miteren ion, 
1049, unbt stinjiu t( l H 1110, 1115, 1152 , 
mehitachos — 1115, numet indie hib- 
giation 82, 99, pm I k lie Inti gi at 1011 

1122 , Tiansfoi malum 1121 , uneigent- 
lichcs 1122, Zmib k fill 11 ung auf wn- 
deiholte einfaclir Ijitegiation 111 7 , 
— nath L’enon 1060, 1071, — niu Ii 
PiGLpont 1059, 1001, PoiHsomu lies 
198, 220—225, 1207, — nmdi Radon 
1072, - mit latumalem Inlegumden 
581, — nacb Ricmami 10 M, 191 , 1 , 
1001, 1064, 1191, goometi Lfll lie I)(‘|l- 
mtion 1018, unbeHtiiniulefl 1111, 
nacb Rick/ 1060, 1063, Hingukin s 
1205, 1225, 12 59, Kern eines Hinguhhon 
— Cb 12 59, — nach StieltjeH 1000, 
1071, envoiteites 1211 , Veiallgeniei 
neLung 1071/3, unbestinuides — emcM 
Ableitung odei Dcrivierten 1105, un- 
bestimmtes — , allgomemete Aullas- 
sung 111 ), 1132, clmuiktcristiHche 
Eigenschaften 11] 0, 1132, Diilerentnoi - 
baikeit 1096, 1133, ala Mengonfunk- 
tion 1113, 1132, imcugen Lh dies — 



Integialbegriff — Integralgleicliungen, hneaie 


1623 


1050, mekifaches uneigentliches — 
1122, uneigentliches — nach dem Vei- 
falnen von Caucky-Dirichlet 1051, von 
Hainack 1053, von IToldei 1052, von 
Pierpont 1054, von de la Yallee Poussin 
1054, Yergleich der versclnedenen Vei- 
fakien 1056, — nacli Young, 1 De- 
finition 1050, 1060, 2 Definition 1060, 
10b2 , Youngs Yerallgememerung des 
Denjoyschen — s 1070 
Integralbegriff, Yei allgemeinerung 
1059 

Integraldarstellungen 1243, — ana- 
lytiscker Funktionen 453, — m An- 
sclilufi an eigentlich smgulare Inte- 
gralgleiekungen zweitei Art 1594, — 
bei Auftieten singulaLei Stellen der 
DifFeientialgleicliungen 1264, — bei 
Dirickletschen Reiken 749, — von 
Kettenbruchen durcb Stieltjes 3 578, 1^83^ 
1587/9, Paisevalscke — 465, — bei 
symmetnsierbaren Kernen 12 13, 1567 
In t egr alform, bilineaie — s Polar- 
foim, — quadratische , die zu emem 
symmetnaclien Kern geboit 1362, 
1509 ff , 1518 if, 1525, 1560, 1592 
Integialformel von Cauchy 386,519 
I el t egr algleichun gen, Uneare, 
Abelsclie — 1350, 1464f , algebraiscber 
Grnndgedanke 1340 f , allgememe al- 
g-ebraische Analogic 1343, Analogie 
zuxn Hauptaehsenproblem 1342, 1352, 
1353, 1359, lBOiff, 1513ft, 1521, 1527, 
Alteinativsatz bei — 137b f , 1109 , Art, 

— dntter Ait 1450 f, 1537, — eister 
Ait 241, 1344, 1453 ff, besondere — 
©rster Art 1456, Losbaikeitskntenen 
bei — erster Ait 1455, — erster Ait 
rait stark smgularen Keinen 1454, 
HiLbertB Rezipiozitatsformeln und ver- 
wandte Foimeln fur — eister Art 
1454, Zuruckfuhrung von — erster 
Aifc auf das Momentenproblem 1457 , 

— zweitei Ait in ibrer bebomleren Be- 
deutang 1344, 1449, Auflosungstheone 
bei — zweiter Alt, Grnndgedanke 
1 340, Courants Auf losungstheorie durcli 
tJbeitragung des Hilbert&chen Aus- 
wablverfahrens bei vollstetigen Glei- 
chungssystemen 1382, 1107 , Dixons 
Auflosungstheone 1368, 1377 , Enskogs 
Ajuflosungsmethode 1383, 1399, 1502, 
Fiedholms Auflosungstheone 1351, 
1356, 1370 ff, Auflosung durch Ent- 
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wicklung nach Jteneiten 1347, 1361, 
1353, 1382f , 1413 , Hilberts Auf losungs- 
theorie durch Gienzubergang 1375, 
durch Ubergang 7U unendhehvielen 
Vanabeln 1367, 1382, 1392, Entwicfe- 
lung nach Iteneiten (Neumannsche 
Methode) 1347, 1383f, vgl auch Ite- 
nerte, Schmidtsche Auflosungstheone 
duich Abspaltung und Entwicklung 
nach Iteuerten 1377, 1388, 1472, 1501, 
1 m Anscklufi an semeEigemverttheorie 
1381, Schmidts Auflosungs symmetri- 
scher Integialgleichungen vermittels 
des Entwicklungssatzes nach Eigen- 
funktionen 1526 , Auflosungstheone un- 
eigentlich singularer — dm ch Ubergang 
zu iteneiten Kernen 1386, durch Mo- 
dification dei Fredholmschen Foimeln 
1386, duich das Schmidtsche Abspal- 
tuugsverfabien 1388 , belastete — 1243, 
1389 , U7i, 1532, determinantenfreie Satze 
bei — 1376, Eigenfunktiouen, Eigen- 
werte s Eigenweittheorie, Entwick- 
lungstheoreme nach Eigenfunktionen 
s Entwicklungstbeoreme, — , Fred- 
holmsche Formeln 1370, Hilberts Ab- 
leitung der Fredholmschen Formeln 
bei symmetnschem Kern durch Grenz- 
ubergang 1375, Modifikation der Fred- 
holmschen Formeln bei uneigenthch 
smgulaien — 1386, Yenfikation der 
Fredholmschen Foimeln 1375, Umfi- 
zierung der Fredholmschen Theone 
1474, eigentlich smgulare — n s unter 
singulaie — , generalisierte — m der 
general analysis 1475, gemischte — 

1 389, 1532 , Hauptfunktionen bei — mit 
un symmetnschem Kerne s Eigenwert- 
theorie bei unsymmetnschem Kern, 
Integrationsbereiche, allgememere fui 
— 1388, Abhangigkeit der Losungen 
vom Integrationsbereich 1391, — bei 
komplexen Integrationswegen 1389, 
1451, Kern von — s Kern, — mit 
symmetnsierbaren Kernen s bei Kern, 
numenscke Behandlung von — 1399, 
150lff, polare — 1399, 1536ff , Hil- 
beits Behandlung polaier — durch 
U bei gang zu unendlickvielen Ver- 
anderlichen 1537, 1567, Pseudoresol- 
\ente von — 1374, 1377, — bei 
Randwertaufgaben von Differential- 
gleichungen s Randwertaufgaben , 
Resolvente (loseuder Kem) von — 
1 0'* 



mchtbneaie — Integi ationsmethoden 
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1351, 1373 , Darstellung der Resoh ente 
durch iterieite Kerne 1351, 1383, Ent- 
wickhing der ResoLvente nach Eigen- 

p , J "1" ' r >- j-' <- 1 1 nnr 
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tion bei — 1351, singulare — zweiter 
Art, uneigenthch singulare symme- 
tnsche — 1531, s auch unter Auf- 
losungstheone und Eigen werttheone, 
eigentlich singulare — 1265, 1802, 1303, 
1450 ff , 1591, eigentlich smgulaie — 
mit ctg-Keinen 1452, nut unendlichen 
Grenzen 1-452, eigentlich singulare 

— zweiter Art mit bescb rank tern sym- 
metriscben Kern 1592, Differential- 
losungen (symboliscb) eigentlich sin- 
gularer homogener — 1593, Basis- 
funLtion emer Diffeientiallosung 1593, 
vollstandiges System \on Differential- 
lusungen 1593, Entwicklung quellen- 
maSig daratellbarer Funktionen nach 
Eigenfunktionen nnd Ditfeientiallo- 
snngen eigentlich singulaier — mVei- 
allgememerung des Founerscben Inte- 
graltheorems 1594, Spektrum eigent- 
hch singulaier — 1593, eigentlich 
singulare — zweiter Art mit mclit- 
beschranktem Kern 1595, sukzessne 
Approximationen bei — 238, 1348, 
1461, Systeme \on — 1390, 1532, 
Systeme von — mit Symmetriebedin- 
gungen 1532, Umwandlung von — m 
lmeare Gleichungssysteme mit unend- 
bcbvielen Unbekannten 1367, 1395 f, 
Umwandlung mittels desRiesz-Fischer- 
scben Satzes 1897, Umwandlung bei 
unstetigen Kernen 1397, Umwandlung 
bei Wahl spezieller Orthogonalsysteme 

1398, Umwandlung von polaren — 

1399, 1588, Umwandlung von eigent- 
bch smgularen — in lmeare Glei- 
chungs&ysteme 1593, Umwandlung von 
Imearen Gleichungssystemen mit un- 
endlichvielen Unbekannten m — 1396 , 

— mit unendlichen Integration smter- 
vail 1^88,1452, Yolterrasche — 3 459 If , 
Yolterraache — * eister Art ld50, 1459 
Yolterrasche — crster Art fur Funk- 
tionen von zwei Veiandeilichen 1463, 
Yolterrasche — zweiter Art 1349, 1460, 
Losung Volterrascher — zweiter Ait 
durch Entwicklung nach iteneiten 
Keinen 1351, 1460, Yerhalten der Lo- 
sungen m der Umgebung 


1460 f, Yolterrasche — zweiter Art 
mit nichfc absolut mtegnerbaren Ker- 
nen 1462, besondere Volteirasche — 
1464 ff, lunktionale Yolterrasche — 
zweiter Ait 1463 f , singulare Yolterra- 
scbe — 1 4b 1 1463, Systeme Volterra- 
scbei — 701, 1462, Tiansfoimationa- 
grnppenaus Yoltenascben — 1468, Ver- 
allgemeinerte Yolterrasche — 1462 ff 

Integi algleichungen, nicbtline- 
are 1481 & , LoBbaikeit von — lm 
Kleinen 1481, Losung durch sukzes- 
sive Approximationen 1483, spezielle 

— 1481 , U8G, 1400 , Ubertiagung der 
Puiseuxschen Satze durch Schmidt 
aut — 1327 , 14S4 ft , Verallgememerung 
der Losung von — 1500, — mit vcr- 
tauschbaren Keinen 1492, Verzwei- 
gungsgleichung bei — 1485 f , Vol- 
tenascbe — 710, 1483, U89, Yoltena- 
sche — mit vei tauschbaren Kernen 
14S9, Volterrasche — mit vertauscb- 
baren Keinen K^(s — t) 1489 

Integi alkurve 111, — , Emzeicbnung 
120, — , Konstruktion der Knirumungs,- 
ladien 121 

Integralpotenzreihen 1484, 1488, 
1491, regulare Konvergenz von — 
1484 

Integi alrechnung, Fundamentalsatz 
1101 

Integialsatz von Cauchy 384, 519, 
Beweis von Gouisat 385, — lur rcelle 
Funktionen 1125 

Integraltheorem, Founersches s bei 
Fouiier 

Integi ant von Parabeln 84 

Integration 1031, — von Diffeiential- 
gleiehungen s Difterentialgleich ungen, 

— durch Diffeientiation untei dem 
Integi alzeichen 1059, — von Diffe- 
renzengleich ungen 692, — , mveiser 
ProzeB der Differentiation 1100, — 
mcht ganzzahligei Oidnung 488, pai- 
tielle — 1059, von mehifachen Inte- 
gralen 1122, — von Reihen 1076, glied- 
weme — 1077, vollstandig (gliedwei-,e) 
mtegnerbare Reihe 1083, — durch 
Substitution 1059 

Integrationsbasis b3, ill, 112, — , 
Anderung 122 


In tegrationskonstanten bei graphi- 
scher Quadratui 3 25 
von s = 0 i Integiationsmethoden der Diffeien- 
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zenrechnung 150, — der Himmels- 
mecbamk 157 
Integrationspol 83 
Integrationsproblem nacli Lebesgue 
1041 

Integratoi, PascalBcher 142 
Integnerbar nach Denjoy 1065,1191, 
— nack Hat nack -Lebesgue 11 ‘U, — 
nach Lebesgue 1047, 1191, 1231, — 
nach Riemann 1033,1191, — e Menge 
963, — es Puukts^stem 1031 
Integneibarkeit dei Ableitung und 
der viei Denvieiten 1098, 1099 
Integneibarkeitsbedingung beim 
Riemannschen Integial 1034, — fur 
pdx + qdy 1125 

Integritatsbei eich dei Klasse Q 572 
Integrodifferentialgleichungen, 
lmeai e 1478, 14931 , — 2 Oiduung 
vom eJliptischen Typus mit variabeln 
Integrationsgienzen, Grundlosung, 1 
und 2 Randwertaufgabe 1496/7, — 
hoherei Ordnung 1197, — von hyper- 
bolischem und parabolischem Typus 
1497, elliptische — mit konstanten 
Integrationsgrenzen 1498, Randwert- 

aufgaben fux 2 Ordnung 1495, 

1497, besondere 1495 , Yerallge- 

meinerungen der — 1500 
Integi odifferentialgleicb ungen, 
mchtlmeaie 1327, 1493ff, 1495f , 

— vom B6cheiscken Typus 1498 , 

mit funktionalen Ableitungen 1500, — , 
welche die Gestalt dei Gleichgewichts- 
figuien rotierendei Flussigkeiten be- 
stimmen 1327, 149b, — mit von 1 Ait 
vertausckbaien Kernen 1496, mit von 
2 Ait vertauschbaren Kernen 1498, 
Yeiallgemeinerung des Pioblems dei 
1500 

Inteneui au sens large (etroit; sgo 
I nterpolation 1153 
In terpolationsformel, stets konver- 
gente 1154, — von GauB 73, — von 
Hermite 67, — von Lagrange 53, 497, 
1154/56, erweiterte 60, 133, — von 
Newton s Newton , — \ on Stirling 686 
[nterpolationproblem 497, 1241 
[nteip olationsi eihe 686, — von , 

GauB 687, von Newton 687, 697, 717, 
718, — von Stirling 686, 717, — ,Yer- , 
allgememerung 691 
ntervalle 860, 11 -dimensionale — 861, 
punktfreie — 879 I 


- Intervalles contigus a Tensemble 879 
Intel vallfunktion 993 , additive — 

\on besckrankter Schwankung 1134 
' Invariant© Funktionen system e 
ernes unsymmetnschen Kernes 1545 
Invarianten von Divisorenscbaien 570, 

- — fur die lineare Transformation 598 , 

— bei stetigen Tiansfoimationen 948, 
953 

Invananz des Abbildungsgiades 957, 

— der allseitigen Erreichbarkeit 955, 

— der Borelscken Mengen und lkier 
Klassifikation 956 , — des Gebietes 350, 
954, — des ^-dimensionalen Gebietes 
954, — der geschlossenen Kurve 955, 

— der Zusammenhangszakl 955, — 
dei Zweiseitigkeit bzw Emseitigkeit 
von H-dimensionalen Manmgfaltig- 
keiten 956 

Inzidenzbasis 57 s 

Irr ation alitat von e x bei algebrai- 
schem a? 27, — von it 39 
Ineduzibles kontmuum zwischen zwei 
Punkten 910, 918, — Menge bezuglich 
emei gegebenen Eigenschaft 910 , — 
luckenlos zusammenhaugende Menge 
911, 912, 914 

Irregulare Punkte des Konvergeuzge- 
bietes einer Reihe analytiscker Funk- 
tionen 493 
Isogonen 144 
Isoklinen 144 

Isolierte Menge 863, — Punkte 863, 
— Stucke 902 

Iteration rationaler Funktionen 711 
Iterieren des Veifahren von Koebe 319 
Iterierte, Entwicklung nack — n 1347, 
1351, 1353 f , 1383, 1413, usi, 1131,’ 
146 7, 1489 

Iterieite Kerne 239, 1383, 1508, 1522 

J 

Jacobische Differentialgleichung 1324, 
1327, — Form, J- Form s Foim, — 
Form des Restghedes der Euleischen 
Foimel94, — Funktion 1233, — Trans- 
formation 1431, 1441, 1566, — s TJm- 
kehrproblem 641 

J e n s e n , Y erallgememerung de& Sckwai z- 
scben Lemmas 506 
Jentzsekscher Satz 493/94 
J 01 dan — scke FJache, gescklossene 
930, emfach zusammenkangende 930, 
— scbes Gebiet 183, — schei Inhalt 
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Kanomsche — Kern emer Integialgleichung 


965 , 966, lignes de — 900, — schea 
Konvergenzkriteimm fur eiue Founei- 
sche Reihe 1196, 1200, —ache Kuive 
183, 909, 910, Erweiterung der Ab- 
bildung emer — schen Kurve 0 ^ 8 , 959, 
geschlossene — sche Kurve 914, Cha- 
rakterisierung eiuei geschlobsenen 
—schen Kuive 914, 921/22, 922 , 924, 
929, erne geschlossene —sche Kuive 

darstellendeFunktionenpaaie915, V 01 - 
allgememerung der geschlosseneu 
—schen Kurven 919, —sche Kurven 
von positivem Flacheninafi 967 , qua- 
dneibare — sche Kurven 969, mchfc 
quaduerbare 957, nicht quadrierbares, 
von Joidanschen Kurven begienztes 
Gebiet 958, rektifizierbare — sche 
Kurven 959, — acher Kuivenbogen 

402, 417, 93 0, Charaktensieiung 023 , 
— scher Kurvensatz 916, Umkehiung 
921, 922, 923 , 924, 929, Veiallgememe- 
rung 917, 918,919, 955 , —sche Manmg- 
faltigkeit 930, einfach zusammenhan- 
gende 930 , nach — mefibar 965, — schei 
Satz 1 m n - dimensionalen Raurn 9 JO, 
Umkebrung 1 m dieidimensLonalen 
Raum 931 

K 

Kanomsche ganze transzendenfceFunk- 
tionen 427, — Gestalt emer vollste- 
tigen Hernuteschen Form 1562, — Ge- 
stalt emer vollstetigen quadratiscben 
Form 1558, — Gestalt emer vollste- 
tigen normalen Bilmeaiform 1563, 
— Klasse 666, — Zerspaltung ernes 
Kernes 1548 

Kategorie, Mengen erstei, zweiter nnd 
dritter — 886,886, Mengen ersterb/w 
zweiter — m odei in hezug auf Q 889 

Kern emer Gebietsfolge 353 

Kern emer Integralgleichung 
1340, Abelschei — 1456, abgeschlos- 
senei — 1507, 1513, i52if, 1527, all- 
gexneinei — 1513, 1525, 1527, altei- 
merender — 1535, assoznerte — e 1385, 
assozneite — 0 ernes symmetnschen 
— es 1508, ausgearteter — 1378 , s auch 
— endlichen Ranges, beschiankte, 
symmetrische — e bei eigentlicb sm- 
gularen Integialgleicbungen 1592, be- 
sondere beschrankte — e 1594, mcht 
bescbrankte — e 1595, besondeie ste- 
tige und uneigentlich Bingulare — e 
1391, besondere eigentlicb singulaie 


— e 1452 f, besondeie symmetiisihc 
— e 15 >1, bilinoare Integralloim, die 
zu einem symmcliischen — e gehoit 
1510, ctg — 1402, 1401 , Dofekt ernes 
— es 1373, 1373, 1376, 1378, Eigen- 
iunktioncn und Kigenweito cines sym- 
metuscben b/w nnaymmetiischen — es 
s Eigemveitthooue, eigenwortloae im- 
s\mmetiiseke — e 15511 , Elemental- 
teileifcbeone der allgomeinon nnHym- 
metiiscben — 0 15 U, FredIiolm b cho 
Determinanteeines— (‘H1370, Enlwick- 
lung von —on nach Eigen tunktioru n 
8 Entwicklung-stbeoiomo, UaupUunk- 
tionen oincs unsymmctiiHclion — eN s 
Eigonwerfctheono bei unHyininpIrisdicn 
— en, Heiimtescher — 14 i5, luvan- 
ante Funktionensyslomo omcs unsym- 
metnschcn — es 1515, lloneiLo — 0 219 , 
1 183, iteiiortc — 0 ernes hymmelrisclien 
— es 1508, J* iitwickliuig dor ltcrioitcn 
— e nach Eigonlunktionen 1522, ka- 
noni 8 che Zerspaltung eines — es als 
Analogon del WcierstialiHchen Nm 
malform in der Elementarteileilbeone 
1548, Kalkul mil —on 1487, kleine 
— 1179, losendor — (Renolvente) 1350, 
137 i, DarBLellmig dos lbsomlen —is 
durcli itorieite — e 1351, 1383, Zu- 
sammenhang des ldsenden — es mit 
demlOsenden —0 ernes llenerten —os 
1381, lbsender — der ttummu 01 LI 10 - 
gonalei — e 1647, mcht beBchrilnkto 
symmetrische —0 bei eigentlicb smgu- 
laren Intogralgleichungon 1595, orLho- 
gonale — e 1547, vollstandig normier- 
tes Oithogonal system ernes syminetn- 
scben — cs 1506, Polailorm, die zu 
einem symmetnscbon — ogehOit 1510, 
positiv definite symmetiischo e 1510, 
eigentlicb positiv definite symmetrische 
— e 1510, Entwicklung positiv dolimtcL 
symmetnscher — e nach Eigenfunlc- 
tionen 1524, symmetrische — 0 von 
positivem Typus 1510, 1537 , pouitivie- 
lende symmetrische —0 1537 , — bei 
der potentialtkeoretischen HandworL- 
aufgabe von Fredholm inio, Produkt 
z^veier — e 1487, quadratische Inte- 
gralform, die zu einem symmetnschen 
-e gehoit 1362, 1509 If , 1518 IF, 1525 , 
1500, 1592, Rang ernes — es 1375 , 1 J 7 \ 
— e endlichen Ranges 1377 If, 1177 , 
1513, rezipioke — e be/dghch ernes 
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— es 1540, 1 m \erallgemeinerten Sinne I 
reziprok 1540/41, smgulare — e bei 
Integialgleichimgen eisfcer Art 1453, 
stark amgulare — e bei Integralglei- 
cliungen erster Art 1454, smgulaie 
— e bei Integi algleichungen zweiter 
Art, vgl smgulaie Integralgleicbungen, 
Spuren des — es 13S4, Spuren sym- 
metrischer — e 1508, 1523, 1524, sym- 
metuschei — 1341, 1504, symmetn- 
scber — von zwei Reiben von Ver- 
andeilicben 1532, symmetriscbe — e 
mit entllichvielen Eigenweiten 1507, 
s aucb unter Eigenwerttheone, sym- 
metusierbar© — e 239, isi3, 1255, 
1536 ff , Eigenweite und Eigenfunk- 
tionen bei allgemem symmetnsiei- 
barcn — en 1641, symmetrisiorbare — e 
im allgememen Falle 1541, die dem 
allgememen Falle symmetrisieibarer 
— e entsprecbende Fiagestellung bei 
symmetusieibaren Formen und ibr Zu- 
Baminenhang nntdei eimultanenTrans- 
ioi mation zweier quadiatischen For- 
men in Diagonalformen 1555, 156b, 
Fehlen dei eigentlichen Entwicklungs- 
satze bei allgememen symmctnsier- 
barcn — en 1542, beidcrseits, lmks- 
seitig, rechtsseitig symmetusierbare 
— e 1541/2, linksseitiger, recbtsseitiger 
Symmetneator 1542/-i, spezielle Falle 
symmetrisierbarer — e der Hilbertscbe 
Fall (Integralgleicbungen dntter Art, 
polaie Integi algleichungen) 1536, ent- 
sprechentler Fall bei unendlichvielen 

Venlndeilichenl5b7,Entwicklungsbatz 

im Hilbertsehen Falle 1538, Erweite- 
iung des Hilbertsehen Falles duich 
Garbe 1538, Existenz unendliehvieler 
pOHitiver und negativer Eigenwerte im 

HiibeitBchen Falle 1538, dei Koinsche 
Fall 1540, Entwieklungssatze im Korn- 
schen Falle 1541, der Pellsche Fall 
1530, entspreebender Fall bei unend- 
hcbMQlen Verandeilicken 1570, Ent- 
wicldungssatz im Pellschen Falle 1539, 
1571, Existenz von Eigenweiten 1539, 
1540, vollstcindig symmetnsieibare — e 
1542, vollstandig lmkssymmetnsier- 

barer — 1542, Emordnung der Er- 
gebmsse von Hilbert, Garbe, Pell m 
den Fall ernes vollstandig symme- 
tnsierbaren — es 1543, vertauschbare 
e 1487 if , Vcrtauscbbarkeit erster 


Ait 14S7f , Vertauschbarkeit zweiter 
Ait 1491 , Bestimmung aller mit 
K(s,t) vertausebbaren — e erster Art 
1490 f, Bestimmnng aller mit JT(s, Q 
vertausebbaren — e zweiter Art 1492, 
Beziehungen zwischen den Eigenfunk- 
tionen bzw Haupt funk tionen veitaus ch- 
barer — e 1493 , Darstellung der mit 
K{s, t ) vertausebbaren — e durch kon- 
veigente Reihen 1493, Voltenascbe — e 
1487, s auch Integi alglei cbnvgen, Vol- 
terrasebe, zusammengesetzter — 1487, 
Zusammensetzung erster Art 14S7, Zu- 
sammensetzung zweiter Art 1491 

Kern ernes Primendes 928, — emei 
Menge s Menge, — eines smgularen 
Integrals 1239 

Kette, Ende 927, — von Querscbmtten 
927, — legularei Elemente 401, — von 
Teilgebieten 927 

Kettenbrucbe als Losungen emer Dif- 
feienzengleicbung 702, 702, Reihen- 
entwicklungen nacb den Naherungs- 
nennern von — a Reibenentwick- 
lungen, Stieltjesscbe Integraldarstel- 
lung fur — 1578, 1583, 1587/9, Integral- 
darstellung bei besebrankter /-Form 
1587, Integraldarstellung fur vollstan- 
dig konvergente — 1589, Zusammen- 
bang der — mit den J- Formen (3 a- 
cobiscben Formen) 1586, Zusammen- 
bang der — mit dem Momentenpro- 
blem 1457/8, 1589 

Kettenbrucbentwicklungen bei dei 
numenseben Quadratur 61, 73, 79, 89 
Kinetiscbe Gastbeone, Unter- 
suebungen uber die Eigenwerttbeone 
dreidimensionalei Integral darstellun- 
gen m der — n — 1535 
Klassen algebraiscbei Gebilde 605, 609, 

— von Elementen 1016, — von Ele- 
menten (D) 1019, (X) 1018, 1019 1019, 
1020, {E r ) ioi 9 , (X) 1016, (X), m denen 
die Ableitung jeder Menge abge- 
scblossen ist 1017, (9?) ioi6, (&) ion, 
(tB) ioig, (F) 1019, ioi9, 1020, (F), per- 
fekt 1023, (F), separabel 1019, 1023, nor- 
male Klasse (F) [bzw (X)] 1019, 

— eineL Kuive 603, — void Teller 
® 573 

Klassenanzabl quadratiscber Formen 
836 

Klasseneinteilung der Dmsoren 541, 
568, 665 
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Klassenzahl 842 

KLemsche Fundamentaltheoreme dei 
Unifurtnisierungstlieone 323 , sis, 349, 
351, — Kontinuitatsmethode 34S, 399 
Koebe s Sclimiegungsvei fahren 355,399, 
— Yerzerrungssatz 311 , 321, 349, 510, 
513 

Koetfizientenkoipei 649 
Koeff lzientensatz, Cauckysebei 12 
Korper der algebraiachen Funktionen 
emei Yanabien 542, zweier Yerundei- 
licben 653, Daistellung der Funktionen 
des — s m dei Umgebung emeL Stelle I 
654, — vom Geschledit drei unci \ier 
609, — von Mengen 893, — dei ra- 
tionalen Funktionen 536, — K{1) dei 
rationalen Zahlen und Koiper K(p) 
dei j>adischeu Zahlen 642, — A"® 
allei zur Stelle p gehorigen Potcn/- 
reiiien 539 

Korpei diski minante 
Kokuienz 872 

Kollmeaie Transloimationen un 
1439 

Kolonneni eike 521 
Kombmationszab 1 m x 21 
Kombmatonscke Mefchoden /ui Lo- 
ts ung cler Randweitaufgaben der Po- 
tentialtkeone 256, 272 
Kommutativea Gesetz bei ^eitansch- 
baren Kernen 1187ff 
Kompakte Funktionenfolgen 19b, — 
Funktionenmengen 1145, — Mengen \ 
i> Mengen 

Komplementaier Dmsoi 56b — a 

System 565 J 

Komplenientuimenge 865, — einei i 
ebenen punkthaften Menge 925, 937, I 
— ernes JEontinuums 925 

Komponente emer Menge 904, 0 

iioi, des Ran des ernes p-fach zu- 1 

sammenkangenden Gebietea 183, 

des Randes, isolieite 195 ? I' 

Fomponen ten einer Potenzreike auf 
dem Einkeitskreis 1199, 1202 £ 

Kondensationspunkte 8G0, 870 
Konclensiei teKui ven m ememPunkte 
m eme Ebene 671 

Konfigurationskonstante 232 
Konforme Abbildung 177, 217 , 958 , 

— , Annakeiungaveifakren 293, — em- 
fack zusamruenhangender Gebiefce all- 
gememstei Natui 307, Hauptsatz 310, 
emfack. zusammenbangenclei Ge- 


I biete dei Klas^e J? in (£ auf em Kreia- 
51 gebiet 253, — emfach zns.immeiili, in- 
9, gendei scklicliter Gebiote aul 0111 
9 Kieisgebiet Ub, e\ph/ite Foimeln fill 
I, die — spe/iellei cinf.ich ziisaiunienlmn- 
), genden Gebiete 291, — , fuuktiomn- 
theoretische Ridituug 352, — von 
Gebieten clei Kki^se T) m (£ 255, cler 
K Lasse E und M in G 260, — , ite- 
4 nerendcs Yeilabion 319, -- mcbt- 

analytischer Flat lienstucke auf obcne 
1 Gebiete 201, 1297, — cirnn korpoi- 

3 lichen Eckt Hlo, wo, 500, — Konh- 

r nuitatsinothode 399, — \onKieis- 

polygonflachen ^7 3, — und Kium- 

inung 217, — von Polyodcin 27 3, 

1 von P0I3 gongelm ton 351, — , (Juadiat- 

1 wui/elverbibren 293, 35 3, — ernes 

jo-faeh z us ammenkangon tl 011 GebieLs 
auf em VoHIch lsgebict 32 1 , -- don 
Randes bosontlcrei Jvlassen schbchter 
Uobioto 366, — iIqh IUndes, allge- 
meme Tboone JOG, 121, — auf cm 

Schht/gobiot 208 33 8, )3H, 343, — , 
Sehnuegungavei fain on 355, — ’ und 
StiommigspotLiitial 251, 200, 20s, 9io, 
3.38, — , UinlatsboweiHii 278, 521, 
— , Vaualionsmithoden 327, — voi- 
andorhcher Gebiote H7‘J , — 
niensiouabi Fiaclu ngebiuti mi Kumne 
263, — /ncidimonNiomilei schlicht- 

I ar ^gei Gebiete nllgomomHti 1 NaLur 516 
Kongiuonl modulo p? 5 38, — modulo 
540, — modulo ^ 510, 01S, - 

modulo f 042, — modulo 61H 
Aongrucn/koiper nil, 013, 044, 045 
K on gr uen /mig 1,4 1 
Konjugioite Reihe j 108, 1213, — , 
Poissonschei Gien/woit 1208 Wur- 
zeln 518 

Rontinmei lichos ftpoktium I67h, 
r v o aucb Streckoiispektrimi 
Iv on tin ui tut sme Hi ode im Uolnete 
(lei konloi men Alibildnny ‘«6, J<)9 
Kontinuum 690, bfl'J, -ns, fl.iehonliaftoH 
900, 904, — , Hauptgebiete 918, 925 
ureduzibles — /uiscben den Punlctf-n 
a und b 910, 918, lsoheibares — 901, 
RompJementaimenge 925, km ven- 

qa t6 l ^ liHen b ( ifl:efl — 900 

7, Maebtigkeit des lmeaien — 87 'j, 1 
des n-dimensionalen 941, dea ab/ahl- 
bar unendlieb-diniensionaJeu —912/13, 
^ebengebiete 925, mcbt ab^e- 
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schlossenes — 898, — , Nichtabzahl- 
barkeit 874, raumhaffces — 900, 904, 
unzerlegbares — (d li das mcht als 
Veremigungsmenge zweier echtei Teil- 
konfcmuen dar^tellbar i&t) 913, — , Zer- 
legung in zwei punlcfchafteMengen 93b , 
— , Zcilegung in abzahlbai viele Teil- 
konfcmua 896/7 
Ko n tinu urn problem. 875 
Konvergenz, absolute 5, ausnahms- 
lose, dennoeh nur beclmgfce — 9, 486, 
Bereich dei absoluten — 620, bestau- 
dige — 5 , — der Dmchletschen Reiken 
s d , — dei Faktonellenreihen s d , 
— der Fakultatemeihen s d , — von 
Folgen, gleiGhmdAige — 1472, lelativ 
gleichmaftige — 1473, sckwacke — 
US's ataike — 1434f , 1437, 1473, — 
der Founeneihen s d , — von Funk- 
tionenfolgeu, asymptotische liso, ein- 
facb gleicbmaCige m emem Intorvall 

1163, m emem Punkte llb4, einfachst 
gleiobinabige in emem Punkte 1165, 
gleiohmtifiige 1138, gleicbmafiige im 
Interval! 1140, gleicImiuBige, an [oder 
mj emer Stelle, m dei Umgebung 
emei Stelle 1140, Komeigenzmenge j 
ms, — en mesuie liso, im Mittel 1181, 1 
pseudogleichmafiige, in emem Punkte 1 

1164, quasigleicbmaflige 107b, 107G, 
1 lbS, llb6 , quasigleichmuBige, nn all- 
gememen 1070, quaBi-umforme 1166, 
utiG, ugs, relativ-gleickmaBigefm bezng 
auf die scale-function (MaBfunktiom] 
1110, 1473, stetige 1110/ii, strecken-sveiBe 
gleiehmafiige 1076,1166, stieckenweise 
gleicbmaBige nn allgememen 1076, 
ungleichmafiige, Grad 1142, Ungleick- 
■m-iBigkeitsgrad. 1142, nmforme in 
emem Pnnkt 1165, Yerteilung dei Kon- 
\orgen/- und Diveigenzstellen m3, 
1170, Veiteilung dei Stellen gleicb- 
maBigei und ungleichnniBiger Kon- 
veigenz 1143, wesenthcb-gleicbmaBige 
1181, 1236, leguliiie — von Integial- 
potenzieiben 1484, — emei Beiheana- 
lytisckei Funktionen,gleichmaBige49l, 
194, gleicbm&Bige, m jedem emzelnen 
Punkte 492, 192, Teilgebiete gleicb- 
maBigei Konvergenz 492, Punkte le- 
gulare, nieguLue 493, Satz von Runge 
494, Satz von Stielt]es 494, Satz von 
Vitali 495, vollstandige — von Ketten- 
biucken 1589 


Kon vei gen zabsziBsen6S2,687, 725/26 
Konvergenzbereich 4, 6S2, 1268, 

^ — emer singularen Stelle 417 
Konvergenzcharakter von Folgen 
meBbaier Funktionen 1179 
Konveigenzerzeugende Faktoren 
1213, 1245 

Konvergenzgerade 6b2, 687, 730 
Konveigenzgrenze, Potenzieihen an 
dei — 475 , — , Wachstum der Funk- 
tion bei Annakerung 487 
Konvergenzkreia 4, Oidnung auf dem 

— 488, — , Regularity auf emem 
Bogen 463, — , Smgulantaten 460, 
Yerbalten von Potenzreiben auf dem — 
9, 475 

Konvergenzkntenuin, Bertrand- 
scbes 430, Caucbyscbes — 460 
Konvergenzmenge 1143 
Kon veigenzproblem der Dinchlet- 
scben Reihen 734, — der Newton- 
schen Reike 689 

Konvergenzradius emer Potenzieihe 
460, — , unteie Grenze der Konver- 
genzradien der aus emer Potenzieihe 
abteilbaien Reihen 7, — bei Potenz- 
ieihen z-weier Veranderlicher, asso- 
znerte Radien 9, 520, ernes Eleinentes 
522, Radius gleichmathgex Konvergenz 
521, Regulautatsradius 524, wahrer 8 
Konvergenzstein s Stern 
Konvergenzwerte emer Funktion 417, 
420 

Konvexe Mengen 999 
| Korresidnal 596 

Ki eispolygonf laclien, konforme Ab- 
bildung 273 

Kroneckersche Form des Re^tgliedes 
der Euleischen Formel 95, ■— r Satz 
uber diophantiscbe Approximationen 
740 

Ki ummungsradien, grapbiscbe Me- 
tbode dei — 144 

Ivubatui diuch emfacbe Quadiatur 129, 
graphiscbe — 132 

Kubaturformeln von Bugajev 135, 
— - von de Chapman 130, — , Lam- 
bertscbe FaBiegel 129, — von Ma- 
Bcbeioin 131, — von Mansion 135, 
Pnsmoidalfoimel 129, — von Sarrus 
131, — fur das Tangentenpnsma l3o, 

— von Wooley, erste 135, zweite 136 
Kubiscbe unendliche Determmanten 

1423 
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Kugelfunkfcionen — Lmienelenunt 


Kugelfunktioncn 1238, 1257, 1274 
Kugelkorper 1&2 

K n r ven, algebiaische, zum Korpei 
K(ij, x) gehong 581, algebiaische, lin 
Raum von s Dimensionen 598, ein- 
faehe — 1S3, 909, einfaek geschlos- 
sene — 921, 922, gescklossene — 919, 
922, 924, Imananz 955, zuaammen- 
hangend lm klemen 922, — gleicker 
Neigung 144, Joidansche — 183, 909, 
a auch Jordan , — dei Klasse A 184, 
Ah 185, R, Bh 185, stetige — 908, 
924, Charaktervueiung 946/48, okne 
vielfache Punkte 909, veiallgememerte 
90b 

ICurvenbogen, eigenthcliei, uueigent- 
licher 925, Jordanachei — s Jordan, 
regulaiex — 185 ''86 
Kurvengeschleclit 60S 
Kurvenmengen 1015 
Kurvenpumteiler 663 
Kurvenpunkt, Z,-iachei 5S2 
Kurvensatz s Joidan 

L 

L , Lineantafc m der geneial analysis 
1474 

X-FunktLonen 795 
1-Variation 1008 
Langemnkalt dds 

L a grange -Cauchysche Ungleichung 

1395, Verallgememeiung der Unglei- 
cktmg durck Holder 1445, — sckeDitle- 
rentialgleichnng ernes legularen ana- 
lytischen Yauationspioblems 1323/4, 
Inteipolationsfoimel 53, 497, 1154, 
1156, eiweiterte 60, 133, — scke Me- 
tbode der Variation der Konstanten 
156, 700, — ache Polynome 1276 
Laguerresche Polynome 1271, — Satze 
ubei ganze transzendente Funktionen 
426, 428 

Lambertsche FaBiegel 129, — Reilien 
1275, — Tangentenkonstruktionen 140 
Landausche Funktion cp{ct Q ) 412, — 
Polynome 1149, 1149 , 1183, 1187,’ — i 
S atz 411, Veiallgememerungen 413 
415, 416 

Landensche Transformation 44S 
Laplacesche Differenzengleichung 720 , 
— Differentialgleichung 197, — s Inte- 
gral 431, 455, 683, 688, — Transfoi- 
mation 694, 700, U56, 1462, u 9 0, — 
Transformierte 710 


Leauschei Sat/ 465 
Lebesgue, Hilfssatz 336, jig, 12')3 t 
I ntegral, mtegneib.u art,- sche 
Konstante 1202, — a Konveigen/kri- 
tenum fur emo Foinioireiko 1197, 
— sckes JVIab 969, 972, — ineBbai bei 
Mengen 972, — mebbur bei Funk- 
tionen 1042, Mengen, die mcbt nneh 
— raefibai sind 977, — ache Singulari- 
ty bei Fourieiacben Kcibcn 1201 

7f 

Leibni7&cbe Reiho bir iS 

Leg entires die Polynome C J, 171, 500, 
1162, — Relation 629 
Le Roy scbc Eigenluuktionen 1250 
Leviscboi Ilillssat/ HI 
Limes einor Funktion m oineiu Pinikte, 
obeiei, uuteiei — 1003, — omoi 
Menge, oberei 861, — cmt i Mcngon- 
folge, Lim E, , obeier, liinn supoiior, 

Lint sup E n , uiitcicM, lnn( i R mfmoi, 
Lim ml E n 940, - ciuei Mangonlolgo, 
abgestblossener, Lim E tl , oboior ab 
geschlobsenu, Lnn sup JC )n untmei ab- 
geschlosBOnei, Lnn ml K n 910, — ouum 
M engenlolge, ollenoi, Li m E /( , obmei 
h/w unterei ollenei — , Lnn sup 
Lim ml E n 940 

1 Limesiunktion, oberc U/w union* 
1003 

Limesgebiet, obeLGS, unteros 910 
Lindelot, — scbos Prm/jp 500, --sehe 
Sat/o 404, 467 , — schei Ulj order ltunga- 
satz 886 

Linear© Gleiebungss^steme nut unond- 
hcbvielen Unbekannten s Glmelnmgh- 
aysteme, — Mongcn 859, — Mitlel- 
bildungen 415, 480, - r J'i.inslorma~ 

tion dei Penoden 630, — s Voktor- 
gebilde 1437 

Lmeaifoimen, \ollstetige 1401, 142(>, 
bescbrankte — 1425 f, orthogonal 
1554, Eigan/ung oitkogonaler -- 
zu emem \ ollstandigen System 1555, 
vollstetige — 1401, besckUnkte — ! 
smd vollstetig 1126 
Lin eai inhalt 995, s aucli Inbalt 
Linearitatsbedingung m der gene- 
ral analysis 1474 
Lmie 907, b auch Kurven 
Limenelement, Metbode ties —s von 
H A Schwarz 399 
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Limenkooi dniaten, graphiscbe lute- 1 
gration 146 

Liouvillesch er Appi oxnnationssatz ubei 
algebiaisclie Zahlen 44445 
Lipscbitz , — sche Bedingung loss, 1193, 
1196, 1215, 1225, — scbe unci Iloldei- 
scbe JBeclingung m, — scbes Konver- 
genzkntenum fur eme Fourieneihe 

1196, Dimsches Konvergenzkute- 

rmm fur eine Founerreihe 13 97 
Losender Kem s untei Kem 
Lkaungen von Drffeienzeugleichungen 
s d 

L ogarith mis ekes Potential 197 , — Po- 
tential omer ebenen Flachenbelegung 
206, — Singularity 405, — Stellen 
574 

Logaritkmus, Berechnung 32, — fur 
den Bereicli von p 643, — , Hauptweit 
28, naturlichei — 27, - , Reihe 29 
Lokale Uniformisierung 529, — r, um- 
formisierender Parametei 392 
Lot von einern Vektor auf emen andem 
1435, — auf ein Imeares Vektoige- 
bilde 1437, i55 r » 

Luckenintervalle 879 
Luckenlos zusaminenkangende Meng© 
897 

Luckensatz 401, — fur Dmcbletsche 
lieihen 736, — von AVeieistiafi 006 

M 

_M Modulaieigensckaft in der general 
analysis 1474 
J/0), f«(r), 5k ( 0 SOS 
M ac-Laurmscbe Foimeln 57, 101, 
zweite — Formel 10S 
Mticlitigkeit emei abgescblossenen 
Menge 875/6, — emer abzaklbai un- 
endlichen Menge 875, — emei Boiel- 
schen Menge 892, — cler inneren 
Gien/mengen 892, — cles hnearen 
Ivontimiums 875, — des w-dimenaio- 
nalen Kontmmims 941, — des ab- 
vadilbar unendhcb-dimensionalen Kon- 
tuniuras 942/3, — dei Mengen (A) 894, 
— der Menge der abgescblossenen 
Mengen 943, dei abzablbaren Mengen 
jus, dller Borelschen Mengen 943 , allei 
reellcn Funktionen 875, — emerMenge 
m der Umgebung ernes ibrei Punkte 
870 , — von Punktmengen 874, — 
emei perfekten Menge 876, 879 
Machti gkeitsgrad 870 


Mannigfaltigkeit 930, 930, Joidan- 
scbe — 930, emfacb zusammenhan- 
gende 930 , Riemannscbe — 190 , 359, 
390, 393, — , Tuangulierung 392 
Mansionscbe Formel 105, — Kuba- 
turformel 135 

Maschei omscbe Formel 131 
Massausche grapbiscbe Integiations- 
metbode 83 

Mafi 969, 969, 991, auBeies — , nacb 
Lebesgue 972, nacb Caiatheodory 990, 
legulares 990 , 991, Boielscbes — 969, 
969, — und Inhalt, Beziehungen 975, 
mneies — nacb Lebesgue 972, nach 
Caratbeodoiy 991, Lebesguesches — 
969, 9G9, 972, lmeaies — 995, w-di- 
mensionales — 1 m w-dimensionalen 
Raum 904 , — bei Mengenfolgen 983/85 , 

— und MeBbarkeit, keme Invananten 
der Analysis situs 981 , — bei mcbt 
besckrankten Mengen 980, — , spe- 
zielle Satze 982, Zusammenkang des 
Caiatbeodoryscben und Lebesguescben 
— es 993 

Mabfremde Mengen 989 
MaBfunktion 990, mo, gewohnliche 

— 990 , regular© — 991 
Mafikaltige Menge 989 
Mabpunkt 989 
Mabmenge 989 

Massenverteilung von der Anzie- 
bung Null 209 
M atnxgleicbung 69S 
Matrixlosung 698, 699 
Matrizen,unendlicbebescbrankte 
1423, affine Transfoimation, die zu 
emei bescbiankten Matrix gebort 
14 J8, Emheitsmatnv 1428, Hermite- 
sche — 1433, 1561, Matnzenkalkul 
1428, 1443, leelle orthogonal© — 1562, 
Reziproke emer Matrix s Rezipioke, 
unitare Matuzen 1562, Vollstandig- 
keitseigenscbaft der — 1439, s auch 
unter Bilmearfoim 

Matrizen mit absolut konvergenten 
Zeilensummen und bescbrankten Zei- 
lenbetiagssnmmen 1444 
Maximaleigenscbaften der quadra- 
tiscben Integralform zur Ckarakteri- 
sierung der Eigenweite und Eigen- 
funktionen 1510/12, 1518 If 
Maximaltypus 431 
Maximum de la fonction f au point A 
1003, — emei vollstetigen quadra- 
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Maximum -Minimumproblein — Menge 


tis cheu Fo r m 1 5 5 6 , — vollste ti g er Fun k- 
tionen 1656, spezielle Maximumaut- 
gaben bei quad ratiac hen Foimen 1557 
Maximum - Minimumpi oblem zm 
Chaiaktensierung dei hoheren Eigen- 
weite 1512, 1521, 1528, 1551 
Maxwellsche Superpositionsmethode 
164 

Measure 969 
Melileische Form el n 72 
Meludeutige isolieite Singulantaten 
405 

Mehrdimensionale unendhche Dcter- 
mmanttm 1433 
Mehrfache Summen 716 
Mem bi an ,schwmgende 1351,1358, 1361 
Menge (A) 894, 956, 977, abgeschloe- 
sene — 863, 877, in (odei m bezug 
aufj Q abgeschlossene — 864, links- 
seitig abgeschlossene — 86 1 , Machtig- 
keit einer abgeschlossenen — 875/0, 
lelativ abgeschlossene — 864, Sfciuk- 
tnr emer abgeschlossenen — 868, 879, 
880, 882, 895, StruktuL dcs perfekten 
Bestandteils emei abgeschlossenen — 
901, Zerlegung emer abgeschlossenen 

— in abzahlbaren und peifeUen Be- 
standteil 869, — , Ableitung 860, 801, 
0 ta 865, n tvr Oidnung 8b2, tiansfinitcr 
Ordnnng 867, Abstaud ernes Punktes 
von emer — 878, Abstand zweiei — n 
878, abstrakte — 856, abzahlbare — 
868, abzahlbai unendhche — 876, — , 
aufieie Punkte 880, anemandei gien- 
zende — n ssi, apantachiscbe — set, 
— , Begrenznng 880, — , Begrenzungs- 
pnnkte 880, beschrankte — iss, 859, 
861, biconnexe — 938, Borelsche — 
s Boiel, — , Breite 878, — , Breite in 
Richtung a 878, — , clairs>eme 872, — , 
connected 897, — , connexe S 97 , — , 
Dichte 988, oss, dichte — , m Q dichte 
— S65, 866, zu Q dichte — 86 r >, m 
sich cliehte — 863, beulemeitig m 
sich dichte — 864, Struktui des m sich 
dichten Bestandteils emer — 903, 
nngends dichte — 8o4, in Q mrgends 
dichte — 865, mrgends dichte — von 
positivem InhaLt 964, liberal! dichte 

— 864, m (oder m bezug auf) Q 
ubeiall dichte — 865, — , Different 
865, diskrepante — 9«9, — , Diskre- 
panzpunkt 989, diskrete — 963, — , 
Durehmesser 878, m- dimenaionalei 


Durchmessei 999, — n, Durchschnitt 
8b6, 866 , emfacli geoidneto — 1030, 
elementenfremde — - n 8Gr>, cxtiemalo — 
1010 , — F der Klasse cc 117 >, — , Fol- 
gen, auf- b/w abstoigcnde 89u, — , Gat- 
tung,erstei und /woitor si»g, — ,Gattung 
ersfcer, d 01 Ait sgg, Gmadcn— n loll, 
— , ensemble gerbd ssi> , gosathigte — 
be/uglicli emor Kigensehaft on, go- 
schlosseno — orstoi Katogoue sm., 
gesebrnnkte — 859, getrennte — n 8«t, 
— , Gienze 880 , — , Gion/e /wiuchen 
A und B HSl, — ,Gron/e, oboie, unteie 

859, — , Gren/elcmenfc 1015, ioig, 
Gieu/ — h d , — , Gien/punkt 860, 

860 , 861, 8ho, 920, — n, gmBlor gomoin- 
samer Divisor sgg, — , Lhiulungsoloincnt 
1015, — , ITauptthcoicm won, in hi< li 
hoterogmio — 989, homoonioipho — n 
9J2, homogono — 87 1, oho, von dor 
Dichto d 988, ini Sumo der Analysis 
situH odei topologisch honiogrno — osd, 
— , llulle, abgesLlilosHene 865, imi6- 
glcidio 075 , — onsomblo mo\li,iufltiMo 
SSI), — , Iniidlt s d , - , irmoio Pmikte 
880, lnteguorbaio 961, uredu- 
/lblo — be/ugheh einei gegebem n 
EigenBchatl mid, modu/ible lm kenlos 
zusauunenh.ingmuio — «m, 012 , 911, ino- 
lieite — 861, 87 J , hatcgorio, oistoL, 
/weitor nrnl dritlm JCatcg 886, hkg, 
erster b/w /weiier Iuiteg in odor in 
bezng aut Q 889, Kem 87 1, in 
sich dichtcr 873, nach JI.uiHdorff «7 i, 
mafiglcichei 975 , mcht ab/aldbaror 87 1, 
perlelctor 809, — , Klaase von Elomenten 
a Klasse, — , klonintes gemeinsames 
Multiplum so? , — , K 01 pi 1 89.), — , 0 - 
Kuiper 89), kompakto — 1016, a- 
kompakfce— 1017 , b-kompaktc — 1017 , 
— , in sich kompakto 1016, — , voll- 
standig kompakto 1017 , — Kondonsa- 
tionspunkt 860 , 870, konkioto — 866 , 
konvexe — 900 , — , Limes oberoi 861, 
lineare — 859, luckenlose — 1011 , , 
— , oline luckenloben Zuflarunienhang- 
900, luckenlos zusiimmenh.ingondo - 
897, — , Machtigkeit s d , — Matt 
s d , maBiremde — n o«‘i, inahhaltige 
— 989, — , MaBpuukt %9, — , 1110 B- 
bare nach Borel, ini Bordsdien iSinne 
meftbar, ensemble incsuiables Ji 970, 
m E 979 , uadi Joidan 966/6, lm Le- 
besgueschen Smne, nach Lebesgiu 
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Mengenlannhe — Meromorphe 


mefibar, ineBbare 073, charakteristi- ! 
sche Eigenschaften der nach Lebes- 
gue meBbaien — n 973, 975, 979, — , 
MeBbarkeit s d , mclit abzahlbare — 
ohne perfekten Bestandteil 874, mr- 
gends dichte — 864, in Q mrgends 
dichte — 865, mrgends dichte — , von 
positivem Inhalt 964, — , Nucleus 
873, — , Nullmenge 974, 975, — 0 
dei Klasse a 1173, offene — 877, 
881, 881, 899, auf E , relativ zu E 
offene — ssi, offene — n als Komple- 
mentarmengen dei abgeschlosbenen 
881, — a tei Ordnung 1174, pantachi- 
sche — 861, von einem Parametei ab- 
haugende — 938, perfekte — 863, 
870, perfekte — vom 1 Typus 901, 
Nichtabzablbaikeit der perfekten — n 
870, mrgends dichte perfekte — 876, 
peifekte — von Stucken 302, — , point 
frontiere 880, 880, punkthafte — 900, 
925, 931, punkthafte abgeschlossene 
— 931, Beispiel emer punkthaften 
abgeBchlossenen Menge, die von jeder 
Geraden der Ebene getroffen wire! 934, 
Beispiel emer punkthaften Menge, die 
z-wei Punkte m dei Ebene tiennt 935, 
Windung emei punkthaften — 937, 
zugleich punkthafte und luckenlos zu- 
sammenhangende — 938, quadnei- 
baie — 966, nach auBen, nach mnen 
quadueibare — 96G, 976, — , Band 
sal, — ,Bandmenge 88i, — Randpunkte 
S8i , reduktible — 869, reduzible — 
S69, 869, legulare — 987, 1132, — , 
Relativgebiet 900, relativ offene — 900, , 
relativ vollatandige — 1022 , — , en- 
semble r^siduel sac, — , Beat, Resi- 
duuin 872, — , Kmg 893, — , ff-Ring 
893, — , sepaiabel 10 19, 1022 , — , se- 
paiabel und verdicbtet, Zusammen- 
hang 1016 / 7 , sepaneite — 872, — , set 
s d , stetige — 897, Struktur des m 
sich dichten Bestandteils emei — 903, 
— n, Summe 866, — , System, d-System, 
<>-System, (a ^-System 893, total 1 m- 
perfekte — 874, total undichte — S65, 
— , Uinfang 407, unausgedehnte — 
063, — , Unbestimmtheitsgrenze, obeLe 
861, undichte — 865, Yeiallgememe- 
rungen von Punkt— n 1014, verdich- 
tete — 1010, 1017, — , Verdichtunga- 
element 1016, — , Verdichtungspunkt 
860, 870 r dei n tcU Ordnung 863, ~n, 


Yereimgungsmenge 866, Yeieimgungs- 
menge von abzahlbar unendliehvielen 
abgeschlossenen — n 890, — , Yer- 
gleichbarkeit 888, verstreute — 901, 
931, — , Wohlordenbarkeit 888, zer- 
hackte — 900, zerlegbare — , Bei- 
spiel emei m zwei mit lhr kongruente 
Teilmengen zerlegbaien — 936, Zei- 
legung der Ebene m zwei punkthafte 
— n 930, zusammenhangende — 896, 
897, luckenlos zusammenhangende — 
897, 0-zusammenhangende, g- zusam- 
menhangende — 897, — , zusammen- 
hangend 1 m klemen 922, 947, 950, 
zusammenbanglose — 901, durclrweg 
zusammenhanglose — 900/01 

Mengenfamilie, regular© 1132 

Mengentolgen 939, — , Gememschafts- 
grenze, obere bz'w untere 910 , — , Grenz- 
menge s d , — , Grenzpunkt 939, — , 
Limes fed,—, MaB und Inhalt 983/5, 
— , Naherungsgrenze (obere, untere) 
940 , — , Naheiungspunkt, auBeror bzw 
inneier 940 

Mengenfunktionen 1009, abschlieB- 
baie — 999 , absolut additive — 1010, 1470 , 
lhie Differentiation 1134, Zerlegung in 
lhie diei Bestandteile 1011, Zusam- 
menhangmit den Punkttunktionen be- 
schrankter Schwankung 1010, addi- 
tive — ( 1 m engeren Sinne) 1010, 1 m 
weiteren Sinne 1010, stetige, absolut 
stetige, total stetige ■ — 1009, total 
stetige additive — 1010, 1132 

Mengenlehre, Anwenduugen 1001, auf 
Geometne, msbesondere Analysis si- 
tus 1012, auf mabhematische Physik 
858, auf die Theorie dei Funktionen 
komplexei Yeianderhcheu 1011, aut 
die Theorie der Funktionen reeller 
Veranderlichen 1002 

Meray, Definition der analytischen 
Funktionen 6, 382 

Mercer, Satz von — 1524, 1526, 1531, 
1531, 15 3 2, 1539 

Meromorphe Funktionen, Umkeh- 
rungstunktion 3io, 418, Ubeitragung 
dei Theorie der ganzen Funktionen 
445, zweier Yeianderhcher 526, zweier 
Yeianderlicher als Quotient zweiei 
ganzei 527, — Losungen mcht-lme- 
arer Diffeienzengleichungen 706/7,713, 
— Losung ernes Systems von Difte- 
lenzengleichungen 713 



Ib34 
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MeBbai s Abbildung, Fnnktionen und 
Mengen 

Mefibarkeit, relative 979, Zusammen- 
hang zwischen flacbenliafter und hne- 
arer — 986, 1117 

MeBbarkeitstheorie von Caratheo- 
doiy 990 
Mesure %9 

Met bode de balayage 800 
Metuscber Rauin 1019, 1022, uoi- 
inaler — 1022, sepaiablei — 1022 , voll- 
standiger — 1022 
Minima estensione 973 
Mimmalbasis 561 

Minimal flacb en 2 1 4, 1324, Difteicn- 
tialgleicbung dei — 1326, 1826, 1333 
Mimmalfolge 328 

Mimmaltypus 431, — dei Ordnung 
ems 467 

Minimum de f au point A 100} 
Mmkowskiseber Lmeannbalt 990, 
— w-dimensionaler Inhalt 996 
Minoren s Deteiminanten 
Mittag-Lefflei s jE^-Funkhon 121, 
457, —scber Stern 931 
Mittel, MetboJe des aiithmetiselien — s 
171, 231, 1383, arithmefciscbe — 477, 
1192, 1204, 1240, 1383, Boielscbo — 
4S1, 1-583, 1488, Cesarosebe — 477, 
Holdersche — 477, logantbmische — 
755, typiscke — 755 
Mittelbildungen, lincare 445, 480, 

480 

Mittelwertsafcz der Diifeientiahech- 1 
nung 1089, — fm Dincbletscbe Reihen | 
745, eister und zweiter — der Inte- 
gralrechnung 1058, — von G-auG 213 , 1 
215, 221 , — von Neumann 171 
Modul 563, Basis des — a 563, — n dor 
algebraiscben Korper 609, — n der all- 
gememen Korper vom Gescklecht p 
613 

Modulareigena cbaft in dei geneial 
analysis 1474 
Mobmssebes Band 188 
Moiviescber Satz 34 
Moment emer ebenen Flache 126, — 
emer Knrve 127 

Momentenpioblem, allgememes — 
fur em Intervall a, b 1457, 1458f, 
1583, notwendige und bmreicbende 
Bedmgungen fui die Existenz emei 
Losung des — s unter verscbiedenen 
Bedmgungen 1459, notwendige und 


I bimeichende Bedmgungen hir die I0\i- 
| stenz emer monotoncn Losung dcR 
I Stieltjessclien — s lui das Inton all (), 
I 00 1 457, tur das luioiv all — oo, + 00 
I 1458, ZusammenbiUig dos Sti(‘It| 08 - 
1 scben — r lmt dei Tlioonc dor Jutton- 
bruclie 1157/8, 1589, nut d<n bc- 
scbicinkten ({inidialisclien Koimen 1583, 
1 1 D 8 S, mifc (bn /-Foirnon 1580 

Mo nodi omiesal/ 105, H0 
! Mono ton 

J M on tel scber Komergen/sjit/ $10 
MultipIikatioiiHh.it/ von Iludanmid 
464 

n 

| Nachwukung, Problcmo dei ion 
j Nalierungsbi uelio (Nennoi) der Ket- 
I tenbruchentwn klung ol, J2J3 
! Naliei inigsgi Gii/o (obere, untere) oio 
I NkJiernngspu n k t, .indent h/w 111 - 
! not or v 10 

( Nabeiuiigswei ( e jmuIim hei Zahlen 
613, — vou Potou/ieihcMi 510 
Natui liHie <iien/e 462, — r Logan tli- 
I mus 27 

Ne bengobiet 918, 925 
Nobcnpunk te much PnniondeH 9*28 
Nebonstomo, appioxinuerende 4 18, 
451, 155 

Nenner eines Divihoah q 510 
Nctz (de la Vallbo Pouhsiii) ins 
Neumann, Mothodo von — 134 7, 1 r>'5, 
1.56 L, vgl smell Kntwiokhing micli 
Itenerton, — si her Iwertsat/ 171, 

— sclie Reihen 232, SummftfcimiHver- 
fahren lui die — rcIioh Boihen ijm, 
— Relies Problem 2 52, — Pomcim - 
sches Piobleni 2 13 

iNewtun-CotoR, Foimeln 55, —hi ho 
Tntei polationsfoimcl, InlerpolationH- 
reihe 687, 688, 097, 717, 718, —who 
Reibe, Bedmgungen tin die Uriistcll- 
bai-keit duieh oine Nowtonaiho Keilm 
690, Konvergenzabszisse 687, Konvei- 
j gelizgerade 687, Konveigeu/pioblom 
680, Nullentvvnklungen 688, Trans- 
foimationen 689, Zusaimnenh.mg nnt 
deinLaplaceschenlntogial 688, —Holies 
Polynom 1270, —schob Potential m, 
— scbes Potential einei emfacben Li- 
nienbelegung 210, — Puiseuxechei 
■ Polygonzug 679 



Nichtabzahlbarkeit — Oscillation 
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Nichtabzahlbarkeit des lmearen 
Kontmuums 874, — der perfekten 
Mengen 876 

Nicht foitsetzbaie Potenzreihen 461/2, 
517 

Nicht reduzierte Daistellung ernes Di- 

msois q 540 

Norm von $ 553, — von U 542 
Noimalableitung 192/3 
Normalbasis 564 

Normaldeterminanten, norma- 
lo ide Determinanten s unendhehe 
Determinanten 

Normale Bilinearform 1562 
Norm ale Funktionenfolgen 496, — 

Klasse (F) bzw (JE) 1019, — l metri- 
scher Raum 1022 

Normales System m bezug auf die 
S telle p 564 

Noi malgleichnngen der algebiai- 
schenKoiper 609, — der allgememen 
Koiper vom Geschleckt p 613 
Normalreiben, Thom6sche 680 
Normaltypus 431 

Normiertes orthogonales Funktionen- 
system 1234 
Nucleus 873 

Nullentwicklungen bei Newtons 
Interpolationsfoimel 688 
Nullinenge 974, 075 
Nullraum 1029 

Nullstellen emer Dmchletschen Reilie 
746, — einei Koiperfunktion 537, — 
der Zetafunktion s d 
Nullvariation 1008 
Nullweg 620 

N umerische Behan dlung der Eigen- 
werttheone 1503, 1519, 1520, — \on 
Integralgleichungen 1399, 1501, — von 
unendlichvielen lmearen Gleickungen 
1502 

0 

O, o 472 

O berfluchenmhait 905 
Obeifunktion 1075 
Offene Menge s Menge 
Operation (T ifS ) 1070 
Ordmarer Koiper 607, — vom Ge- 
sclilecht p^ 4 613 
Ordinate, mittlere 113 
O i d n u n g (nach Dedekmd) 590, — ernes 
Divisors 540, 552, — emer ganzen 
transzendenten Funktion 421, 430, 
— emei Funktion in emem Wmkel- 


laum 423, — einei Klasse 569, — auf 
dem Konvergenzkieis 488, Menge u tbl 
— 1174 

Ordnu ngBzahl ernes Elements 546, 
646, — dei Primzakl rc 647, — emer 
ration alen Funktion fur die S telle p 
537, — emer rationalen Zabl 642 
Oidie apparent 430, — reelle 429 
Oithogonale Aquivalenz zweier qua- 
diatischer Foimen lo85, — s Funk- 
tionensystem 1232/34, Abgescklossen- 
lieit ernes — n Funktionensystems 1237, 
Eigen funktionen ernes syrumetiibcken 
Kernes als — s Funktionensystem 1506, 
— Funktionensysteme von Haar 1396, 
— s vollstandiges Funktionensystem 
1 392 , Beispielo fur — vollstandige 
Funktionensysteme 1393 1 , — Kerne 
1547 , normieite — Lmearfoimen 1554, 
Eiganzung noimierter — i Lmearlor- 
men zu emem vollstandigem System 
1555, — Transfoimation lm Raume 
von unondhchvielen Verandei lichen 
1554, unitar — Tians formation 1562, 
— Transformation beschranktei qua- 
diatischei Formen s d , — Transfor- 
mationen vollstetigei qnadiatischer 
Formen 1555, — Transformation emer 
vollstetigen quadiatischen Form in die 
kanomsche Gestalt 1558, — Trans- 
formation emei quadiatischen Form 
in erne Summe von /-Formen 1587, 
— s vollstandiges System von Diffe- 
lentialtoimen 1585, vgl auch unter 
Vektoi 

Orthogonalinvariantensystem 
beschiankter quadratischer Formen 
1683 if 

Orthogonalisiei ung ernes Funk- 
tionensystems 1233, 1394, — von 

Vektoi en 1437 

Orthogonalitat der Differential- 
losnngen 1580/1, — der Eigenfunk- 
tionen ernes symmetnschen Kernes 
1359, 1506, umtare — 1438, 1536 
Orthogonalitats eige n b ch at t dei 
Eigen funktionen 1359 
Oi thogonalsystem, vollstandig nor- 
miertes — ernes symmetnschen Kei- 
nes 1506 

Ortsfunktionen 190 
Ortspai ameter 392 
Oscillation unifoim of the first bzw 
second kind 1142 
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ObLiliatom — Point 


Oscillatom, estrenn supenou e m- 
fenon destro e smistio 10 S 6 
Oscillation, gleicbmathge 1142, 1112 , 
1141 , halbfctetige — 1112 , sekund.u- 
gleichmafiige — 1142 , imgleichmafiige 

— 1144 

Oszi llations theorem 1248, 1255, 1257, 
1509 

P 

P, Positivitat in dei general analysis 
1474 

P 0 , eigentliche Positivitat in der gene- 1 
ral analysis 1471 

p-adiBclie Zahlen, Korpei K{p) 042, 
— Kongruenzkorpei 644, — Kongiu- 
enzkoiper und die llmen lsomoiphen 
Korper J£( s $) dei tf-adiscben algebiai- 
scben Zahlen 645 

Tr-adisclie Entwicldung ernes Elemen- 
fces 648, —1 Zablkorper, Galoiascher 
b49 

Pantacbie, rollstandige 895 
Pantacbiscbe Menge 8ci 
Parabolis c b- elliptiscbe Differential- 
gleicbuugen 1244 

P ar all e Is cblitz theorem 269, — , Vei- 
allgemeinerung 351 

Parametei und Aigument, Vertau 
schung 618 , lokal unitormisieiender — 
392 

Paiameterdarstellung 390, 392 
Parameterkui ve 907, 908 
Parameterwerte,au8gezeicbnetGl359, 
vgl auek Eigenwcrte 
Parametrixinetbode 1295 
Parmentiei scbe Formel 104 
Parsevalsche Gleichung (Satz) 1209, 
1237, 1239, 1243, 1368, Erweiteiung 
1211, fui ein aus Polynoroen gebil- 
detes Orthogonalsystem bei unendlick 
grofiem Intervall 1238, — Integiai- 
daistellung 466 
Partialbruche 19 

Partialbrucbreihen fur tg x, cot x, 
cosec a;, sec % 42 

P art 1 alb ru cb d ai s tel lung dei lie- 
solvente emer Integralgleichung 1523, 
1548 

Paititionen 833 
Pascal sober Integratoi 142 
Peanokurven 941, 943 
Perfekt s Menge 

Perioden der Integiale zweiter und 
dnttei Gafctung als Funktionen ibier 


Unsf'efcigkcit*punhle (>30, /jkhsilio — , 
ties Elemental nitogials dntter Battling 
631 

Pei 10 tie in clationon der Integral! 

eisfer und /wcitoi fiaitung 92.8 
Pei lodon wego, An/ahl dor mtabhun- 
gigen 622, — , Basin 021, — , Fund.i- 
mentalsyeLome 521, — , Bc/ieliungen 
zwiaclion den verHclnedonen Funda- 
inentalsystenion 624 

PonodiBcbc Losungcn von Di/Fmon- 
zengloiclmngen 71 l 
Pei 10 d 1/1 li.it von 27 
Periodic 1 Lid stliroi cmo doi trigono- 
metnsclion Funktionen 31 
Pei pendike Ivek tor it 17 
PciioiihUiob Intogial 1060, 1074 
Pfcif forsclio Mobhodo 817, 826 
Pb ragmen, Nit/ 10 i 
Pliysik, in.itboimilische, \ 11 it 1 uten von 
Koihem'ntun lJungen 1211 
Picardschci Sat/ 106, 409, 1 19, Bo- 
wcin von Picard, Grmidgedaiiko 109, 
olemonlate Bcwtise 110, gioOci -- 
409, Bowens voimittelH den bandau- 
schon Sat/ea 412, Ei vvoitn ung 416, 
kleiner — 409 
Picard- Landaimdior Sal/ an 
Pjorpontsclie Intcgialdofimtion 1059, 
1061, — a Yoi hihren boi uneigentln bon 
Intogralen 1054, 1056 
Tiobei t- Paunontioirit lie Formel 102/) 
Pluckorschc Poimcbi 597, tur Pnuni- 
kunen 603, Yerallgcinoinoiuiig lur 
beliebige Singularittltcn 602, — lumen 
kooidmaton der Tangente 697 
Poincare, *— sell 0 Eigen i un ktion en 1250, 
1255, — ache b Liiubiinontallniiktiorien 
235, ‘J35 , — , Losungsmelliodc den Neu- 
mann sell on und dos tlobiiiBi hen P 10 - 
blemsi 23 i, 235, 1353 If , — , Mi thode de 
balayage 300, — hebos Prmzip 238, — , 
Sat/ uber DiUerenzengloiclnmgcn 171, 
676, Erweiteiung litr nit hthneare Pitle- 
renzengloicbuiigcn 707, Sat /, 0 uber 

ganze trans/endente Funktionen 129, 
433, — Ableitung dei Entwicklungs- 
tbeoieme nacb den Eigenlunktioni n 
von Difteientialglcichungen 1261, 1262, 
1352 f , 1361, 1617 

Point fiontibre 88 0, 880, — limito poui 
tout ies E n 93‘J , — of more tban 
countable degiee 870 



Poisson — Potenzreiken 
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Poisson sche Differentialgleichung 197 , 
286 , — Form des Restghed.es der 
Euleischen Formel 93, — r Grenzweit 
1208, — s Integral 198, 220 — 225, 1207, 
aus den allgememen Fredholmscben 
Auflosungsformeln 221 , — Regel 105 
— Summation 1207 
Polare Integralgleichungen 13 f )9, 
1536 ff, 1567 

Polares Funktionensy stem 1262, 
1537, 1538, vollstandiges — 1568 
Polar form, die zu einem symmetn- 
scben Keine gehort lolO, — einer 
qnadiatiechen Foim 1553, 1576 
Pole 240, 404, — emer Korperfunktion 
537 , — , Lage 472 

Polyeder, konloime Abbildung 273 
Polygon (symbolisches Potenzprodukt) 
556, approximierende — e 926, — der 
Doppelpunkte 583, geschlossenes, em- 
faches — 917 

P oly gonquotienten 553 
Poly gonscharen 50 
Polygonzug, Newton-Puiseux 679 
Polynome, Appioximationen s d , Bei- 
noulhscbe — 713, 1275, Fabersche — 
448, 499, HeimitiBche — 76, 1271, 
Lagiangescbe — 1276, Laguerrescbe 

— 1274, Landausche — 1149, 1349 , 
1183, 1186, Legendrescbe — 63, 471, 
500, 1162, ortbogonale — 1233/4, 1238, 
Tschebyscbeifsche — 1158 

P olynomfolgen 1276 
Polynomreihen tur analytische Funk- 
tiouen 491, 496, 1274/6, Zusammen- 
hang mit dem Intel polationsproblem 
497, — fm reelle Fnnktiouen 1233 
Polynomsatz von WeieistraB 1146, 
Verallgememerung 1152, 1186; Ana- 
logon des — es fur stetige Funktional- 
operahonen 1499 
Ponceletscbe Foimel 102 
Positiv del mit, eigentlich — , s Kem 
und quadratiscbe Foim 
Positiver Typus 1510, 1 537 
Po sitivierend 1537 
Positivitat m dei general analysis 
1474, eigentlicke — 1474 
Potential emer Doppelbelegung 204, 
Ableitungen boberer Ordnung emei 
Doppelbelegung 206, Noimalablei- 
tung 204, — emer Doppelschicbt 204, 

— emer dreifachen Fiacbenbelegung 
206 , — emer emfacben Belegung in 


der Ebeno 100, Bodmgnngon Iul die 
Existenz dei Ableitungen emer 0111 - 
fachen Belegung 200— 203, Noumilab- 
leitungen 201 , V'erlmlton aui di i r be- 
leo'ten Kuivo und in deien Nndibnr- 
echaft 200, — emei enifachon Flu- 
chenbelegung 1 m R.mm 199, — emei 
emfaclieii Schidit 1‘J‘i , lognnthmistheH 

197 , oiuor ebenui FLiehonbeiogung 

206, Ablcitungeu 207, analytihdio Fort- 
setzung 209 , ISTewtonst lies — 197, emer 
emfacbea Lnuenbolegung 210, (men 
Gebietes auf eidi selbsfc 210 , einoi Vo- 
luraladung 200, — fm spoziollo Gc- 
biete 287, verullgomemerlt'H — 01111*1 
emlacben Limon- odei Fldohcnbele- 
gung 203 , 230, veiallgomi inert es — 
emei auf einer Flddu odei Juuve 
ansgebieitefcon. Poppeltudiidit 20 c, 266 
Potentialtuuktioncn, ullgi 11101 no 
198, Eigenachufton 610, analytische 
F 01 tsetzung flunk das Ivomplexo 217 , 
— , Darstellurig von Wluttakoi an, 
— , Definition 197, dreuhmenHum.ile 
— , Redulct.ion auf Funktioneu /weier 
Yerandoihchei 211, lcoiijugioito --215, 
220, Verallgomoiiierung fur den Raum 
217, — von jLo 1vu\ 28 1, iriehuleutige 

— 234 , 220 , periodic be — 203 , posi- 

tive — , Sat/ von (Jarathoodory 229, 
412, 501 , ale Produkto von Funktumon 
je einei Vaiiaboln d.irntollbaro — 292, 
1255/56, leguUio — 197 215, icgu- 

laue — m emu Kimslliiclie, lOntwuk- 
lungssat/ 226, in emei KreiHringilacbe, 
EntwickhmgHHiitz 227, — , Sut/e von 
Harnack 230, — - , Vorliallon nu lin- 
en dliclie 11 21,6/11 

Potentialtlieone, noum* Knl.witk- 
lung 177, — , Kauri wci laid gahen h d 
Potenz, allgonieiuu 27 
Poten zpr o du kto 1188 
Potenvreihen 4, 11, Abolmher 
Grenzwertsatz 175, m*ino Vorallgomei- 
nerung clurch Stolz 475, besdirankti* 

— 504, — , Identikit 1J, mcht tort- 
aetzbaie — 4 61, 462, 517, nut po 
sitivem Itealtoil 601 , — , Uinkehrbnr- 
keit 15, — , Verliallen auf dem K 011 - 
vergenzkreia 9, 475, — unemlhdi 
vieler Yei ilndeihdior 711 , 1182, vgl 
auch analytiscbe Funktionen unenri- 
lichvielei Yeitlnderlu bei undinteguit- 
poten/reiken , — ■ /weicr Vcrundoi liclier 
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Pnmende — Quadratische Form 


519, assozneitc Radien 9, 520, J3e- 
reick absoluter Komeigenz 520, Ko- 
lonnemeiken 521, Konvergeozradius 
ernes Elements 522, Radius gleich- 
maBiger Konvergenz 521, Rationalibits- 
ladius 525, ReguLiritalsiadms 524, 
Stellen bedmgtei Komergen/ 520, Zei- 
lenreihen 521 

Pnmende 3 6 7, 921, 9 27, 929, 958, — 
1 , 2 , 3 , 4 Ait 929, — , Haupfcpimkte 
928, — , Nebenpunkte 928 
Pumfunkti on 632, — bei Funkfciouon 
zweier Veiandeilicher 527, — fui 
einen Korpei 546, — fur die Stelle p 
537 

Primideale 555, — emei Idealklasse 
848 

Primidealsatz 847 
Primitive Funktion, gauze tians/en- 
dente 427, 434, — emer gegebenon Ab- 
leitung odei Denvierten 1086, 1104, 
s a Funktion, — ernes Koipers 5 13 
Primteile 912 , 913 

Pnmteiler 538, — eistor Art 660, 
— zweitei Art 663, Eiehlunktion 664, 
Ordnung G64, — , auagezoickneto fur 
erne Tiansformation CoS, — eistor 
Stufe 658, — /weiter Stule 661 
Primzahlen einei authmetiBcben Roihe 
801, — in emem Koipei 616, — , Giad 
646, — m quadiatiscben Formen 8i0, 
— , Yertedung 782, Pnm/ablflat/ 782, 
Rieinannsche Pnmzahlfonnel 792 
Pi imzablprobleme 805 
Pnsmoidalfoimel 129 
Probleme du cycle fenn6 1490 
Produkte, unendliche, fur sm 1 uiul 
cos x 10 

Prod uk tdai stellung dei ganzon tran- 
szendenten Funktionen 425 
Prymsche Funktionen 268, 346 
Pseudoresolvenfce 1374, 1377 
Puiaeuxscbe Satze, tfbertiagung auf 
mcbtlmeaie Integialgleicbungen und 
Gleichungssysteme 1482, 1484 if 
Punkte der Begrenznng, emfacbe, ruebr- 
fache 929, — einer Merge, mnere 
181, 880, auBere 880 
Punktfunktionen 1009 
Punktbaft s Menge 
Punktmengen 855, s auck Menge, 
— , Yeiallgemeinerungen 1014 
Punktprimteiler 633 


I Pun k tap ok fci um boi Jntogialgloi- 
ebungen 1593, — hei besclu inklon 
quadiatisohon Foimen i r >77, 1578, 1580 

Punk tsj stem, mfcegriorb uen iou 

n 

Quadi «itf 1 oie Z.ililon 82S 

Quadratische Fonmnuiul Ivurpor s ii, 

Quadid tiHcho Form \on unend- 
lic livielon V 01 1 ndoi lichen, he- 
schr a 11 k to 1370,1 576 II , Eandonspek- 

Uum 1577, bcsondoio on 1586, 

1590, Uilinenrfoim, aynnnoliisi ho, du* 
/u emoi — u — gelioit 1676, fliiformi- 
tiallormcn 1585, mtliogonaloH imd 
vollst.uidigeH System von Dillorcnlml- 
lormeii 1685, Hiujisfunktion onion 01 - 

1 thogoiulou Systi uiH von DiUbjonli d- 
loimou 1685, gom dilutes System um 
Basis funktionen 1585, Vollstdndigkoits- 
rekition im I)illor< ritialfonm'n 1585, 
DiireiontiulloHurigeu doB /u dor — n 

— gehmigen lumiogonen tilmhungd- 
Byntems 1581, (hthogomilitat doi Diifo- 
rontnilloHungcn 1581, diskonlmuiei- 
belies Spoktium outer - n — 1578, 
kontmuioi belies Spektrum outer n 

— 1578, fZ-Formon, / j-Foi men h uni or 
Foimen, hneaies GlpichungHNysiom mil 
unendJicliviolen Unbokjinnfci n, dan v\\ 
der — n — gehOrt, Losung des liomo- 
gonen GleichungHHYateniB in eincm 
Punkte dos PunktHpoktrumu 1680, m 
einem Inter vail den BtroekonKpoktiunm 
1681, Norraallorm omoi boachr.inktou 
— n — 1577, 1581, (UjerUagung aul 
Scbaren — 1 — en ifisn, orthogonalo 
Acpnvalenz /weier — 11 — 011 , nofcwun- 
diges und himeichondea Kutonum 
1585 f , Orthogonalinvnriantenayatom 
158 td, orthogomle Transformation 
emer — n — n — auf Quadrats unnntsn 
und Integiale, Iliiboitsches Theorem 
1577f, Ableitung dieses Thomim* 
durcb Ilellmgei 1581, durcb Ihlboifc 
1678, durcb Ikies/ 1583, 3 683 , oithugo- 
male Transformation emer — n — m 
eino Summe kbchatons abzahlbai un- 
end hchvieler J-Foimen ^ orach ledonei 
Yanabelnreihen 1687, Polarfoim omer 
— n — 1576, positiv definite — 1576, 
1579, eigenthck positiv dcimito —on 
1566, Punktspektrum 1 D 77 , 1678, 1680 , 
Rezipioke emer — u — 1578/9 ,Scbranke 



Quadiatiscke Foimen 

einei — n — 1576, Spektialfoim 1577, ! 
emfachstes Beispiel emei Spektialfoim 
1584, Faltungssatze fui che Zuwackse 
der Spektialfoim 157S, orthogonale 
Tiansformation cler Spektialform in 
eme Sumine von Integralen der Qua- 
diate von Linearfoimen verschiedenei 
Variabelnieilien nacli Hellingex 1584 f , 
1 & 85 , Spektrum emer — n — 1578, 
Spektrnm nnd Haufungstellen dei Ab- 
sckmttseigenweite 1679, i r >79, Ande- 
lung des Spektrums bei Addition einei 
vollstetigen — n — 1579, emfackes Spek- 
bum 1585, Zerspaltung des Spektiuma 
in einiacke Spektien 1585, Strecken- 
epektium 1577, 1578, 1580, Zusainmen- 
kang dei Theone der — n — en mit 
der Stieltjesseken Kettenbiuchtkeorie 
1586 ff 

Quadratiseke Foimen von unend- 
liehvielen Veian dei liclien, 
mchtbeschiankte 1 ^ 77 , 16881 

QuadratiBcbe Foim von unend- 
lichvielon Yer an deilichen, v oil- 
stetige 1 J65, 1369, 1553d , abge- 
sohlossene — 1559, Bilmeailorm, 

symmetnsehe, die zu emei — n — n 

— gehoit 1553, definite en 1567, 

1669, Eigenfoimen emei — n — n 

— 1559, Eigenlosung als Losung des 
/u dei — u — n — gekongen hneaien 
Gleickungssystems 1559, Eigenweito 
einei — n — n — 1559 , Faltung — 1 
-1 — en 1555, Hauptacksenbkeorie 
— 1 — 1 — 1553, Hauptacbsentrans- 
ioiruation —1 — r — on 1556ff, ka- 
nomsche Tiansloimation von Scbaien 

— r — 1 — en 1506 ff , Maximum einei 
— -q — n — 1556, spezielle Mavimums- 
aufgaben bei — 11 — n — en 1557 , or- 
thogonal e Transformation —1 — 1 — en 
1655, 01 tbogonale Transformation emei 

— n — n — in die kauomsohe Gestalt 
1558, Polarfoim emei — n — 11 — 
5153, Spuien emer — n — n — 1555, 
Zusammenbang dei Theone der — 11 
— n — en nnt dei Eigen w eittkeorie 
der Integralgleicbuugen 1559 ff 

>uadratiscke Integral ! 01 in, die zu 
emeui symmetnecben Keine geboit 
1362, 1509ff , 1518 ff, 1525, 1560, 1592 

luadratur, giaphi&cke 83, 111, bei 
komplexen Vauabeln 125, in Polar- 
koordinaten 125, nacb Massau 83, 


— Randbedmgungen 1639 

numenscbe — 50, Bestimmung dei 
Absyiasen 58 

Quadiatuifoimeln, Booiesebe 109, 
— , Boida- oder Bezoufcsche Hegel 101, 
Catalaneche — 108, — der Differ en- 
7 emechnung 96, fui mehrfacbe Inte- 
grale 99, — , Drei-Aeht- Regel 109, 
Dupamscke — 103, Enkrscbe — ^ 
Euler, — , Fafiiegel 55, Gaufisclie — 
s GauB, — , Genauigkeitsgiad 51, 90, 
Kombmation von — 90, Mat -Lam in- 
stil e — 57, 101, 108, Mansionsclie — 
105, Mehleische — 72, Newton-Cotes- 
ache — 55, 91, Parmentiei&cbe — 
104, Piobeit-Paimentieisclie — 102/3, 
, PoiBsonbche Regel 105, Poixelefc- 
sche — 102 — , Simpsonsclie Regil 

91, 105, 116, Tscbebyscheffscbe — 86, 
— , Tiape7iegel 101, 115, verbesseite 
104, Weddlesche — 91, 109, 118, 
Woolseyscke — 91 

Quadi atwuizelveifaki en 293, 30 i 
Quadrieibai 966, — naeb auBtn, naeh 
mnen 066, f i7G 

Quaaian alytisck e Funklionen 132 a 
Quasikomponen te 904 
Quaaikonfoime Abbildung 26i, 366 
Quasilmeaie Diffeienfcjalgleu.hmig 
1323 

Quasi-Stetigkeit 1181 
Quasi 11 nendlich 496 
Quasiunifoime, conveigeneo 1166, 
— Konvergen/ libG 

Quellenmaflig daistellbaie Funktion 
1242 

Queiachnilt ernes Gebiefes 195, 926 
It 

J?, Eealitatseigensckafl in dei geneidl 
analysis 1474 

Radien, asso/nierte 9, 520 
Radius dei gleickmalhgen Konvergen/ 
521 

Radonscbe Integraldefimtionen 1072 
Rand 1S2, 194, ssi , — , Abbilduug, kon- 
forme bei besonderen Jvlassen scblieh- 
ter Gebiete 366, allgememe Theone 
366, 424, 958, — , Komponenten 18 3, 
isolieite Rand komponen ten 190, nn- 
eigentlicber — 194 , 3 6 5, — s audi 
Begienzung 

Randbedmgungen bei gewolinlicbeii 
Diffeientialgleichungen 1246, 1247, ad- 
jungieite — 1247, sick selbst adjuu- 
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Randelement — Raume 


) 


gierte — 1247/48, — bei parhelion 
Ihffeientialgleichungen vom ellipti- 
schen Typus 1249 , mit Paiameter 
1249, — bei elastiflchen Sclrwiugungen 
1249 

Raiidelement 927, 928, 958 
Randfunktion 11 
Raiulmenge ssi 
Raiulpankt 88i, 026 
Randwertaufgabe bei gewohnhcben 
Differentialgleichungen 1246 
Randwertaufgabe bei Infceg iodide- 
rentialgleickungen s d 
Randwei taufgabe bei lineaien 
paitiellen DiJtfeienfcialglei- 
cliungen vom elhptiseken Ty- 
pus, eiste — fui Diiieientialglei- 
chungen in dei Noiinalfoim 12S0, 
Aqunalenz mit emei lmeaien Inte- 
gialgleicbung 1282, alteimerendes 
Veifakien 12S1, eibte — bei nur ab- 
teilungsweise stetigen Roetbzieuten 
128b, erste — fui beschrunkte ebeue 
Gebiete 1280, fui befednunkte ebeue 
Gebiete allgememei Natiu in (£ 1291/4, 
fui bescbiankte ebene Gebiete dei 
Klasse B oder D m (£ 1281, 1287, tui 
em Kreisgebiefc 12S4/5, fui Gebiete m 
1299, fur kimeickend kleine Ge- 
biete 1280, 1283, fui unendliche Ge- 
biete 1299, erste — un Raum 1300/2, 
eiste — , sukzeasive Approximationen 
1280, erste — , Umtat&aat/e 1297, 
erste — , Vanationsmetboden 1802, 
erate — ohne Zuruckfubrung dei Difle- 
lentialgleicbung auf die Noimalfoim 
1395, bobere — n 1303, zweifce — 1303, 
Zuruckfubrung aut erne Integialglei- 
chung 1304 

L andwei tauigabe bei mcht line- 
aren partiellen D lfferential- 
gleich ungen vom elliptischen 
Typus 1324, Losungen in dei Nach- 
barschaft einer gegebenen Losung 1324, 
Verzweigung der Losung 1327, Zu- 
ruckhilnung auf eme mcLt lineare 
Iutegi o-DifPeren tialgleicbung 1327, Lo- 
sungen ohne einschiankende Voiaus- 
aetzungen 1327 

Haudvrertaufgabe der Potential- 
heorie 218, — Abhangigkeit der 
Losungen von dei Begreiuung 29i 

^<4, — , alteimereudes Verfabien s d’ 

i-Ch'w arzschei Hilfssatz 221, 257 | 


deutuug dei — fui die Kntw n Uimg 
der Intogialglt lchiingou t Itoir , dnLti 
— 279, eiste uml zweifco 218, all- 
gemeiue Mothodon /ui Kihdigung du 
ersten — 297, 80b, i>5, Kin- 

deutigkeifc doi Luring 218 '9, c\pli/ib 
Losung fui lvj eisflcLohi 1 und Iwigol- 
koipei 220, (‘\pli/ite homing duuli 

p 0 i n + 11.- 1214 ^ j 

* ^ emei Doppelbe- 

legung 2 > 1 , 18 16, Losung als Pnlwdial 
emei emfaoiion Iklogimg j 1 1 , 1 j 1 3 
Verbalten tloi Lusungon <itn K nidi 1 
242, — 1 gemisthio I.amliHilingungtMi 
2b9, — , gurtelfoimigo Yt 1 m him 1/mig 
258, Tutegialglen Imogen l>. j n 2 is] 
238, 272, 2 MH 1 , P, {, M. Ilu.il/ 
des anthmctiHclu 11 Mifctels 2 ij , 1 
Mctliodeu, komlurmtiaiHi ho 256, 272 
— , Metbodo dei kunfnrnien Abbildung 
260, 265, {<•! , Method, ti dei V.tim 
fcionsieobnung J27, t M, Hindi d, 
balayago 300, — , L’lol.h m \mi 4 \eu 
maim und Robin 2 12/3, - , I'n.ldom 
von Neumann - Poineaio und Robin 
PomcaiL 23 1 , KiedhoImsUie homing 
veimittels Integialglen Imogen 2 pi, 
Poiricaius Losung 234, 135 Ml , Woilt 1 ’ 
fuhnmg 235, weiten — 282, /ueiL< 

— 219, 260 
Rand we 1 1 e 190 - 19 j 
Rang emer gan/ui tians/uukuitt 11 Ktmk 
lion 429 , — ernes heniOH nn, 1 i ( s, 
eudhcber — nines Reims 1*7711 ,157,’ 
lol3, emei Ivurvc 008, - t im*i 

vollstctigen Bilineailoim, endJu In 1 
1412 

Rationaler Uiiaiaktei unci analjli- 
schen Punk Lion 539 

Rationale Divisoion 5 *9, — elliptic be 
und hypeihohsdie Ciobiltlo bit, - 
Kongruen/koipei 611/1, — Gabion, 
Korpcr IC(1) 642 
Rationahtatsradius 525 
Raumo, allgeiueim, 1015, Fuiiktiunen- 
1025/6, 1468, Ililbertsebt - 1026, 
1434, melrische — 1019, 102a, mn- 
male 1022, soparablo 1022, vollstan- 
dige 1022, 1029, uulldiinensionalo - 
1029, spezielle - 1025, topologisclic 
~ 1020, - von uueudlieb vielen Di- 
mension on 1025, 1431, 1554, f Uiptiscbe 
- ^ on uneudliJmelen I hmensiom n 

1134 


* 
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Raumliche Gebiete — 

R a n mil c ii a Gebiete der Klanse i 
(B, B\ Ah odei Bin 187, — der 
Kln^e 0, 2), Lh 1S7 
Eaumkuiven, algebiaiscbe 602 
R aum vei z u ei gun gen 1 82 
Rayleigk-Ritz, Methode /ur numeii- 
aohen Integration \on paitiellen Diffe- 
lentialgleichungen 173, J33, vgl auch 
Ritz 

Reduktionspiobleme, che aus dem 
Abelscben Theorem folgen 638 
Tioduzible Menge SCO, sen 
Reduzierto Dai sip] lung ernes Dmsuis 
540 

Region 809, coo, — , closed 000, — , 
complete soo, — , completely open coo 
Regulate Abbildung osj , -a aubeies 
Mafi 990 , 001, — Kune 587, — Mafi- 
funktion 901, — Menge os7, 1132, 
— Mengenfamilie 987, 1132, — Po- 
tential funk ti on 197, — Punkte oinei 
recllen Funktion 1191, — Punkte dea 
Konveigenzgebietes emer Reilie analy- 
tiscker Funktionen 403, — Punkte dei 
Kurve C 582 

Regulan tat ernes Abelscben Integrals. 

an der Stelle ^ 574 '5 
R egu lari ta tsp ai am e tei l i3t! 

R egulantatsi adxus 524 
Rcihe, abgeleitete, aus einer Potenz- 
reihe 6, absolut konvergente — ste- 
tigei Funktionen 1172, — analytiscbei j 
Funktionen 101, gleicbmuBige Kon- 
vergenz 492, 494/5, gleicbmribige Be- 
schianktheit 491/5, Teilgebiete gleicb- 
mabigei Konveigenz 492, bxnomische 
— 21, — , Diffeieutiation, ghedueise 
1081, Dmchletsche — n s d , Expo- 
nential — 25, Faktonellen — n s d , 
Pakultaten — n s d , — n und Fol- 
gen von Funktionen einer Verandei- 
lichen 1147, von Funktionen mehreiei 
Veiaiideilichen 1185, gleichmafiig kon- 
vergente — von stetigen Funktionen 
1137, von Polynomen zur Darstellung 
analytiscber Funktionen in einem em 
fach zusammenkangenden Gebiet 401, 
49G, 1274/5, hypeigeometi ische — 45, 
— , Integration s d , — , Inteipola- 
tionsieiken s d , Leibmzscbo — fur 

38, loganthmische — 29, — , Po- 

tenzreihen s d , lekurrente (rekurne- 
rende) — 16, 470, 473, eizeugende 


Reziproke Funktion 1641 

Funktiou 17, Summation it, semi- 
konveigente — 159, tugonometnsebe 

— b d , — fur die tngonometrischeu 
Funktionen 34, 44, unendliche — n, 
bneare Tiansfoimation 1241 

II eib enen twicklun gen , allgemeino 
1220, s aucli Entwicklungstheoreme, 
Fouiieneiben, — bei komplexen un- 
abbangigon Veiandeilu ben 1266, Kon- 
vergeuzbereicb 1266, nach Integialen 
linearer Diiferentialgleicbungen 12b7, 
1274, nach Nabciungsnennern ernes 
Kettenlnucbes 1267, 1273, sonbtige — 
1267, lz74, Summabilitatsbereickl266 , 

— xn dei mathematneben Pbysik 1244, 
komeigenzerzeugende Faktoren 1246, 

— bei leellen unabhangigen Verandei- 
lichen 1231, Bedmgungen fui die Mog- 
hchkeit dei Reibenentwieklungen ion 
Funktionen mit vorgegebenen Eigen- 
s< haften 1230, — nach Ndherungsnen- 
nem eines Eettenbaicbes 1243, nach 
den Eigenfunktionen lmeaiei Diffe- 
rentialgleicbungen 1244, 1313, nach 
ortbogonalen, polaien und bioithogo- 
nalen Funktionen^yatemen 1232 

Rektitikation von Raumkuiven 128 
Relcuiicnte (rekurrieicnde) Reihen s 
Lleihen, — Doppelieihen 18 
Relationes inter functiones contiguas 
Relati vgebiet coo [718 

Residualklasse 596 
Residuum des Differentiales dco fui 
die Stelle 574, — einer Menge 872 
Resolvente s Bilineaifoimen, Integial- 
gieichungen und Kem, loscndei 
Rest bei Divisoren 596, — einer Mengc 
872 

Rezipiok be7uglich emem Kerne 1510, 

— bezuglich ernes Kernes lm \erall- 
gememeiten Sinne 1540/41 

Reziproke bei Bilmeaifoimen und Ma- 
tnzen, bmtere — , voidero — 1428 f, 
Foimalsatze fui — 1420 f , Moglich- 
keit unendlichvieler hinterci — n 1429, 
notwendige und hinieichende Bedin- 
gung fui die Existenz einei hmteien 
— n 1430, Hilbsche Reibe fui die — 
1431, — einer quariiatischen Form 
1578, beschrankte — emei mebtbe- 
schrankten Matrix 1442 
Rczipioke Funktion bei Integral- 
gleichungen idol , s auch lo sen der 
Kern sowie Resolvente 
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Rezipiozitatsformeln — Semikoufcinmun 


liezipi ozitatsfoimelu fur Integral- 
gleichungen eistei AlI 1452, 1454 
R lohtlinienbuscliel 113, — , Tians- 
foimation 123 

Rich fcung ssoh wankung 1087 
Riemann, Arbeit ubei allgememe tn- 
gonometriscbe Reiken 1217, Ubeitia- 
gung auf btuim-Liouvillesclie Reiken 
i2o9, — sehe Definition emer analyti- 
scben Function 214, 382, — scbe Fcl- 
dei 391/2, — sche Flachen 390, 392, 
absolute, Punkt 551, Emteilung allei 
Wege m Klassen 621, Existenzaatze 
267, als fxei un Raum gelegene ge- 
scklossene Flachen iss, 391, —ache 
Foiin der Bilineanelationen zwischen 
drn Perioden deL Integrate erstei und 
zueitei Gattung 629, — Hadamard- 
scke Pioduktentwiekluug fm die Zeta- 
hmktion 763, —sches Integial 1033, 
1061, 1063, 1084, georuetiische Deh- | 
mtion 1048, uubestmimtes 1111, mto- 
gnerbai nach — 1191, —ache ICugel- 
flache_®, die dem Korpei K{u, z) zu- 
geoidnet ist 550, —ache Kngelfl.iclie 
568, — Lebesguesches Funda- 
mentallemma bei Fourierreihen 1192, 
— -y Mangoldtsche Foimel fm die 
Anzahl dei Nullstellen von £($) 765, 
—sche Manmgfaltigkeiten ioo, 359, 
390, 39 J, — sche PaiallelogLammfigur 
iso, 350, —sche Primzahlformel 792, 

— sches Pioblem asi, — sches Pioblera 
fur IineaieDiiferenzengleichungen 699 , 

— -Rochschei Satz 578, — seller Safcz I 
uher die KonveLgenz emei tngonorao 
tuschen Reihe in emem Punkt 1195, 
1219, —sches Summationsverfahren 
1206, —s Verrautung ubei die Null- 
stellen dei Zetafunktion 764, Fol°e- 
rungen 775, —sche Zetafunktion s°cl 

Riesz, Definition des Gienzelementa 
ioiG, — -Fiacheischei Satz und ver- 
wandte Satze 1212, 1235, 1239, 1365, 
1397, — , Integraldefinition 1060, 1063,' 

— , Summationsverfahren 480, 755, lsoe' 

Ring (nach Hilbeit) 590, — ton’lVIen- 
gen S93 

Ritzache Methods 173, 333, 1329, 1398, 
1597 

Robin, — sches Pioblem 233, --Pom- 
oaresches Problem 233, -sche Reihe 

Rollesches Theoiem b3, &i 


Ruckkoli i fa l fen 188 
Ruck koh re chmtthooi om in 
Rundungssehianke 276 
Runge, —ache FonnoJn 1m paifcielle 
Diffeientialgleichungon J72, — Kulln- 
sche Formcln 148, — bcIio Sat/o uhm 
die Daistellung analytic hoi Funk- 
tionen duicli Folynomioilion 191, 

1271 

S 

5 1 82, 1279 

6 (Y J , (), J?, i 8r.G 

a- Koipoi, -Ring, -Synlcm 895, („A)Sy 
atom 89 { 

SakulaigloK hung 1312 

SaLte, schwingendo, als Gmi/fnll 131 », 

1 568 

San ns ache Fm mot in 
Schoinhaie Poppelpnrikbo 00 > 
Schlichtai tig ib g p) i 
Schhchte Kami lien 510 
Schhchthoit enioi Ahhjhlnng 
Schht/gelueto 208, -ns, 338, nnf.nli 
zusammoiihimgGiide - , (lujuMoiinh- 
schc I0igons( hn ff hr, imnimilo 111 
S ch miogunghoben e 597 
S e hmi cgungav or fain e n 355, 399 
Schottky seller Satz 41 t 
Sc hi anko oinei bosclnankton lUliucu- 
fotm 1121, — oinoi boRchi anktoii 
quadiati8< lien Foim 1576 
Sohrankonfiinktion, ohoio b/w mi- 
tere ioos 

Schwankung r Funktion , - nimi 

Funktion am Raudo 509 
Schwaiz, — sebos altoimn ondos Vm , 
fahien 171, 256, 268/69, TIillHHfitx 222, 
244, 257/5S , — sche Donviorhe 271, 

— schea Lomma 299 , 410, 500, — , Me- 
thode des LimonolementR 199, 
Pomcardschei Ansaiz fur ^rl]fornllHlf , - 
rung396, —sche Siimmonungleichmig 
1396 , 14 14 , — ache Unglciehung 1059 
1366 

Scliw or punkt, Bestiuimung 127, — i 
Konstruktion 127 

Schwingungen, elastischo 1219, 1254 
Segnersche TiaiiRfonnation 85 
Sehnenpolygon 113 
Sekantenkoeffizientcn 1J 

Selbatad] ungiorte Pioblomo l^is 
1250 ’ 

Semikon vergente Reihon 159 
Semikontmuum 898 



Sepai able — Strum 
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epaiable Menge 1016 , 17 , 1019, 1022 I 
e panel te Menge 872 
et, geneialiaed inner (outei) limiting 
8 D 0 , — 01 dinar y mnei (outer) limiting 
890 

impsonsche Foimel 105, lib, zweite 
109, verallgememeite 136 
lngulcue Integrale 1205 , 1225, 1239, 

— Integralgleichungen 9 d , — Kerne 
s d , — Kette 404 , — r Pnnkt, gewohn- 
licker 580, dei Kuived 582, — Reihe 
SSI, — Stelle 6, 401, 522, 1051 , de- 
fimerende Kette 401/02, 417, emer 
Differentialgleichung 1264, emdentige 
404, Elemental kooidmate 402, ge- 
radlimge Annaherung 418, Haulungs- 
bereicli 417, laolierte 404, Konver- 
genzbereick 417, mehrdentige 404, 
Uingebung 403, Unbestimmtheitgbe- 
reich 405, 417, Wertebereich 417 

1 n g n 1 a r 1 1 a t e n , auBei wesentliche 405 , 
emdeutig lsoheite — 404, x-zweigige 

— emer Knrve 582, — der Kompo- 
nenten btetigei Potenzieihen 1202 , 

— auf clem Konvergenzkreis 460, Zu- 
sarumenhang mit dem asyinptotiscken 
Veihalten der Koeffizienten 471, — 
einei Knrve, lhre Auflosung 5S7, lo~ 
ganthmische — 406 mekrdeutige iso- 
lierte — 405, s&mtliche — auf emer 
Stiecke 470 , — , Veihalten in lhier 
ISTahe 417, — , Veiteilung bei eindeu- 
iigen Funktionen 406 

lngulantatafunktion 1011 
inuositd 937 

kiala einei rekurrenten Reihe 17, un- 
gleiehmaBige — bei graphischei Qua- 
cliatur 123 

o mm able (fonction) 1042, 10 47, 105 7 
pannung, beschiankte 489 
pektralform emer quadiatiscben 
Form 8 cl 

p ektrum 1578, 1579, emfaches — 1585, 
diskontmuierliches — 1578, konti- 
nuierlicke8 — 1578, a auch untei 
quadratische Foim und Integralglei- 
cbnngen 

pitze 1093, 1097 
pur 5(g) 544 

puren einei quadiatiscben Foim s 
diese, — ernes Kernes s cliesen 
teigung 1087 
■fc eigungszahlen 1087 
teckloffsche Eigenfunktionen 1250 


I Stelle 536, — des Koipeis K{x,y,z) 
656, smgulaie — b d 
Stein 446, Borelscbei — 454, erzeu- 
gende Figiu 455, ala Konveigenzstem 
455, Verallgememerungen 456/57, 
— , Hauptstern 446 — 460, 489, Be- 
stimmung 465, als Komergenzstern 
451, Konvergenz am Rancle des Haupt- 
steineb 459, Konveigenzstem 450/51, 
467, Kurven— 459 , Mittag-Leffleischei 

— 934, 13 8 3, — , Meromoiphiestern 459, 
— , Nebensterne, clen Hauptstern ap- 
proximierende 448, 451, 455, erzeu- 
gende Figur 448, alb Konvergenzsternc 
450, — dei Umkehrungsfunktion emer 
meromorpben Funktion 41S 

Stetigkeit s Funktion, Funktionen- 
menge, Menge, Mengenfunktionen 
Stetig keitsm aB 1191 
Stetigkeitspunkte emer Funktion, 
Verteilung 1006 

Stieltjes, — sches Integial 1060, 1071, 
Vei allgem emerungen 1071/73, 1211 , 
— scbe Integraldarstellung fur Ketten- 

brucbe 1578, 158% 1587/9, Landau- 

sche Polynome 1149, 1225, — scbes 
Momentenpioblem s dieses, — scbei 
Satz 493/4 

Stirling scbe Formel 42, — Interpo- 
iationsformel 686, 717 
Stolz-HarnackscheInhaltsdefmition962, 
966 

Strablpunkt 141 

Sti ahlungstheoi le, Begiundung dei 

— duicb Hilbert veimittels Integial- 
gleicbungen 1535 

Stieckenspektium i r >77, 1578 IF, 

1693/4, s aucb quadratische Formen, 
beschiankte 

Streckenti eue Abbildung 217, — 

Funktionen 388 

Stromungspotential 251, 266, 268, 
316, 338 

Struktur dei Begienzung ernes Ge- 
bietes 925, 926, — der abgeschlosse- 
nen Mengen 868, 879, 880, 895, — des 
m sick dicbten Bestanclteils emer 
Menge 903, — des perfekten Bestand- 
teils emer abgescblossenen Menge 901 
Stuck emer abgescblossenen Menge 902 
Stutzebenen 505, —funktion 1446 
Stutzgerade 503 

Stui m-Liouvillesche Reihen 1238 , 1259 , 
1260, 1264 
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Sukzessive — Tiansloi iudiion 


Sukzessive Anunbeiungen bei DilTe- 
xenzengleicbungen 680, — Appioxi- 
mationen s d, — Uniformisieiung400 
Summ abilitatsab szissen 753 
Summabilitatsabszissenfunktion 
756 

SummabilitaUgerade 479 
Summabilitatsgi enzabszibse 757 
Summation 1192, 1204, Abelsche — 
477, 758, — , anthmetisclie Mittel 477, 
1204,1383, Boielscbe — 481,685, 758, 
13S3 , 148», Cesuosche — 477, 681, 
Cesarosche Mittel d tor Oiduung 478, 
753, 1206, Eulersebe — 477, — Lei 
Fomieireihen , antbmetiscbe Mittel 
1204, Satze von Fejer 1205, Ceaaro- 
sche Mittel d tor Ordnung 1206, durch 
foimale Integration 120^, Poiasonsche 
1207, Riemannscher Prozefi 1208/9, 
1218, Rieszscbe 1206, De la Valloe 
Poussins Yerfabien 1209, Holdeistbe 

— 477, Rieszscbe — 480, 755, 1206, 

— naeli typischen Mittel n 755 
Suinmationsmetboden, Be7iehungen 

zwiscben den versckiedenen 481 
Summ a tor is cb e Funktion 727 
Sum me konvergentei Reihen von ana- 
lyfcischen Funktionen 491, anal^tisch 
492, stetig 492 

Summen, einfacbe 711, mehifacke — 
71b, tiigonometnsche — s d 
Snmmenforineln 468 
Summengleichungen 709, Voltena- 
sche — 709, 1466 
Summierbarkeit s Summation 
buperpositionsmetbode von Max- 
well 164 

Sylvesterseliei Determmantensatz fm 
Fredholmscbe Deteimmanten 1374 , 

fur unendliche noimale Petei- 

mmanten 1423 

Sy mmetnebedingung lui gemischle 
Integralgleicbungen 1532 
Sy mmeti isator, hnksscitiger, reclite- 
seitigei 1542 

Symmetrisierbar bei Keinen und 
vollstetigen Bilmeartoimen s unter 
Kern und Bilmearform 
Syateme, algebraisebe, und line Ele- 
mentarteilei 562 

System, komplementaies 565, noima- 
les — m bezug aut die Stelle p 564, 

— von unendlicli vielen lmearen Glei- 

cbungen 716, <3-, *,(*<*) 893 I 


T 

T, T +■ S 182, 1 27<) 

Opeiation 1070 

Tangeute ernes ICmvenz weigei 5.S3 
Taugenten del lektifi/iorbaron Km von 
J 095 

Tangeu ten Icon stiukti on, Lira hot i- 
sche 140 

Taugenten polygon tl > 

Taugenten pi ism a, Foimol 1 >5 
Tangeutialkooi dm at on Z Ul Oirlnun^ 
einer s-dimenaionaleu Rauinkmvc 601 
Tayloische Entwicklung 6 
Teilbar duich p° 538, — diuth p Q 012 , 
— , genau, dutch p f 5 >8, duuli ^ " 
574, dureh 549, diiiLh log 571 , 

— fm die Stelle p 637 
Teilbaikeit ernes Elomontcs durch om 

andeLes 546, 6 16 — dei Funklionrn 
durch omen bcliebigon I h visor 557 
Tei let pi o blom ion Dmchlet 818, 

— von Piltz 821 

Teilfolgen, Bodmgung Jui die Exi- 
steuz gleiclmidBig konvorgentei 1] 15 
Teilkoutinua, cchte w 
Thctafunk tioncn von p Variable** 
642 

The l«i null funktion on , olhpliRoln*, 

quadrati&cbo Integialgloichung fu 

1190 

TLiomesclio Normaheihcn 6 m) 

Thom son sche Tiansfoimation 21 1,1 JH> 
Topologisch liomogeno Mongo 989, 
— er Raum 1020 
Totale 1066 

Total impei fektc Mengcn 871 
Totalisation (totahsable) 1065, -- 
complete (completemcnt totalinable) 
1066, — sy mine tuque «i deux degrt u 
1070 

Totals tetige Funktion 1007 3110, als 
unbestiramtes Integral 1110, 1HJ, m 
einer peifekten Punktmcngc Funk- 
tion 1115, nach oben funten) — Funk- 
tion mi, gleichgi adig — Funkfcionen- 
menge 1083, — Mengentuukf ion 1009^ 

— additive Meugentunktion 1010,1 132* 
Tiagheitsmoment, Konstiuktion 127 

13S 

Transformation, Abelscbe 1222, affine 

en lm Raume von uucndhchvieleu 
Yerauclerlicben 143S, einseitig emdeu- 
tige und a tetige — 94S, — der Fa- 
kultdtenreihen 684, — ernes Gebildes 
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in sich 607, — , Giuppe, engere, wei- 
teie 948, kolhneaie — -en nn JRoo 1439, 
— des Korpers K (w, z) m den lkm 
gleicken K(y,%) 567, — von Laplace 
094, 700, 1456, 1102, h90, lineaie - 
unendlickei Reihen 1241, — dei New- 
tonschen Reike 689 , hneare — der 
Penoden 630, « lt>r Ordnung 630, oi- 
tkogonale — s orthogonal, stetige — 
von Gebieten in sick 958, 960, 961/2 
umkehibar eindeutige und stetige — 
948, 957, 1020 , unitaie — 1562, um- 
tme — vollstetiger noimnler Bilmear- 
loimen aul die kanom&cke Gestalt 1563 
riansiorinationagrnppen lm Funk 
tionemaum 1168, lcontmuierliche 214 
Ti anslonni erte, Laplacesche 710 
Lb an&poniei te einer besckianhten Bi- 
lineailoiin 1424 

' i anezendente Einbeitsfunktionen 
632 

b au376D den/ ^on e 1 bei algebrai- 
scbem % 27, ■ — von % so 
'rap ezfoim el 101, 115, \eibeaseite — 
104 

'reunbai keitsaxiome 1021 
'reppenfuuktionen, emtacke 1063 
'i igonoiii eti l^cbe Funktionen 33, 
44, — Additions- und Periodizituts- 
theoieine 34 

ng onometiische lleiken 1189, 
allgememe — 1217, — , Bedmgung, 
notwendige und himeicbende, daB erne 
gegebene tiigonomctrische Reike die 
Founeueibe emei Funktion derKlasse 
JL 1+;j ist 12H, — , Emdeutigkeitssatz 
1192, 1220, — aL Fouuerreihen 1192, 

1221, — , Hauptfragen 1219, — , Kon- 
veigenz- und Diveigenzciscbemungen 

1222, Konveigenz, absolute 1222, 
mehriacke — 1223, — , Theone von 
hbemann 1217, tfbeitiagung autStuim- 
Liouvillescbe Enlwicklungen 1259 , Wei- 
torentwickluug 1219, ubeiall diver- 
gence — rnit naeb Null gebenden 
Koeffizienten 1222, — , Unbestmmit- 
heitsgrcnzen obeie, unteie 1221 

igonomotrische Summen, end- 
Liche 1146, 1100 , zur Appioxmiation 
Retiger Funktionen s Appioxiruation , 

— n tal Oidnung 1146 
chebyschetfscke boste Appioxi- 
nafcion 1157, 1224, — Pobnome iibs, 

- Quack atuitoimel 86 


U 

Ub ei deckungssatz von Borel 882, 
1023, — von Lmdelof 886, — von 
Vitali 986 

(Jbei lagerungsflaclie 302, 396/7 
Umfang einei Menge 407 
Umgebung 86 1 , 1020, — ernes Funlc- 
tions, elements 391, — einei singularen 
Stelle 403 

Umgebungsaxiome 1020 
Umgebungsbegriff 1020 
Umgebungssysteine, gleiebwertige 
1021 

Umgebungstkeone 1020 
Umkebibaikeit einei Potenzieibe 15 
Umkehipioblem fur die AbeLchen 
Integrale 64U, Jacobiscbes — 641 
Umkebi ungsfunktion emei meio- 
moipben Funktion 310 , 41S 
Unabhangige Wege 621 
Unabbangigkeit, lineaie, von Dm- 
soien 570,1 

UnabhangigkeitsmaB einei Funlc- 
tionenschai 1520 

Unbesti innate Koefiizienteu, Methode 
13 

Gnbeatimmthcitflbeieich emeL sm- 
gulaien Stelle 405, 417 
CJnbestimmtbeitagionze, obeie 
861 

Unbe walltbeit 923, 930, allseitige — 
923 

lUndicbte Menge 805 , total — Menge 

805 

Unendlich, — e Piodukte fui sm 1 und 

cos a, 40, Ililbcits Methode der 

\ielen Veranclerlichen 1367, 1392 
Ungleickmafiige Skala 123 
Ungl eichm afi i g ke itsgi ad 1142, 
Punkte von unendhckem — 1080 
Gngleichung, Besselsche — s unter 
Bessel, Holderscbe — a nntei HoLdei, 
Lagiange-Cauebyscbe — s unter La- 
grange, Scbwarzscbe — s untei 
Scbwaiz 

Unikursalkui veil 584 
Umlizieien in dei geneial analysis 
1471 ff 

Uniformisieiende Kraft 401 
Umf ormisierung 302, 39b, — alge- 
biaiscker Funktionen, Fundameiital- 
theoreme 347, 349, — analytisckei 
Funktionen 307, 309, 303, 400, — , Kon- 
tinuitdtsmetkode 347, 399, lokale — ■ 
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52'J, — , Mefeliode des Dirickletscken 
Prinzips 400, des Limenelements 399, 
1^0,3, der konformen Abbildang dei 
rberlagorungsflacbe 302, 307, 309, 
390, des Sckmiegangsverfakrens 399, 
Methude der sukzessuen — 400 
knit ire Form, — Matrix 1 5b2, — Or- 
tkogonahtafc 143s, 1536, — Transfoi- 
mation 1562, — Tiansloimation voll- 
atetigei normalei Biimearfoimen auf 
die kanomscke (iestalt 1563 
Unstetig, puaLtweise (punktieit), total 
1005 

Unstetigkeiten, kebbaie 387 
Unstetigkeitsfunktion 1011 
Unterfunktion 1075 
tuteikurpei iiT(p) der zur Stelle j) 
gtliungen konvergenten Potenzreikeu 
53y 

l r utei at hied zweiei Punkte s?7 

y 

SB 1174 

db ii Yallee Poussin, Ableitung ; t6 
\cial]getneineite 1215, — sckes Kon- 
\Hr D eiizLnttnum fm eine Fouiieneilie 
1196, — ^ckes Summations! erfalnen 
1209 — btkes Veifakien bei uneigenfc- 
Iitben Integralen 1054/5 
V ilori eccezionali 1504, s aucli 
Cigmiweit 

Vanation, Fuuktionen von beschranl- 
tti femllnhei) — iooe, — einer Funk- 
tiun aui einer mefibaren Menge hot, 

— der Konstanten 156, 700, Funk- 
tiontn ion konatanter 1 -— 1008, to- 
tale — 1007, 1100 

Variations™ etkoden 327, — , Auf- 
lusung der ersfcen Randweifcaufgabe 
der Putenhaltheorie 333/4, emei ellip- 
tiBcben Differentialgleicliung 1302, 

— , Bo^eis der Riemannsehen Exi- 
Bteuz-dtzc 331, 346/46, — Existenz- 
beweis fur Prymsche Funktionen 346 , 

— , Hilberts erste Aibeifcen 330, — ’ 
kontorme Abbildung auf em Schlitz- 
gebiet 318, 338, — , Leviseber Hilfs- 
satz 334, — , Ritzsche Methode 173 
o33, 1329, 1131, — , Stromungspoten- 
tial 338 

\ anationsprobleme, regulare ana- 
htistke 1324 | 

V'rict* t»su I 


Vektoi mi 1435, Basis ernes Ime- 
aren — gebildes 1437, komplexe — en 
1438, (Ach&en-)Kornponenten ernes — s 
1435, Lange ernes — s 1435 lnieai 
abkangige — en 1130, noimieifcei — 
1435, oitbogonale — en 1435, Ortho- 
gonalisieiungspro/efi fui — en 1137, 
Richtung ernes — s 1435 
Veidicktete Menge 1016-17 
Veidicbtuugselem ent 1010 
Verdiobtung spunk t abO, 870, — d ei 
/i teu Oidnung bb3 
Vei dicbtungsstelle ioic 
V ei emigungsmen ge 8Cb, — von ab- 
zahlbai unendlicb vielen abgeschlos- 
senen Mengen 890 

Yeigleichbaikeifc von Mengen ass 
Vemacklassigung dei Mengen emei 
gewissen Mengengesamfcheit 1005 
Veistreute Menge 901, 931 
Vei tauscbbai e Kerne s Kem 
Yerzerrungssat/ von Koebe sn, 821, 
349, 510, 513 

Vei zweigungsdi visor 66b 
Veizweigungsgleickuug bei mcht- 
Imearen In tegralgleicbungen und mob t- 
hnearen Grleichungssvstemen 1485 
Verziveigungskui ve 654 
Veizweigungsoidnung 550, 654, — 
des Veizweigungsteilers 561 
Veizweigungsteilei emei Divisoien- 
scbar 571, 572, — von K(u,z) in bc- 
zng auf die unabkaugjge Variable z 
561 , — 8 tl dei zui unabhangigeu 
Vauablen x gehoit 5(>8 
Vielwertige Funktionen, uuteiachei- 
dende Zeichen S8 

V italifickei Satz494, — llberdeckurigH- 
satz 986 

Vi van ti-Dienesschei Satz 461, Vei- 
allgemeinerung fiu Ihrichlotsube Rei- 
ben 736 

V oismage 1019/20 

Voiles System dei Eigemverte und 
Hauptfunktionen ernes unsymnietn- 
schen Kernes 1549, — (kanomschea) 
biorthogonales System der Haupt- 
funktionen 1549, s auch Eigen weit- 
tbeone 

Vollstandiger metuschei Itaum 1022 
1029 * 

VollBtandiges Eigenfunkti onensysteui 
eines assoznerteu Kernes 1508, — noi- 
mieites System \on Eigeniuuktionen 
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Wendepunkt 597 

Werte bereich ernes Emschmttes 417, 

— einer smgularen Sfcelle 417 
Werte verteilung m Wmkelrxumen 

421 

Wertevorrat emer Bilmearform 503, 

— vollstetigei normaler Founen von 
unendliehvielen Veranderlicben 1663, 

— emer Potenzreihe 503, — emer 
smgularen Stelle 405 

Weitmenge emer Diricbletschen Reihe 
auf emer veitikaien Geiade 741, von 
f(s) 766 

Wertsystem, das emem Divisor © 
entsprechende 638 

W e e n 1 1 i c h e i Dis knminan ten teller 
587 

Wesentlick smgulaie Stelle 404 
Wigertscbei Satz 467 
Win dung emei punkthaften Menge937 
Winkeltreue Funktionen 388 
Wohlordenbai keit dex Mengen 888 
Woolleysche Foimel 135, zweite 136 
Woolseysche Formel 91 
Wurzel, Berechnung der numeribch 
klemsten nack D Bernoulli 15, kon- 
]ugieite — n 54S 

Wui zelzykeln, die zur Stelle p ge- 
koien 551 

T 

Young, 1 Tntegialdefinition 1059, 1060, 
— , 2 Integraldefimtion 1060, 1062, 
— , Verallgememeiung des Denjoy- 
schen Integralbegriffs 1070, — sclies 
Konveigenzkuterium fur erne Fourier- 
leihe ii96, — , lmearer Inbalt 996 


mmetiischen vollstetigen Eer- j 
3 ; — System dei zu emem 

; geborigen Hauptfunktionen 

— System ortbogonaler Funk- 
302, — System ortbogonaler 

-rmen 1555, s aucb Eigen- 

cl i gkeit desEigenfunktionen- 
XS27 

d i gkeitseigensch aft dei 
listen Matnzen 1439 
i ci lgkeitsrelation 1392, 

- laei Diflerentialformen 1685 
ige Bihnearformen, Glei- 

rateme, Lineai founen, quadia- 
ormen, Funktionen s d 
gT Iceit 1369, s aucb bei \oll- 
JBilmeaifoimen, — fur be- 
JpT-inktionen von unendbcb- 
ox-^nderlicben 1405 
3 cbe Integralgleicbungen s 
y-leickungen, — Eernes Keme, 
aengleichung 709, 1466 
tixmgssatz von Weierstrafi 
► , 661 

W 

tn emei Funktion in emem 
bum 42 3, bei Annakerung an 
^oirg'enzgienze 487 
onvergenziadius von ^(x^y) 8 

e Formel fui ~~ 41 
2 

ties Problem 829 
h.e Foimel 91, 109, 118 

e auf emer Riemaunschen 

Einteilung in Kla&sen 621 
Weg 194, 920 
33 . z 923 

L* 15 , Definition dei analyti- 
anktionen g, 382, — scbei 

liensatz 14, -191 , — scheForm 
esbrielationen zwischen den 
der IntegLale erstei und 
afctung 629, — scbea Integial 
otter Luckensatz 606, — sebei 
atz 1146, Verallgememe- 
i, fur mebieie Veranderhche 
cite Produktdarstellung gan- 
zendeutei Funktionen 425, 
"oi'Deieitungssatz 16, 528/9, 

JB p unkte 605/6 

fi la i ungsebenen 598,603 


Z 

Z 4 bier ernes Divisors q 540 
Zablenkontmuum ^95 
Zahlentbeorie, additive 829, analy- 
tiscbe — , neueie Entwicklung 722, 
Zusammenkangssatze 814 
Zahlentbeoi etische Funktionen 780, 
810, explizite Formeln S25 
Zarembascber Hilfssatz 286/7 
Zeilenfimte Gleicbungssysteme 1448, 
— Systeme von Kongruenzen nacb 
dem Modul ems i<t4S 
Zeilemeiben 521 
Zentraldifferenzen 110 
Zeilegung der Funktionen des Koi- 
peis in Pnmfunktionen 632 
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erlegung m Honzontalstreifen 1040, 
104-t, 1043, — von Gebieten 918, — der 
Ebene (ernes Kontmuums) in zwei 
punkthalte Mengen 936, — von Kon- 
tmaen in abzahlbar Yiele Teilkoniinua 
V<5 T 

ermclusehes Auswablaxiom 33 0 , 888 
erspaltuagslorinel einei beschrank- 
ten ({uadratiachen Form 1^5, Verall- 
gememerung der — auf symmetrisiei- 
bare Forme, n b/,\v aut Schaien sym- 
metrise her lornien 1385 
^tafunktion, DeJekmdscbe 842, 
Heckesche — ^47, Riemannsche — 
759, Funktionalgleicbung 759, 7G0, 
ap pro s i m a ti v e Fun ktion algleichung 

771, GiuBenorduung auf vertikalen 
‘Tgraden 7G8 Nullstellen lm kntischen 
^treifen 771, timale und mcbtfcrmale 
Nullstellen 762, Riemann-Hadamard- 
obe Produktenhvicklung 763, Rie- 
tnann - \ Mangoldtsche Formel fur die 
Vnzahl der Nullstellen 765, Riemann- 
eln Vermutung 764, Folgerungen aus 
Kr Riemacnscben Verinutung 775, 


Wertemenge auf emer ^eitikalen Ge- 
rade 766, verallgememerte — en 777 
Zeutben-Segresrhe Imariante 672 
Zukulanten 1391 
Zugeordnete Funktion von <J5 661 
Zuordnung dei Stelle p und dei Stellen 
549 

Zusammenhangend (jz-blattnge Ku- 
gelflaobe $) 551, — lm klemen 922, 
947, 956, — , Mengen s d , jj-fach — 
183, 195, 906 

Zusammenhanglose Menge 901, 
durchweg — 900/01 
Zusammenbangszabl 195, iog, 906, 
— , Invarianz 955 

Zusammensetzung von Kernen, erster 
Art 1487, — 7Tveitei Ait 1491, s auch 
unter Kern 

Zyklanten issi 0 

Zykhdensecbsl lach 1255, 1206 
Zykhsche Penoden dcs Elemental- 
mtegials duttei Gattung 611 
Zyklometnscbe Funktionen 37 
Zylmderkondensatoi kleinstei Ka- 
pazitat 346 




